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При синтезе подвески многоопорных машин возникает задача управления 
движением твердого тела в пространстве.

Рассмотрим твердое тело, ймеюаіее шестьстепеней свободы. Введем инер­
циальную систему координат О  ̂ и подвижную O xyz , неизменно связан­
ную C телом. Оси последней будем считать главными и центральными. Поло­
жение тела в инерциальной системе координат определим вектором

 ̂ориентацию — вектором в — 2 '^  описания движения
тела будем использовать лагранжевы координаты и квазискорости а; 
( V̂ , V̂ , V̂ , , CÔ , представляют собой проекции абсолютной скорости

центра инерции и абсолютной угловой скорости на оси подвижной системы ко­
ординат) .

На тело действуют две системы сил: отклоняющие силы с главным векто­
ром R  и главным моментом Mq и  стабилизирующие с главным вектором P 
и главным моментом
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где P̂  — управляющие силы, приложенные к телу в точках, положение кото­
рых определяется в подвижной системе координат радиусами-векторами =

Управляющие силы Р^( v = ,̂ п) являются реакциями, действующими на 
твердое тело со стороны исполнительных органов системы управления. Для 
описания совместного движения твердого тела и системы управления исполь­
зуем подход И.Ф. Верещагина [ 1 ] , т.е. расчленим систему на уровни иерархии. 
Первым уровнем является твердое тело, вторым — система управления. На 
третьем уровне иерархии находится система регулирования, формирующая уп­
равляющие воздействия на систему управления и обеспечивающая устойчи­
вость замкнутой системы. Четвертый уровень-программно-логическое устрой­
ство, вырабатывающее оценки вектора состояния системы и формирующее уп­
равляющие сигналы, передаваемые системе регулирования.

Для каждого уровня системы введем вектор состояния E  и вектор 

управления i/  E  /?^^. Тогда движение системы можно описать уравнениями:



- I
- X ^  ( х ' ,u^, t )\ -  f  (х^) ;

Г^х^ =-Х^ ( x \ u ^ , t  ); P  = P  ( Р ) ;

T  P  = X U x \ l P , t ) ;  Р = 7 М х \ Р , Р ) ,

(1)

где X^ (•) -  вектор-функция.
За счет выбора единиц физических величин всегда можно сделать постоян­

ные времени первого уровня =  1. Тогда окажется, что «  1.

Чтобы получить замкнутую систему управления, необходимо найти управ­
ляющий сигнал

Г  ( х \ х ^ , х ^  ) , ( 2 )

являющийся алгоритмом управления.
Для твердого тела вектор состояния

а уравнения движения при сделанных предположениях

1 / ^  = - с о  X  + R - ^ P ) ;
т

Po -  Av^ . в = B со ,
(3)

где т  — масса тела; Zq — тензор инерции тела в точке О; А, В — ( 3 x 3 )  --мат­
рицы, связывающие подвижную систему координат с неподвижной; * — сим­
вол, обозначающий дифференцирование проекций вектора по времени в под­
вижной системе координат.

Здесь роль вектора управления играют управляющие силы P ^ ( v = ^ , r f ) \

^  ......к у -

Для решения задачи синтеза управления (2) используем метод решения 
обратных задач динамики [2 ] , применяя его последовательно к каждому из 
уровней системы. Желаемые свойства движения твердого тела сформулируем 
в виде интегрального многообразия

М:Ма ( ) = O  { а =  1 ,э ) .  (4)

Условие осуществимости движения системы (3) со свойствами 14). имеет
вид



 ̂ 1 —1 —1 + ф1 ( / я ^ X ^ f  ),
dt ^

(5)

где (*)- функции Еругина [ 2 ] , обращающиеся в нуль на многообразии (4) и 

принимающие произвольные значения при Ф  0. Функции (•) выбирают­
ся так, чтобы обеспечивалась асимптотическая устойчивость движения тела по 
отношению к свойствам ( 4 ) . Среди множества функций Еругина, обеспечи­
вающих названную устойчивость, можно выделить класс функций, удовлетво­
ряющий дополнительным условиям оптимальности процесса управления.

Определим главный вектор и главный момент управляющих сил из усло­
вий (5) при а <  6 . Для этого решим задачу построения уравнений движения те­
ла со свойством (4) по методу А.С. Галиуллина [2] .  Уравнения движения 
ищем в виде

= \/ ( .  со , f );
( 6 )

1 (о =  2̂ ( » / ^ , c o , f ) ,

причем вектор-функции \/ и 12 их правых частей представим в виде суммы 
нормальной и тангенциальной к многообразию (4) составляющих:

V =  ■\7^'+ 12 =  12*^+12^ .

Нормальные составляющие определим по формулам А.С. Галиуллина [2] . 
Для поступательного движения имеем
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1
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Для вращательного движения
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где Г ^ =  det д?•V^^ДyJ  ̂ #=0 ; Г ^  — алгебраическое дополнение (/ ,

 ̂ * ____
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Тангенциальные составляющие могут быть определены по формулам, при­
веденным в работе [2] , или приняты равными нулю. Если необходимо сохра-



нить основные динамические свойства твердого тела, можно принять 1/  ̂ =

=  — со X =  - T q  со X / ^ co .

Приравнивая правые части уравнения (3) и (6 ) , находим главный вектор 
и главный момент управляющих сил:

R -  m V m(jó X i / ^ - / ? ;

T q =  ^  к  ■

Определим теперь управляющие силы ( v = ) , n )  так, чтобы принужде-
п

ние Zn/ =  2  ( -
V= 1
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равляющих сил сводится к задаче на условный экстремум функции принуж­
дения. Функция Лагранжа

+ я ^ + ) {yv ZV
п
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принимало наименьшее значение при ус-

/ . = Z i ^ + [ A - ( 2  Я -  Я) ]  + [ Л - ( 2  Я  Я,
V= 1

L ^ ) ] .

где Л^, — векторы неопределенных множителей; — кососимметричные

матрицы, порожденные векторамиТ .
Записывая необходимые условия экстремума функции принуждения, на­

ходим управляющие силы

Я = - Л ,V 1 ■я''V 2 '
где

{ л , , л / =  S - ■ { - / > ,

а матрица G — блочная вида

(7)

( 8 )
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Управление, определяемое выражениями (7), (8),  доставляет минимум 
функции принуждения, поэтому его естественно называть управлением, опти­
мальным по принуждению [3]. Выражения (7) и (8) определяют замыкание 
системы, включающей лишь два первых уровня:

Ў* = { ? ,  ......

В то же время управление формируется как функция вектора состояния 
второго уровня: (х^] .



Приравнивая эти векторы, получаем уравнения некоторых гиперповерх­
ностей, которые можно рассматривать как интегральное многообразие в про­
странстве состояния второго уровня системы:

и :  f i l  C x \ P . t )  = f ł ( x ^ )  =  О, ( Д =  1, 6 ) .‘ (3 ' ' / з ' "  ' W- • (9)

Условие осуществимости движения системы управления (второе уравнение 
системы (D )  со свойством (9) имеет вид

+ Г
д р.

dt
 ̂ =  Г  Ф І  ( д ^  x ^ , t ) ,

где (• ) ~  функции Еругина, обеспечивающие асимптотическую устойчи­

вость движения второго уровня системы по отношению к свойству (9) . Функ­
ции Еругина выбираем так, чтобы в окрестности многообразия (9) они имели 
порядок 1/Г^. Поскольку «  1, представляет собой вектор быстрых 
движений по отношению к медленным, определяемым вектором . Поэтому 
условие осуществимости движения может быть упрощено:

( 7  2 г )) = T  Ф и

и при условии, что

det Г

из него можно наити вектор управления 

=17^ ( , f ).

Это уравнение можно рассматривать как интегральное многообразие для 
третьего уровня системы управления. Используя уравнения ( D ,  находим век­
торы управляющих воздействий 1Ў =  ( х^, хМ и управляющих сигналов

( х ^ , х ^ , х М  .
В качестве примера рассмотрим задачу стабилизации положения твердого 

тела C шестью степенями свободы. В стабилизированном положении векторы 
количества движения и кинетического момента твердого тела равны нулю: 
P : mv^ =  О, оГ =  0. Эти условия определяют точку покоя в пространстве 

скоростей. Условие осуществимости движения твердого тела имеет вид:

т {  W X ) =  Ф^ , f ) ;
f ___

Zq W+ WX Zq W = Ф ^ ( 0 7 , г ) ,  

где функции Еругина t t

%  = - К ' ' о h { V^dt', Ф ~  —к <j0 — h [ (jo dv, к , к  ,1/ ^ 0 ' U) о; ' V' (jj ' V



h — диагональные матрицы, определяющие характер переходных процессовCJ
в окрестности интегрального многообразия. За счет выбора этих матриц мож­
но реализовать оптимальность переходные процессов. Главный вектор и глав­
ный момент управляющих сил определяются по формулам

__ t

_  _
L ^ =  - к  CJ —h i  CJ dt.

о
При таком управлении твердое тело движется как совокупность не свя­

занных между собой шести линейных осцилляторов.
На рис. 1 показан переходный процесс движения тела при начальных воз­

мущениях P q =  =  0; = ^ 0 , 0 , ^ , 2 j  , Z3® = { 0, о, 1, и параметрах

h^ = k^=  diag (Ю ; 5; З) ; =  diag{2,5; 2,0; 1,б) .

Рис. 1. Переходные процессы стабилиза­
ции положения твердого тела: 

f — скорость 2 — угловая скорость 
CĴ  ; 3 — перемецдіэнйе р^; 4 — угол по­

ворота в *

В заключение следует отметить, 
что метод решения обратных задач 
динамики обладает большими воз­
можностями, так как исходные тре­
бования, предъявляемые к проек­
тируемой системе, могут быть 
сформулированы в виде ряда ра­
венств, задающих многообразие 
функционалов и функций. Поэтому 
метод решения обратных задач ди­
намики хорошо сочетается с мето­
дами синтеза как классической, так 
и современной теории управления, 
а также методами оптимизации, де­
композиции и др. В процессе синте­
за система сразу же наделяется 
свойством асимптотической устой­
чивости, а алгоритм управления 
получается в аналитическом виде 
даже для нелинейных задач.
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