
НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ СОСТАВЛЕНИЯ СИСТЕМ РАСЧЕТНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Рассмотрим решение задачи теории упругости, которое удо­
влетворяет уравнениям Ламе и граничным условиям в виде 
перемещений и напряжений. Будем решать ее следующим об­
разом. Компоненты перемещений выбираем в виде стандартных 
степенных рядов с постоянными коэффициентами. Для их опре­
деления строится система расчетных уравнений, состоящая из 
вариационных уравнений из принципа Лагранжа, уравнений внут­
ренних и поверхностных связей QJ . При этом возможны раз­
личные способы построения этой системы.

1. Возможные состояния строятся независимо от аппрокси­
мирующих функций (даже в разных классах) при обеспечении 
необходимой полноты. При этом число возможных состояний 
(перемещений) можно брать равным разности числа аппрокси­
мирующих функций и числа уравнений связей QJ , Достоинство 
такого подхода состоит в том, что выполняются интегральные 
условия равновесия на поверхности тела на всех * введенных 
возможных состояниях:,

j  K*(^adv + y P ’ ^ u d s  -  J^T ’ *S^Edv = О,
V S  V

где К  -  вектор объемных сил; S“ u -  вектор возможных пе­
ремещений; “  вектор поверхностных сил; T  -  тензор на­
пряжений; S 'E -  тензор возможной деформации.

2, Возможные состояния берутся такие же, как и аппрокси­
мирующие функции. Число их равно числу аппроксимирующих 
функций. Общее число расчетных уравнений равно в этом слу­
чае сумме числа вариационных уравнений ( числа аппроксимиру­
ющих функций) и числа уравнений связей. Для замкнутости 
системы можно привлечь неопределенные множители Лагранжа 
согласно равенству

В.Ф. Кондратюк

Р , (и  ,V ,W  ) = о ,

где и  --потенциальная энергия; Pj^ -  функции, представ­
ляющие собой уравнения связей; , W  -  обобщен­
ные перемещения; -  неопределенные множители Лагран­
жа,
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Такой путь реализован в статье [h j . Достоинством его яв­
ляется симметрия матрицы уравнений, устойчивость системы, 
отсутствие некоторого произвола в выборе возможных состоя­
ний. Однако в этом случае нарушается равенство нулю работы 
всех сил; достигается лишь минимум энергии по каждому обоб­
щенному перемещению. К тому же порядок системы возрастает
на число уравнений связей.

3. Систему расчетных уравнений можно строить таким об­
разом, чтобы одновременно выполнялись условия минимума 
энергии и равенства нулю работы всех сил на введенных воз­
можных перемещениях.

Для этого предлагается в качестве связей привлечь вариа­
ционные уравнения. Система уравнений формально строится так 
же, как и во втором случае, но порядок ее возрастает допол­
нительно на число вариационных уравнений, привлеченных в ка­
честве связей.
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В.Я. Р у б е н ч и к

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ РАСЧЕТА НАПРЯЖЕНИЙ 
У ПОВЕРХНОСТИ ДЕТАЛИ В ПЛОСКОМ СЛУЧАЕ

Рассматривается задача расчета напряжений в упругой де­
тали при плоском напряженном или деформированном состоянии. 
На границе области задана внешняя нагрузка, объемные силы 
отсутствуют.

В рамках математической теории упругости [ i j  задача счи­
тается решенной, причем не единственным способом. В при­
кладных исследованиях применяют метод конформного отобра­
жения [ 2̂  . Этот метод начал развиваться задолго до появле-
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ния ЭВМ и в наше время, возможно, не является оптимальным. 
Перспективным представляется решение задачи с помощью тех 
или других интегральных уравнений, однако практически они 
почти не изучены. Известна лишь одна работа £з]1 , в которой 
методом итераций решают интегральные уравнения, предло^сен- 
ные Н,И. Мусхелишвили, В работе отмечается необходимость 
высокой точности решения интегральных уравнений, поскольку 
определение напряжений связано с дальнейшим дифференцирова­
нием.

Интегральные уравнение, рассматриваемые в настоящей ста­
тье, могут быть получены с помощью общей теории в комплек­
сных переменных [ i j  и отличаются от уравнений Н.И. Мусхелиш­
вили тем, что неизвестными являются непосредственно напря­
жения у поверхности детали, а не интегральные функции. Это 
позволяет избежать дифференцирования и потери точности.

Ниже дается вывод уравнений в действительных переменных. 
Методически работа близка к [4, ^

Задача описывается дифференциальными уравнениями равно­
весия

Ъ бX
д Х

Эх
х у  _

9 у = О,
д б  Э х  

J L + ___
9 у Эх = 0 ,

граничными условиями

5^C O S  (п х ) + t;^yC O S  (п у )  = P ^ l  

б у С О З  (п у )  + t ; ^ ^ c o s ( n x )  = P y  

и уравнением совместности деформаций

( 1 )

( 2 )

Д 6" =
Э х "

+ б "= (5 ^  + б у .
(3 )

Здесь б" » в* ”  нормальные напряжения на площадках де-
^ У .картовых координат; касательное напряжение; р^» P̂ . -

составляющие внешней нагрузки в направлении координатных 
осей; (о -  сумма нормальных напряжений, инвариант при по­
вороте координатных осей; А  -  оператор Лапласа. В условиях 
(2 ) фигурируют косинусы внешней нормали.

Необходимым условием разрешимости задачи являются ин­
тегральные условия равновесия
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^  P ^ d s  = Oj ф P d s  = 0; /  ( у р ^ - х р ^  d s = 0 , (4)

где имеются в виду интегралы по контуру конечной области.
Дальнейшие выкладки имеют целью, во-первых, получить ин­

тегральные условия для напряжений, содержащие интегралы по 
площади от самих напряжений, но не их производных. Во-вто­
рых , следует скомбинировать эти условия таким образом, что­
бы исключить интегралы по площади и прийти к интегральным 
условиям по контуру. В-третьих, условия по контуру необходи­
мо привести к форме, допускающей эффективное численное ре­
шение, а именно: к интегральным уравнениям Фредгольма 
второго рода.

C привлечением произвольных дифференцируемых функций u » 
V  , W составляются следующие предложения:

//(*
f j i i

г + X  — )dxdy  = ^u p  ds;
X  Ox ху  оу '  X

' — + Т, dxdy=5^vp ds; у  9у х-у 9х у

(5 )

W dxdy d w
—

д б
) d s . (б )Qn Qn

Здесь в левых частях стоят интегралы по площади, а в пра­
вых -  по контуру области. Доказательство интегральных усло­
вий равновесия (5 ) сводится к применению формулы Остроград-
екого к произведениям вида u бГ U %

If
х у а именно:

"5— (иб* )+~:г— (и'т; ) dxdy=5^ иб* соз(пх)+и^;
Q x ^  X  ̂ 9 у   ̂ L ^  ^

i(n y )JH^cos d s

C использованием (1 ) ,  (2 ).
Интегральное условие совместности (6 ) представляет собой 

формулу Грина C учетом того, что функция (э является
гармонической (3) ,

C целью исключения интегралов по площади произвольные 
функции выбираются следующим образом:
V 2

9 ф  - 9 ф^  -- ---------
д у ЭхЭу

(7)
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Суммирование после подстановок равенств (5 ) и сопостав­
ление C (6 ) приводит к следующему результату:

f  ( S - I ^ - W''  ̂ ' Эп )d s  = ^ (р +P
Ь п  '  ^  Эу У  Э х

P -------; d s .

(8)
Интегральные условия равновесия (4 ) следуют из (8 ) при

подстановках w = 0, ф = х ;  у ; х2 _
Переход к интегральным уравнениям возможен на основе (8) ,  

как это сделано в [ б]  . Однако более удобными оказались ура­
внения, полученные на основе следующего варианта формулы ( 8 ) :

Ф ( ^
Э W 
д п

— 0 W
(о 0 п ) Cls = A , (9)

где А -  правая часть (8) ;  функция, вводимая с по-
мощью соотношения

Э(э Э<о
Эп Э S

(10)

Функция (б представляет собой значение на контуре со­
пряженной C <5 гармонической функции. Переход от (S ) к (9 ) 
выполняется интегрированием по частям с учетом свойства 
гармонической функции

Э б
Э п d S = О

(последнее может быть получено из (8 ) при подстановке w  s= 
= c o n s t   ̂ ^  = 0 ). _

Следует отметить, что функция б  введена с помощью 
интегрирования и определена с точностью до слагаемой конс­
танты.

На основе (8 ) или (9 ) может быть составлено множество 
частных условий для искомых функций, например, такое ( W = 
= ^  ̂ Ф = 4 х у ) :

Ф (<5 COScJL + б  s inоС ̂ d s  = 2 ̂ (хр^ , + yPy)ds, ( I l )

где oL -  угол между радиус-вектором и нормалью к контуру 
(отсчитывается от последней).

Для перехода к уравнениям Фредгольма требуется найти та­
кие функции W , которые в связи с предельным переходом
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Рис. I,

дают конечное значение интегралам левой части (9 ) по сколь 
угодно малому участку контура. Были подобраны следующие па­
ры функций, удовлетворяющие этому требованию и условию (7 ):

W
__ C O S  2 ^

1 “  4

s in  2 ^
W2 =

\  = JT ;

; ф _=1п уэ  ,
(1 2 )

где ^  “  полярные угол и радиус. Ось х является
нормалью *к контуру в некоторой точке К , начало координат 
(особая точка функций) вначале находится вне контура с по­
следующим переходом к точке К на контуре (рис, I ) ,  

Подстановка в (9 ) дает (особая точка вне контура)

COSiT S i n ^
P (^sinol4-6coSoŁ)dS = ^  (р ^ ——5 —-  P ^

P
)d j

У  ^ (13)

ф (6s ino i4 -6 'cosoO ds = -5 !5 (p ^ -S i^ +  Ру ~ ^

При предельном переходе в окрестности точки К выделяется 
' элемент контура достаточно малый* чтобы его можно было 

считать прямым. В этом случае o l - j T  » и использование

подстановки 

Iimim f  f '̂ d s  = lim 

As

— 2- позволяет получить
COS^  ^2

/  = -  TT ;
a-*0

96



Рис. 2.

cosysiny
lim  f  — sino^ds = l im f  s i n ^ d ^ = -  
a-^0 ^ ^^n-J

ЛВ a-^0

lim /  °̂̂ _p ^ cos4ds = lim
As a-*-0

f t
2 *

TC
— — .... r

2

(14)

B других случаях предельный переход дает нулевой резуль­
тат, в том числе для интегралов правой части (13 ), содержа­
щих s i n y 'ZjO при дополнительном предположении о сим­
метрии элемента относительно оси х .

Функции S’ I S  f P > P можно либо считать посто­
янными на участке л з  , ^ ли^о при уменьшении его длины 
до нуля воспользоваться теоремой о среднем.

Итогом проведенных преобразований являются следующие ин­
тегральные уравнения:

Л _ б  _ ^ ^ 2 S ^ H l£ - (6 s in o L - 5 c o s « ) d s  = 
2 к P

“  ^  (Р ,
cosąr

XK
sin у 

J=> )  d s ; (1 5 )

TT <5 +ў (*5sinot>- 6^coso(.)ds
к P

= Ttp -^ (р  ук X
s in y

+ р .
cosy ■)ds,

7 Зак.6408 97



Рис. 3.

где индексом к помечены значения функций в точке К , от 
которой отсчитываются размеры ^  , jO (рис, 2). При каж­
дом конкретном положении точки К на контуре под р^, р

подразумеваются составляющие внешней нагрузки вдоль и по­
перек внешней нормали в точке К . Система координат х , у 
связана с точкой К и внешней нормалью в этой точке,

В точке К (рис, 3) подынтегральные функции содержат не­
определенность, раскрытие которой путем вычислений для дуги 
окружности приводит к следующему результату:

C O S ^ r C O S ^ s i n  ^— 5 — ( К)  = -------- ---------- -SinoC(K) = - (1 6 )P  V - 7  -  P  - -  2

где к -  кривизна, которой приписывается знак "плюс" для 
выпуклых участков контура и "минус" -  для вогнутых, В ос­
тальных случаях левой части (15) раскрытие неопределенности 
приводит к нулевому результату, а в правой части остается 
интегрируемая особенность s in

При вычислениях в общих декартовых координатах х , у ис­
пользуются формулы:

p c o s ^  = X ^ c o s  +y^sin/3^ ;

^ s i n ^  = y ^ c o s / 3 ^ -x ^ s in y 3 ^  ; I ( 17 )

j9 c o s  оС = X^ C O S ^ + у^  s in  ;

p s in o L =  y ^ co S jO  -  X ^ s in /3 ,

где Xj = X -  X^; y j == ў  -  /3 -  угол наклона нормали
к оси X (отсчитывается от последней); индексом к помече- 
ны размеры, относящиеся к точке К .



Интегральные уравнения (15) можно решать путем замены 
интегралов суммой по той или другой квадратурной формуле, 
что сводит задачу к системе линейных алгебраических уравне­
ний относительно значений искомых функций в узловых точках 
квадратурной формулы.

Решение уравнений (15) дает значения искомых функций ^  и 
(5 на контуре. В задачах о концентрации напряжений оценку 
прочности детали ведут по максимальным напряжениям у по­
верхности, и описанный расчет решает задачу. Растягивающее 
напряжение у поверхности на незагруженных участках равно 
(э 3= ^  (в  общем случае (5 = -  нор­
мальная внешняя нагрузка).

В связи C вероятностью усталостного разрушения в расчеты 
вводят лрадиент первого главного напряжения в точке макси­
мума [6J . Используя уравнение равновесия в полярных коор­
динатах C началом в центре кривизны и равенство (10 ), можно 
получить (для незагруженных участков)

Эб -  к б (1 8 )
9п 9п 9s

Что касается определения напряжений в любой точке упру­
гой области, а также перемещений, то такую задачу в принципе 
также следует считать решенной, что следует из общей теории 
плоской задачи [Г] .

Далее рассматриваемся частный случай -  растяжение полу­
плоскости C местным рельефом (рис. 4). Перехо/j от конечной 
области к полубесконечной выполняется так. Описывается по­
луокружность достаточно большого радиуса и к ней приклады­
вается нагрузка

p ^ = p s in (p ^ + y ')s in / 3 ^ , P y = p  s in (/ 5 ^ + ^ )c o s p ^  , (1 9 )

gg


