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Задание 
  

1. Вычислить определенные интегралы. 
2. Вычислить длину дуги кривой в декартовой системе координат. 
3. Вычислить площади фигур, ограниченных заданными  линиями. 
4. Вычислить длину дуги кривой в параметрической форме, либо в 
полярной  системе координат. 
5. Вычислить объемы тел, образованных вращением вокруг оси Ох 
фигур, ограниченных заданными линиями. 
6. Вычислить двойные интегралы по областям D, ограниченным 
указанными линиями. 
7. Изобразить область интегрирования и переменить порядок 
интегрирования в двойных интегралах от функций. 
8. С помощью двойных интегралов вычислить площади фигур, 
заданных в декартовой системе координат и ограниченных 
заданными линиями. 
9. Вычислить площади плоских фигур в полярной системе 
координат. 
10. Вычислить объемы тел в декартовой системе координат. 
11. Вычислить двойные интегралы в полярной системе координат. 
12. Вычислить тройные интегралы по фигурам V, ограниченным 
заданными поверхностями. 
13. Вычислить массу тел, ограниченных заданными поверхностями. 
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Вариант 1 
 
 

1. а)   ∫
+

3

1
32 )1( x

dx
; б)   ∫

1

0

2 dxx x . 

 
2. а)   3,22 == xpxy ; б)   

.кривой)от(справа1cos
),cos1(2

=
+=

ϕρ
ϕρ  

 
3. Полукубической параболы 22 xy =  , заключенной между точками 
(0; 0) и (4; 8). 
 
4. )3sinsin3(),3coscos3( ttayttax −=−=  от   t=0   до   t=π/2. 

5. xexy= и прямыми 3,1 == хx . 
 
6. 0,2,;)( 22 ==+=+∫∫ xyxxydxdyyx

D

. 

7. ∫∫∫ ∫
− −

+
39

0

0

3

3

хx

fdydxdydx . 

 
8.  xyxy =+= ,522 . 
 
9. 0,,222 ≥≤=+ xxyyyx . 
 
10. 0),(1 22 =+−= zyxz . 
 
11. ∫∫ ≤≤+−

++D

yyxD
yx

dxdy 0,4полукруг;
4

22
22

. 

12.  )0(0,1;
2

2

2

2

2

2

≥==++∫∫∫ zz
c
z

b
y

a
xzdxdydz

V

. 

 
13. γ(x, y, z) = 1, 1,0,: 2222 =+==+ yxzzyxV . 
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Вариант 2 
 
 

1.а)   ∫ ++

3

0 11 x
dx

;   б)   ∫
2

3

0

2xdxarctg .  

 
2. а)   0,9 2 =−= yxy ; б)   

.кардиоиды)(вне
),cos1(

a
a

=
−=

ρ
ϕρ  

 
3. xy cosln= , заключенной между точками с абсциссами х=0, х=π/4. 
4. teytex tt sin,cos ==  от t=0 до t=1. 

5. yx
x

y =
+

= 2
2

,
1

4
. 

6. 1,0,;)1( 2 ===−∫∫ yxyxdxdyy
D

. 

7. ∫∫
xR

fdydx
0

2/2

0

 +  ∫∫
− 22

02/2

xRR

R

fdydx . 

 
8. 1,ln 2 == yxy . 

9. 
3

,
4

,2 πϕπϕρ === . 

10. 2,
4

22
=

+
= zyxz . 

 
11. ∫∫ −+

D

yx Ddxdye ;
22  круг 122 ≤+ ух .  

12. ∫∫∫
V

zdxdydz ; 0,0,,: 2222222 ===++=+ yxRzyxzyxV . 

13. γ(x, y, z) = 1,    1,: 22 ==+ zzyxV . 
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Вариант 3 
 
 

1. а)   ∫ +

3

0 21 x
dx

;        б)   ∫
1

0

)2/arcsin( dxx . 

2. а)   
⎩
⎨
⎧

=+=
+=

1,
1

3

2

xtty
tx

; б)   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

3
cos πϕρ a . 

 

3. 
1
1ln

−
+

=
x

x

e
ey  от  х= а  до  х= b  (b>a) .  

4. ttyttx 8cossin8,8cossin8 −=+=  от   t=0   до   t=π/2. 

5. 1
2

2

2

2

=+
b
y

a
x . 

6. 2,0,0;)( =+==+∫∫ хуxydxdyyx
D

. 

7. ∫∫
1

9/

1

0 2y

fdxdy + ∫∫
1

9/

3

1 2y

fdxdy . 

8.   )0(,
2
5, >=+= aayxaxy . 

 
9. xyxyx −≥=+ ,322 . 
 
10.  )0(0,0,1243,9 2 ≥===+−= yzxyxyz . 
 
11. xyyxDxdxdy

D
∫∫ ≥≤+− ,1полукруг; 22 . 

 
12. )0,0,0(0,0,0,1; 222 ≥≥≥====++∫∫∫ zyxzyxzyxxyzdxdydz

V

. 

 
13. γ(x, y, z) = z , )0(,,0,: 2222 >===−+ aazzazyxV . 
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Вариант 4 
 
 

1. а)   ∫ −0 1x
dx

;  б)   ∫ −
1

0

5 dxx x . 

2. а)   
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=

tty

tx

3

3

2

;  б)   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

4
cos πϕρ a . 

3. 1
2

2

−=
xy , отсеченной осью ОХ. 

 
4. )cos1(9),sin(9 tyttx −=−=  от   t=0   до   t=2π. 
 

5. ax
a
xby ≤≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0,

3
2

. 

6. 222222 ; RyxdxdyyRy
D

=++∫∫ . 

7. ∫∫

+
2

2

0

2

0

x

fdydx + ∫∫
+

−

2
2

4

3/10

2 2

x

x

fdydx ; 

 
8. 0,3,42 ==+= хayxaxy . 
 
9. ∫∫ ≥≤+−+

D

yуyxDdxdyyx 0,2полукруг;)( 2222 . 

10. 0,3,25,1 2222 ≥≤=+=+ xxyyxyx . 
11. 0,0,1,,02 2 =====+−+ zyxxyzyx . 
 
12. )0,0,0(1,0,0; 22222 ≥≥≥===−++∫∫∫ zyxzzzyxdxdydzyx

V

. 

13. γ(x, y, z) = 1, 1,0,1
99

: 2
22

===−+ zzzyxV . 
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Вариант 5 
 
 

1. а)   ∫ +

3

0 73x
xdx

;  б)   ∫ +
1

0

)12ln( dxx ; 

2. а)   
⎩
⎨
⎧

−=
−=

,
,1

3

2

tty
tx  одной петли кривой; б)  ϕρ sin5= . 

3. Полукубической параболы  32 )1( −= xy , заключенной между 
точками А(2;-1) и В(5;-8) . 

4. 32

2
1, ttytx −==   о$т   t=0   до   t = 3 . 

 
5. 0,2 2 =−= yxxy . 
 
6. xyxydxdyyx

D

==+∫∫ 222 ,;)( . 

7. ∫∫
−−

x

x

fdydx
2255

2

0

+ ∫∫
−−

2

255

4

2 2x

fdydx . 

  
8. xxyxxy 52,4 22 −=−= . 
 
9. ( )ϕρ cos1+= a . 
 

10. 0,0,1223,
2

2
===+= zyyxxz . 

 
11. ∫∫ ≥≤+−

−−D

yyxD
yx

dxdy 0,1полукруг;
9

22

22

. 

 
12. ∫∫∫ ====

V

zyxxyxyzxyzdxdydz 0,,,; 22 . 

13. γ(x, y, z) = 2, 0,)(2: 22 ==+− zzyxV . 
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Вариант 6 
 
 

1. а)   dxe x∫ −
2ln

0

1 ;   б)   ∫
1

0

xarctgxdx . 

2. а)   0,8,32 === xyxy ; б)    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

3
sin πϕρ a . 

 
3. Параболы у = х2 от   х = 0  до х = 1 . 
 
4. taytax sin,cos ==  от   t=0   до   t=T. 
 
5. yxxy == 22 , . 
 
6. 1,0,0; =+==∫∫ xyxydxdyxy

D

. 

7. ∫∫
−

−−

210

2
2

у

у

fdxdy + ∫∫
− 212

2

0

y

y

fdxdy . 

  
8. 1,1,ln −=−== yxyxy . 
 
9. xyxxyx 4,2 2222 ≤+≥+ . 

10. 0,1
424

,2 2 ==++= zzyxyx . 

 
11. ∫∫ ≤+−+

D

xyxDdxdyyx 2круг; 2222 . 

 
 
12. 0,3,1,0,32; =====+∫∫∫ zyyxzxxdxdydz

V

. 

13.γ(x, y, z) = 0,,0,2:, 2222 ====++ zazyxyxVyxz . 
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Вариант 7 

 

1. а)   ∫
+−

29

3 3
2

3)2(x

dx
;    б)   ∫

8

0

2sin
π

xdxx . 

2. а)   4,422 +=+= xyxxy ;  б)  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

6
cos πϕρ a . 

3. у = )0(),ln( 22 >− axaa , лежащая выше оси ОХ. 
 
4. Развертки окружности )cos(sin2),sin(cos2 tttytttx −=+=  от   
t = 0   до   t = 2π. 
 

5. 32

4
1, xyxy == . 

6. 2,,1;2

2

===∫∫ xxyxydxdy
y
x

D

. 

7. ∫∫
2

0

1

0

x

fdydx + ∫∫
−
2

3

0

3

1

x

fdydx . 

8. 4,
4

,
2

2 === yxyxy . 

 
9. 0,,222 ≥≤=+ xxyyyx . 
 
10. 0,0,0,4,4,122 =====++= zyxyxyxz . 

11. ∫∫ −
+D

D
yx

dxdy ;
22

полукруг  0,122 ≥≤+ хух . 

 
12. ∫∫∫ ====

V

zxxyxyzdxdydzzxy 0,1,,;32 . 

13. γ(x, y, z) =1,        0,,: 22222 ≥+=+−= zyxzyxbzV . 
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Вариант 8 
 
 

1. а)   ∫
−+

3

2
3 2)2(1 x

dx
;  б)   ∫ +

3

0

)3ln( dxx . 

2. а)   xyxy == ,2 ; б)  ( ) .0,cos1 πϕϕρ ≤≤−= a  

3. Цепной линии у = xсh2
2
1

от х= 0  до х = 3.   

4.  Одной арки циклоиды )cos1(3),sin(3 tyttx −=−= . 
 
5. 32 )1( −= xy и прямой  2=x . 
 

6. 
( )

0,1;
1

2
2 =−=

+∫∫ yxy
y
dxdy

D

. 

7. ∫∫∫ ∫ +
xx

fdydxfdydx
sin

02/

2/

0 0

π

π

π
. 

8. 2,
2

,
2

2 ±=== xxyxy . 

 
9. 4),1(4 222 =+−= yxxy  вне параболы. 
 
10. xyxyyxzyxz 2,,2, 2222 ==+=+= . 
 
  
11. ∫∫ −+−

D

yx Ddxdye ;)( 22 сектор круга 0,,122 ≥≥≤+ xxyyx . 

 
12. ∫∫∫ ====+

V

zxhyazxxdxdydz 0,0,,; . 

 
13. γ(x, y, z) = ,222 zyx ++ V  первый октант шара 2222 Rzyx ≤++ . 
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Вариант 9 
 
 

1.а)   ∫
−2

1

2 1 dx
x

x
;   б)   ∫

1

0

32 dxx x . 

2. а)   0,8,32 === xyxy ;  б)    ( )ϕρ cos1−= a . 
 

3. Полукубической параболы ( )32 2
2
5

−= xy , отсекаемой прямой х=4. 

4. Развертки окружности )cos(sin),sin(cos tttytttx −=+=   
от   t = 0   до   t = π. 
 
5. π≤≤== xyxy 0,0,sin . 

6. 3,1; =+=∫∫ yxxydxdy
y

x

D

. 

 

7. ∫∫
−

−

21

0

1

1

x

fdydx . 

8. )
2

0(0,cos,sin π
≤≤=== xyxyxy . 

 
9. 0,,2, 2222 =≤=+=+ xxyxyxxyx . 
 
10. 0,0,0,042,4 2 ====−+−= zyxyxxz . 
 
11. ∫∫ +

D

Ddxdyyx ;22   первый виток спирали ϕρ а= . 

 
12. )0,0(1,0,0,0,1; 22 ≥≥=====+∫∫∫ yxzzxyyxxydxdydz

V

. 

 
13. γ(x, y, z) = шар,2 −Vx  9222 ≤++ zyx . 
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Вариант 10 
 
 

1. а)   ∫ +

4ln

0 4xe
dx

;   б)   ∫
6

0

3sin
π

xdxx . 

2. а)   2,2 +== xyxy ;  б)    ϕρ 2cos22 a= . 

3. Цепной линии ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

− a
x

a
x

eeay
2

   от   х =  0   до   х =  b . 

4. Астроиды tytx 33 sin2,cos2 == . 

5. 
2

3,
2

3
2 xyxy =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= . 

6. 0,,;)cos( ===+∫∫ xyxydxdyyx
D

π . 

 

7. ∫∫
−

−

22

22

2

0

xa

a
xa

a

fdydx . 

8. 44,2 2 +=−= xyxy . 
 
9. 1,2,1cos ≥== xρϕρ . 
 

10. 
a

yxaz
a

yxz
2

,
22222 −−

=
+

= . 

 
11. ∫∫ −+

D

Ddxdyyx ;)( 22 полукруг 0,222 ≥≤+ ухyx . 

 
12. ∫∫∫ ≥=++

V

zzyxyzdxdydz 0,1; 222 . 

 

13. γ(x, y, z) = 0,,2:, 22222 ===++ zazxyxVyxz . 
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Вариант 11 
 
 

1. а)   ∫ −

9

4 1x
dxx

;         б)   ∫
2

0

3 dxxe x . 

2. а)   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=
=

1
,sin2
,cos2

x
ty
tx

  справа от прямой; б) πϕπϕρ ϕ =−== 21 ,,aе . 

3. Полукубической параболы 32 )1(
3
2

−= xy , заключенной внутри 

параболы 
3

2 xy = . 

4. Петли кривой 32 ,3 ttytx −== . 
 
5. baabyx ≤≤=−+ 0,)( 222 . 
 
6. 5,4;)2( 2 =−=+∫∫ xyxdxdyyx

D

. 

7. ∫∫
е

e y

fdxdy
1

0

. 

8.  xyxy == ,
2

2
. 

9.  xyyyx ≤=+ ,622 .  
 
10. 2222222 2,0 =++=−+ zyxzyx (внутри конуса). 
 
11.  ∫∫ −

D

Dxydxdy ; четверть круга 0,0,222 ≥≥≤+ yxRух .  

12.  0,0,0,,; 22 ====++=∫∫∫ zyxayxyxzxdxdydz
V

. 

13. γ(x, y, z) = 1,   ( ) 0,
33

2:
22

2 =+=− zyxzV . 
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Вариант 12 
 
 

1. а)   ∫ +

3ln

0 3xe
dx

;         б)   ∫
3

1

xarctgxdx . 

2. a)   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+=

=

4,3

2

xtty
tx

 б)   ϕρ 3sina=   одного лепестка. 

3. Полукубической параболы 235 xy = , заключенной внутри окруж-
ности 622 =+ yx  ( Взять в качестве независимой переменной у). 

4.
4

2,
6

44 tytx −==    между точками пересечения с осями координат. 

 
5. 0,4,1,4 ==== yxxxy . 
 
6. 12,2;)( 2 −=−=−∫∫ xyxydxdyyx

D

. 

7. ∫∫
x

x

fdydx
12

3

1

0 2

. 

8. 4,2, === xxyxy . 
 
9. )cos1(2 ϕρ −= . 
 
10. 2,1,2,4 22 =−=+=−= xxyzyz . 
 

11. ∫∫ −
−−D

D
yxR

dxdy ;
222

полукруг 0,222 ≥≤+ yRух . 

 
12. )0(0,1,; ≥==+=∫∫∫ zzyxxyzxydxdydz

V

. 

13. γ(x, y, z) = 1,    
0,0,,: 2222222 ===++=+ yxRzyxzyxV . 
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Вариант 13 
 
 

1. а)   ∫
−2

1

2 1 dx
x

x
;   б)   ∫

2

4

2sin

π

π x
xdx

. 

2. а)   2,2, === xxyxy ; б)  
2

,2cos22 aa == ρϕρ    

         вне окружности. 
3. xy ln=   для 83 ≤≤ х . 

4. )3(
3

, 22 −== ttytx   между точками пересечения с осью ОХ. 

5. 12 += xy  и прямой 12 += xy . 
6. 3,2,2,;)2( ====+∫∫ xxxyxydxdyyx

D

. 

7. ∫∫
−

−

2

2

1

2
)1(

1

0

x

x

fdydx . 

 
8.  22 , yxxy == . 
 
9.  0,4, 2222 ≥=+=+ yxyxxyx . 
 
10.  222222 , RzxRyx =+=+ . 
 
11. ∫∫ −+

D

Ddxdyyx ;sin 22 круг  222 π≤+ ух . 

 
12. 0,0,0,,; 22 ====++=∫∫∫ yzxayxyxzydxdydz

V

. 

13. γ(x, y, z) = 
44

,
44

2:,
5
1 22

2
22 yxzyxxV +=+= . 
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Вариант 14 
 
 

1. а)   ∫
+

35

3
32 )25( x

dx
;  б)   ∫

3
1

0

3arcsin xdx . 

2. а)   yxyxx +=−= 4,4162 ;  б)  
4

),0( πϕϕρ =>= aatg . 

3. Цепной линии   ( )a
x

a
x

eeay +=
−

2
 между прямыми  х = 0  и  х = а. 

4. Кардиоиды )2sinsin2(),2coscos2( ttayttax −=−= . 
 
5. axpxy == ,22 . 
 
6. 2,1,0,;)( 22 ====+∫∫ yyxxydxdyyx

D

. 

7. ∫∫
−

−−

2

2

1

1

1

1

x

x

fdydx . 

 
8. 1,, 2 === xeyey xx . 
 
9. xyyyx 3,522 ≥=+ . 

10. 0,0,
2

,4
2

2 ===−= zxxyyz . 

 

11. ∫∫ −
+D

D
yx

dxdy ;22
треугольник  1,, =−== ухуух . 

 
12. 0,0,3,1,32; =====+∫∫∫ zxyyzxydxdydz

V

. 

 
13. γ(x, y, z) = 1,     zyxzyxV 3,4: 22222 =+=++ . 
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Вариант 15 
 
 

1. а)   ∫
−

3

0
24 x

xdx
;   б)   ∫

2

0

lne

x
xdx

. 

2. а)   0,6 2 =−= yxxy ;  б)     
2

,cos aa == ρϕρ   

             вне окружности. 
 
3. Периметр фигуры, ограниченной линиями xy 22 = и  2х=1. 
 
4. Одной петли замкнутой кривой  

tytx 2sin,sin24 == , 0,0 == xy . 
5. axpxy == ,22 . 
 
6. 2,,0;)23( 22 ===+−∫∫ yyxxdxdyyxyx

D

. 

7. ∫∫
−

−−

2

2

1

1

1

1

y

y

fdxdy . 

8. 0,2,ln === yxxy . 
 
9. 0,,6,2 2222 =≤=+=+ xxyyyxyyx . 

10. 2,
3

2
32 2

2

2

2
==+ xxzy . 

 
11. ∫∫ −

+D

D
yx

dxdy ;
22

четверть круга 122 ≤+ yx , 0,0 ≥≥ ух . 

12. 0,0,0,01232,
2

;
2

====−+=∫∫∫ zyxyxyzxdxdydz
V

. 

 

13. γ(x, y, z) ,222 zyx ++= V  шар 4222 ≤++ zyx . 
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Вариант 16 
 
 

1. а)   ∫ +

1

0 1xe
dx

;   б)   ∫
2

1

0

arcsin xdx . 

2. а)   
;0,

,
2

=±=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

−

yax

eeay a
x

a
x

  б)    aa =+= ρϕρ ),2sin1( 2 .      

3. xy sinln=  от х= π/3  до х= π/2.   
 
4. )3sinsin3(),3coscos3( ttayttax −=−=  от   t=0   до   t=π/2. 
 

5. 0,0,2
1

2
1

2
1

===+ xyayx . 
 
6. 2,1,0,;)( 22 ====+∫∫ yyxxydxdyyx

D

. 

7. ∫∫
−

−

2

2

16

4

4

0

x

xx

fdydx . 

8. 4,
4

,
2

2 === yxyxy . 

9. 0,3,25,1 2222 =≤=+=+ xxyyxyx . 
 
10. )0(0,0,0,42,4 2 ≥====+−= xzyxyxxz . 

 
11. ∫∫ −+

D

Ddxdyyx ;)( 22 круг Rxух ≤+ 22 . 

 
12.  ∫∫∫ ==+

V

hyzxydxdydz ,1; 22 . 

 
13. γ(x, y, z) = −Vх, 9222 ≤++ zух . 
 



                                                                                                                            20

Вариант 17 
 
 

1. а)   ∫ +

4

1
2)1( x

dx
;         б) ∫

3

0

)2/( dxxxacrtg . 

2. a)   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=
=

;2
,sin2

cos4

x
ty
tx

-справа от прямой; б)   )sin( πϕρ −= a . 

3. 2

2
1 xy = от х = 0  до  х = 1.  

4. Логарифмической спирали  ϕρ ae= , находящейся внутри 
окружности 1=ρ . 

5. xyyx
2
3,1 222 ==+ . 

 
6. 2,,1,ln ===∫∫ xxyxydxdyxy

D

. 

7. ∫∫
x

x

fdydx
3

2

1

0

. 

8. 2,
2

,
2

2 ±=== xxyxy . 

 
9. )cos2(2 ϕρ += a - улитка Паскаля. 
 
10. 0,0,0,1),(2 22 ====++= zyxyxyxz . 
 
11. ∫∫ −+

D

Ddxdyyx ;22 круг  Rуух ≤+ 22 . 

 
12. )0,0,0(0,0,0,132; ≥≥≥====++∫∫∫ zyxzyxzyxxzdxdydz

V

. 

 
13. γ(x, y, z) = 1,       9,25: 22222 =+≤++ yxzyxV . 
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Вариант 18 
 
 

1. а)   dxxx∫ −
1

0

22 1 ;  б)   ∫
1

0

22 dxex x . 

2. а)   xyxy == 22 , ;    б)   
3

0,3cos2 πϕϕρ ≤≤−= . 

3. xy sinln1+=  от х= 0  до х= π/2. 
   
4. ttyttx 8cossin8,8cossin8 −=+=  от   t=0   до   t=π/2. 
 
5. Кардиоиды )cos1(2 ϕρ −= , находящейся внутри окружности  

1=ρ . 
 
6. dxdyyx

D
∫∫ + )(  D  треугольник с вершинами A(0; 0) , B(2; 0), C(0; 2). 

7 ∫∫
−

−

22

22

2

0

xa

a
xa

a

fdydx . 

8. )
2

0(0,cos,sin π
≤≤=== xyxyxy . 

9. )0(
2

,3;)(
22

22222 >
+

==++++∫∫∫ a
a

yxzazyxdxdydzzyx
V

. 

10. 4,
4

22
=

+
= xzxz . 

 
11. ∫∫ −−−

D

Ddxdyyx ;1 22 круг  xух ≤+ 22 . 

12. xyxy == 22 ,4 . 
 

13. γ(x, y, z) = 9:,1 222
222

≤++
++

zyxV
zyx

. 
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Вариант 19 
 
 

1. а)   ∫ +

9

1
2)2( x

dx
;   б)   ∫

1

0

2 dxex x . 

2. а)   xyxy 4,4 22 == ;  б)   
2

0,2cos2 πϕϕρ ≤≤−= . 

3. Цепной линии ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

−
a

x
a

x
eeay

2
 от точки х = 0 до точки х = 4 . 

4. Спирали Архимеда ϕρ 5= , находящейся внутри окружности  
πρ 10= . 

5. ayxaxay 2,0,)( 2 ===− . 
 
6. 2,1,3,;)2( ====+∫∫ xxxyxydxdyyx

D

. 

7. ∫∫
−

−−

y

y

fdydx
1

1

1

0 2

 

  
8. 44,2 2 +=−= xyxy . 
 
9. )cos3( ϕρ += a   улитка Паскаля. 
 
10. 3,0,,31 22 ===−= zzxyxy ; 
 
11. ∫∫ −

D

Dxdxdy ; круговой сектор ,422 ≤+ ух  ,20 ≤≤ х  

20 ≤≤ у . 

12. ∫∫∫ ==−+
V

hyy
h
Rzxydxdydz ,0; 2

2

2
22 . 

 
13. γ(x, y, z) = 1,  0,4),(164: 2222 ==++−= zyxухzV   вне 
цилиндра. 
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Вариант 20 
 
 

1. а)   ∫
−

2
3

0
29 x

xdx
;              б)   ∫

3

0

arctgxdx . 

2. a)   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

+=

5,
2
1

1

3

2

xty

tx
        б) 

2
,sin aa == ρϕρ   вне окружности. 

3. 32 )1( += xy ,  отсеченной прямой  х = 4. 

4. 
)

3
cos(3 πϕ

ρ
−

=
a

   от   0=ϕ    до   
2
πϕ = . 

5. 0,0,
3

cos ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= yxxy π

при 0>x . 

6. 0,044,0;)sin2(cos ==−+=+∫∫ xyxydxdyyx
D

π . 

7.  ∫∫
− 2

2

3

2/

1

0

y

y

fdydx . 

8. xyxy == ,
2

2
. 

9.  
4

, πϕϕρ == tga . 

10.  0,0,123,6 ===+=++ zyyxzyx . 
 
11. ∫∫ −

D

Dydxdy ; область, ограниченная кардиоидой ϕρ cos1−= , 

πϕ ≤≤0 . 
12. )0,0(0,,,; ≥≥====∫∫∫ yxzzyaxxyxyzdxdydz

V

. 

13. γ(x, y, z) = хzyxV
zyx

2шар,1 222
222 ≤++−

++
, 0≥y . 
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Вариант 21 
 
 

1.а)   ∫ +

8

3 1 x
xdx

;  б)   ∫
2

1

0

2arcsin xdx . 

2. a)   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

tay
tax

3

3

sin
cos

 б)    
2

,
4

,
2

πρπρρ ===
a

.       

 
3. Параболы у = х2 от   х = 0   до   х = 3 . 
 

4. ,
3

cos3 ϕρ a=    от   0=ϕ    до   
2
πϕ = . 

 
5. axayx 2,222 ±==− . 
 
6. 0,2/,;)sin( ===+∫∫ xyxydxdyyx

D

π . 

7. ∫∫
x

x

fdydx
2

1

0

. 

8. 4,2, === xxyxy . 

9. 
3

,
2

22 xyxy == . 

 
10. 0,0,0,1,22 ====++= zyxyxyxz . 
 

11. dxdyyxa
a

о

xa

∫ ∫
−

−−
22

0

222 . 

12. 0,0,,
4

;)cos( ====++∫∫∫ zyхyzxdxdydzxzy
V

π . 

 
13. γ(x, y, z) = 1, 14: 222 =++ zyxV   эллипсоид. 
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Вариант 22 
 
 

1. а)   ∫
−

32

2 2
32 )4( x

dx
;        б)   ∫

e

x
xdx

1
3

ln
. 

2. a)   
⎩
⎨
⎧

==
=

1,sin2
cos

yty
tx   выше прямой;    б)    ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4
cos πϕρ a .  

 
3. 222 ayx =+ ,   ху = , 0≥х  . 

4. ,
2

cos2 ϕρ a=  от 0=ϕ  до 
2
πϕ = . 

 
5. 3,03)3( 2 −==+− xxy . 
 
6. dxdyx

D
∫∫ D  треугольник с вершинами A(2; 3) , B(7; 2), C(4; 5). 

7. ∫∫
−

−−

x

x

fdydx
2

14/

2

6 2

. 

  
8. 22 , yxxy == . 
 
9. xyxy == 2, . 
 
10. 0,5,922 ===+ zxzyx . 

11. dxdyyx
a

о

xax

∫ ∫
−

+
22

0

22 )( . 

 
12. )0,0,0(0,0,0,1; ≥≥≥====++∫∫∫ zyxzyxzyxyzdxdydz

V

. 

 
13. γ(x, y, z) = 4,   2222 ,26: yxzzyxV +=−=+ . 
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Вариант 23 
 
 

1. а)   dxxx∫ −
2

0

22 2 ;        б)   ∫ +
1

0

)1ln( dxx . 

2. а)   01,122 =−−+= yxyx ;  б)    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

4
3cos πϕρ a .       

3. xy ln=  от х= 3/4  до х= 12/5.   

4. )4(
4

, 22 −== ttytx  между точками пересечения с осью Ох. 

5. π≤≤== xyxy 0,0,sin 2 . 
 
6. dxdyyx

D
∫∫ + )(  D  треугольник с вершинами A(0; 0) , B(1; 0), C(0; 1). 

7. ∫∫
−+

−

211

2

1

0

y

y

fdxdy . 

 
8. 1,, 2 === xeyey xx ; 
 
9. xyxy == 22 , . 
 
10. 2222 ,6 yxzyxz +=−−= . 
 
11. ∫∫ −=+−+

D

yxyxDdxdyyx 2222222 )(;)(   половина петли 

лемнискаты, расположенной в первой четверти. 
 

12. 0,0,0,,0; 2

2

2

2

2

2
=====++∫∫∫ zyxcz

c
z

b
y

a
xzdxdydz

V

.  

 
13. γ(x, y, z) =π,    0,1,1: 22 ==+=+ zzyyxV ; 
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Вариант 24 
 
 

1. а)   ∫ +

4

0
2)4( x

dx
;   б)   ∫

2

0

3sin
π

xdxx . 

2. а)   yxyx +=−= 2,242 ; б)     ϕρ cosa= .         

3. )cos2ln( xy = , 
3

0 π
≤≤ х . 

4. Кардиоиды )cos1(2 ϕρ −= , находящейся внутри окружности 1=ρ . 
 
5. 2,0,0, ==== xxyey x . 
 
6. dxdyx

D
∫∫  D  треугольник с вершинами A(0; 0) , B(1; 1), C(0; 1). 

7. ∫∫
x

x

fdydx
2

3

3

0

. 

8. 0,2,ln === yxxy . 
 
9. πϕϕρ ≤≤−= 0),cos1(2 . 
 
10. 9,,34 22 ±==−= zxyxy . 

 
11. ∫∫ −−−

D

DdxdyyxR ;222 полукруг Rxух ≤+ 22 , 0≥у . 

 

12.  

).0,0,0(

0,0,0,; 2222

222

≥≥≥

====++
++

∫∫∫
zyx

zyxRzyxdxdydz
zyx

xyz

V
 

. 

13. γ(x, y, z) = 0,8,2:,
4
3 22222 ≥=++=+ zzyxzyxV . 
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Вариант 25 
 
 

1. а)   dxx∫ −
2

1

22 ;   б)   ∫ +
1

0

)3ln( dxx . 

2.а)   xyxy ln,ln 2 == ; б)   ;
2

,
3

,sin4,sin2
πϕπϕ

ϕρϕρ

==

==
   

3. 22 )3(9 −= xxy  между точками пересечения с осью ОХ . 
4. Архимедовой спирали  ϕρ a=    от начала до конца второго  витка. 
 
5. 1,0,32 === xyxy . 
 
6. ;)( 2 dxdyyxy

D
∫∫ + D: - треугольник с вершинами A(0;0), B(0;1), C(1;1). 

7. ∫∫
−

−

22

2

2

1

xx

x

fdydx . 

 
8. 22 ,2 xyxxy =−= . 
 
9. xyxxyx 4,2 2222 =+=+ . 
 

10. 0,0,0,2,1,
14

22
=====+= zyxyxyxz . 

 

11. ∫∫ ≥+≤+
+
+

D

yxeyxDdxdy
yx
yx 1,:;)ln( 22222
22

22
. 

 

12. 0,0,0,01222,
2

;
2

====−+=∫∫∫ zyxyxyzydxdydz
V

. 

13. γ(x, y, z) = 0,4,2:,
3
1 2222 =−==+ zyxzyyxV . 
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Вариант 26 
 
 

1.а)   ∫ ++

3

0 )11( x
dx

;    б)   ∫
3

1

0

xacrtgxdx . 

2. а)    4828,168 22 =−=+ xyxy ;   б)    ( )ϕρ cos12 += .         
 

3. Функции 6/7

7
6 ху =  между точками 11 =х  и 22 =х . 

4. πϕϕρ 20,
4

sin4 4 ≤≤= . 

5. 01485,2
4
1 2 =+−+= yxxy . 

6. 0,1,; 2 ===∫∫ xyxydxdye
D

y
x

. 

7. ∫∫
x

x

fdydx
22

1

. 

8. 3,4
4

2
−=−= xyxy . 

 

9. 
22

,2cos22 πϕπϕρ ≤≤−= a . 

 
10. 0,0,1,,02 2 =====+−+ zyxxyzyx . 
 
11. ∫∫ ≤++

D

yx ayxDdxdye 222:;
22 . 

12. 0,0,0,1;
)1( 4

====++
+++∫∫∫ zyxzyx

zyx
dxdydz

V

. 

 
13. γ(x, y, z) = 1, 0,0,2,4: 22222 =≥=+=++ zyxyxzyxV . 
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Вариант 27 
 
 

1. а)   ∫
+

33

3 2
32 )9( x

dx
;  б)   ∫

4

1

ln
x

xdx
. 

2. а)   )0(0,,42 >==+= yyayxaxy ; б) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

4
sin πϕρ a .    3.  

Астроиды  3/23/23/2 аух =+  для ах ≤≤0 . 
 
4. Кардиоиды )2sinsin2(3),2coscos2(3 ttyttx −=−= . 

5. xyxy
π
2,sin == . 

6. xyxy
yx

xdxdy

D

==
+∫∫ ,

2
;

2

22
. 

 

7. ∫∫
x

x

fdydx
2

4

0

. 

8.     ).0(,3,,
2

, >=+=+== aayxayxxyxy   

 

9. 
2

0,2sin πθθρ ≤≤= a . 

10. )0(0,0,1243,9 2 ≥===+−= yzxyxyz . 
 
11. ∫∫ ≥≤+≥++

D

yxyxxyxDdxdyyx 0,4,2:;)( 222222 . 

 
12. 0,0,0,042; ====−++∫∫∫ zyxzyxydxdydz

V

. 

 
13. γ(x, y, z) = 1, 0,0,,2: 222222 =≥=+=++ xyzyxzyxV . 



                                                                                                                            31

Вариант 28 
 
 

1. а)   dxxx∫ −
3

0

22 9 ; ` б)   ∫
2

0

)2/cos(
π

dxxx . 

2. а)   8,7 =+= yxxy ;            б)    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

4
cos2 πϕρ . 

3. Функции хху )2(
2
1

−=  между её точками пересечения  

с осью Ох. 
 
4. Кардиоиды )cos1( ϕρ −= . 
 
5. 4,422 ±==− xyx . 
 
6. 1,1; 22 ==∫∫ xydxdyxy

D

. 

7. ∫∫
x

x

fdydx
1

2

1

. 

 
8. 03,42 =++= yxxy . 
 
9. 0,3,25,1 2222 =≤=+=+ xxyyxyx . 

10. ax
a

zxz =
+

= ,
22

. 

 
11. ∫∫ −

D

Dydxdy ; полукруг xух 222 ≤+ , 0≥у . 

 
12. 0,0,3,1,32; =====+∫∫∫ zxyyzxzdxdydz

V

. 

13. γ(x, y, z) = 1, 0,0,,: 2222222 =≥=++=+ xyRzyxzyxV . 
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Вариант 29 
 

1. а)  ∫ +

1

0
2)1( x

dx ;  б)   ∫ +

2

1

.
ln1

е

xx
dx

 

2. а)   0,4 2 =−= yxxy ;   б)   ( ).cos1 ϕρ −= a  
 
3. Параболы ху +=1  для 32 ≤≤ у . 

4.  
)

2
cos(2 πϕ

ρ
−

=
a

   от   0=ϕ   до  
4
πϕ = . 

5. π≤≤== xyxy 0,0),2/sin( . 
 
6. 2,2; 2 ==∫∫ xxydxdyxy

D

. 

7. ∫∫
−

−−

2

2

4

4

2

0

xx

х

fdydx . 

 
8. 5,4 =+= yxxy . 
 
9. xy 3,sin2 −≥= ϕρ . 
 
10. 0,2,1 =−+=++=++ zyxzyxzyx . 
 
11. ∫∫ −−−

D

Ddxdyyx ;4 22 полукруг xух 422 ≤+ , 0≥х . 

 
12. 0,0,0,0,0,; 22 ====+=+=∫∫∫ zyxxyyyxzzdxdydz

V

. 

13. γ(x, y, z) = 1,   1
444

:
222
=++

zyxV . 
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Вариант 30 
 

1. а)   ;
)221(

3

0
∫ −+ x

dx
    б)    ∫ +

2/

0

.
cos1

π

x
dx

 

2. а)    ;1,42 yxyxx +=−=    б)    .
4

cos3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

πϕρ  

3. Параболы 31 ху +=  для 21 ≤≤ х . 
 
4. Кардиоиды )cos1(4 ϕρ −= , находящейся внутри окружности  2=ρ . 

5. 2,42 == xxy . 
 
6. 1,0,;)( 22 ===+∫∫ xyxydxdyyx

D

. 

7. ∫∫
x

x
fdydx

3

1

0

. 

8. xyxy −≥≥= ,,2ρ . 
  
9. 0,2,, 222 ===+= zyxyyxz . 
 
10. xyxyzух 3,,2 ===++ . 
 
11. 20,20,4; 22 ≤≤≤≤≤+−∫∫ yxyxсекторкруговойDуdxdy

D

.12. 0,0,0,01232,
2

;
2

====−+=∫∫∫ zyxyxyzxdxdydz
V

. 

13. γ(x, y, z) = 0,4,:,
6
1 2222 =−==+ zyxzyyxV . 
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