
Аналогично доказательству леммы, получаем, что V (х) = О, xeDj  ̂ и 
w|^^(x) О, X е Qj . Так как (у) и jUj(^\y) являются предельными значени­
ями V ® (X ) И Wj (х) на поверхностях и , то = О, Mj^^^(y)=
= 0. Таким образом, однородная система имеет только тривиальное решение, 
а следовательно, система интегральных уравнений имеет единственное реше­
ние.

В заключение отметим, что в работе [ 2] использованным методом была 
решена аналогичная задача для эллиптических систем с коэффициентами, обла­
дающими специальными свойствами.
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Р.А.РОМАНЧИК (Б ГУ)

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
В ЗАДАЧАХ КОНТАКТА УПРУГИХ ТЕЛ

Понятие ’’метод граничных элемёнтов*^’ (МГЭ|) введено в работе [ 1] при­
менительно к решению уравнений Лапласа. Й настоящей работе МГЭ использо­
вался для решения задачи контакта упругих тел.

Постановка контактных задач плоской теории упругости имеет вид

мАйід + (X + ju ) — = 0; i = I, 2 ; x eS ^ , a =  I, 2;

A =
Ъ Xt Эх2 ’ 9xj Эх2

(I )

где а и д-постоянные Ламе; -  плоские области, ограниченные замкнутыми 
гладкими кривыми Г^ (рис. 1) . Граничные условия задачи имеют вид

x e r f > ,
a

2

( 2)

где a = 1, 2.
Здесь U-и ^ ij^ j ~ компоненты вектора перемещений и напря­

жений на площадке с нормалью п; Г^^^, Г^^  ̂ -  части границы , на кото­
рых заданы перемещения и напряжения.
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к  соотношениям (2) присоединяются условия контакта зшругих тел:

S  =  - J

(3 )

где ~  участок контакта.
Представим решение системы (1) в виде [ 2, 3] :

X (х) Uj^ (X) =  ~  /  I  G ^ i X ,  y)Pja(y) dr у 

 ̂ а  ̂ ^
Здесь X (х) = О, xeŚ̂  ̂ ; тс (х) = 1, xeS^ ,н (х ) = — , хеГ^ в случае гладкой 
границы области,

1 г 1 1 C 1
Sttm(I-V )  ̂ 1” 7  ^ 0^; Эх; S

(4)

T ji=  -  w !  ч [ | - ( ( l - 2v)62j+  2 | ^ | ^ )  +IJ 4тг(1-^)г Эп Ц Эх. 9xj

+ ( ł - 2 v ) ( | - n j -  | - П і ) ] ;

Э Э 9 Г  "" Л
^  ^  ^  (х і-У і)

+ І х ^ ў ^  •

На основании интегрального представления (4) и граничных условий (2) — (3) 
получим следующую систему интегральных уравнений, соответствующую за- 
д а ч е (1 )- (3 ) :  ^ ^

{,(U, j2 i
а

хеН^^

Рис. 1. Контакт плоских 
областей.

Рис. 2. Разбиение границы 
области.
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2 V , j | ,T , j< » .V ) V v ) 4 r ,=

f ( , A 6 )  “ (5)= f2 (x ) , хеГд ;

2 2 2
Z /  Z Cf. (х,у)рЛу)(іГ + /  Z (G [/>(x,y)-Gj?)(x,y))x  

a=l pu j =1 J ^
a a

хр ?(у)(іГ у- J  /g  I  Tj(x,y)Uj^y)dry = f3 (x);x6r^ .
Г J

Здесь f f2, f3 содержат гатегралы от известных функций.
К уравнениям (5) присоединяются уравнения равновесия контактирую 

щих тел:
/  P it/y)dr = Pj (6)

Для численного решения системы (5) — (6) используем следующий алго­
ритм. Разобьем границы областей на граничные элементы » Г = Uy^ 
(рис. 2 ) , которые могут быть прямыми или кривыми линиями. На каждом 
элементе могут быть заданы от двух до п узлов (рис. 2) .

На каждом элементе представим перемещения и напряжения в виде

/  “ 1 \ N,

N, N„

/ ^ l
ni

/
(7)

/  Pl \  /  N,

Р2 I  \ О

о \

N, N.

/Й\
( 8 )

р 5

Здесь N| -  функции формы граничных элементов; u-j, p j , i = 1,2; j = TTn -  
значения перемещений и напряжений в узлах граничных элементов. Например 
[ 3 ] , для граничных элементов заданных двумя, тремя и четырьмя узлами 
функции N- соответственно имеют вид:

N2 = j ( l  + n ;
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Nj = I  (g -  I); N2 = I  (I + ^ ),N 3  = (1 - | ) ( 1  +1);

Nj = I  (I - ^ H - I O +  9(?2+ i )]  ; N2 = . |( 1  + ?)[-10+9(?2+ i ) ] ;

No

16  ̂  ̂ 16 

I  (I -  ?)2(i -  3?); N4 = I  (I -  k b d  + 3 | ) .

Подстановка (7) и (8) в (6) с учетом выражений x = ^N-x- , у = SN y. и
i  ̂  ̂ I 1 1

последующее интегрирование приводит формулы (5) -  (6) к системе алгебра­
ических уравнений вида

[А] ( -р)  = ( F ) (9)

Из системы (9) находятся значения перемещений и напряжений в узлах. В слу­
чае неизвестной заранее границы контакта задача сводится к итерационной 
процедуре, заключающейся в решении системы (9) при заданной границе уча­
стка контакта, а затем в уточнении границы участка контакта на основании 
уравнений равновесия и положительности контактного давления.

Приближение криволинейной границы области граничными элементами 
определяется с помощью узлов (х-, у )̂ и функции N. . Для нахождения узлов 
(х|, уP на ЭВМ используется представление границы области в виде объедине­
ния дуг окружностей, парабол или отрезков прямых. В свою очередь для каж­
дой дуги нахождение узлов производится в локальной системе координат, ко­
торую программа строит по заданным опорным точкам, а затем локальные ко­
ординаты преобразовываются в глобальные по формулам:

X = cosax' -  sinay’+ Xq ; у =  sin ax' -  cosay Уд .

Здесь Xq , У0 -  координаты начала локальной системы; а — угол между поло­
жительным направлением осей х и х

Начало локальных координат для окружности выбирается в ее центре, ко­
ординаты которого Xq, yQ и радиус R находятся из системы уравнений

(хі - X q)^ +  (у і-У о > ^ =

(х2 - х о ) ^ +  (У2 - У о ) ^ =  ;

(^3 Xq)^+  (У з -У о )^=

где X-, у., i = 1,3 — координаты опорных точек: начала дуги, промежуточной 
точки и конца дуги соответственно. Локальные координаты граничных эле­
ментов дуги находятся по рекуррентным формулам:

где а =

''п+І

Уп+г
Уіarctg ( —  )

х ;  COSO^-y^sina^

У'cosa + x^'sina^

Узarctg (—  )

п = 1, к ,

к -  количество элементов в дуге.
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Начало локальной системы координат и параметр р для отрезка параболы 
определяется из системы уравнений

'-(X j-X Q )Sina+ (Yj -Y q)Cosa=  p((xj-XQ)cosa+(Yj-YQ) sina)^; 
- ( x 2-XQ)sina+ (Y2-Yo) cosa= p ( ( x2-X q) cosa+(Y2-yQ)sina)^;
-  (хз- xq) sina+ (Y2-y o ) Cosa= p ( (XQ-XQ)Cosa+ (yq-Y q) sina)

где X., у., i = 1 , 3 -  координаты опорных точек, задаваемые так же, как и для 
дуги окружности. Эта система уравнений строится исходя из канонического 
вида уравнения параболы и формул преобразования координат.

Локальные координаты граничных элементов отрезка параболы определя­
ются следующим образом:

'‘п+ ] =  '‘п + 

Уп+1 = р(*п+ Ti= 1 ,к ,

где h =
Xk - X i

Для отрезка прямой задаются две опорные точки: начало и конец отрезка. 
Начало локальной системы берется в точке (x j, у , и тогда формулы преоб­
разования координат имеют вид

Xn = XnCOS а + Xj Yn = Y^Sina+Yj

где а — угол между положительным направлением осей Ox и Ox .
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В.М.РОМАНЧАК (БПИ)

О ПРИМЕНЕНИИ ФОРМУЛЫ БЕТТИ В КОМПЛЕКСНОЙ ФОРМЕ

В работе [ 1] предложен вариант применения модифицированной на комп­
лексный случай формулы Бетти к вычислению коэффициентов интенсивности 
напряжений для контуров с угловыми точками:

Im[/(/Jj(t)df2(t) + 
L

/ ^ 2W dfj(t)] = 0. 
L

(I )
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