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Из соотношений (8 ) при =  E^ =  Е,
+ ) ] получим известное распределение напряжений во вращающемся вокруг
диаметра сплошном изотропном диске [2 ] .

Анализируя результаты расчета, можно сделать два вывода: первый— най­
денное решение (8 ) для анизотропного диска по форме совпадает с решением 
для изотропного диска, хотя упругие свойства обоих дисков существенно раз­
личны; второй — полученное решение (7) для функции напряжений F  (г , в) 
относится к новому классу решений системы уравнений (5) , не предсказан­
ных в работе [ 1] .
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УДК 539.3

М.Д. М А РТЫ Н ЕН КО , Н ГО  ХЫ О Н Г НЬЮ

О П Р ЕД Е Л ЕН И Е ФОРМЫ М ЕРИД ИА НА  БЕЗМ О М ЕН ТН О Й
РАЗНОМ ОДУЛЬНОЙ ТЕРМ О УП РУГО Й  ОБО ЛО ЧКИ ВРА Щ ЕНИЯ ПРИ  

ЗА Д А НН Ы Х  ВН ЕШ Н И Х  В О ЗД ЕЙ С ТВ И Я Х

Предполагается, что оболочка вращения выполнена из разномодульного 
материала, а внешние нагрузки и температурные воздействия при заданных 
граничных условиях вызывают в ней только мембранные напряжения. При 
этих условиях найдено явное выражение для формы ее меридиана. В случав 
изотропного материала аналогичное исследование проведено в [1 ] .

Пусть при чистом растяжении и чистом сжатии в любом направлении мате­
риал оболочки имеет модули упругости и коэффициенты Пуассона, равные
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\л E  , V  соответственно. Тогда закон термоупругости для оболочки в 
областях второго рода, где T ^  <  О, имеет вид [2]

е. = — 4 -  ( T - v ' T  } + а . Г ;
( 1)

/?£■
где 7"̂  и 7"̂  -  усилия, отнесенные к главным направлениям s,  ̂\л определяе­
мые из уравнений равновесия [3]

1 'T = -  [ J M Z +  _ 7 = 5 = _ )  dr +С ] I?;

о

T = r v Z +  [ f r ( Z  +
X

( 2)

J с/г + C ]
cfrj

dr

Здесь 17 =  sec0; д — угол между касательной к оболочке и осью вращения;
— коэффициент линейного теплового расширения материала; T  — темпера­

тура оболочки, являющаяся функцией координат и времени; h = h  (г) — тол­
щина оболочки.

Предположим, что T  не вызывает изменения кривизны срединной поверх­
ности оболочки, т.е.

^ = - I f  J aT8dd =  0,
t -h/2

где 5 — расстояние от произвольной точки оболочки до срединной поверхнос­
ти.

В этом случае для безмоментной оболочки вращения условие отсутствия 
изгибающих напряжений имеет вид [ 1] :

—  (е г )  =  е . 
dr  ̂ ^

(3)

Подставляя (1) , (2) в уравнение (3) , получим для определения 1? =  т? ( г ) 
в области второго рода нелинейноеинтегродифференциальноеуравнение

d^n
/ —  + г  [ /  (1

rh'  ^ E

h E
dn ,  rh'

- V -  I \ —  +1^\[ r ^Z{ ^-

+ Г { . rZ  +
d/

)

dr
_  4- -----

h E
^ ) +

rh' Е'^  ̂ dZ  I
+ / ( ----  i;"" -  ) +г^ ( Z  + г ---- ) -  гр^ (-------- / +

H E  dr г
dl _  d(a Т )

+ — ) ] =  - r h E  ( — — -̂-------CL Т ) , (4)
dr dr f
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где

/ =  / r ( Z  + ) dr + C .

Если X =  О, Z  =  const, h/h^ =  ( r/r  ĵ) ” , где n — действительное положи­

тельное или отрицательное число, уравнение (4) можно записать в виде

О' ~d? ~ Т
r ^ ( 2 C  + Zr'^ - Z r l )  ~  + г  [ Z r ^  ( b - n  + - ^ _ v ^ - v ~  ) +

+ ( 2 C - Z r l  ) {■)- V ~ - п  + - р .  V^)] +т? [ Z r *  ( 2 ( 2 - п-У

Е ~  4. _  _  E -  , _  Е~
+ — + V - V  ) ^ n v -----) + (2С —Z r* )  ( r j v ----------=

- а . Т ) ,  (5)
- г^ dr *

Уравнение (5) принадлежит к классу Фукса (с особой точкой z  =  0 ) , Вид 
его решения зависит от корней определяющего уравнения [4]

-
p ( p - 1 ) + p ( 1 ^ J ^  + V - п )  + ( n v ----- ) =  о,

=  - 2г Л „ ( ---- ) ” ( ------

ИЗ которого

^1,2 -^n ^ ± у/ А  ) ,

где

2

Е '
А =  ( — -+ V ^ - V  -  п)'^ -  A ( n v -------1 ).

Пусть P  =  P j ~ Рг “  целое число, тогда решение однородного урав­

нения, соответствующего (5) , имеет вид [ 4 ] :

т?“ = r ' ’i / [ 1 + Z r * / ( 2 C - Z r * ) ]  ; т?° = г ' '* / [1  + Z r * / ( 2 C - Z r * )  ] .  

Если P -  целое число, то

т?“ = г  1 / [  1 + Z r * / ( 2 C - Z r * ) ] ;  7?° =  Inr + Ar̂ ) пр и р =  0;

г - Р - г - Р
r i l = n \ { K ^ + X  ) при р=?^0.

При известных V^iVy  если г* (2C + Z r *  — Z r *  ) решение неоднород­
ного уравнения (5) можно представить в виде:
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п-р. d ( a j )
TJ =  —Л  О [ т?° ;  /• M  ---- -j— -  а Т) dr -

г ;   ̂ dr ^

_т,о  j  Лс/л] +Лт7° + б 77» ,
I j J  ̂ dr  ̂ 1 2

г д е /7Q -  толщина оболочки при Г=  г^; P =  2 £  - P ^  ) - 2 С ) ,

Пусть Z — расстояние вдоль оси вращения, тогда при известном т? =  sec0 
форма меридиана оболочки определяется по формуле

dr
„  X /  11 —  I и и и  I/  K J .

(6)dz
V  при т? >  о,

—\/ T?̂  1 при Т7< 0 .

Решение этого уравнения дает искомое уравнение формы меридиана z =
=  Z { г ) .

Итак, рассматриваемая задача свелась к последовательному решению двух 
дифференциальных уравнений (4) и (6 ) в случае, когда 

Если же >  О, формула закона Гука примет вид

е =  — 1-1 ( r - v t  r  ) +а T-,
S ^£-Х S t

= — . { T - V ^ T )  + а Т ,
hE

где знаки (+) и (--) характеризуют условия >  О, 7"̂  >  О и Г  <  О, 7"̂  <  О 

соответственно, причем и определяются по формулам (2) . Все осталь­
ные выкладки аналогичны сделанным для областей второго рода.
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