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Введение
Современные информационные техно-

логии предоставляют большие возможности 
для проведения исследований сложных техни-
ческих систем на основе их математических 
моделей. При этом следует учитывать, что не 
всегда подробная модель дает возможность 
получать результаты адекватные процессам, 
происходящим в системах. Это связано со 
сложностью построения детальной модели 
и настройки ее параметров, чтобы обеспечить 
необходимый уровень соответствия модели 
свой ствам элементов системы. По этой при-
чине остаются актуальными и востребован-
ными упрощенные математические модели 
систем и процессов, описывающих их работу. 
Такие модели позволяют аналитически полу-
чить решения ряда прикладных задач анали-
за и синтеза. При этом, исследователь имеет 

возможность наглядно представлять, «почув-
ствовать» физические процессы, происходя-
щие в системе.

Одним из актуальных направлений для 
приложения методов математического модели-
рования является создание робототехнических 
систем, которые интенсивно внедряются в раз-
личные сферы человеческой деятельности: от 
военного и специального применения до сель-
ского хозяйства и оказания бытовых услуг. Ро-
бототехнический мобильный комплекс –  это 
беспилотная машина, которая может переме-
щаться в пространстве и выполнять опреде-
ленные функции, обусловленные её специали-
зацией. Разработка мобильных робототехни-
ческих комплексов идет как по пути создания 
уникальных (механизированных) платформ, 
так и с применением шасси серийной авто-
тракторной техники. Так, один из первых 
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отечественных мобильных роботов был соз-
дан на базе шасси серийного мини-трактора 

«Беларус-132» производства ОАО «Сморгон-
ский агрегатный завод» в 2015 г. (рис. 1), [1, 2].

Рис. 1. Общий вид робототехнического комплекса на базе шасси «Беларус-132»

В состав комплекса входят следующие на-
весные элементы: видеосистема для обеспече-
ния вождения; бортовой компьютер; система 
телекоммуникации; специальное технологиче-
ское оборудование (радиоуправляемый лафет-
ный ствол для пожаротушения).

При разработке и установке навесных эле-
ментов приходится сталкиваться с решением 
ряда проблем, одной из которых является ви-
брации (колебания) платформы, возникающие 
при работе двигателя, а также при движении 
платформы по неровным поверхностям. Эти 
вибрации могут оказывать нежелательное вли-
яние на установленное оборудование, и в пер-
вую очередь –  на видеосистему. Схематично, 
вертикальная составляющая колебаний и по-
лучаемые изображения объекта на условном 
экране представлены на рис. 2.

При решении задач позиционирования 
и навигации мобильного робота с использо-
ванием видеосистемы возникает целый ряд 
вопросов и связанных с ними проблем. Назо-
вем лишь некоторые из них. Например, каким 
формальным аппаратом можно описать подоб-
ные колебания, чтобы их исследовать? Имеет-
ся ли возможность для выявления частотных, 
амплитудных и пространственных законо-
мерностей колебаний видеосистемы, чтобы 
предлагать средства их демпфирования? Как 
определить предельные (пороговые) значения 
параметров колебаний, превышение которых 
ведет к срыву сопровождения (определению 
текущих координат)? Эти вопросы, а также 
возможные варианты их решения рассмотрим 
в настоящей работе.

 

 

 

 

 

Рис. 2. Смещение изображения объекта на условном экране  
за счет вертикальных колебаний платформы

Вибрации мобильных платформ

Задачи исследования надежности и рабо-
тоспособности изделий, установленных на 
подвижных платформах, в условиях действия 
случайных вибрационных нагрузок могут 

решаться с помощью натурных испытаний, 
при которых изделие устанавливается на со-
ответствующее транспортное средство и далее 
реализуется процесс движения по соответству-
ющей поверхности при заданной траектории 
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движения и скорости. Однако натурные ис-
пытания при высокой достоверности результа-
тов являются очень дорогостоящими, требуют 
больших людских, материальных и времен-
ных затрат. Эти задачи могут также успешно 
решаться с помощью электродинамических 
вибростендов или на основе математического 
моделирования.

Изучению, моделированию и учету таких 
колебаний посвящен ряд работ [3, 4]. В част-
ности, в работе [4] изложены основы теории 
моделирования и виртуального проектирова-
ния многоопорных колесных шасси, включая 
подробное рассмотрение задач по исследо-
ванию колебаний различных элементов кон-
струкции многоопорных машин. Полученные 
результаты экспериментальных исследований 
целесообразно взять за основу при построе-
нии математических моделей разрабатывае-
мых робототехнических комплексов.

Для определения статистических харак-
теристик случайных вибраций подвижной 
платформы (кузова автомобиля) необходимо 
иметь математическое выражение для кор-
реляционной функции источника вибраци-
онного нагружения (микропрофиля дороги) 
и передаточную функцию от дороги к вер-
тикальному перемещению подрессоренной 
массы [3].

При исследовании колебаний мобиль-
ных машин рассматриваются случайные 
процессы с типовыми корреляционными 
функциями или их аппроксимациями [4]. 
Воздействие на мобильную машину неров-
ностей поверхности в общем случае может 
рассматриваться как нерегулярное возмуще-
ние. Так как сами мобильные машины имеют 
присущую каждой из них частоту колебаний, 
то они выделяют те частоты возмущений, 
которые близки к их собственной частоте 
колебаний. Получающееся при этом движе-
ние называется «нерегулярной качкой» [5], 
представляющей собой колебательный про-
цесс со случайной амплитудой и случайным 
периодом. Корреляционную функцию тако-
го процесса как правило аппроксимируют 
выражением

 ( )x xR D e−αττ = ,  (1)

где Dx –  дисперсия процесса X(t), α –  параметр 
затухания.

Другим часто встречающимся типом кор-
реляционной функции стаци онарного случай-
ного процесса X(t) является экспонен циально- -
косинусная корреляционная функция

 0( ) cosx xR D e−αττ = ω τ ,  (2)

где ω0 –  резонансная частота.
Анализ корреляционных функций (1) и (2) 

показывает, что случайные процессы с такими 
корреляционными функциями имеют произ-
водные с бесконечной дисперсией (не диф-
ференцируемы в обычном смысле). Этого не-
достатка лишен третий тип корреляционной 
функции стационарного случайного процесса, 
имеющий следующий вид [5, 6]

 ( )0 0( ) cos sinx xR D e−αττ = ω τ+ γ ω τ .  (3)

Стационарный случайный процесс X(t) 
с корреляционной функцией (3) при 

0

α
γ =

ω
 

дифференцируем и дисперсия его производ-
ной конечна.

Формула (3) является наиболее удобной 
для аппроксимации процесса типа «нерегу-
лярная качка». Ей соответствует спектральная 
плотность вида

 
2

4 2 2 2 4
0

2( )
2( )

x
x

DS α βω =
π β + α −ω ω +ω

,  (4)

где 2 2 2
0β = α +ω .

Для конкретных дорожных покрытий пара-
метры корреляционной функции определены 
экспериментально и приведены в ряде источ-
ников [3, 4, 6]. Например, для асфальтового 
покрытия α = 8, Dx = 1; для проселочной до-
роги α = 4, Dx = 9; для дорожного покрытия 
в плохом состоянии α = 2, Dx = 50.

Иногда для практических расчетов путем 
имитационного моделирования колебатель-
ных процессов, происходящих при движении 
мобильных платформ (многоопорных машин) 
используют различные виды аппроксимаций 
корреляционных функций. Например, в работе 
[4] приведена формула
 2 21 2

1 1 2 2( ) cosx A AR e eσ + σ
−α τ −α ττ = βτ .  (5)

Параметры корреляционной функции (5) 
А1, А2, σ1, σ2, α1, α2, β, полученные экспери-
ментальным путем для различных поверхно-
стей движения многоопорной машины, при-
ведены в соответствующих источниках, в том 
числе в [4].
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Построение формирующего фильтра

Анализ результатов, полученных экспе-
риментально или на основе имитационного 
моделирования [3, 4], показал, что случайные 
вертикальные перемещения (вибрации) центра 
масс мобильной платформы представляют со-
бой случайный процесс, который может быть 
получен с помощью математической модели, 
называемой формирующим фильтром. Задача 
получения математических выражений фор-
мирующего фильтра стационарного случайно-
го процесса решается на основе формулы [6]

 2
( )( ) ( )y xW jS Sωω = ωфф ,  (6)

где ( )xS ω  –  спектральная плотность входного 
сигнала, ( )yS ω  –  спектральная плотность вы-
ходного сигнала, ( )W jωфф  –  амплитудно- 
частотная характеристика системы (формиру-
ющего фильтра). Задавая входным сигналом 
системы белый шум со спектральной плотно-
стью 0( ) ( ) 1xS S constω = ω = = , из выражения (6) 
получим
 2

( )( )y W jS ωω = фф .  (7)

Выражение для передаточной функции 
формирующего фильтра получается в резуль-
тате разложения выражения (7) на комплексно- 
сопряженные множители и замене jω на пара-
метр преобразования Лапласа p [5].

Для случайного процесса со спектраль-
ной плотностью (6) передаточная функция 
формирующего фильтра представляет собой 
колебательное звено, которому соответствует 
дифференциальное уравнение второго поряд-
ка вида [6]
 2

1 1 1( ) 2 ( ) ( ) ( )X t X t X t k t+ ζ ω +ω = ξ  ,  (8)

или в форме Коши с обозначениями 1X X= , 
2X X= .

 2X X= ,  (9)

 2
2 1 1 1 1 22X X X k= −ω − ζ ω + ξ ,  (10)

где ξ –  белый шум единичной интенсивности 
Gξ.

2 2
1 0= ω +αω , 1 2 2

0

α
=

ω +α
ζ , 2 2

0

4 xDk α
=

ω +α
.

Для процесса, описываемого уравнениями 
(9) – (10), дифференциальные уравнения для 
математических ожиданий и корреляционных 
моментов имеют вид [5, 6]:

1 2( )xm t m m= =  , 0(0)x xm m= , (11)
2

2 1 1 2 1 1( ) 2xm t m m m= = − ζ ω −ω


  , 0(0)x xm m=
 

  , (12)

11 12( ) 2xD t = θ = θ , 0(0)x xD D= , (13)
2

12 22 1 11 1 1 12( ) 2xxR t = θ = θ −ω θ − ζ ω θ


 , 0(0)xx xxR R=
 

, (14)
2 2

22 1 1 22 1 12( ) 4 2xD t k Gξ= θ = − ζ ω θ − ω θ +


 , 0(0)x xD D=
 

. (15)

В выражениях (11) – (15) аргумент t для 
упрощения записи опущен.

Аналитическая оценка влияния вибраций

Отрицательное влияние процесса X(t) 
(вибраций) проявляется в превышении им 
некоторого допустимого уровня С, опреде-
лённого для конкретного элемента системы 
(электронного или механического устрой-
ства). Превышение реализацией процесса 
X(t) уровня С называют выбросом случайно-
го процесса [7].

В работах [8, 9] получено выражение для 
определения интенсивности выбросов процес-
са, описываемого уравнениями (9) – (10).

2 2

22
0

( ) 2 ( )( ) ( )1 1( ) exp
2 2(1 )(1 )

x x x x
c

x xx xx x

X m r X m X m X mXt dX
r D DD DD D r

∞   − − − −
 λ = − − +  π −−    

∫  







 

×

 ×
2 2

22
0

( ) 2 ( )( ) ( )1 1( ) exp
2 2(1 )(1 )

x x x x
c

x xx xx x

X m r X m X m X mXt dX
r D DD DD D r

∞   − − − −
 λ = − − +  π −−    

∫  







 

  (16)
2 2

22
0

( ) 2 ( )( ) ( )1 1( ) exp
2 2(1 )(1 )

x x x x
c

x xx xx x

X m r X m X m X mXt dX
r D DD DD D r

∞   − − − −
 λ = − − +  π −−    

∫  







 

 ,

в котором ( )x xm m t= , ( )x xm m t=
 

 –  математиче-
ские ожидания, ( )x xD D t= , ( )x xD D t=

 

, –  диспер-
сии процессов ( )X t  и ( )( ) dX tX t

dt
= , ( )r r t=  –  ко-

эффициент корреляции ( )X t  и ( )( ) dX tX t
dt

=  соот вет -
ственно.

 xx
xx

x x

Rr r
D D

= = 





, (17)

( )xx xxR R t=
 

 –  корреляционный момент (момент 
связи) ( )X t  и ( )( ) dX tX t

dt
= .

В установившемся режиме (t → ∞) 0x x xxm m R= = =
 

 
0x x xxm m R= = =

 

 и

 
2

11 3
1 14x

k GD ξ= θ =
ζ ω

, 
2

22
1 14x

k G
D ξ= θ =

ζ ω

. (18)

В этом случае (при 0x xm m r= = =


) инте-
грал (16) легко вычисляется и интенсивность 
выбросов определяется по формуле

 
21( ) exp

2 2
x

c
x x

D Ct T
D D

 
λ = = − π  

 . (19)
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При достаточно большом значении С 
( 3 xC ≥ σ , x xDσ = ) выбросы стационарного 
процесса X(t) становятся редкими явлениями, 
а интервалы между выбросами будут настолько 
велики по сравнению с длительностью выбро-
сов, что сечения случайного процесса, разде-
лённые такими интервалами будут практиче-
ски независимыми. При таких предположениях 
закон распределения числа выбросов будет 
близок к пуассоновскому закону, для которого

 ( )( ){ ( ) } exp
m

c
m c c

TP P N T m T
m

λ
= = = −λ , (20)

где Pm –  вероятность того, что число положи-
тельных выбросов за уровень С случайного 
процесса X(t) на интервале [0, t]⊂T равно чис-
лу m.

Вероятность отсутствия выбросов P0 и ве-
роятность хотя бы одного выброса P1 на ин-
тервале [0, t]⊂T на основании (20) определя-
ются выражениями
 ( )0 exp cP T= −λ ,  ( )1 1 exp cP T= − −λ . (21)

Выражения (19) – (21) позволяют оценить 
вероятностные характеристики случайного 
процесса с корреляционной функцией вида (3), 
описывающей воздействие вибраций на эле-
менты системы в установившемся режиме. На-
пример, при параметрах вибраций α = 8, Dx = 1, 
γ = 0.9 и времени работы системы T = 20 с при 
значениях С=3σx, С=4σx, С=5σx, в соответ-
ствии с формулой (21) интенсивности выбро-
сов соответственно равны λс(T)=1.48·10–4, 
λс(T)=4.47·10–6, λс(T)=4.96·10–8. Вероятность 
хотя бы одного выброса (выхода из строя чув-
ствительного элемента системы), вычислен-
ная по формуле (20) для трёх уровней, равна 
P1(C=3σx) = 8.83·10–3, P1(C=4σx) = 2.68·10–4, 
P1(C=5σx) = 2.98·10–6.

Таким образом, очевидно, что при уровне 
C = 5σx в данном случае вероятность нежела-
тельного положительного выброса является 
допустимо малой.

На рис. 3–5 представлены результаты ма-
тематического моделирования вибраций под-
вижной платформы без учета их демпфирова-
ния элементами конструкции мобильного ро-
бота. Рассматривается движение робота по ас-
фальтированной дороге (α = 8, Dx = 1, γ = 0.9). 
На рис. 3 представлена иллюстрация реализа-
ция процесса вибраций.

На рис. 4 представлен график изменения 
среднего квадратического отклонения ампли-
туды колебаний, полученный на основе реше-
ния уравнений для вероятностных моментов.

На рис. 5 представлен график изменения 
интенсивности выбросов случайного процесса 
вибраций в переходном режиме работы.

Моделирование проводилось в среде 
Mathcad при следующих значениях параме-
тров, характеризующих систему: Gξ=1, С=0.01, 

0xm =0, 0xm

 =0, 0xD =0.001, 0xD

=0.01, x 7ma xX = σ


 .
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Рис. 3. Реализация процесса вибраций 
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Рис. 4. График изменения  
среднего квадратического отклонения
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Рис. 5. График изменения интенсивности выбросов
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Заключение
Необходимо отметить, что при исследова-

нии переходных режимов работы системы не-
обходимо рассматривать нестационарный про-
цесс (9) – (10). При этом представляет некото-
рую трудность вычисление интеграла (16) 
(при r ≠ 0). В этом случае необходимо решать 
уравнения для вероятностных моментов 
(11) – (15) и численно интегрировать выраже-
ние (16) при верхнем пределе интеграла рав-
ном теоретически максимально возможному 
значению скорости max maxdXX

dt
= .

Применение приближенной математиче-
ской модели оценки влияния вибраций на эле-
менты мобильного робота позволяет на основе 
экспериментально определённых статистиче-
ских характеристиках внешних воздействий 
и заданных эксплуатационных параметрах 
элементов системы, подверженных воздей-
ствию вибраций, определить диапазон работо-
способности и вероятностные характеристики 
надежной работы элементов навигационного 

навесного оборудования, установленного на 
мобильном роботе. К такому оборудованию 
в первую очередь следует отнести видеосисте-
мы, которые, как правило, устанавливаются на 
мобильных роботах. Кроме того на автономно 
управляемых мобильных роботах устанавли-
ваются чувствительные к вибрациям датчики 
инерциальных навигационных систем, кото-
рые также требуют принятия мер по компен-
сации нежелательного воздействия вибраций.

Если на мобильном роботе для демпфи-
рования вибраций применяются специальные 
механические устройства (рессоры, пружины), 
то их влияние при математическом моделиро-
вании учитывается добавлением к приведен-
ной выше математической модели вибраций 
дифференциальных уравнений, описываю-
щих передаточную функцию демпфирующего 
устройства (устройств). Модели таких демп-
фирующих устройств известны и приведены 
в соответствующих источниках, например 
в [3, 4].
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The problem of constructing and applying of mathematical model for assessing the influence of vibrations on the attached 
elements of the video system of a mobile robot is solved. This robot is considered as a mobile platform for placing of the spe-
cial equipment for various purposes. The analysis of mathematical models and the results of experimental studies of vibrations 
of multi- support wheeled machine and its structural elements has been conducted. On the basis of this analysis, the form of 
a stochastic mathematical model of vibrations of the structure of a mobile robot has been substantiated. The vibration model is 
specified as a correlation function or spectral density of a random process for various conditions of the robot’s movement. 
Differential equations of the shaping filter for modeling а random vibration process with given characteristics are presented. 
Differential equations  for  the probabilistic moments of  the vibration process are presented. Based on the equations  for  the 
probabilistic moments and the proposed formula, an assessment of events, which consist in exceeding the vibration amplitude 
of a given level was carried out. These events are named as outliers of a random process and characterize the range within the 
basic properties of the equipment installed on the mobile platform are preserved. An analytical study of a mathematical model 
to determine the intensity of emissions of a random vibration process has been carried out. The probabilistic characteristics of 
the vibration process and the intensity of emissions are determined. The obtained theoretical results make it possible to assess 
the performance of the elements of a video system installed on a mobile platform and to formulate the basic requirements for 
tolerances for their parameters. The results of computer modeling clearly showed the efficiency of the proposed mathematical 
model for assessing the influence of vibrations.

Keywords: mobile robot, vibration, correlation function, random process, emission intensity.

Лобатый Александр Александрович, доктор технических наук, профес-
сор. Профессор Белорусского национального технического университета. 
Проводит исследования в области анализа и синтеза систем управления, 
в том числе –  беспилотными аппаратами. Автор и соавтор множества на-
учных статей, книг и учебных пособий. 
Тел: +375 (29) 346–82–56.
Lobaty A. A., doctor of Science, Professor at the Belarusian National Technical 
University. Conducts research in the areas of analysis and synthesis of control 
systems including unmanned vehicles. He is the author and co-author of many 
articles in scientific journals, conferences and books. 
E-mail: lobaty@bntu.by

Татур Михаил Михайлович, доктор технических наук, профессор. Про-
фессор Белорусского государственного университета информатики и ради-
оэлектроники. Проводит исследования в области мобильных роботов и ис-
кусственного интеллекта. 
Тел: +375 (29) 764–38–61.
Tatur M. M., doctor of Science, Professor at the Belarusian State University 
of Informatics and Radioelectronics. Conducts research in the areas of mobile 
robotic systems and artificial intelligence. 
E-mail: tatur@bsuir.by

Ибрагим Али Камель, аспирант кафедры «Робототехнические системы» 
Белорусского национального технического университета. Проводит иссле-
дования в области анализа и синтеза стохастических систем управления 
применительно к мобильным робототехническим системам. 
Тел: +375 (29) 102–55–22.
Ibrahim A. K., PhD student of “Robotic systems” department of Belarusian 
National Technical University. Conducts research in the areas of analysis and 
synthesis of stochastic control systems applying to robotic systems. 
E-mail: alik.ibrahim2015@gmail.com


