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ПЕРЕЧЕНЬ МАТЕРИАЛОВ 

Электронный учебно-методический комплекс по учебной дисциплине «МАТЕМА-

ТИКА. Часть 1» состоит из следующих разделов: 

– кратких теоретических материалов по курсу математики первого семестра обуче-

ния; 

– материалов для проведения практических занятий по учебной дисциплине; 

– материалов для текущей и итоговой аттестации; 

– вспомогательных материалов. 

Теоретический раздел ЭУМК содержит материалы для теоретического изучения 

учебной дисциплины в объеме, установленном учебным планом по специальности. 

Практический раздел ЭУМК содержит материалы для проведения практических 

занятий в аудитории и заданий для самостоятельной работы. 

Раздел контроля знаний ЭУМК содержит материалы текущей и итоговой аттеста-

ции, позволяющие определить соответствие результатов учебной деятельности обучаю-

щихся требованиям образовательных стандартов высшего образования и учебно-

программной документации, и представлен тестовыми заданиями по темам учебной дис-

циплины. В разделе тестов размещены ответы ко всем тестам. 

Вспомогательный раздел ЭУМК содержит программу дисциплины, экзаменацион-

ные вопросы, перечень учебно-методических пособий, рекомендуемых к использованию в 

образовательном процессе. 
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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 

ЭУМК предназначен для изучения дисциплины «МАТЕМАТИКА». Он содержит 

набор методических материалов по этой дисциплине. 

ЭУМК состоит из четырех частей. 

Теоретический раздел содержит набор методических материалов по этому предмету: 

рекомендаций студенту для работы с дисциплиной, кратких теоретических материалов, 

посвященных изложению в наглядном виде основных определений, свойств, формул и 

теорем, сопровождающихся подробными примерами. 

Практический раздел содержит практикум по дисциплине, состоящий из материалов 

для проведения аудиторных занятий по математике. Каждое занятие содержит задачи для 

домашней работы с ответами. 

Раздел контроля знаний содержит тесты для организации текущего контроля знаний 

студентов. 

Вспомогательный раздел содержит программу дисциплины, перечень экзаменацион-

ных вопросов, список рекомендуемой литературы. 

Конспект лекций в ЭУМК представляет собой гипертекстовый pdf-документ, предо-

ставляющий возможность навигации по содержанию документа. Все задачи в практикуме 

снабжены ответами, которые могут быть использованы для самоконтроля. Тестовые зада-

ния при текущем контроле могут быть выполнены как в аудитории, так и в компьютерной 

системе тестирования. 



6 

 

I ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ РАЗДЕЛ ПО УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЕ 

«МАТЕМАТИКА. ЧАСТЬ 1» 

1 ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

 

1.1 Матрицы. Основные определения. Операции над матрицами 

О п р е д е л е н и е . Матрицей размера m  n называется прямоугольная таблица из 

чисел njmiaij ,,2,1,,,2,1,    вида 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

, 

состоящая из m строк и n столбцов. Элементы матрицы A нумеруются двумя индексами. 

Для обозначения матриц применяются также и квадратные скобки. Так, элемент 32a  озна-

чает принадлежность третьей строке и второму столбцу. Сокращенно будем писать 

  njmiaA ij ,1,,1,  . Если nm  , то матрица называется квадратной порядка n. Мат-

рица может содержать только одну строку ( 1i ) или один столбец ( 1j ). Для квадратной 

матрицы nnA   элементы nnaaa ,,, 2211   составляют главную диагональ. Нулевой называется 

матрица, все элементы которой равны нулю; ее обозначают буквой O. Квадратная матри-

ца, у которой все элементы, не стоящие на главной диагонали, равны нулю, называется 

диагональной. Диагональная матрица, у которой все элементы главной диагонали равны 

единице, называется единичной. Единичная матрица обозначается буквой E. Квадратная 

матрица называется треугольной, если все элементы, расположенные по одну сторону от 

главной диагонали, равны нулю. Матрица, полученная из данной заменой каждой ее стро-

ки столбцом с тем же номером, называется транспонированной. Ее обозначают TA . Так, 

если 













50

421
A , то 





















4

52

01
TA , причем   AAAAAA

TTTT   ,, 2332 . 

Основными операциями над матрицами являются: сложение (вычитание) матриц; 

умножение матриц на число; умножение матриц. Операции сложения (вычитания) вводят-

ся только для матриц одинаковых размеров. 

О п р е д е л е н и е . Суммой BA  матриц  ijaA   и  ijbB   одинаковых размеров 

nm  называется матрица  ijcC   того же размера nm , каждый элемент которой равен 

сумме соответствующих элементов матриц A и B: 

 

Аналогично вводится понятие разности двух матриц BAC  . 

О п р е д е л е н и е .  Произведением матрицы nmA   и числа α называется матрица 

nmB   такая, что  AAB  и 

 

njmiab ijij ,1,,1,  ..                                                    ((11..22))  

njmibac ijijij ,1,,1,  ..                                        ((11..11))  
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П р и м е р  1.1. Найти матрицу X, удовлетворяющую условию EAX 43  , где 























001

604

123

A . 

Р е ш е н и е . В данном случае 


















100

010

001

E  и, следовательно, 

.

403

18412

365

400

040

004

003

18012

369

100

010

001

4

001

604

123

3


































































































X  

Произведение матрицы A и матрицы B вводится только в том случае, когда число 

столбцов матрицы A равно числу строк матрицы B, т. е. если A – матрица размера nm , то 

B должна иметь размер kn . 

О п р е д е л е н и е . Произведением AB матрицы nmA   и матрицы knB   называется 

матрица kmC  , элементы которой ijc  находятся по формуле 

 

или njmibac
n

s
sjisij ,1,,1,

1

 


. 

Если существует произведение BA  , то произведение AB   может и не существовать. 

Может быть, что при существовании AB   ABBA  . Если ABBA  , то матрицы A и B 

называются перестановочными (или коммутирующими). 

П р и м е р  1.2. Найти произведение матриц 













261

342
A  и 























54

32

01

B . 

Р е ш е н и е . 

.
285

322

52)3()6(01422)6()1(1

53)3(4024324)1(2

54

32

01

261

342

























































BA  

Ответ: 











285

322
BA . 

Заметим, что и произведение AB   существует: 


























































22143

0267

342

261

342

54

32

01

AB , причем ABBA  . 

 

1.2 Определители. Миноры и алгебраические дополнения 

Каждой квадратной матрице A порядка n можно поставить в соответствие число 

  илиdet AA , которое называется ее определителем. Рассмотрим определители 1-го, 2-

го и 3-го порядков. 

1. Пусть  11,1 aAn  . Определитель 11det aA  . 

njmibababac njinjijiij ,1,,1,2211   ,,        ((11..33))  
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2. Пусть 









2221

1211
,2

aa

aa
An . Определитель второго порядка 

 

Вычисление определителя 2-го порядка изображается схемой: 

 

 

диагонали
побочной
элементов

иепроизведен

диагонали
главной
элементов

иепроизведен














 

3. Пусть 


















333231

232221

131211

,3

aaa

aaa

aaa

An . Определитель третьего порядка 

 

 

Определители третьего порядка обычно вычисляются с использованием правила тре-

угольников (или правила Саррюса). Суть его в том, что определитель в (14.5) состоит из 

трех слагаемых, взятых со знаком «+» по схеме (рис. 1.1, а) и трех слагаемых, взятых со 

знаком  

«–» по схеме (рис. 1.1, б). 













 

                                 (+)                                                                          (–) 

                                  а                                                                             б 

Рис. 1.1 

П р и м е р  1.3. Найти определитель матрицы 











42

321
A . 

Р е ш е н и е . По формуле (1.4) имеем:   9068432421
42

321
det 


A . 

.

det

112332331221132231312312

133221332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaa

aaaaaa

aaa

aaa

aaa

A




          ((11..55))  

21122211

2221

1211
det aaaa

aa

aa
A  ..                                ((11..44))  



9 

 

П р и м е р  1.4. Найти определитель матрицы 






















645

127

312

A . 

Р е ш е н и е . По формуле (1.5) имеем: 

        325511347622det A      133214617  . 

Пусть дана квадратная матрица 4-го порядка 4n . Выберем в ней произвольно s строк 

и s столбцов ( ns 1 ). Элементы, стоящие на пересечении s строк и s столбцов, образуют 

матрицу порядка s. Определитель этой матрицы называется минором порядка s и обозна-

чается M. Оставшиеся элементы матрицы образуют определитель, который называется 

дополнительным к минору M и обозначается через M. Так, например, для матрицы 























44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A  при 2s  выберем вторую и третью строки, первый и четвертый 

столбец. Тогда минором второго порядка будет определитель 
3431

2421

aa

aa
M  , а дополни-

тельным минором будет определитель 
4342

1312

aa

aa
M  . 

Каждый элемент матрицы 4-го порядка является минором первого порядка. Дополни-

тельный минор является определителем 3-го порядка, обозначаемый ijM , соответствую-

щий элементу ija . 

О п р е д е л е н и е .  Алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  называется допол-

нительный минор ijM , умноженный на   ji
1 , т. е. 

 

Тогда будем считать по определению, что определитель матрицы четвертого порядка 

 

Формула (1.7) называется разложением определителя четвертого порядка по эле-

ментам i-й строки. Можно показать, что 

 

(разложение определителя по элементам j-го столбца). Аналогично можно ввести по-

нятие определителя n-го порядка. 

Назовем строки и столбцы матрицы ее рядами. 

 

4,1,det 44332211  jAaAaAaAaA jjjjjjjj                   ((11..88))  

.4,1,

det

44332211

44434241

34333231

24232221

14131211





iAaAaAaAa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A

iiiiiiii

                    ((11..77))  

  ij

ji

ij MA


 1 ..                                                                  ((11..66))  
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Теорема (о разложении определителя по элементам ряда). Определитель квадрат-

ной матрицы порядка  1nn  равен сумме произведений элементов некоторого ряда на 

их алгебраические дополнения, т. е. справедлива формула 

 

 

Для 3n  и 1i  формула (1.9) примет вид 

 

где 

   

   

    .11

,11

,11

3231

222131
13

31
13

3331

232121
12

21
12

3332

232211
11

11
11

aa

aa
MA

aa

aa
MA

aa

aa
MA













 

Приведем некоторые свойства определителей: 

1) Определитель матрицы равен определителю транспонированной матрицы, т. е. 

TAA detdet  . 

2) Если поменять местами два столбца (две строки) определителя, то он изменит знак 

на противоположный. 

3) Определитель, имеющий нулевой ряд, равен нулю. 

4) Определитель, имеющий два одинаковых параллельных ряда, равен нулю. 

5) Общий множитель элементов какого-либо ряда можно вынести за знак определите-

ля. 

6) Если соответствующие элементы двух параллельных рядов определителя пропорци-

ональны, то он равен нулю. 

7) Если к элементам одного ряда определителя прибавить элементы другого парал-

лельного ряда, умноженные на число R , то величина определителя не изменится. 

П р и м е р  1.5. Вычислить определитель матрицы 






















221

432

011

A , разложив его по эле-

ментам первой строки. 

131312121111

333231

232221

131211

det AaAaAa

aaa

aaa

aaa

A  ,,            ((11..1100))  

 njniAaAa

aaa

aaa

aaa

A
n

k

kjkj

n

k

ikik

nnnn

n

n

,1,,1det
11

21

22221

11211

 










..  ((11..99))  



11 

 

Р е ш е н и е . Воспользуемся формулой (1.10): 

  131211 011

221

432

011

det AAAA 



 ,  

где 

 

   

 

      .1082708121det

.71322
21

32
1

;81422
21

42
1

;22423
22

43
1

31
13

21
12

11
11





















A

A

A

A

 

Заметим, что 13A  можно было и не вычислять, т. к. 013 a . 

 

1.3 Обратная матрица 

Пусть A – квадратная матрица n-го порядка  























nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

. 

О п р е д е л е н и е .  Квадратная матрица A называется невырожденной, если ее опре-

делитель не равен нулю, т. е. 0det  A . Если 0det  A , то матрица A называется вы-

рожденной. 

Матрица 1A  называется обратной к квадратной матрице A, если выполняется равен-

ство 

 

где E – единичная матрица. 

 

Теорема. Для невырожденной матрицы A существует единственная обратная мат-

рица 1A . 

 

В случае квадратной матрицы n-го порядка обратная матрица находится по формуле 

 

где ijA  – алгебраические дополнения элементов ija  матрицы A. Для квадратной матрицы 

третьего порядка формула (1.12) имеет следующий вид: 

EAAAA   11
,,                                                        ((11..1111))  
























nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A









21

22212

12111

1 1
,,                                      ((11..1122))  
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П р и м е р  1.6. Найти матрицу 1A , обратную к матрице 






















221

432

011

A . 

Р е ш е н и е . Так как 010det  A  (см. пример 1.5), то матрица A невырожденная и 

обратная матрица 1A  существует. Найдем алгебраические дополнения элементов матри-

цы A: 

.1;4;4;3

;2;2)02(1
21

01
)1(

;2;2)02(1
22

01
)1(

;7;7)34(1
21

32
)1(

;8;8)44(1
21

42
)1(

;2;2)86(1
22

43
)1(

33323123

22
22

22

21
12

21

13
31

13

12
21

12

11
11

11





























AAAA

AA

AA

AA

AA

AA

 

Подставляя все данные в (1.13), получаем обратную матрицу 














































1,03,07,0

4,02,08,0

4,02,02,0

137

428

422

10

11A . 

П р и м е р  1.7. Решить матричное уравнение 






 











1040

2050

31

21
X . 

Р е ш е н и е . Определитель 0523
31

21



 . Матрица невырожденная, нахо-

дим алгебраические дополнения:  

.1;2;22)1(;33)1( 2221
21

12
11

11   AAAA  

Обозначим 






 











1040

2050
,

31

21
BA , тогда матричное уравнение запишется в виде 

BAX  . Умножим обе части последнего уравнения на 1A  справа: 11   ABAAX . Так 

как EAA  1 , то 11   ABXABEX . Найдем обратную матрицу 1A  по формуле 

(1.12) при 2n . 

 

Следовательно, 













11

23

5

11A . 













2212

21111 1

AA

AA
A ..                                                        ((11..1144))  




















332313

322212

312111

1 1

AAA

AAA

AAA

A ..                                              ((11..1133))  
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Находим матрицу 



























 
 

11

23

5

1

1040

2050
;1 XABX . 

         

     















110240110340

120250120350

5

1
X   

.
1822

1634

5

90

5

110
5

80

5

170

90110

80170

5

1























































  

Ответ: 













1822

1634
X . 

Отметим некоторые свойства обратных матриц. 

1)  
A

A
det

1
det 1  ; 

2)   111 
 ABBA ; 

3)     11   TT
AA . 

 

1.4 Ранг матрицы 

О п р е д е л е н и е .  Рангом матрицы называется наибольший из порядков ее мино-

ров, отличных от нуля. Если все миноры матрицы равны нулю, то ранг матрицы считается 

равным нулю. Обозначения: rrA A ,;rang . 

О п р е д е л е н и е .  Базисным минором матрицы называется отличный от нуля ее 

минор, порядок которого равен рангу матрицы. 

Для ненулевой матрицы существует базисный минор, вообще говоря, не единственный. 

Для матрицы 













424

212
A  ранг 1Ar , т. к. существует минор 1-го порядка, отличный 

от нуля (например, 022  ), а все миноры 2-го порядка равны нулю (в силу пропорцио-

нальности строк). Базисным минором является каждый минор 1-го порядка. 

Для матрицы 









43

21
B  ранг 2Br , т. к. 02det B . Единственный базисный минор 

матрицы B совпадает с ее определителем 
43

21
. 

О п р е д е л е н и е .  Минором, окаймляющим минор M порядка k матрицы A, называ-

ется минор порядка ( 1k ) этой матрицы, содержащий минор M. 

О п р е д е л е н и е .  Элементарными преобразованиями матрицы назовем следую-

щие операции: 

1) умножение строки (столбца) матрицы на число, отличное от нуля; 

2) прибавление к одной строке (столбцу) матрицы другой строки (столбца), умножен-

ной на произвольное число; 

3) перестановку местами двух строк (столбцов) матрицы. 
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 Известно, что при элементарных преобразованиях матрицы ее ранг не изменяет-

ся. 

Ранг матрицы можно найти следующими способами. 

Метод элементарных преобразований нахождения ранга матрицы состоит в том, что 

любую ненулевую матрицу с помощью элементарных преобразований можно привести к 

трапециевидной, т. е. к матрице вида 


































00000

00000

|00

|

|0

|

1

212222

11111211













rnrrrr

nrr

nrr

bbb

bbbb

bbbbb

B , 

где rrbbb ,,, 2211   отличны от нуля. Вычеркнем нулевые строки в B. Ранг полученной мат-

рицы равен r – числу ненулевых строк. Следовательно, rrB  , а значит, и rrA  . Базисным 

минором в матрице B является выделенный минор 

rr

r

r

b

bb

bbb









00

0 222

11211

. 

Метод окаймляющих миноров вычисления ранга матрицы основан на следующем 

утверждении. 

Теорема. Если в матрице A имеется минор M порядка r, отличный от нуля, а все ми-

норы, окаймляющие минор M (если они существуют), равны нулю, то rrA  . 

Для нахождения ранга матрицы A необходимо: 

1) Найти какой-нибудь минор 1M  1-го порядка (т. е. элемент матрицы), отличный от 

нуля. Если такого минора нет, то матрица A нулевая и 0Ar . 

2) Вычислять миноры 2-го порядка, окаймляющие минор 1M  до тех пор, пока не 

найдется минор 2M , отличный от нуля. Если такого минора нет, то 1Ar ; если есть, то 

2Ar . и т. д. 

Процесс нужно продолжать до тех пор, пока либо все окаймляющие миноры будут 

равны нулю, либо миноры ( 1k ) порядка у данной матрицы не существуют. В этом слу-

чае krA  . 

  Заметим, что при нахождении ранга матрицы таким способом достаточно на 

каждом шаге найти всего один ненулевой окаймляющий минор k-го порядка для 

01 kM . 

П р и м е р  1.8. Найти ранг матрицы методом элементарных преобразований: 



































6511

27157

11720

1342

5231

A . 

Р е ш е н и е . Приведем матрицу к трапециевидной форме: 
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   

































































































0000

0000

0000

117|20

52|31

11720

332160

11720

11720

5231

6511

27157

11720

1342

5231
21

2Ar  (это число ненулевых 

строк). 

Здесь цифрами [1], [2] обозначены следующие операции: 

[1] – ко 2-й строке прибавим 1-ю, умноженную на (+2); 

к 4-й строке прибавим 1-ю, умноженную на (–7); 

к 5-й строке прибавим 1-ю. 

[2] – из 3-й и 5-й строки вычли 2-ю строку; 

к 4-й строке прибавили 2-ю, умноженную на 3. 

Ответ: 2Ar . 

П р и м е р  1.9. Методом окаймляющих миноров найти ранг матрицы и указать один из 

базисных миноров: 































109285

55|164

01|0|43

54|1|2|1

A . 

Р е ш е н и е . Так как у матрицы A есть ненулевые элементы, то 1Ar . За основу выбе-

рем 111 M , стоящий в левом верхнем углу. Перейдем к вычислению миноров 2-го по-

рядка, окаймляющих выбранный 1M . Выберем 02
43

21
2 M , стоящий в левом верх-

нем углу. 

Так как 02 M , то переходим к вычислению миноров 3-го порядка. 

0

164

043

121
)1(

3 M , 0

564

043

521

;0

564

143

421
)3(

3
)2(

3 







 MM , т. к. третья строка у всех 

этих миноров равна сумме первых двух. 

Аналогично, 

0

285

043

121
)4(

3 M , 0

1085

043

521

;0

985

143

421
)6(

3
)5(

3 







 MM , т. к. 3-я строка равна  

сумме 2-й и 1-й, умноженной на 2. 

Так как все миноры 3-го порядка, окаймляющие 02 M , равны нулю, то 2Ar . Одним из 

базисных миноров является 
43

21
2 M . 
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1.5 Системы линейных уравнений. Основные понятия. Решение невырожденных 

линейных систем. Матричный метод. Формулы Крамера 

О п р е д е л е н и е .  Система m уравнений с n неизвестными nxxx ,,, 21   называется ли-

нейной, если она имеет вид 

 

где числа  njmiaij ,1;,1   называются коэффициентами системы, а числа  mibi ,1  – 

свободными членами. 

О п р е д е л е н и е .  Решением системы (1.15) называется упорядоченное множество 

чисел  nccc ,,, 21  , если каждое из уравнений системы обращается в верное равенство по-

сле подстановки вместо nxxx ,,, 21   соответственно чисел nccc ,,, 21  . 

Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение. Си-

стема, не имеющая ни одного решения, называется несовместной. 

Совместная система уравнений называется определенной, если она имеет единственное 

решение, и неопределенной, если она имеет более одного решения. 

Решить систему уравнений означает выяснить, совместна она или нет, и если сов-

местна, то найти все ее решения. 

Две системы уравнений называются эквивалентными или равносильными, если лю-

бое решение одной из них является также решением другой и наоборот. 

Эквивалентные системы уравнений получаются в результате следующих преобра-

зований: 

1) умножения уравнения системы на число, отличное от нуля; 

2) прибавления к одному уравнению другого, умноженного на любое число; 

3) перестановки местами двух уравнений системы. 

Система уравнений, у которой все свободные члены равны нулю ( 021  mbbb  ), 

называется однородной. 

  Однородная система всегда совместна, т. к. она имеет нулевое решение 

021  nxxx  , хотя оно не обязательно единственно. 

Систему (1.15) можно записать в матричной форме BAX  , 

где 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 – матрица системы; 

 























nx

x

x

X


2

1

 – столбец (или вектор-столбец) неизвестных, 



















,

,

,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa









                                    ((11..1155))  
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





















mb

b

b

B


2

1

 – столбец свободных членов. 

Матрица 





















mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

A









21

222221

111211

~
 называется расширенной матрицей системы. 

Рассмотрим случай системы n уравнений с n неизвестными: 

 

или в матричной форме: BAX  . 

Система (1.16) называется невырожденной, если 0det A . Невырожденная система 

совместна и имеет единственное решение, которое может быть найдено 

 

 

где i  – определитель матрицы, полученной из матрицы A заменой i-го столбца столбцом 

свободных членов B. 

П р и м е р  1.10. Решить систему уравнений 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0,

3 2 5,

6

x x x

x x x

x x x

  


  
   

 по формулам Крамера и 

матричным способом. 

Р е ш е н и е . Матрица системы имеет вид 






















111

123

112

A . 

Ее определитель 07

111

123

112





 , следовательно, система является невырожден-

ной и имеет единственное решение. 

1) Используем формулы Крамера (1.17), найдя предварительно 321 ,,  : 

.3
7

21
;5

7

35
;4

7

28
Тогда

.21

611

523

012

;35

161

153

102

;28

116

125

110

3
3

2
2

1
1

321






























xxx

 

11))  по формулам Крамера: nix i
i ,1, 




 ,,                                                ((11..1177))  

22))  матричным методом по формуле BAX 1 ,,                              ((11..1188))  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

;

;

,

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    

                                      ((11..1166))  
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Ответ: (4; 5; –3). 

2) Найдем 









































135

514

321

7

1

det

1

332313

322212

312111
1

AAA

AAA

AAA

A
A . 

Тогда по формуле (1.18) 































































































3

5

4

21

35

28

7

1

6

5

0

135

514

321

7

1

3

2

1

x

x

x

X . 

Ответ: (4; 5; –3).  

 

1.6 Исследование систем линейных уравнений. Теорема Кронекера-Капелли. 

Метод Гаусса 

Рассмотрим систему (1.15). 

Теорема Кронекера-Капелли. Система линейных уравнений (1.15) совместна тогда и 

только тогда, когда ранг матрицы системы равен рангу расширенной матрицы систе-

мы: 
AA rr ~ . 

Исследовать систему линейных уравнений означает выяснить, совместна она или нет, а 

для совместной системы определить, имеет ли она единственное решение или бесконечное 

множество решений. 

При этом возможны три случая: 

1) 
AA rr ~  – система несовместна (т. е. решений нет). 

2) nrr
AA  ~  (n – число неизвестных) – система совместна и имеет единственное решение. 

3) nrr
AA  ~  – система совместна и имеет бесконечное множество решений. 

Для исследования систем линейных уравнений можно использовать, например, метод 

Гаусса (метод последовательного исключения неизвестных). С помощью элементарных 

преобразований над строками система m линейных уравнений с n неизвестными может быть 

приведена к виду 

 

где .),,,2,1(0 nrricii    

Система (1.19) эквивалентна исходной системе (1.15). Если хотя бы одно из чисел 

mrr ddd ,,, 21   отлично от нуля, то система (1.19), а, следовательно, и исходная система 

(1.15) несовместна (случай 
AA rrr ~ ). 

Если же 0...21   m
ddd rr , то 

AA rr ~  и система (1.19) совместна. В случае 

nrrr
AA  ~  неизвестные rxxx ,,, 21   считаются базисными, а nrr xxx ,,, 21   – свобод-

ными. 

11 1 12 2 1 1 1

22 2 2 2 2

1

;

;

;

0 ;

0 ,

r r n n

r r n n

rr r rn n r

r

m

c x c x c x c x d

c x c x c x d

c x c x d

d

d



      


     



   





 

                    ((11..1199))  
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Базисные неизвестные оставляют в левой части уравнений, а свободные переносят в 

правую. Из уравнений (1.19) выражают последовательно базисные неизвестные 

121 ,,,, xxxx rr   через свободные nrr xxx ,,, 21  , которым придают произвольные значения, 

получая общее решение системы (1.19), а значит (1.15) (решений у системы будет беско-

нечное множество). 

Если nrrr
AA  ~ , то система (1.19) будет иметь единственное решение, которое нахо-

дят, выражая 121 ,,,, xxxx nn   последовательно через 121 ,,,, dddd nn  . 

П р и м е р  1.11. Методом Гаусса решить систему 














.023

;2234

;12532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Р е ш е н и е .  Расширенная матрица системы имеет вид 

.

0|213

22|341

12|532
~



















A  

Производя элементарные преобразования над строками расширенной матрицы, получа-

ем 

   











































21

0|213

12|532

22|341

0|213

22|341

12|532

 

,

10|1000

56|1110

22|341

66|11110

56|1110

22|341
3














































  

где цифрами      3,2,1  обозначены следующие операции: 

 1  – 1-ю и 2-ю строки поменяли местами;  2  – ко 2-й строке прибавили 1-ю, умножен-

ную на (–2); к 3-й прибавили 1-ю, умноженную на (–3);  3  – к 3-й строке прибавили 2-ю, 

умноженную на (–1). 

Этой матрице соответствует система 














.1010

;5611

;2234

3

32

321

x

xx

xxx

 

Отсюда последовательно находим  

1;3422;5
11

156
;5611;1

10

10
13212323 





 xxxxxxxx . 

Ответ: .1,5,1 321  xxx  

П р и м е р  1.12. Решить систему 














.1622

;032

;4

31

321

321

xx

xxx

xxx

 методом Гаусса. 
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Р е ш е н и е .  Расширенная матрица системы имеет вид 
























16|202

0|321

4|111
~
A .  

С помощью элементарных преобразований приведем матрицу A
~

 к трапециевидной фор-

ме: 

   



































































0|000

4|2|10|

4|1|11|

8|420

4|210

4|111

16|202

0|321

4|111
21

, 

где цифрами    2,1  обозначены следующие операции: 

 1  – из 2-й строки вычитаем 1-ю строку, к 3-й строке прибавляем 1-ю, умноженную на 

2; 

 2  – к 3-й строке добавляем 2-ю, умноженную на (–2). 

Получим, что 32~  nrr
AA . Следовательно, система совместна и имеет бесконечное 

множество решений. 21, xx  – базисные неизвестные, 3x  – свободная переменная. Количе-

ство базисных неизвестных равно 2Ar ; число свободных неизвестных равно 1 Arn . 

Запишем систему уравнений, соответствующую полученной расширенной матрице: 









.42

;4

32

321

xx

xxx
 

В левой части уравнений оставим только базисные неизвестные: 








.24

;4

32

321

xx

xxx
 

Подставляя выражение для 2x  в 1-е уравнение, получим 831  xx . 

Полагая RCCx  ,3 , решение системы будет иметь следующий вид: 

CxCxCx  321 ;24;8 . 

Ответ:   RCCCC  ,;24;8 . 

П р и м е р  1.13. Решить систему методом Гаусса. 















.322

;032

;4

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

Р е ш е н и е .  Приведем к трапециевидной форме расширенную матрицу системы: 

   

,

13|000

4|210

4|111

5|420

4|210

4|111

3|202

0|321

4|111
~

21





































































A  

где [1] – из 2-й строки вычитаем 1-ю; 

 к 3-й строке прибавим 1-ю, умноженную на 2; 

 [2] – к 3-й строке прибавим 2-ю, умноженную на (–2). 

Так как 32 ~ 
AA rr , то система несовместна. 

Ответ: система несовместна. 



21 

 

2 ВЕКТОРЫ. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ НАД ВЕКТОРАМИ 

2.1 Разложение векторов. Координаты вектора 

О п р е д е л е н и е .  Направленным отрезком (или связанным вектором) называется 

отрезок, на котором задано направление (т. е. для которого известно, какая из двух ограничи-

вающих его точек является началом и какая концом). Направленный отрезок с началом в точ-

ке А и концом в точке В обозначается AB  (рис. 2.1): 

 B 

A 
 

Рис. 2.1 

Нулевым направленным отрезком называется пара совпадающих точек (обозначение O ) 

(т. е. направление его не определено). 

Длиной направленного отрезка AB  называется длина отрезка АВ. Два направленных от-

резка AB  и CD  называются одинаково направленными (или сонаправленными), если лучи 

АВ и CD одинаково направлены, и противоположно направленными, если лучи АВ и CD 

противоположно направлены (рис. 2.2). 

 

Рис. 2.2 

Нулевой направленный отрезок считается сонаправленным с любым направленным отрез-

ком; его длина равна нулю. 

Два направленных отрезка AB  и CD  называются эквивалентными, если они одинаково 

направлены и имеют одну и ту же длину. Множество всех направленных отрезков разбивает-

ся на непересекающиеся классы эквивалентных друг другу отрезков. 

О п р е д е л е н и е .  Свободным вектором или просто вектором называется класс экви-

валентных направленных отрезков. 

Для задания вектора достаточно указать какой-либо один направленный отрезок из этого 

класса. Обозначать векторы будем малыми латинскими буквами со стрелкой сверху: 

,,ba  

или  ABa 


, указывая при этом один из направленных отрезков, принадлежащих классу век-

тора a


. Иногда будем писать ABa 


 и направленный отрезок AB  называть просто вектором. 

О п р е д е л е н и е .  Два вектора a


 и b


 называются равными, если они совпадают как 

классы эквивалентных направленных отрезков: ba


 . 

Если заданы вектор a


 и точка А, то существует единственная точка В, такая, что aAB


 . 

Операцию построения такой точки В будем называть откладыванием вектора a


 от точки А. 

  Это означает, что вектор a


 может быть отложен из любой точки пространства. 

А 

D 

С 

В 

А B 

C 

D 

А 

B 

D 

C 

D 

C 

А 

B 

Сонаправленные 

 

Противоположно  

напраленные 
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Длиной или модулем вектора  ABa 


 называется длина любого его представителя. Обо-

значается ABaa 


; . 

Вектор, длина которого равна единице, называется единичным вектором. 

Углом между векторами a


 и b


 называется угол , не превышающий  (развернутого уг-

ла), между представителями этих векторов, отложенными от одной точки (рис. 2.3). 

 

 

  
 

 

ϕ 

 
 

Рис. 2.3 

О п р е д е л е н и е .  Векторы называются коллинеарными, если образующие их 

направленные отрезки параллельны некоторой прямой. 

О п р е д е л е н и е .  Векторы называются компланарными, если направленные отрезки, 

которые их определяют, параллельны некоторой плоскости. 

О п р е д е л е н и е .  Векторы называются ортогональными, если угол между ними пря-

мой (
2


 ). 

Можно считать, что нулевой вектор O  ортогонален любому вектору. Для коллинеарных 

векторов угол между ними равен нулю, если они сонаправлены, и развернутому, т. е. 180, 

если они противоположно направлены. 

О п р е д е л е н и е .  Линейными операциями над векторами называют сложение, вы-

читание и умножение вектора на число. 

О п р е д е л е н и е .  Пусть заданы два вектора a


 и b


. Возьмем какую-либо точку О и 

отложим от нее вектор OAa 


. Далее от точки А отложим вектор ABb 


. Вектор OB  

называется суммой векторов a


 и b


 и обозначается ba


 . 

Для геометрического представления суммы векторов используют правила «замыкаю-

щей» (его еще называют «правилом треугольника») и «параллелограмма», проиллюстри-

рованные на рис. 2.4, а и 2.4, б соответственно. 
 

 

a) 

O 

 

 

 

 

  

 

 

 

A 

B 

б) 
O 

 

 

 

 

 

A 

B 

C 

 

Рис. 2.4 

Заметим, что определение операции сложения векторов корректно, т. е. результат не 

зависит от выбора точки О. 

Вектор BA  называется противоположным вектору ABa 


 и обозначается a


 . 

а 

 
 

б 
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Разностью векторов a


 и b


 называется сумма векторов a


 и ( b


 ):  baba


 . 

О п р е д е л е н и е .  Произведением вектора a


 на действительное число α называ-

ется вектор ab


 , удовлетворяющий следующим условиям: 

а) aa


 ; 

б) векторы a


 и a


  сонаправлены при  0 a a     и противоположно направлены 

при  0 a a    . 

Заметим, что в случае 0,0  aa


, т. е. для любого вектора a


 произведение 

Oa


0 . 

Основные свойства линейных операций над векторами 

Пусть даны произвольные векторы , ,a b c  и действительные числа α, . 

1) abba


  (коммутативный или переместительный закон); 

2)     cbacba


  (сочетательный или ассоциативный закон); 

3) aa


 0  (закон поглощения нулевого вектора); 

4)   0


 aa  (существование противоположного вектора); 

5)   baba


  (распределительный или дистрибутивный закон); 

6)   aaa


  (распределительный или дистрибутивный закон); 

7)    aa


  (сочетательный или ассоциативный закон); 

8) aa


1 . 

Теорема 1 (критерий коллинеарности). Для того, чтобы векторы a


 и b


 были коллине-

арными, необходимо и достаточно, чтобы один из них можно было представить как про-

изведение другого на число, т.е. чтобы существовало действительное число  такое, что 

ba


 , или существовало бы число  такое, что ab


 . 

 

Теорема 2 (критерий компланарности). Для того, чтобы три вектора были компла-

нарными, необходимо и достаточно, чтобы один из них можно было представить в ви-

де линейной комбинации двух других, причем если векторы a


 и b


 неколлинеарные, то 

вся-кий третий компланарный им вектор c


 может быть единственным способом 

представлен в виде bac


 . 

П р и м е р  2.1. В треугольнике АВС дано: ;AB a AC b  ; точка М – середина стороны 

ВС. Выразить вектор AM  через векторы a


 и b


. 

Р е ш е н и е . Для векторов BCaAB ;


  и bAC


  справедливо равенство: ACBCAB   

(рис.2.5). Отсюда ABACBC  . Так как BCMCBM
2

1
 , то   ABACMCBM

2

1
 

 ab



2

1
. Получаем    babaabaabaBMABAM




2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
. 
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A 

B 

C 

M 

 

Рис. 2.5 

Ответ:  baAM



2

1
. 

П р и м е р  2.2. Какому условию должны удовлетворять ненулевые векторы a


 и b


,чтобы 

имело место соотношение baba


 ? 

Р е ш е н и е .  Построим на векторах a


 и b


, отложенных от точки О, параллелограмм 

ОАDВ (рис. 2.6). Тогда baBAbaOD


 , . Равенство baba


  означает, что длины 

диагоналей параллелограмма равны, т. е. ODAB  . Отсюда следует, что данный параллело-

грамм есть прямоугольник. Следовательно, векторы a


 и b


 перпендикулярны. 

 
 

 

 

O 

A D 

B 
 

 

Рис. 2.6 

Ответ: ba


 . 

П р и м е р  2.3. Дан треугольник АВС. Найти вектор, определяющий направление бис-

сектрисы внутреннего угла при вершине А, если bACaAB


 , . 

Р е ш е н и е . Найдем единичные векторы 21,ee


, сонаправленные с векторами ba


, : 

b

b
e

a

a
e 









 21 , . 

Тогда вектор 21 eee


  будет определять направление биссектрисы внутреннего угла 

при вершине А, т. к. диагонали ромба делят его угол пополам (рис. 2.7), т. е. 
b

b

a

a
e 








 . 

 

 O A  

 

  

 

Рис. 2.7 

П р и м е р  2.4. Векторы ba


  и ba


  – коллинеарны. Доказать, что векторы a


 и b


 

коллинеарны. 

Р е ш е н и е . Так как векторы ba


  и ba


  – коллинеарны, то согласно критерию кол-

линеарности вектор ba


  можно выразить через вектор ba


 , т. е. записать в виде 
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 baba


 . Далее преобразуем это выражение, пользуясь свойствами суммы векторов и 

произведения векторов и скаляров: baba


 ,    ba


 11 . Если 1 , то вектор 

a


 можно выразить через b


, умножая обе части последнего равенства на число 0
1

1



: 

ba







1

1
; если 1 , то 0


b  и тогда ab


 0 . Таким образом, по критерию коллинеар-

ности векторов векторы a


 и b


 коллинеарны. 

О п р е д е л е н и е .  Базисом на прямой называется любой ненулевой вектор на этой 

прямой, базисом на плоскости – упорядоченная пара ( 21,ee


) двух неколлинеарных векто-

ров этой плоскости, базисом в пространстве – упорядоченная тройка ( 321 ,, eee


) неком-

планарных векторов. 

О п р е д е л е н и е .  Базис называется ортонормированным, если образующие его 

векторы единичной длины и попарно ортогональные. Примером является базис, обознача-

емый  kijikjikji


 ;;1,,, ; kj


 . Совокупность фиксированной точки О про-

странства и ортонормированного базиса kji


,,  называется декартовой прямоугольной 

системой координат:  kjiO


,,; . Точка О называется началом системы координат. 

О п р е д е л е н и е .  Упорядоченная тройка некомпланарных векторов ( 321 ,, eee


) назы-

вается правой, если поворот по кратчайшему пути от первого вектора 1e


 ко второму век-

тору 2e


 из конца вектора 3e


 виден против часовой стрелки. В противном случае эта трой-

ка называется левой (рис. 2.8). Соответствующие системы координат называются пра-

выми или левыми. 

В дальнейшем мы будем пользоваться только правыми системами координат. 

 

  

 

правая тройка; 

 
 

 

левая тройка; 

 

   

 

  

 

правая тройка; 

 
 

 

левая тройка; 

 

 

Рис. 2.8 

Если kji


,,  – единичные векторы (орты) координатных осей Ox, Oy, Oz соответственно 

прямоугольной системы координат Oxyz, то для любого вектора a


 существует единствен-

ная упорядоченная тройка действительных чисел (x, y, z) такая, что 

 

Равенство (2.1) называется разложением вектора a


 по базису ( kji


,, ), а коэффициен-

ты разложения – координатами вектора a


 в этом базисе. При этом пишут  zyxa ,,


 

или  zyxa ,,


. 

Пусть a


 и b


 – два вектора, причем 0b


. Отложим эти векторы от некоторой точки О; 

получим векторы OAa 


 и OBb 


, пусть точка A1 – проекция точки А на прямую ОВ (рис. 

2.9). 

О п р е д е л е н и е .  Проекцией вектора a


 на вектор b


 называется число aпр
b


 , кото-

рое определяется следующим образом: 

kzjyixa


 .                               ((22..11))  
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













.если,

;если,

11

11

bOAOA

bOAOA

aпр
b 




  

 

 

 O 

A 

B  

ϕ 

 

Рис. 2.9 

Координаты x, y, z вектора a


 в базисе kji


,,  – это его проекции на соответствующие ко-

ординатные оси: 

aпрzaпрyaпрx
kji


  ,, . 

Длина вектора  zyxa ,,


 определяется по формуле: 

 

О п р е д е л е н и е . Направляющими косинусами вектора  zyxa ,,


 называются коси-

нусы углов α, , , которые вектор образует с координатными осями Ox, Oy, Oz соответ-

ственно: cos , cos , cos    (рис. 2.10). При этом 

 

Имеет место равенство: 1coscoscos 222  . 

Для единичного вектора 0a


, имеющего направление вектора a


, имеем: 

 

 
 

β 

γ 

α 

x 

y 

z 

O 

 

  

a


 

Рис. 2.10 

Пусть даны два вектора  111 ,, zyxa


 и  222 ,, zyxb


. Тогда: 

1) векторы a


 и b


 равны тогда и только тогда, когда равны их соответствующие коор-

динаты, т. е. 

  cos,cos,cos0

a

a
a 




.                     ((22..44))  

a

z

a

y

a

x
  cos;cos;cos .              ((22..33))  

222 zyxa 


.                            ((22..22))  
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















21

21

21

zz

yy

xx

ba


. 

2) при сложении векторов их одноименные координаты складываются, при вычитании 

– вычитаются, при умножении вектора на число – умножаются на это число: 

   zyxazzyyxxba  ,,;;; 212121


. 

3) векторы a


 и b


 коллинеарны тогда и только тогда, когда их соответствующие коор-

динаты пропорциональны, т. е. 

 

О п р е д е л е н и е .  Вектор OMr 


, соединяющий начало координат с произвольной 

точкой пространства, называется радиус-вектором точки М. 

О п р е д е л е н и е .  Координатами точки М называются координаты ее радиус-

вектора  zyxr ,,


 или kzjyixr


 . 

Если вектор ABa 


 задан точками  111 ,, zyxA  и  222 ,, zyxB , то его координаты равны 

разности соответствующих координат конечной и начальной его точек: 

 

При этом 

 

Деление отрезка в данном отношении. Пусть даны две точки  111 ,, zyxA  и 

 222 ,, zyxB , и пусть точка  zyxC ,,  такая, что CBAC  . Тогда координаты точки С нахо-

дятся по формулам 

 

Координаты середины отрезка АВ (т.е. 1  в 2.8) определяются равенствами: 

 

П р и м е р  2.5. Даны две точки  1,4,3 A  и  3,6,4 B . Найти координаты, модуль, 

направляющие косинусы вектора AB . 

Р е ш е н и е . Координаты вектора AB  находим по формуле (2.6). При этом 

3;6;4;1;4;3 222111  zyxzyx , т. е.    4;10;113;46;34 AB . Модуль векто-

ра AB  находим по формуле (2.7):   1174101
222 AB . 

Направляющие косинусы вычисляем по формулам (2.3): 

2
;

2
;

2

212121 zz
z

yy
y

xx
x








 .            ((22..99))  
















1
;

1
;

1

212121 zz
z

yy
y

xx
x .        ((22..88))  

     212

2

12

2

12 zzyyxxAB  .          ((22..77))  

 121212 ;; zzyyxxABa 


.                ((22..66))  

2

1

2

1

2

1||
z

z

y

y

x

x
ba 


.                          ((22..55))  
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117

4
cos;

117

10
cos;

117

1
cos 

AB

z

AB

y

AB

x
. 

П р и м е р  2.6. Даны три последовательные вершины параллелограмма: 

     4;4;6;1;2;3;3;2;1 CBA  . Найти его четвертую вершину D.  

Р е ш е н и е . Обозначим координаты вершины D через x, y, z, т. е. D(x, y, z). Так как 

ABCD – параллелограмм, то ADBC  . Находим координаты векторов BC  и AD : 

 14;24;36 BC , т. е.  3;2;3BC ;  3;2;1  zyxAD . Из равенства векторов BC  и 

AD  следует, что 33;22;31  zyx . Отсюда находим: 6;0;4  zyx . Значит, D(4; 

0; 6). 

П р и м е р  2.7. При каких значениях α и  векторы kjia


 32  и kjib


26   

коллинеарны? 

Р е ш е н и е . Так как    2,6,,,3,2  ba


 и ba


|| , то по условию (2.5) 
26

32 






 . От-

сюда 
2

12



  и 

2

1

2



. Следовательно, 1;4  , т. е. при 1  и 4  векторы кол-

линеарны. 

П р и м е р  2.8. Найти координаты вектора a


, если известно, что он направлен в про-

тивоположную сторону к вектору kjib


2245   и его модуль равен 5. 

Р е ш е н и е . Так как и ba


 , то можно записать, что ba


 , где 0 . Следователь-

но,   22;4;5a


, причем       52245
222
a


 (см. (4.2)). 

Отсюда 2581625 222  , или 2549 2  . Значит, 
7

5
 , а тогда 
















7

210
;

7

20
;

7

25
a


 или kjia


7

210

7

20

7

25
 . 

П р и м е р  2.9. Дана сила  24;4;4 F


. Найти величину и направление силы F


. 

Р е ш е н и е . Величину силы F


 находим, используя формулу модуля вектора (2.2). 

Имеем 

  82444
222 F


. 

Направляющие косинусы вектора F


 определяем по формулам (2.3): 

2

2

8

24
cos;

2

1

8

4
cos;

2

1

8

4
cos  . Итак,  

.135
4

3

42

2
arccos

2

2
arccos

;60
32

1
arccos;60

32

1
arccos































 

Значит, сила 8F


 действует в направлении вектора, образующего с координатными 

осями углы  135;60;60 . 
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2.2 Скалярное произведение векторов 

О п р е д е л е н и е .  Скалярным произведением ненулевых векторов a


 и b


 называется 

число, которое обозначается ba

  или  ba


,  и определяется равенством 

 

т. е. число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла 











ba


,  между 

ними. По определению     0,00,  aa


. 

Скалярное произведение обладает следующими свойствами: 

1)    abba


,,   (коммутативность); 

2)      cabacba


,,,   (дистрибутивность); 

3)      bababa


,,,   (ассоциативность относительно скалярного множителя); 

4)   baba


 0,  (или 0


a  или 0


b ) (критерий ортогональности); 

5)   0,
22  aaaa


 (скалярный квадрат вектора); 

Если векторы a


 и b


 заданы координатами в ортонормированном базисе 

   222111 ,,;,,:,, zyxbzyxakji


, то 

1)   212121, zzyyxxba 


; 

2)   2
1

2
1

2
1

2 , zyxaaaa 


 (следует из свойства 5); 

3) 
 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121,
,cos

zyxzyx

zzyyxx

ba

ba
ba















 




 (вытекает из формулы (2.10) и формул 

для вычисления  ba


,  и ba


, ). 

Механический смысл скалярного произведения – это работа А, производимая силой 

F


, точка приложения которой перемещается по отрезку М1М2 из точки М1 в точку М2: 

 21, MMFA


 . 

П р и м е р  2.10. Даны векторы .7,33 kjbkjia


  Найти a
b

пp . 

Р е ш е н и е .  Так как векторы ba


,  заданы координатами в ортонормированном базисе 

   7;1;0,1;3;3  ba


, а ,
),(

пр
b

ba
a

b



   то  

  50710;1071)1)(3(03),( 222  bba


. Поэтому 2
25

10

50

10
пр a

b


 . 

Ответ: 2 . 

П р и м е р  2.11. Найти  baba


 2,3 , если 3;2  ba


; 
3

,









 

ba


. 

Р е ш е н и е .  Используя свойства 1, 2, 3, 5 скалярного произведения, имеем: 

  











bababa


,cos, ,                          ((22..1100))  
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       

.3427158

33
3

cos325223,cos52

,3,5,22,3

22
22




















bbabaa

bbbaaababa





 

Ответ: – 34. 

П р и м е р  2.12. Какую работу производит сила  4;1;2 F


, когда точка ее приложе-

ния, двигаясь прямолинейно, перемещается из точки  3;2;1A  в точку  1;6;5 B ? 

Р е ш е н и е .  Используя механический смысл скалярного произведения, имеем 

 ABFA ,


 . 

Найдем координаты вектора AB :  

    5 1; 6 2 ;1 3 4; 4; 2AB          . 

Тогда           20244142,  ABFA


. 

Ответ: 20. 

 

2.3 Векторное произведение векторов 

О п р е д е л е н и е .  Векторным произведением вектора a


 и вектора b


 называется 

вектор c


, удовлетворяющий трем условиям: 

1) 











babac


,sin ; 

2) bcac


 ; ; 

3) упорядоченная тройка векторов cba


,,  – правая (рис. 2.11). 

Обозначение:  bac


,  или bac


 . 

 

 

 

 

 

  

 

Рис. 2.11 

 

Векторное произведение обладает следующими свойствами: 

1)    baab


,,   (антикоммутативность); 

2)      cabacba


,,,   (дистрибутивность); 

3)      bababa


,,,   (ассоциативность относительно скалярного множителя); 
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4)   baba


||0,   (критерий коллинеарности); 

5) геометрический смысл векторного произведения: модуль векторного произведения 

 ba


,  равен площади параллелограмма, построенного на векторах a


 и b


, отложенных от 

одной точки: 

],[ baSпаралл  ; 

6) механический смысл векторного произведения: момент силы F


, приложенной в 

точке В, относительно точки А определяется равенством:    FABFM A


, . 

Если векторы a


 и b


 заданы в ортонормированном базисе kji


,,  координатами 

   222111 ,,;,, zyxbzyxa


, то 

 

П р и м е р  2.13. Найти площадь и длину высоты BD треугольника с вершинами в точ-

ках А(1, –2, 8), В(0, 0, 4), С(6, 2, 0). 

Р е ш е н и е . Поскольку площадь S треугольника АВС равна 
1

2
S AC BD , то 

2S
BD

AC
  (рис. 2.12). 

 

A 

D 

 C 

B 

 

Рис. 2.12 

1. Находим координаты векторов ,AB AC  и длину AC  вектора AC : 

;845;42 kjiACkjiAB


  

.105)8(45 222 AC  

2. Находим S:  

2 2

1
, ; , 1 2 4 28 14 .

2
5 4 8

, ( 28) ( 14) 14 5; 7 5.

i j k

S AB AC AB AC j k

AB AC S

         
   



       
 

 

3. 
14 5 14 7

2 .
3105 21

BD     

 

     .

,

122112212121

22

11

22

11

22

11

222

111

yxyxkzxzxjyzzyi

yx

yx
k

zx

zx
j

zy

zy
i

zyx

zyx

kji

ba












       ((22..1111))  
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П р и м е р  2.14. Сила kjiF


  приложена в точке В(0; 1; –2). Найти  FM A


,  

если А(1; –1; 2). 

Р е ш е н и е . Согласно определению момента силы    FABFM A


, , находим координаты 

вектора  1; 2; 4AB    , тогда 

  kji

kji

FM A










 32

111

421 . 

Ответ:    1;3;2 FM A


. 

П р и м е р  2.15. Найти единичный вектор c


, перпендикулярный каждому из векторов 

 3; 1; 2a    и  1; 3; 1b    . 

Р е ш е н и е . Векторное произведение  ba


,  даст вектор, который ортогонален каждому 

из векторов a


 и b


. Найдем  ba


,  (см. (2.11)): 

      90815,;85

131

213, 222




 bakji

kji

ba





. 

Тогда 
, 5 1 8 5 1 8

; ; ; ;
90 90 90 3 10 3 10 3 10,

a b
c

a b

      
          

     
 

. 

Ответ: 









103

8
;

103

1
;

103

5
. 

 

2.4 Смешанное произведение векторов 

О п р е д е л е н и е .  Смешанным произведением трех векторов cba


,,  называется 

число, получаемое следующим образом: векторное произведение  ba


,  умножается скалярно 

на вектор .c


 Смешанное произведение векторов cba


,,  обозначается ( cba


,, ). Таким обра-

зом,     cbacba


,,,,  . 

Смешанное произведение векторов обладает следующими свойствами: 

1)      , , , , , ,a b c a b c a b c       
; 

2)            , , , , , , , , , , , ,a b c c a b b c a b a c c b a a c b        , т. е. смешанное произведе-

ние не меняется при циклической перестановке векторов и меняет знак на противополож-

ный при перемене мест любых двух рядом стоящих векторов – сомножителей; 

3)      cbdcbacbda


,,,,,,  ; 

4)        cbacbacbacba


,,,,,,,,  ; 

5) модуль смешанного произведения равен объему параллелепипеда, построенного на 

векторах , ,a b c :  cbaV


,, . 

6) равенство   0,, cba


 является необходимым и достаточным условием компланар-

ности векторов cba


,, . 
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Если   0,, cba


, то cba


,,  – правая тройка; если   0,, cba


 – левая тройка. 

Если векторы cba


,,  заданы в ортонормированном базисе kji


,,  координатами 

     333222111 ,,;,,;,, zyxczyxbzyxa


, то  
333

222

111

,,

zyx

zyx

zyx

cba 


. 

П р и м е р  2.16. Вычислить объем треугольной пирамиды с вершинами А(0, 0, 1),  

В(2, 3, 5), С(6, 2, 3), D(3, 7, 2). 

Р е ш е н и е . Рассмотрим три вектора (рис. 2.13): 

kjiADkjiACkjiAB


 73;226;432 . 

Можно показать, что объем пирамиды АВСD равен шестой части объема параллелепи-

педа, построенного на векторах .,, ADACAB  

 

Рис. 2.13 

Тогда ),,(
6

1
ADACABV  , а т. к. ,120

173

226

432

),,( ADACAB   то  
1

120 20.
6

V     

Ответ: 20. 

П р и м е р  2.17. Доказать, что четыре точки А1(3, 5, 1), А2(2, 4, 7), А3(1, 5, 3), А4(4, 4, 5) 

лежат в одной плоскости. 

Р е ш е н и е . Достаточно показать, что три вектора 413121 ,, AAAAAA , имеющие начало в 

одной из данных точек, лежат в одной плоскости (т. е. компланарны). Находим координа-

ты векторов 413121 ,, AAAAAA : 

   

   

   .4;1;115;54;34

;2;0;213;55;31

;6;1;117;54;32

41

31

21







AA

AA

AA

 

Проверяем условие компланарности векторов (свойство 6 смешанного произведения): 

  08201220

411

202

611

,, 413121 







AAAAAA . 

Следовательно, векторы 413121 ,, AAAAAA  компланарны, а значит, точки А1, А2, А3, А4 ле-

жат в одной плоскости. 

C 

A 

B 

D 
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П р и м е р  2.18. Образуют ли векторы    4;7;5,1;3;2  ba


,  4;7;2 c


 базис в трехмер-

ном пространстве? Если да, то определите, какой тройкой является тройка векторов 

cba


,,  – правой или левой. 

Р е ш е н и е . Вычислим смешанное произведение векторов cba


,, : 

  49

472

475

132

,, 





cba


. 

Так как 0,, cba


, то векторы cba


,,  не компланарны, а значит, образуют базис в про-

странстве. Учитывая, что   0,, cba


, то тройка векторов – левая. 

 

3 АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

3.1 Полярная система координат. Уравнение линии на плоскости 

Полярная система координат 

Полярная система координат задается точкой О, называемой полюсом, лучом Оp, 

называемым полярной осью, и единичным вектором e


 того же направления, что и луч 

Оp. 

Положение точки М на плоскости определяется двумя числами: ее расстоянием r от по-

люса О и углом , образованным отрезком ОМ с полярной осью (рис. 4.15) и отсчитывае-

мым в положительном направлении. 

 

О 

M (r, ) 

p 

r 

 



 

Рис. 3.1 

О п р е д е л е н и е .  Числа r и  называются полярными координатами точки М: r 

называют полярным радиусом,  – полярным углом. 

Если рассматривать значения r в промежутке [0; +), а значение  в (–; ] (или в [0; 

2)), то каждой точке плоскости (кроме О) соответствует единственная пара чисел r и , и 

наоборот. 

Если совместить полюс О с началом координат системы Oxy, а полярную ось – с поло-

жительной полуосью Oxy (рис. 3.1), то связь между полярными и прямоугольными коор-

динатами точки (кроме точки О) устанавливается формулами: 

 и 

cos ,

sin ;

x r

y r

 


 
                                                                    ((33..11))  
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Откуда, в частности, 
x

y
tg , где 0x . 

 

x p 

r 

y 

О 

 

 

  

( )M x, y

 

Рис. 3.2 

П р и м е р  3.1. Найти прямоугольные координаты точки М с полярными координатами 











3

2
;2 . 

Р е ш е н и е . Имеем 
3

2
,2r . По формулам (3.1) находим 

3
2

3
2

3

2
sin2,1

2

1
2

3

2
cos2 









































 yx . Итак,  3;1M . 

П р и м е р  3.2. Найти полярные координаты точки М с прямоугольными координатами 

 1;3  . 

Р е ш е н и е . Имеем 1;3  yx . По формулам (3.2) находим 

   
3

1

3

1
tg,213

22





r . Точка М лежит в III четверти, следовательно, с уче-

том того, что  , получаем 



6

5

6
. Итак, 










6

5
;2M . 

Уравнение линии на плоскости 

О п р е д е л е н и е .  Уравнением линии на плоскости Oxy называется уравнение 

  0, yxF , которому удовлетворяют координаты x и y каждой точки этой линии и не удо-

влетворяют координаты точек, не лежащих на ней. Переменные x и y в уравнении линии 

называются текущими координатами точек линии. 

Задача нахождения точек пересечения двух линий, заданных уравнениями   0,1 yxF  и 

  0,2 yxF , сводится к решению системы двух уравнений с двумя неизвестными: 

 
 








.0,

;0,

2

1

yxF

yxF
 


















.cos,sin

,

2222

22

yx

x

yx

y

yxr

                      ((33..22))  
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Аналогично вводится понятие уравнения линии в полярной системе координат: 

  0, rF . 

Линию на плоскости можно рассматривать как траекторию пути, пройденного точкой, 

движущейся по какому-нибудь закону. Если абсцисса точки  yxM ;  изменяется по закону 

 txx  , а ордината – по закону  tyy  , где t – переменная, называемая параметром, то 

уравнение линии записывается в виде 
 
 

 21,
,

,
ttt

tyy

txx









. 

Эти уравнения называются параметрическими уравнениями линии. 

Линию на плоскости можно задать векторным уравнением  trr


 , где t – скалярный 

параметр; при изменении t конец вектора  trr


  описывает некоторую линию, называе-

мую годографом (рис. 3.2). Параметрические уравнения годографа: 
 
 








tyy

txx ,
. 

 

x 

y 

О 

( )M x, y



)(trr




 

Рис. 3.2 

Так, например, параметрическими уравнениями окружности с центром в точке О и ра-

диуса R являются 








,sin

,cos

tRy

tRx
, а эллипса с полуосями a и b – 









.sin

,cos

tby

tax
 

Здесь в качестве параметра t использован угол между осью Ox и вектором OM , где M – 

текущая точка кривой. 

Примером векторного уравнения кривой является уравнение окружности диаметра 2R, 

центр которой лежит на полярной оси, а полюс системы координат лежит на окружности: 

 cos2Rr . 

 

3.2 Прямая на плоскости 

Будем считать, что на плоскости задана прямоугольная декартова система координат 

Oxy. 

Различные виды уравнений прямой 

Положение прямой на плоскости однозначно определяется какой-либо фиксированной 

точкой  000 , yxM , лежащей на ней, и либо: 

1) ненулевым вектором   0,


BAn , перпендикулярным к прямой, который называется 

нормальным вектором прямой; 

2) ненулевым вектором   0,


nms , параллельным прямой, который называется направ-

ляющим вектором прямой; 

3) угловым коэффициентом прямой k, который равен тангенсу угла наклона прямой к 

оси Ox; 
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4) еще одной точкой  111 , yxM , не совпадающей с точкой  000 , yxM . 

В каждом из перечисленных случаев получаются свои уравнения прямой. 

1) Заданы точка  000 , yxM , лежащая на прямой, и нормальный вектор  BAn ,


, т. е. 

  0,


BAn  и перпендикулярен прямой. Имеем следующие уравнения: 

 

откуда получаем 

 

где  00 ByAxC  , причем 022  BA  (т. к. 0


n ). 

О п р е д е л е н и е .  Уравнение (3.4) называется общим уравнением прямой на плос-

кости. 

Уравнение 0 CByAx  с условием 022  BA  называется уравнением первой сте-

пени с двумя переменными. 

Если в уравнении (3.4) 0;0;0  CBA , то его можно привести к виду 1
b

y

a

x
. Это 

уравнение называется уравнением прямой в отрезках, где a и b – длины отрезков с уче-

том знака, отсекаемых прямой на координатных осях Ox и Oy соответственно. 

2) Даны точка  000 , yxM  прямой и направляющий вектор  nms ,


, т. е. 0


s  и s


 паралле-

лен прямой. 

Имеем уравнения: 

 

или при условии 0,0  nm : 

 

О п р е д е л е н и е .  Уравнения (3.5) называются параметрическими уравнениями, а 

(3.6) – каноническим уравнением прямой на плоскости. 

Несложными алгебраическими преобразованиями уравнения (3.5) и (3.6) могут быть 

сведены к общему уравнению (3.4), т. е. к уравнению первой степени относительно x и y. 

Замечание. В случае, когда одна из координат направляющего вектора  nms ,


 равна 

нулю, запись уравнения прямой в канонической форме сохраняется в виде (3.6). При этом 

если в знаменателе стоит нуль, то к нулю нужно приравнять и числитель. Полученное ра-

венство (или consty , или constx ) и будет уравнением прямой на плоскости. 

3) Если заданы точка  000 , yxM  прямой и ее угловой коэффициент k, то уравнение с уг-

ловым коэффициентом имеет вид 

 

После приведения подобных членов (3.7) можно записать и так: bkxy  . 

4) На прямой заданы две точки  000 , yxM  и  111 , yxM . Тогда каноническое уравнение 

прямой, проходящей через две точки, имеет следующий вид: 

 00 xxkyy  .                             ((33..77))  

0 0x x y y

m n

 
 .                              ((33..66))  

Rt
ntyy

mtxx









,

0

0
,                            ((33..55))  

0 CByAx ,                              ((33..44))  

    000  yyBxxA ,                        ((33..33))  
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Все уравнения (3.5–3.8) можно записать в виде уравнения первой степени относительно 

x и y. 

  Вывод. Каждая прямая на плоскости Oxy определяется уравнением первой степе-

ни с двумя переменными x и y: 

0;0 22  BACByAx . 

Верно и обратное: каждое такое уравнение первой степени относительно x и y за-

дает на плоскости прямую. 

Заметим, что нормальный и направляющий векторы прямой на плоскости связаны сле-

дующим образом: если  BAn ,


, то  ABs ,


 (т. к.   0,  ABABsn


, то ns


 ). 

Расстояние  lM ,0  от точки  000 , yxM  до прямой l, заданной уравнением (3.4), вы-

числяется по формуле 

 

П р и м е р  3.3. Составить каноническое и общее уравнения прямой, проходящей через 

точки  1;21M  и  2;12 M . Найти угловой коэффициент этой прямой. 

Р е ш е н и е . Для составления канонического уравнения воспользуемся формулой 

(3.8): 

12

1

21

2








 yx
 или 

1

1

3

2 




 yx
 – каноническое уравнение. 

Общее уравнение получим из данного канонического, умножая обе части равенства на 

– 3, перенося все слагаемые в левую часть и приводя подобные члены: 

  0530132  yxyx  – общее уравнение. 

Чтобы получить угловой коэффициент прямой, выразим из общего уравнения y: 

3

5

3

1
 xy  – уравнение с угловым коэффициентом вида bkxy  . Следовательно, 

3

1
k . 

П р и м е р  3.4. Составить уравнение прямой на плоскости, проходящей через точку  

М(–1, 2) перпендикулярно вектору, проходящему через точки М1(3, 1) и М2(4, –2). Найти 

расстояние от точки М до прямой, проходящей через точки М1 и М2. 

Р е ш е н и е . Уравнение прямой запишем в виде (3.3): 

A(x – x0) + B(y – y0) = 0, 

где x0, y0 – координаты точки М, а А и В – координаты нормального вектора.  

Так как )3,1(21  MMn


, то уравнение имеет вид 1(x + 1) – 3(y – 2) = 0 или x – 3y + 7 

= 0. 

Для нахождения расстояния от точки М до прямой М1М2 запишем уравнение этой пря-

мой в виде (3.8): 

,
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









 т. е. 

3

1

1

3 


 yx
, 

или 3x + y – 10 = 0. 

 
22

00
0 ,

BA

CByAx
lM




 .                       ((33..99))  

01

0

01

0

yy

yy

xx

xx









.                             ((33..88))  
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Подставляя в формулу (3.9) координаты x0 = –1, y0 = 2 точки М, получаем 

10

11

13

1021)1(3
),(

22





 lM . 

П р и м е р  3.5. Составить уравнение прямой, проходящей через точку М0(1; –2) и обра-

зующей с осью Ox угол  60 . 

Р е ш е н и е . Найдем угловой коэффициент 360tgtg k . Подставляя координаты 

данной точки М0 и значение углового коэффициента в уравнение (3.7) получим искомое 

уравнение прямой:  132  xy  или 0323  xy  – общее уравнение прямой. 

Взаимное расположение прямых на плоскости 

Две прямые на плоскости либо пересекаются, либо параллельны, либо совпадают. 

О п р е д е л е н и е .  Под углом между прямыми в плоскости понимают наименьший 

(острый) из углов, образованных этими прямыми. Один из углов, образованных пересече-

нием прямых, совпадает с углом между векторами нормали или направляющими вектора-

ми прямых. 

1. Если две прямые l1 и l2 заданы общими уравнениями 0111  CyBxA  и 

0222  CyBxA , то величина  угла между ними вычисляется по формуле 

 

где    222111 ,,, BAnBAn


 – векторы нормали прямых. 

Условие пересечения прямых: 

 

в частности, условие перпендикулярности прямых: 

 

Условие параллельности прямых: 

 

условие совпадения прямых: 

 

2. Если прямые l1 и l2 заданы каноническими (параметрическими) уравнениями: 

1

1

1

1

n

yy

m

xx 



 и 

2

2

2

2

n

yy

m

xx 



, то 

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 .                               ((33..1144))  

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 ,                               ((33..1133))  

02121  BBAA .                               ((33..1122))  

2

1

2

1

B

B

A

A
 ,                                    ((33..1111))  

 
2
2

2
2

2
1

2
1

2121

21

21
21

,
,coscos

BABA

BBAA

nn

nn
nn

























,  ((33..1100))  
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где    222111 ,,, nmsnms


 – направляющие векторы прямых. 

Условие пересечения прямых: 

 

параллельности прямых: 

 

перпендикулярности прямых: 

 

3. Если прямые l1 и l2 заданы уравнениями с угловым коэффициентом 

2211 , bxkybxky  , то 

21

12

1
tg

kk

kk




 . 

Условие пересечения прямых: 21 kk  ; 

параллельности прямых: 

2121 ; bbkk  ; 

совпадения прямых: 

2121 ; bbkk  ; 

перпендикулярности прямых: 

121  kk , т. е. 
2

1

1

k
k  . 

Для нахождения точек пересечения прямых l1 и l2 нужно решить систему уравнений 

 

П р и м е р  3.6. Найти острый угол между прямыми, определяемыми уравнениями 

0739  yx  и 0436  yx . Найти точку пересечения этих прямых. 

Р е ш е н и е . Запишем векторы нормалей этих прямых    1 29; 3 ; 6;3n n     1 29; 3 ; 6;3n n и воспользуемся 

формулой (3.10): 









,0

,0

222

111

CyBxA

CyBxA
 или 























,

,

2

2

2

2

1

1

1

1

n

yy

m

xx

n

yy

m

xx

 или 








.

,

22

11

bxky

bxky
((33..1199))  

02121  nnmm .                              ((33..1188))  

2

1

2

1

n

n

m

m
 ,                                    ((33..1177))  

2

1

2

1

n

n

m

m
 ,                                    ((33..1166))  

 
2
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2
2

2
1

2
1

2121

21
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,
,coscos

nmnm

nnmm
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



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


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


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
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,  ((33..1155))  
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   

  2

2

2

1

4590

45

3639

3369,
cos

2222
21

21













nn

nn




. 

Следовательно, 


 45
4

. Для того, чтобы найти точку пересечения прямых, составим 

и решим систему уравнений (3.19): 








0436

0739

yx

yx
. 

Складывая оба уравнения, получим 








0436

0315

yx

x
, откуда 














.
15

26

,
5

1

y

x

 

П р и м е р  3.7. Дана прямая 743  yx . Через точку М0(3; 2) проведена прямая: а) па-

раллельно данной прямой; б) перпендикулярно данной прямой. Составить ее уравнение. 

Р е ш е н и е . а)  3; 4n   – вектор нормали исходной прямой. В силу параллельности 

прямых его можно считать и вектором нормали искомой прямой. Составляем уравнение 

прямой, проходящей через точку М0(3; 2) перпендикулярно вектору  3; 4n   (см. (3.3)): 

     02433  yx , или 0143  yx . 

б) В силу перпендикулярности прямых вектор нормали  3; 4n   будет направляющим 

вектором для перпендикулярной прямой:  3; 4s n  . Составим каноническое уравнение 

прямой, походящей через точку М0(3; 2) параллельно вектору  3; 4s   (см. (3.6)): 

0183463124
4

2

3

3








yxyx

yx
 – искомое уравнение. 

 

3.3 Плоскость в пространстве 

Будем считать, что в пространстве задана прямоугольная декартова система координат 

Oxyz. 

Различные виды уравнения плоскости 

Однозначное расположение плоскости определяется 

1) либо фиксированной точкой  0000 ,, zyxM , лежащей на этой плоскости, и ненулевым 

вектором  CBAn ,,


, перпендикулярным к плоскости, который называется нормальным 

вектором; 

2) либо тремя точками    22221111 ,,,,, zyxMzyxM  и  3333 ,, zyxM , не лежащими на одной 

прямой. 

Рассмотрим эти случаи. 

1. Уравнение плоскости, проходящей через точку  0000 ,, zyxM  перпендикулярно век-

тору   2 2 2, , , 0n A B C A B C   : 

 

Если раскрыть скобки, привести подобные члены, обозначить  000 CzByAxD  , то 

будем иметь уравнение 

 
0,0 222  CBADCzByAx ,            ((33..2211))  

      0000  zzCyyBxxA .               ((33..2200))  
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которое называется общим уравнением плоскости. 

Если в (4.51) все коэффициенты не равны нулю, то путем деления обеих частей уравне-

ния (4.51) на (–D) получим уравнение 

 

которое называется уравнением плоскости в отрезках. Здесь a, b, c – абсцисса, ордината 

и аппликата точек пересечения плоскости с координатными осями Ox, Oy, и Oz соответ-

ственно. 

2. Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки 

   22221111 ,,,,, zyxMzyxM  и  3333 ,, zyxM , имеет вид: 

 

Если вычислить этот определитель, то мы придем к уравнению вида (3.21), т. е. к об-

щему уравнению плоскости. 

Уравнением первой степени с тремя переменными называют уравнение 

0,0 222  CBADCzByAx . 

Вывод. Каждая плоскость в пространстве Oxyz определяется уравнением первой 

степени с тремя переменными 

0,0 222  CBADCzByAx . 

И наоборот, каждое уравнение первой степени относительно x, y, z определяет 

некоторую плоскость в пространстве. 

Взаимное расположение плоскостей 

Пусть две плоскости заданы своими общими уравнениями 

 

 

Различают следующие случаи взаимного расположения плоскостей: 1) пересекаются по 

прямой; 2) параллельны; 3) совпадают. 

Условие пересечения: соответствующие коэффициенты при x, y, z в (3.24), (3.25) не 

пропорциональны, т. е. 21 || nn


, здесь    22221111 ,,;,, CBAnCBAn


. При этом условие перпен-

дикулярности плоскостей имеет вид: 

 

Условия параллельности плоскостей (3.24) и (3.25): 

 

совпадения плоскостей: 

2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
 ;                          ((33..2277))  

0212121  CCBBAA .                        ((33..2266))  

02222  DzCyBxA .                       ((33..2255))  

01111  DzCyBxA ,                        ((33..2244))  

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

.                   ((33..2233))  

1
x y z

a b c
   ,                                 ((33..2222))  
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Углом между плоскостями (3.24) и (3.25) называется угол между их нормальными 

векторами  1111 ,, CBAn


 и  2222 ,, CBAn


. 

Поэтому косинус угла  между ними находится по формуле 

 

Величина меньшего угла между плоскостями вычисляется по формуле 

 

Расстояние d от точки  0000 ,, zyxM  до плоскости 0 DCzByAx  находится по 

формуле: 

 

П р и м е р  3.8. Составить уравнение плоскости, которая проходит через точку М0(2; 1; –

1) перпендикулярно вектору  1; 2; 3n  . 

Р е ш е н и е . Воспользуемся формулой (3.20): 

        0131221  zyx . 

Отсюда 033222  zyx , а значит, 0332  zyx  – общее уравнение искомой 

плоскости. 

П р и м е р  3.9. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку М0(–2; 3; 1) 

параллельно плоскости Oxy. 

Р е ш е н и е . В качестве вектора нормали плоскости Oxy можно взять базисный вектор 

  nk


 1;0;0 , который будет служить и вектором нормали искомой плоскости. Далее по 

формуле (3.20):       0113020  zyx  или 01z . 

П р и м е р  3.10. Написать уравнение плоскости, проходящей через три точки 

     1;3;0,3;2;2,1;0;1 321  MMM . 

Р е ш е н и е . Используя формулу (3.23), получим 

   
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0
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1
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1

0

231

421

11

0

110310

130212

101

zyxzyx

zyx

zyxzyx

 

общее уравнение искомой плоскости. 

П р и м е р  3.11. Найти угол между двумя плоскостями: 073,012  zxzyx . 
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 .                      ((33..3311))  
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Р е ш е н и е . Нормальный вектор первой плоскости  1;2;11 n


, второй –  3;0;12n


. Следо-

вательно, по формуле (3.29) 

     

    15

1

106

2

301121

310211,
,coscos

222222
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

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
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
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Значит, угол  тупой, 
15

1
arccos

15

1
arccos 








 . Острый угол находится из соот-

ношения: 
15

1
arccos;

15

1
cos  . 

П р и м е р  3.12. Вычислить расстояние между параллельными плоскостями: 

0622,01222  zyxzyx . 

Р е ш е н и е .  2;2;1 n


 – вектор нормали обеих плоскостей. Для решения задачи найдем 

какую-либо точку на первой плоскости и вычислим расстояние от этой точки до второй 

плоскости. Для этого положим в первом уравнении 0,0  yx , тогда 0122  z . Отсюда 

6z . Следовательно, М0(0; 0; –6)  – точка, лежащая на первой плоскости. Тогда по фор-

муле (3.31) имеем: 
 

   
2

3

6

221

6620201

222





d , т. е. 2d . 

 

3.4 Прямая в пространстве 

Различные уравнения прямой в пространстве 

Положение прямой в пространстве однозначно определяется: 

1) заданием точки  0000 ,, zyxM  этой прямой и ненулевого вектора  pnms ,,


, параллель-

ного прямой, который называется направляющим вектором прямой; 

2) заданием двух точек  1111 ,, zyxM  и  2222 ,, zyxM  на этой прямой; 

3) пересечением двух непараллельных плоскостей. 

Канонические уравнения прямой, проходящей через точку  0000 ,, zyxM  параллельно 

вектору   0,,,


spnms , имеют следую-щий вид: 

 

а ее параметрические уравнения: 

 

Канонические уравнения прямой, проходящей через две точки  1111 ,, zyxM   

и  2222 ,, zyxM , имеют вид 

 
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














.                      ((33..3344))  

Rt

ptzz

ntyy

mtxx
















,

,0

0

0

.                           ((33..3333))  

p

zz

n

yy

m

xx 000 






,                        ((33..3322))  
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Общими уравнениями прямой называется система уравнений 

 

т. е. прямая задается пересечением двух плоскостей. Направляющий вектор прямой (3.35) 

находится по формуле: 

 

Взаимное расположение прямых в пространстве 

Пусть две прямые заданы каноническими уравнениями: 

 

 

Возможны следующие случаи взаимного расположения двух прямых в пространстве: 

1) прямые параллельны; 2) совпадают; 3) пересекаются в одной точке; 4) прямые скрещи-

ваются. 

Условия параллельности прямых (3.37) и (3.38): 

2

1

2

1

2

1
21 :||

p

p

n

n

m

m
ss 


; и вектор  12121221 ,, zzyyxxMM   не коллинеарен векторам 

 1111 ,, pnms


 и  2222 ,, pnms


. 

Условия совпадения прямых: 

2121 |||| MMss


. 

Условия пересечения прямых: 

0

222

111

121212





pnm

pnm

zzyyxx

 (условие компланарности векторов 21, ss


 и 21MM ) и векторы 

 1111 ,, pnms


 и  2222 ,, pnms


 неколлинеарны. 

Условия скрещивающихся прямых (т. е. прямые не лежат в одной плоскости): 

0

222

111

121212





pnm

pnm

zzyyxx

 (условие некомпланарности векторов 21, ss


 и 21MM ). 

Заметим, что   0,, 2121 MMss


 является условием того, что прямые (3.37) и (3.38) лежат 

в одной плоскости. 

2

2

2

2

2

2

p

zz

n

yy

m

xx 






.                        ((33..3388))  

1

1

1

1

1

1

p

zz

n

yy

m

xx 






,                         ((33..3377))  

 

222

11121,

CBA

CBA

kji

nns




 .                      ((33..3366))  









,0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
                     ((33..3355))  
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Под углом между прямыми (3.37), (3.38) понимают угол между направляющими век-

торами  1111 ,, pnms


 и  2222 ,, pnms


. Величина этого угла  определяется формулой: 

 

Условие перпендикулярности двух прямых: 

  0, 21 ss


, т.е. 0212121  ppnnmm . 

П р и м е р  3.13. Составить канонические и параметрические уравнения прямой, прохо-

дящей через точку М0(4; 3; –2) параллельно 1) вектору  3; 6; 5s  ; 2) прямой 









.0142

,063

zyx

zyx
 

Р е ш е н и е . 1) Вектор  3; 6;5s   является направляющим вектором искомой прямой, 

проходящей через точку М0. Тогда по формуле (3.32) канонические уравнения прямой 

примут вид: 

5

2

6

3

3

4 







 zyx
. 

Используя (3.33), параметрические уравнения прямой запишутся в виде: 

Rt

tz

ty

tx
















,

52

63

34

. 

2) Направляющий вектор 1s


 заданной в условии прямой находим по формуле (3.36): 

kjikji

kji

s





7611

12

31

42

11

41

13

412

1311 












 , т. е.  1 11; 6; 7s    . 

Вектор 1s


 может служить направляющим вектором и искомой прямой, т. к. прямые па-

раллельны. Получаем канонические уравнения: 

7

2

6

3

11

4











 zyx
, 

а параметрические уравнения имеют вид: 

Rt

tz

ty

tx
















,

,72

63

,114

. 

П р и м е р  3.14. Найти уравнения прямой, проходящей через две точки М1(2; 2; 2) и 

М2(6; 2; 1). 

Р е ш е н и е . Воспользуемся уравнениями (3.34): 

21

2

22

2

26

2













 zyx
 или 

1

2

0

2

4

2









 zyx
. 

Запись уравнений прямой в канонической форме сохраняется и  

в случае обращения отдельных координат вектора s


 в ноль. Если  

в знаменателе стоит ноль, то нулю нужно приравнять и числитель, т. е. уравнения можно 

 
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21,
cos

pnmpnm

ppnnmm

ss

ss







 



.    ((33..3399))  
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записать в виде: 

















,
1

2

4

2

,02

zx

y

 или 








,0104

,2

zx

y
 – это общие уравнения прямой в про-

странстве. При этом параметрические уравнения имеют вид: 















.2

,2

,42

tz

y

tx

 

П р и м е р  3.15. Найти угол между прямыми 
8

1

2

3

7

2









 zyx
 и 

7

1

8

4

11 









zyx
. 

Р е ш е н и е .  1 7; 2; 8s   и  2 11; 8; 7s    – направляющие векторы первой и второй пря-

мых соответственно. Тогда по формуле (3.39) 

      

     

.45,
2

1

234117

117

7811827

7882117,
,coscos

21

222222
21

21
21





































ss

ss

ss
ss








 

П р и м е р  3.16. Установить взаимное расположение прямых: 

1) 
2

1

34

2






 zyx
 и 















.43

,64

,85

tz

ty

tx

 

2) 
1

2

3

1

2









zyx
 и 

4

1

2

3

3

4 





 zyx
. 

Решение. 1) Выпишем направляющие векторы первой и второй прямых:  2;3;41 s


, 

 4;6;82 s


. Так как координаты этих векторов пропорциональны: 
4

2

6

3

8

4 






, то 21 || ss


. 

Следовательно, данные прямые параллельны или совпадают. Возьмем точки М1(2; 0; –1) и 

М2(5; 4; 3), лежащие на прямых. Получим вектор  4;4;321 MM . Так как 121 || sMM


 и 

221 || sMM


, то прямые параллельны. 

2) Координаты направляющих векторов  1 2; 3;1s  ,  2 3; 2; 4s  данных прямых не пропор-

циональны: 
4

1

2

3

3

2
 . Следовательно, прямые либо пересекающиеся, либо скрещивающие-

ся. Проверим условие принадлежности двух прямых одной плоскости:   0,, 2121 MMss


. Дан-

ные прямые проходят через точки М1(0; 1; –2) и М2(–4; –3; 1). Имеем: 

 

  .011513354144
23

32
3

43

12
4

42

13
4

423

132

344

423

132

211304















 

Следовательно, данные прямые – скрещивающиеся. 

П р и м е р  3.17. Общие уравнения прямой 








,0522

,0232

zyx

zyx
 преобразовать к канониче-

скому виду. 

Р е ш е н и е . Нам надо знать какую-либо точку на прямой и ее направляющий вектор s


. 

Выберем точку на прямой следующим образом: положим, например, 0z ; тогда для нахож-
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дения абсциссы x и ординаты y этой точки получим систему уравнений: 








,0522

,022

yx

yx
, из 

которой находим 
2

3
,1  yx . Значит, 








 0;

2

3
;10M  – точка пря-мой. Направляющий век-

тор s


 прямой находим по формуле (3.36): 

kjikji

kji

s





674

22

21

12

31

12

32

122

321 













 , 

т. е.  6;7;4 s


. Тогда, согласно формуле (3.32): 
67

2

3

4

1











 z
y

x
 – искомые канонические 

уравнения прямой. 

 

3.5 Прямая и плоскость в пространстве 

Пусть прямая задана каноническими уравнениями: 

 

а плоскость задана общим уравнением: 

 

Различают следующие случаи расположения прямой и плоскости: 1) прямая пересека-

ется с плоскостью в одной точке; 2) прямая параллельна плоскости; 3) прямая лежит в 

плоскости. Укажем для каждого из этих случаев условия, которым должны удовлетворять 

коэффициенты уравнений (3.40) и (3.40 а). Выпишем направляющий вектор  pnms ,,


 пря-

мой (3.40), нормальный вектор  CBAn ,,


 плоскости (3.40а), координаты точки 

 0000 ,, zyxM  прямой (3.40). 

Условие пересечения прямой и плоскости: 

 

условия параллельности прямой и плоскости: 

 

Условия, при котором прямая (3.40) лежит в плоскости (3.40а): 

 

Углом между прямой и плоскостью называется угол  (острый) между прямой и ее 

проекцией на плоскость. Величина угла  определяется по формуле: 

 


















.0

,0

,0

,0,

000000 DCzByAx

CpBnAm

DCzByAx

ns


((33..4433))  

 

0 0 00 0 0

, 0, 0,

0.0,

s n Am Bn Cp

Ax By Cz DAx By Cz D

    
 

       
  ((33..4422))  

  00,  CpBnAmns


;                    ((33..4411))  

0 DCzByAx .                          ((33..4400аа))  

p

zz

n

yy

m

xx 000 






,                        ((33..4400))  
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Условие перпендикулярности прямой и плоскости: 

 

Для нахождения точки пересечения прямой и плоскости удобно использовать пара-

метрические уравнения прямой (3.33): 














.

,

,

0

0

0

ptzz

ntyy

mtxx

 

Координаты точки пересечения находятся из системы уравнений: 

 

Пример 3.18. Найти угол (в градусах) между прямой 
21

1

3

2 zyx






 и плоскостью 

0243  zyx . 

Р е ш е н и е . В данном случае направляющий вектор прямой  3;1; 2s  ; а вектор норма-

ли плоскости  3; 4;1n   . 

Воспользуемся формулой (3.44). Получим:  

37,0
912

7

7132

7

2614

7

1169419

249
sin 










 . 

Откуда  5,2137,0arcsin . 

Пример 3.19. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку  4; 3; 6M   пер-

пендикулярно прямой 
2

5

1

1

2

3









 zyx
. 

Р е ш е н и е . Направляющий вектор  2;1; 2s    прямой может служить нормальным 

вектором для искомой плоскости:  2;1; 2n s   . Теперь воспользуемся формулой (3.20): 

         07220623142  zyxzyx  – общее уравнение искомой плос-

кости. 

Пример 3.20. Найти координаты точки, симметричной точке  5;4;31M  относительно 

плоскости 062  zyx . 

Р е ш е н и е . Точка 2M , симметричная точке 1M  относительно плоскости, находится на 

перпендикуляре к плоскости и является концом отрезка 21MM , для которого серединой 

будет точка N пересечения прямой 21MM  и плоскости. Направляющий вектор перпенди-

куляра к плоскости – это нормальный вектор этой плоскости  1; 2;1n   . Уравнения пер-

пендикуляра к плоскости, проведенного через точку 1M , имеют вид   1;2;1 ns


: 









.0

;;; 000

DCzByAx

ptzzntyymtxx
                ((33..4466))  

p

C

n

B

m

A
ns :||


.                            ((33..4455))  

 
222222

,
,cossin

pnmCBA

CpBnAm

ns

ns
ns

























.((33..4444))  
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 

























.5

,24

,3

1

5

2

4

1

3

tz

ty

tx

t
zyx

 

Координаты точки N пересечения перпендикуляра с плоскостью найдем, решая систему 

(3.46): 








.062

;5;24;3

zyx

tztytx
 

Подставляя выражения для x, y, z в последнее уравнение системы, получим: 

      10660652423  ttttt . 

Теперь, подставляя найденное значение t в x, y, z, будем иметь: 

615;224;413  zyx , т. е.  6;2;4N  – точка пересечения перпендикуляра и 

плоскости. А так как N – середина отрезка 21MM , то 

2
;

2
;

2

212121 MM
N

MM
N

MM
N

zz
z

yy
y

xx
x








 . 

Имеем: 
2

5
6;

2

4
2;

2

3
4 222 MMM zyx 







 . Отсюда находим: 7;0;5
222
 MMM zyx . 

Значит, точка 2M  имеет координаты  5; 0; 7 . 

 

3.6 Кривые второго порядка 

Считаем, что на плоскости задана прямоугольная декартова система координат Oxy. 

Уравнением второй степени с двумя переменными называется уравнение вида 

 

Линией (кривой) второго порядка называется множество точек плоскости, координаты 

которых удовлетворяют какому-либо уравнению 2-й степени (3.47). 

Линиями 2-го порядка являются окружность, эллипс, гипербола, парабола. Рассмот-

рим уравнения этих линий в наиболее простом (каноническом) виде, который достигается 

определенным выбором системы координат. 

Окружность 

О п р е д е л е н и е . Окружностью называется множество всех точек плоскости, уда-

ленных от заданной точки  baN , , называемой центром, на одно и то же расстояние R, 

называемое радиусом окружности (рис. 3.3). 

Каноническое уравнение окружности имеет вид 

 

    222
Rbyax  .                          ((33..4488))  

0,0 22222  CBAFEyDxCyBxyAx .  ((33..4477))  
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Рис. 3.3 

В частности, если центр окружности совпадает с началом координат, т. е. 0 ba , то 

уравнение (3.48) имеет вид 

 

Эллипс 

О п р е д е л е н и е . Эллипсом называется множество всех точек плоскости, сумма рас-

стояний от каждой из которых до двух данных точек, называемых фокусами, есть вели-

чина постоянная, бóльшая, чем расстояние между фокусами. 

Если фокусы эллипса 1F  и cFFF 2, 212  , расположить на оси Ox симметрично относи-

тельно начала координат, то  0;1 cF ,  0;2 cF  . Обозначив через 2a сумму расстояний от 

точки кривой до фокусов  ca 22  , получим каноническое уравнение эллипса: 

 

В этом уравнении 0;  bba  и числа a, b, c связаны соотношением: 

 
 

  

 

  

O 

 

–  

 

 

 

 

  

 

. 

 

 

  

 

Рис. 3.4 

222 bac  .                                  ((33..5511))  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
.                                   ((33..5500))  

222 Ryx  .                                  ((33..4499))  
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Рис.3.5 

Числа a и b называются полуосями эллипса, a – большая полуось, b – малая полуось. 

Точки        0;;;0;0;;0; 2121 bBbBaAaA   называются вершинами эллипса (это точки пере-

сечения эллипса с осями координат), точка  0;0O  – центром эллипса. Эллипс, заданный 

уравнением (3.50) изображен на рис. 3.4. 

Эксцентриситетом эллипса называется число , равное отношению расстояния между 

фокусами эллипса 2c к длине большой оси 2a: 

 

Замечания. 1) При ba   уравнение (3.50) также задает эллипс, но его фокусы лежат на 

оси Oy, при этом  cFabc  ;0; 1
222 ;  

b

c
cF ;;02  (рис. 3.5). 

2) Если ba  , то уравнение (3.50) определяет окружность радиуса a с центром в начале 

координат: 222 ayx  . В этом случае 0c . Следовательно, окружность – это частный 

случай эллипса с совпадающими фокусами, при этом 0 . 

3) Уравнение эллипса с осями параллельными координатным имеет вид 

 

где 00 , yx  – координаты центра эллипса. 

4) Уравнения:  







2;0,

sin

cos
t

tby

tax
, являются параметрическими уравнениями эллипса. 

Гипербола 

О п р е д е л е н и е .  Гиперболой называется множество всех точек плоскости, модуль 

разности расстояний от каждой из которых до двух данных точек, называемых фокусами, 

есть величина постоянная, меньшая, чем расстояние между фокусами, и отличная от нуля.  

Если фокусы гиперболы 1F  и cFFF 2, 212  , расположить на оси Ox симметрично относи-

тельно начала координат:  0;1 cF ,  0;2 cF  ; и обозначить модуль разности расстояний от точ-

ки кривой до фокусов через  caa 02 , то каноническое уравнение гиперболы имеет вид: 

   
1

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
,                        ((33..5533))  

(0 1
c

a
     , т. к. ac  ).                       ((33..5522))  
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Гипербола (3.54) пересекает ось Ox в точках    0;;0; 21 aAaA  , которые называются вер-

шинами гиперболы, а ось Oy гипербола не пересекает. 

Та ось гиперболы, которую она пересекает, называется действительной, а та, которую 

не пересекает – мнимой. Числа a и b называются полуосями гиперболы; (a – действи-

тельная, b – мнимая полуоси). Точка  0;0O  называется центром гиперболы. 

Прямые x
a

b
y   называются асимптотами гиперболы. При неограниченном удалении 

от начала координат гипербола бесконечно близко приближается к своей асимптоте, не 

пересекая ее. Гипербола (3.54) изображена на рис. 3.6. 

 

Рис. 3.6 

Эксцентриситетом гиперболы называется число , равное отношению половины рас-

стояния между фокусами гиперболы к ее действительной полуоси: 

 

Замечания. 1) Если фокусы гиперболы лежат на оси Oy, то уравнение гиперболы имеет 

вид 

 

Действительной осью гиперболы (3.57) является ось Oy, а мнимой – ось Ox. Гиперболы, 

заданные уравнениями (3.54) и (3.57), называются сопряженными. Сопряженные гипер-

болы имеют одинаковые асимптоты, а действительные оси их взаимно перпендикулярны. 

Для гиперболы (3.57) 
b

c
 . Она изображена на рис. 3.7. 

1
2

2

2

2


a

x

b

y
.                                   ((33..5577))  

( 1
c

a
    , т. к. ac  ).                          ((33..5566))  

в котором 0b , причем 222 bac  .             ((33..5555))  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
,                                   ((33..5544))  
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Рис. 3.7 

 

2) Уравнение гиперболы с осями, параллельными координатным, имеет вид 

 

где  00 , yx  – координаты центра гиперболы. 

Парабола 

О п р е д е л е н и е .  Параболой называется множество всех точек плоскости, каждая из 

которых равноудалена от данной точки, называемой фокусом F, и данной прямой l, называе-

мой директрисой. 

Если расстояние от фокуса F до директрисы l обозначить через p, расположить фокус F 

на оси Ox, которая перпендикулярна директрисе l, а ось Oy – посередине между фокусом и 

директрисой параллельно последней, то парабола задастся уравнением 

 

 

которое называется каноническим уравнением параболы (рис. 3.8). 

pxy 22  ,                                      ((33..5599))  

   
1

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
,                         ((33..5588))  
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Рис. 3.8 

Число p, равное расстоянию от фокуса F до директрисы l, называется параметром па-

раболы, точка  0;0O  – ее вершиной, а ось Ox – осью симметрии параболы. Уравнение 

директрисы l имеет вид: 
2

p
x  . Эксцентриситет  параболы по определению счита-

ется равным 1: 1 . 

Замечания. 1) Уравнение pxy 22   также задает параболу, симметричную относи-

тельно оси Ox (рис. 3.9). Фокус F имеет координаты 







 0;

2

p
F , а уравнение директрисы: 

2

p
x  . 

 

  

  
 

 

 

Д
и

р
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тр
и

са
 

 

Рис. 3.9 
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2) Уравнения pyxpyx 2;2 22   также задают параболы, но симметричные относительно 

оси Oy. У параболы pyx 22   фокус 








2
;0
p

F , уравнение директрисы 
2

p
y   (рис. 3.10). Для 

параболы pyx 22   фокус 









2
;0
p

F , а уравнение директрисы 
2

p
y   (рис. 3.11). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.10 

 
  

 

 

  

 

 
 

 

 

Рис. 3.11 

3) Уравнения парабол с осями симметрии, параллельными координатным осям, имеют 

вид:        0
2

00
2

0 2;2 yypxxxxpyy  . 

Известно, что для любой линии второго порядка на плоскости существует прямоуголь-

ная декартова система координат, в которой эта линия задается каноническим уравнени-

ем. 

Покажем на конкретных примерах, как практически привести уравнение линии 2-го 

порядка, не содержащее члена с произведением переменных, т. е. 0B  в (3.47), к канони-

ческому виду. 
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Пример 3.21. Линия второго порядка задана уравнением 

0116123 2  yxy .                          ((33..6600))  

Определить вид этой линии и нарисовать ее. 

Р е ш е н и е . Уравнение (3.60) не является каноническим. Выделим полный квадрат, вклю-

чающий в себя все слагаемые с переменной y, причем коэффициент при y
2
 обязательно 

выносим за скобки. 

    

      .
3

2
418121301112313

0111211230111223

222

22













xyxyxy

xyyxyy

 

Применив преобразование параллельного переноса 
2

;
3

X x   1Y y  , из последнего 

уравнения получаем каноническое уравнение XY 42  . Отсюда видим, что рассматривае-

мая линия – парабола, симметричная относительно оси O1X. 

Чтобы нарисовать эту линию, изобразим на одном рисунке обе системы координат Oxy 

и O1XY. При параллельном переносе координатные оси перемещаются параллельно самим 

себе, поэтому для определения их расположения достаточно определить положение ново-

го начала координат. В точке O1 X = 0 и Y = 0, значит, 
2

;
3

x   1y  . Через точку 1

2
;1

3
O
 
 
 

 

проводим оси, сонаправленные осям Ox и Oy, и получаем новую систему координат. В 

этой системе рисуем параболу XY 42  , вершина которой находится в начале координат, а 

ветви направлены в сторону положительного направления оси O1X симметрично этой оси 

(рис. 3.12). 
 

O 

 

 

 

 

 

 O1 

 

 

 

Рис. 3.12 

П р и м е р  3.22. Упростить уравнение 013101252 22  yxyx , пользуясь переносом 

начала координат. Построить линию, определяемую этим уравнением. 

Р е ш е н и е . Выделим полные квадраты по переменным x и y соответственно. 

     0132562 22 yyxx  

     013512518962 22 yyxx  

     101532
22

yx  

   
.1

2

1

5

3
22





 yx
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Обозначая х – 3 = X, y + 1 = Y, получим каноническое уравнение эллипса .1
25

22


YX

 

Начало новой системы координат – точка О1(3, –1); оси О1X, О1Y параллельны осям Оx и 

Оy соответственно. Большая полуось эллипса 5a , малая полуось .2b  Изобразим 

кривую на (рис. 3.13). 
 

x 

X 

Y y 

2  

5  
–1 01 

0 3 

1
2

)1(

5

)3( 22





 yx

 1
25

22


YX

 

 

Рис. 3.13 

П р и м е р  3.23. Составить уравнение окружности, имеющей центр в точке  5;2 N  и ра-

диус, равный 4. 

Р е ш е н и е . Подставим значения координат центра и радиуса в уравнение (3.48), полу-

чим     1652
22
 yx . 

П р и м е р  3.24. Дано уравнение эллипса 11764924 22  yx . Найти: 1) длины его полу-

осей;  

2) координаты фокусов; 3) эксцентриситет. 

Р е ш е н и е . Приведем уравнение эллипса 11764924 22  yx  к каноническому виду 

(3.50), разделив обе части равенства на 1176: 1
2449

22


yx

, из которого вытекают следую-

щие соотношения: 

1) 24,49 22  ba , т. е. 7a  – большая полуось; 62b  – малая полуось. 

2) Используя равенство (3.51), найдем 5,252449222  cbac . Значит,    0;5,0;5 21 FF . 

3) По формуле (3.52) 
7

5


a

c
. 

П р и м е р  3.25. Составить уравнение эллипса, проходящего через точки 

   152;1,34;2 21  MM . 

Р е ш е н и е . Уравнение эллипса ищем в виде (3.50): 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. Так как эллипс прохо-

дит через точки 21,MM , то их координаты удовлетворяют уравнению эллипса: 
















.1
601

,1
484

22

22

ba

ba  
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Умножая второе равенство на (–4) и складывая с первым, находим: 
2

192
3

b
   , т. е. 

642 b . Подставляя полученное значение 2b  во второе равенство, получаем 1
64

601
2


a

, 

откуда 162 a . Искомое уравнение эллипса имеет следующий вид: 1
6416

22


yx

. 

П р и м е р  3.26. Дано уравнение гиперболы 144916 22  yx . Найти: 1) длины полуосей 

гиперболы; 2) координаты фокусов; 3) эксцентриситет; 4) уравнения асимптот. 

Р е ш е н и е . Разделим обе части уравнения на 144, тем самым приведя его к канониче-

скому виду (3.54): 1
169

22


yx

. 

1) Из последнего уравнения 16,9 22  ba , т. е. 3a  – действительная полуось, 4b  – 

мнимая полуось. 

2) Используя равенство (3.55): 222 bac  , получим: 252 c , а 5c . Значит, 

   0;5,0;5 21 FF . 

3) По формуле (3.56) 
3

5


a

c
. 

4) Уравнения асимптот имеют вид: x
a

b
y  . В нашем случае xy

3

4
 . 

П р и м е р  3.27. Составить каноническое уравнение гиперболы, если ее фокусы лежат на 

оси Oy и расстояние между ними равно 10, а длина действительной оси равна 8. 

Р е ш е н и е . Искомое уравнение имеет вид (3.57): 1
2

2

2

2


a

x

b

y
. Согласно условию 

102,82  cb . Значит, 5,4  cb . Из (3.55) 222 bac  . Найдем мнимую полуось a: 

945 22222  bca , т. е. 3a . Искомое уравнение гиперболы: 1
916

22


xy

. 

П р и м е р  3.28. Дана парабола yx 42  . Найти: 1) координаты фокуса; 2) уравнение ди-

ректрисы. 

Р е ш е н и е . Парабола задана каноническим уравнением pyx 22  . Следовательно, 

2,42  pp . Откуда получаем: 1)  1;0
2

;0 F
p

F 







; 2) 1

2
 y

p
y  – уравнение дирек-

трисы. 

П р и м е р  3.29. Составить уравнение параболы, если ее вершина совпадает с началом ко-

ординат, а фокус находится в точке  0;2F . 

Р е ш е н и е . Так как фокус параболы находится всегда на ее оси симметрии, то в нашем 

случае осью параболы будет ось Ox, причем  0;20;
2

F
p

F 







. Отсюда 2

2


p
, значит, 4p . 

При этом каноническим уравнением параболы будет pxy 22  , т. е. в данном случае xy 82  . 

Отметим, что уравнение директрисы 
2

p
x  , т. е. 2x . 
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3.7 Поверхности второго порядка 

Мы будем рассматривать в данном параграфе только прямоугольную систему координат 

Oxyz. 

Цилиндры и конусы 

Пусть в пространстве заданы некоторая линия L и прямая α, пересекающая L. 

О п р е д е л е н и е .  Цилиндрической поверхностью или цилиндром называется по-

верхность, образованная прямой α при ее перемещении параллельно самой себе так, что 

она все время пересекает линию L. Прямые, полученные при перемещении прямой α, 

называются образующими этого цилиндра, а линия L – его направляющей. Если цилиндр 

имеет ось симметрии, а направляющая, лежащая в перпендикулярной этой оси плоскости, 

является окружностью, то цилиндр называется круговым. 

Заметим, что если в уравнении поверхности отсутствует одна из координат, то это 

уравнение задает цилиндр с образующими, параллельными координатной оси, определяе-

мой отсутствующей координатой. Уравнение направляющей этого цилиндра, лежащей в 

перпендикулярной образующим координатной плоскости, совпадает с уравнением самого 

цилиндра. 

Так, уравнение   0, yxF  задает цилиндр с образующими, параллельными оси Oz. Если 

это уравнение рассматривать в системе координат Oxy (т. е. в плоскости 0z ), то полу-

чим уравнение направляющей этого цилиндра. 

Уравнения   0, zxF  и   0, zyF  задают цилиндры с образующими, параллельными 

осям Oy и Ox соответственно. 

Пусть в пространстве задана некоторая линия L и точка O. 

О п р е д е л е н и е .  Конической поверхностью или конусом называется поверхность, 

образованная прямыми, проходящими через O и пересекающими кривую L. Прямые, из ко-

торых состоит конус, называются его образующими, а точка O – его вершиной. Если ко-

нус имеет ось симметрии, а все его образующие наклонены к ней под одним и тем же уг-

лом, то конус называется круговым. 

Канонические уравнения поверхностей второго порядка 

О п р е д е л е н и е .  Поверхностью второго порядка называется множество всех то-

чек пространства, удовлетворяющих в некоторой системе координат какому-либо уравне-

нию 2-й степени, т. е. уравнению вида 

 

Уравнение (3.61) называется общим уравнением поверхности второго порядка (коэффи-

циенты A, B, C, D, E, F не равны нулю одновременно). 

Для любой поверхности 2-го порядка в пространстве существует прямоугольная декар-

това система координат, в которой эта поверхность задается каноническим уравнением. 

Перечислим все принципиально возможные типы канонических уравнений 2-й степени с 

тремя переменными и таким образом классифицируем поверхности 2-го порядка. 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 – эллипсоид (рис. 3.14); 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 – мнимый эллипсоид; 

0222  RKzHyGxFyzExzDxyCzByAx .((33..6611))  
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0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 – точка O(0,0,0); 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 – однополостный гиперболоид (рис. 3.15); 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 – двуполостный гиперболоид (рис. 3.16); 

0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 – конус второго порядка (рис. 3.17); 

z
b

y

a

x


2

2

2

2

 – эллиптический параболоид (рис. 3.18); 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 – эллиптический цилиндр (рис. 3.19); 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 – мнимый эллиптический цилиндр; 

0
2

2

2

2


b

y

a

x
 – прямая (ось Oz); 

z
b

y

a

x


2

2

2

2

 – гиперболический параболоид (рис. 3.20); 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 – гиперболический цилиндр (рис. 3.21); 

 

0
2

2

2

2


b

y

a

x
 или 














0

0

b

y

a

x

b

y

a

x

 – пара пересекающихся плоскостей; 

pxy 22   – параболический цилиндр (рис. 3.22); 

 

22 ay  , или 








ay

ay
 – пара параллельных плоскостей; 

02 y  – сдвоенная плоскость; 

 

22 ay   – пара мнимых параллельных плоскостей. 
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Рис. 3.14 
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Рис. 3.15 
 

 

   

 
 

 

 

O 

 

Рис. 3.16 
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Рис. 3.17 
 

 

 
 

 

       

Рис.  4.33 
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Рис. 3.18 
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Рис. 3.19 
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Рис. 3.20 
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Рис. 3.21 
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Рис. 3.22 

Числа a, b и c в уравнениях эллипсоида, двуполостного и однополостного гиперболои-

дов, конуса 2-го порядка, эллиптического и гиперболического цилиндров называются их 

полуосями. Все эти поверхности симметричны относительно всех координатных плоско-

стей и относительно начала координат. Точки пересечения двуполостного гиперболоида и 

эллиптического параболоида с осями симметрии называются их вершинами. Вершиной 

конуса называется его центр симметрии. 

Чтобы по каноническому уравнению определить вид поверхности без формального за-

учивания уравнений, полезно рассуждать в следующей последовательности. 

Если каноническое уравнение не содержит одной из переменных, то это один из цилин-

дров. При этом его образующие параллельны координатной оси, определяемой отсутству-

ющей переменной, а уравнение направляющей, лежащей в координатной плоскости, пер-

пендикулярной этой оси, совпадает с уравнением самой поверхности. 

Если каноническое уравнение содержит все переменные, проверим, все ли они в квадра-

тах. Если присутствует слагаемое первой степени, то это один из параболоидов. Какой из 

них, легко понять по левой части уравнения. 



65 

 

Если в каноническом уравнении присутствуют квадраты всех трех переменных, посмот-

рим на знаки коэффициентов при квадратах. В случае, когда все эти коэффициенты одного 

знака, мы имеем либо эллипсоид, действительный или мнимый, либо точку. При cba   из 

уравнения эллипсоида получаем частный случай – уравнение сферы. 

Если в каноническом уравнении присутствуют квадраты всех трех переменных, но они 

разных знаков, то рассматриваемая поверхность либо один из гиперболоидов, либо конус 

второго порядка. Конус выделяется тем, что он проходит через начало координат, что лег-

ко проверяется подстановкой. Так как переменных всего три, то два коэффициента при 

квадратах будут иметь одинаковый знак, а третий – противоположный. Таким образом, 

две переменные будут равноправными, а третья – особенной. Конус или гиперболоид всегда 

«вытянуты» вдоль оси, определяемой особенной переменной. Чтобы отличить однополост-

ный гиперболоид от двуполостного, следует положить равной нулю эту особенную пере-

менную. Если в сечении получился эллипс, то гиперболоид однополостный, если пустое 

множество – двуполостный. 

П р и м е р  3.30. Построить тело, ограниченное поверхностями ,4222  zyx  

.322 zyx   

Р е ш е н и е . Тело ограничено снизу поверхностью параболоида: zyx 322  , а сверху – 

поверхностью сферы .4222  zyx  

Тело изображено на рис. 3.23. 

 

y  2 –2 

x 

0 

z 

 

 

Рис. 3.23 

П р и м е р  3.31. Построить тело, ограниченное поверхностями 

.3,3),0,0(0,0,1
94

22

 yyzxzx
zx

 

Р е ш е н и е . Поверхность 1
94

22


yx

 – эллиптический цилиндр. Он пересечен плоско-

стями х = 0, z = 0 (координатные плоскости Ozy и Оxy). По оси Оy тело ограничено плос-

костями  

y = 3, y = –3 (рис. 3.24). 

 



66 

 

 

–3 0 

3 

y 

x 

3 

2 

z 

 

Рис. 3.24 

 

4 ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

4.1 Числовая последовательность, предел числовой последовательности.  

Функция и предел функции 

О п р е д е л е н и е . Под числовой последовательностью (или просто последователь-

ностью)  ,,,,, 321 nxxxx  понимается функция  nfxn  , заданная на множестве N натураль-

ных чисел. Отдельные числа nx  называются членами (или элементами) числовой последо-

вательности: х1 – первый член числовой последовательности, х2 – второй и т. д. Кратко по-

следовательность обозначается   Nnxn , ; а символом xn обозначается общий член числовой 

последовательности. 

Примеры: 

1. 
n

x
n

n

1
;

1
,

3

1
,

2

1
,1 


















 . 

2. 
n

n
x

n

n
n

1
;

1
,

3

2
,

2

1
,0










 










 . 

3.        nxn
n

n
n

 1;1,4,3,2,1  . 

Последовательность {хn} называется ограниченной, если существует такое число 

0M , что для любого Nn  выполняется нера-венство Mxn  . В противном случае по-

следовательность называется неограниченной. Очевидно, что последовательности в приме-

рах 1 и 2 ограничены; в примере 3 – неограничена. 

Если все элементы последовательности {хn} равны одному и тому же числу, то ее назы-

вают постоянной. 

Последовательность {хn} назывется возрастающей (убывающей), если для любого Nn  

выполняется неравенство  nnnn xxxx   11 . Возрастающие и убывающие последовательно-

сти называются монотонными. 
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О п р е д е л е н и е .  Число а называется пределом числовой последовательности {хn}, ес-

ли для любого числа  > 0 существует такой номер N(), что для всех n > N() выполняется 

неравенство . axn  

Обозначение предела последовательности: axax nn
n




;lim  при .n  

Последовательность, имеющая предел, называется сходящейся. Последовательность, не 

имеющая предела, называется расходящейся. 

Теорема Больцано–Вейерштрасса. 1. Всякая монотонная ограниченная последова-

тельность имеет предел. 2. Из всякой ограниченной последовательности можно выде-

лить сходящуюся подпоследовательность. 

Если 0lim 


n
n

x , то последовательность {хn} называется бесконечно малой числовой по-

следовательностью. Последовательность {хn} называется бесконечно большой, если для лю-

бого 0M  существует число N такое, что Mxn   для всех Nn  . Тогда пишут: 


n
n

xlim . 

О п р е д е л е н и е . Пусть даны два непустых множества X и Y. Если каждому элементу 

Xx  ставится в соответствие единственный элемент Yy , то говорят, что на множестве X 

задана функция f. Говорят, что функция f отображает множество X на множество Y. 

Множество X называется областью определения функции f (обозначается  fD ), а мно-

жество Y называется областью значений функции f (обозначается  fE ). 

О п р е д е л е н и е . Число А называется пределом функции f(x) в точке x0, если для 

любого числа ε > 0 существует такое число δ(ε) > 0, что для всех 0xx  , удовлетворяющих 

условию  0xx , выполняется неравенство .)(  Axf  

Обозначение предела функции: .)(lim
0

Axf
xx




 

Если функции f(x) и g(x) имеют конечные пределы при 0xx , то справедливы следу-

ющие теоремы о пределах: 

1. );(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

  

2. );(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

  

3. 
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0 xg

xf

xg

xf

xx

xx

xx





  (если 0)(lim

0




xg
xx

). 

Теорема (предел сжатой функции). Если      xzxvxu ,,  определены в окрестности точки 
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0xx   и при 0xx  выполняются условия      xvxzxu   и     Axvxu
xxxx


 00

limlim ,  

то   Axz
xx


 0

lim . 

При вычислении пределов числовых последовательностей и функций часто используют-

ся известные пределы: 

 

Из приведенных формул следуют: lim 1 ,

x

x
e

x





 
  

 
  

1

0
lim 1

x

x
x e


   , α – любое число. 

Выражения, предел которых не может быть найден непосредственно с помощью теорем о 

пределах, называют неопределенностями. Раскрыть неопределенность, значит, вычис-

лить указанный предел. Например, отношение 
)(

)(

xg

xf
, когда )(xf  и )(xg  – бесконечно ма-

лые функции, представляет неопределенность, которую символически записывают как 










0

0
. Если )(xf  и )(xg  – бесконечно большие функции, то 

)(

)(

xg

xf
 представляет неопреде-

ленность 











. Раскрытие неопределенностей вида 









0

0
, 












 возможно после предвари-

тельного упрощения выражения, либо использования замечательных пределов, либо 

применения правила Лопиталя. Другие виды неопределенностей );0;1;;0( 00    

могут быть преобразованы к неопределенности вида 








0

0
 или 












. 

П р и м е р ы . Найти пределы: 

 

1. .1

1
3

2

1
3

2

lim

3

3

3

2

3

3

3

2

lim
32

32
lim 











































 n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nnn

nn

n
 

 

2.
  
  

 
.

5

2

3

1
lim

32

12
lim

0

0

6

23
lim

222

23

2

























 x

xx

xx

xxx

xx

xxx

xxx
 

Первый замечательный предел 1
sin

lim
0


 x

x

x
. 

Второй замечательный предел   exe
x

x

x

x

x













/1

0
1lim или,

1
1lim . 
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3. .
8

5

12
8

32
5

lim
128

325

lim
128

325
lim

3

3

33

2

3

3

33

2

3

3

23

23

































xx

xx

xx

x

x

x

xx

x

x

x

xx

xx

xxx
 

 

4. .0
11

lim
)11(

)11)(11(
lim

0

011
lim

202

22

0

2

0





















 x

x

xx

xx

x

x

xxx
 

 

5.   .
6

1

5

1
1

5

1
1

5

1

lim
5

1
1

25

1

5

1
lim

1











































n

nn

n

n
  

6.   

























  0

0

1

31
lim

1

3

1

1
lim

3

2

131 x

xx

xx xx

  

  
.1

1

2
lim

11

21
lim

2121











 xx

x

xxx

xx

xx
 

 

7.  






 


3712lim 22 xxxx
x

 











 






 


 3712

37123712

lim
22

2222

xxxx

xxxxxxxx

x
 












 3712

45
lim

3712

3712
lim

2222

22

xxxx

x

xxxx

xxxx

xx
 

.
2

5

37
1

12
1

4
5

lim

22























xxxx

x
x

 

 

8. 
7

3

7
7

7sin

3
3

3sin

lim
0

0

7sin

3sin
lim

00































x

x

x

x
x

x

x

x

xx
. 

 

9. 
3

1

/)sin(arc2

/)(arctg2
lim

0

0

sinarc2

arctg2
lim

00




















 xx

xx

xx

xx

xx
,  



70 

 

 

так как   1
sin

limarcsin
arcsin

lim
00


 y

y
yx

x

x

yx
 и .1

arctg
lim

0


 x

x

x
 

 

10. 



































































202

2

2
sin1

lim

0;
2

2
0

0

2

sin1
lim

y

y

yx

yx

x

x

y
x

 

.
2

1

2

1

2

1
2

2
2

2
sin

2
2

2
sin2

lim
cos1

lim
020





 y

y

y

y

y

y

yy
 

11.   










































x

x

x

x

x

x xx

x

x

x

3

2
1lim

3

23
lim1

3

5
lim  


















































2

2

3
32

2

3

3

2
1lim

3

2
1lim

x

x

x

x xx
.1

3

2
1lim 232

3

ee
xx













 




 

12. 

 






























 yaxyx

yaya

x

a xxx

x 1lnln0,0

1,1

0

01
lim

0    
,ln

1ln
limln

1ln

ln
lim

00
a

y

y
a

y

ay

yy





 
  

 

так как 

     
.1

ln

1

1limln

1

1ln

1
lim

1ln
1

1
lim

/1/100











 eyyy
y

y

y

yyy
 

4.2 Бесконечно малые и бесконечно большие функции. Сравнение бесконечно 

малых 

О п р е д е л е н и е . Функция )(x  называется бесконечно малой функцией при 0xx , 

если 0)(lim
0




x
xx

. 

Свойства бесконечно малых функций: 

1. Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых функ-ций есть бесконечно 

малая функция. 

2. Произведение ограниченной функции на бесконечно малую функцию есть бесконеч-

но малая функция. 
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3. Частное от деления бесконечно малой функции на функцию, имеющую отличный от 

нуля предел, есть бесконечно малая функция. 

4. Теорема о связи функции, ее предела и бесконечно малой функции. Если 

  bxf
xx


 0

lim , то    xbxf  , где  x  – бесконечно малая функция при 0xx . Если 

   xbxf  , где  x  – бесконечно малая функция при 0xx , то   bxf
xx


 0

lim . 

Пусть )(x  и )(x  – бесконечно малые функции при 0xx  и существует предел их от-

ношения c
x

x

xx






 )(

)(
lim

0

. Тогда: 

1) Если ,0c  c , то )(x  и )(x  называются бесконечно малыми одного порядка 

малости. Если с = 1, то )(x  и )(x  называются эквивалентными бесконечно малыми 

(обозначение: )(~)( xx   при 0xx ). 

2) Если с = 0, то )(x  называется бесконечно малой более высокого порядка малости, 

чем )(x  (обозначение ))(()( xox   при 0xx ). 

При нахождении предела отношения двух бесконечно малых функций каждую из них 

можно заменить эквивалентной ей бесконечно малой, т. е. если )(~)(),(~)( 11 xxxx   

при 0xx , то 
)(

)(
lim

)(

)(
lim

1

1

00 x

x

x

x

xxxx 









. 

Приведем важнейшие эквивалентные бесконечно малые функции, которые используются 

при вычислении пределов. Если   0
0xx

x

 , то: 

1)  xsin   x ; 5)  x cos1 
 
2

2
x

; 

 

2)  xtg   x ; 6)   1 xe   x ; 

 

3)  xarcsin   x ; 7)   1 xa    ax ln ; 

 

4)  xarctg   x ; 8)    x1ln   x . 

 

П р и м е р  4.1. Найти 
)21arcsin(

14
lim

2

2

1 x

x

x 





. 
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Р е ш е н и е . При 
2

1
x  функции xx 21)(   и  )(x  )21arcsin( x  являются эквива-

лентными бесконечно малыми. Поэтому 

  .2)12(lim
21

)12)(12(
lim

)21arcsin(

14
lim

2

1

2

1

2

2

1













x
x

xx

x

x

xxx

 

О п р е д е л е н и е . Функция )(xf  называется бесконечно большой при 0xx , если 

для любого положительного числа М существует такое число 0 , что при всех 0xx  , 

удовлетворяющих условию  0xx  выполняется неравенство Mxf )( , и обозначается 




)(lim
0

xf
xx

. 

Теорема. Всякая функция, имеющая предел, ограничена. 

Обратное утверждение неверно. 

 

4.3 Непрерывность функции. Точки разрыва функции и их классификация 

Пусть функция )(xf  определена в точке 0x  и в некоторой окрестности этой точки. 

О п р е д е л е н и е . Функция )(xfy   называется непрерывной в точке 0x , если суще-

ствует предел функции в этой точке и он равен значению функции в этой точке, т. е. 

   0
0

lim xfxf
xx




. 

Функция )(xf  называется ограниченной при 0xx , если, задав любое 0 , можно 

указать такое 0M , что для всех x, удовлетворяющих неравенству   0xx , выполня-

ется неравенство Mxf )( . 

Из определения непрерывности функции в точке 0x  следует: 

1) функция )(xf  определена в точке 0x  и ее окрестности; 

2) существует конечный предел функции )(xf  в точке 0x ; 

3) этот предел равен значению функции в точке 0x , т. е. ).()(lim 0
0

xfxf
xx




 

Или другими словами: 

1) функция )(xf  определена в точке 0x  и ее окрестности; 

2) существуют конечные односторонние пределы 

)0()(lim 0
00




xfxf
xx

 и )0()(lim 0
00




xfxf
xx

; 

3) эти пределы равны между собой и равны значению функции в точке 0x . 
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Часто используется другое определение непрерывности функ-ции в точке. Пусть y  – 

приращение функции в любой точке х: ( ) ( )y f x x f x     . 

О п р е д е л е н и е . Функция )(xf  называется непрерывной в точке 0xx  , если предел 

приращения функции в этой точке равен нулю при 0x , т. е. 

  0lim)()(lim
0

00
0




yxfxxf
xx

. 

О п р е д е л е н и е . Точкой разрыва функции называется точка, в которой функция не 

является непрерывной. Другими словами, точка 0x , в которой не выполняется хотя бы од-

но из трех условий непрерывности функции, называется точкой разрыва функции. 

Если в точке 0x  существуют конечные односторонние пределы 

)0()(lim),0()(lim 0
0

0
0 00




xfxfxfxf
xxxx

, такие что  )0( 0xf )0( 0 xf , то 0x  называется точкой 

разрыва первого рода. Если хотя бы один из пределов )0(),0( 00  xfxf  не существует или 

равен бесконечности, то точка 0x  называется точкой разрыва второго рода. Если 

)0()0( 00  xfxf , но функция в точке 0x  не определена или если )(xf  в точке 0x  опреде-

лена, но )(lim)(
0

0 xfxf
xx

 , то 0x  называется точкой устранимого разрыва. 

Укажем основные свойства непрерывных функций. 

1. Простейшие элементарные функции ( xxxxxaxC x arcsin,ctg,tg,cos,sin,,,  , 

xxx arcctg,arctg,arccos ) непрерывны во всех точках, где они определены. 

2. Если функции )(xf  и )(xg  непрерывны в точке 0x , то и функции 

)0)((
)(

)(
),()(),()( 0  xg

xg

xf
xgxfxgxf  непрерывны в точке 0x . 

3. Если )(xu   непрерывна в точке 0x , а )(ufy   непрерывна в точке )( 00 xu  , то 

сложная функция ))(( xfy   непрерывна в точке 0x . 

Функция )(xf  называется непрерывной на интервале  ba, , если она непрерывна в 

каждой точке этого интервала. 

О п р е д е л е н и е . Функция )(xf  называется непрерывной на отрезке  ba, , если она 

непрерывна на интервале  ba, , непрерывна справа в точке a (т. е. )()(lim
0

afxf
ax




) и сле-

ва в точке b (т. е. )()(lim
0

bfxf
ax




). 

Укажем основные свойства непрерывных на отрезке функций. 
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1. Функция )(xf , непрерывная на отрезке  ba,  достигает на этом отрезке своего 

наименьшего и наибольшего значений. (А, следовательно, функция , непрерывная на отрезке, 

ограничена на этом отрезке.) 

2. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке  ba,  и на концах его принимает неравные 

значения BbfAaf  )(,)( , то на этом отрезке она принимает и все промежуточные значе-

ния между А и В. 

3. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке  ba,  и на его концах принимает значения 

разных знаков, то внутри отрезка  ba,  существует хотя бы одна точка с, в которой функ-

ция обращается в нуль, т. е.  baccf ,,0)(  . 

П р и м е р  4.2. Найти точки разрыва функции 
x

e
xf

x 1
)(


  и определить их вид. 

Р е ш е н и е . Так как функции 1xe  и x непрерывны, то непрерывным будет и их от-

ношение 
x

ex 1
 во всех точках, кроме точки 0x . При )(0 xfx   не определена, следова-

тельно, разрывна. Так как 1
1

lim
0




 x

ex

x
 (см. п. 4.1 пример 12), то 0x  – точка устранимого 

разрыва. Если положить 1)0( f , то функция 
















,0при1

;0при
)1(

)(

x

x
x

e

x

x

 

будет непрерывной при всех x. 

П р и м е р  4.3. Установить вид точек разрыва функции 

















.3при6

;30при1

;0при1

)(

2

xx

xx

xx

xf  

Р е ш е н и е . Область определения функции )(xf  – вся числовая ось );(  . Разры-

вы возможны только в точках 0x  и 3x , в которых изменяется аналитическое задание 

функции. Найдем односторонние пределы в точке 0x  и значение функции в этой точке: 

.1)0(,1)1(lim)(lim;1)1(lim)(lim
00

2

00



fxxfxxf

xxxx
 

Следовательно, в точке 0x  функция непрерывна. 

Рассмотрим точку 3x : 
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.3)6(lim)(lim;4)1(lim)(lim
03030303




xxfxxf
xxxx

 

Так как эти пределы конечны, но не равны между собой, то х = 3 – точка разрыва перво-

го рода. График функции f(x) изображен на рис. 4.1. 

 

 

 

О  3 -1  6 

1 

3 

4 

 

 

Рис. 4.1 

 

П р и м е р  4.4. Установить вид точек разрыва функции  

.)( 1

1

 xexf  

Р е ш е н и е . Данная функция непрерывна всюду, кроме точки х = –1, в которой f(x) не 

определена. 

Поскольку 0lim)(lim 1

1

0101
 



x

xx
exf  (т .к. 

1

1

x
 при 01x ), 

 



1

1

0101
lim)(lim x

xx
exf  (т. к. 

1

1

x
 при 01x ), т. е. правосторонний предел 

бесконечен, то х = –1 – точка разрыва второго рода. 

 

5 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

5.1 Производная. Касательная и нормаль к графику функции.  

Геометрический и физический смысл производной 

Рассмотрим функцию  xfy  , определенную и непрерывную в интервале  ba; . За-

фиксируем точку  bax ;0  . Пусть  bax ;0  , тогда 0xxx   – приращение аргумента в 

точке 0x , которому соответствует приращение функции    00 xfxxfy   в той же точ-

ке. Иногда удобнее y  обозначать через  0xf . 
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О п р е д е л е н и е .  Производной функции в данной точке называют предел, если он 

существует, отношения приращения функции в этой точке к соответствующему прираще-

нию аргумента, когда последнее произвольным образом стремится к нулю. Производную 

функции  xfy   в точке 0x  обозначим  0xf  , тогда по определению 

 

Если x – произвольная точка, то производная функции  xf  является также функцией 

аргумента x, т.е.  
   

x

xfxxf

x

y
xf

xx 









 00
limlim . Производная обозначается 

dx

dy
yy x ,,  . 

Таким образом, производная функции  xf  в точке 0x  является значением функции 

 xf   в точке 0x . 

О п р е д е л е н и е . Если  xf   существует, то функция называется дифференцируемой 

в точке x. 

Пусть дана кривая  xfy   (рис. 5.1), проведем через точки   00 , xfxM  и 

  xxfxxM  001 ,  прямую 1MM . Прямую, проведенную через любые две точки графи-

ка функции  xfy  , называют секущей графика функции  xf . Предельное положение 

MT секущей 1MM , когда 1M , передвигаясь по кривой, стремится к точке M, называется 

касательной к кривой в точке M (рис. 5.1). 

Пусть k1 – угловой коффициент секущей 1MM , т. е. тангенс угла, который образует пря-

мая 1MM  с осью абсцисс, k – угловой коффициент касательной MT, тогда из определения ка-

сательной 1
1

lim kk
MM 

 . Так как 
 
x

xf

MN

NM
k

x 






0

0

1
1 lim , поэтому 

 
x

xf
k

x 






0

0
lim , т. е. произ-

водная  0xf   равна угловому коэффициенту касательной к графику функции в точке с 

абсциссой 0x , а именно  0xfk  . 

 

 
 
x

xf
xf

x 






0

0
0 lim  или  

   

x

xfxxf
xf

x 






00

0
0 lim . ((55..11))  
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Рис. 5.1 

Уравнение касательной запишем, используя уравнение прямой baxy  . Так как 

 0xfka  , тогда   bxxfy  0 . Так как прямая проходит через точку   00 , xfx , то 

    bxxfxf  000 . Отсюда    00 xfxfb  . Тогда уравнение касательной имеет вид 

 

Прямая, проходящая через точку касания   00 , xfxM  перпендикулярно к касательной, 

называется нормалью к графику функции  xfy   в этой точке. Уравнение нормали за-

пишем в виде 

 

Выясним геометрический и физический смысл производной. 

Величина угла прямой (секущей) MM1  к оси Ox обозначена через  (см. рис. 5.1), 

MNM1 . Из прямоугольного треугольника MNM1  имеем: 

 
x

xf
k

MN

NM




 0

1
1 tg,tgtg . Обозначим через α угол наклона касательной MT к оси 

Ox, TMN . Тогда 
MN

TN
tg . Если MM 1  (и, следовательно, 0x ), то  tgtg , 

т. е. 


tglimtg
1 MM

, или 
   

x

xfxxf

MM 






00

1

limtg . Получаем равенство  0tg xf  . Это 

равенство выражает геометрический смысл производной: 

 
 

 0
0

0

1
xx

xf
xfy 


 .                         ((55..33))  

    000 xxxfxfy  .                         ((55..22))  
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производная функции  xfy   при 0xx   равна тангенсу угла между касательной к 

графику функции в точке  00 , yxM  и положительным направлением оси Ox. 

Если функция дифференцируема в некоторой точке, то она непрерывна в ней. Обратное 

утверждение неверно: непрерывная функция может не иметь производной. 

Рассмотрим задачу о скорости неравномерного прямолинейного движения. Неравно-

мерное прямолинейное движение точки M осуществляется по закону  tfx  , где OMx   

– длина пути,  tf  – заданная функция времени t. Пусть в момент времени 0t  точка M за-

нимала положение M0. За промежуток времени 0ttt   пройден путь 

     0000 tftfttfxMM  . Средней скоростью срv  за промежуток времени t  

называют отношение приращения пути x  к соответствующему приращению времени 

ср: =
x

t v
t





. Скоростью точки M в данный момент времени 0t  (мгновенной скоростью) 

называют предел средней скорости при 0x : 

ср
0 0

lim lim
t t

x
v v

t   


 


 или 

   
t

tfttf
v

t 






00

0
lim . 

Таким образом, мгновенная скорость определена как предел отношения приращения 

пути к приращению времени при 0t . 

Из определения производной и последней формулы следует, что эта формула выражает 

физический смысл производной: 

скорость движения точки в момент времени 0t  равна произвоной от пути по време-

ни при 0tt  . 

 

5.2 Правила дифференцирования. Производная сложной функции.  

Таблица производных 

О п р е д е л е н и е .  Дифференцированием функции называют операцию нахождения 

производной функции. 

Основные правила дифференцирования указывают, как найти производную суммы, 

произведения и частного двух дифференцируемых функций. 

Пусть С – постоянная, а u(x) и v(x) – дифференцируемые функции. Тогда 

 

1) C' = 0; 

2) ')'( CuCu  ; 

3) '')'( vuvu  ; 
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4) uvvuvu '')'(  ; 

5) )0(,
''

2

'












v

v

uvvu

v

u
. 

Теорема (производная сложной функции). Если функция u = u(x) дифференцируема в 

точке х, а функция y = f(u) дифференцируема в соответствующей точке u = u(x), то 

сложная функция y = f(u(x)) дифференцируема в точке х и ее производная равна 

)(')(')(' xuufxy u   или xux ufy  . 

Приведем таблицу производных основных элементарных функций. 

1. ;0,')'( 1   uuu  (в частности,   u
uu

u
u

u 














2

11
;

2

1
) 

2. ;'ln)'( uaaa uu   

3. ;')'( uee uu   

4. ;'
ln

1
)'(log u

au
ua 


  

5. ;'
1

)'(ln u
u

u   

6. ;'cos)'(sin uuu   

7. ;'sin)'(cos uuu   

8. ( ;'
cos

1
)'tg

2
u

u
u   

9. ;'
sin

1
)'(ctg

2
u

u
u   

10. ;'
1

1
)'(arccos;'

1

1
)'(arcsin

22
u

u
uu

u
u 





  

11. ;'
1

1
)'(arcctg;'

1

1
)'(arctg

22
u

u
uu

u
u 





  

12. ;'ch)'(sh uuu   

13. ;'sh)'(ch uuu   

14. '.
sh

1
)'(cth;'

ch

1
)'(th

22
u

u
uu

u
u   

П р и м е р  5 .1. Найти производные функций: 
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а) 432  xxy ; б) xy x 5cos3 2 ; в) 
4

3

8

tg
7

log x

x

y

e

 . 

Р е ш е н и е . Используя правила дифференцирования, терему о производной сложной 

функции и таблицу производных, получим: 

     

   
 

;
432

32
03243

2

1

4343
2

1
43а)

2
2

1
2

21
2

1
22

1
2
































xx

x
xxx

xxxxxxy

 

б) используем производную произведения: 

   

 

  ;10sin355cos3
2

3ln
55sin5cos23

5cos
2

1
3ln35cos5cos23

5cos3ln35cos35cos3

2

2

222

xx
x

xx

x
x

xx

xxxxy

xxx

xx

xxx























 

в) используем правило для производной частного: 























































2

8

3
88

3

8

3

4

44

4

log

7
tgloglog

7
tg

log

7
tg

x

xx

x
e

x
ee

x

e

x

y  

2

8

33
8

2

2

4

4

4

4

log

7
tg4

8ln

1
log

7

1

7
cos

1

7
tg3












x

x

x

x

e

x
xe

e
e

x

x

. 

Результат оставим без упрощения. 

 

5.3 Производная показательно-степенной функции. Логарифмическое 

дифференцирование 

Показательно-степенной функцией или сложно-показательной функцией называется 

функция вида      xv
xuxy  . Логарифмическое дифференцирование состоит в нахождении 

производной от ло-гарифма некоторой функции, что упрощает вычисление производной. 

Если  xfy  , то  
y

y
y





ln . 
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П р и м е р  5 .2. Найти производную показательно-степенной функции 

x

x
y

2
1

1 







 . 

Р е ш е н и е .  Логарифмируя, а затем дифференцируя левую и правую части равен-

ства, получим  































x
xy

x
xy

1
1ln2ln;

1
1ln2ln ;  










































2

1

1
1

11
1ln2

x

x

x
xy

y
. 

Умножая обе части равенства на у, имеем: 

.
1

11
1ln

1
12

2






























xxx
y

x

 

П р и м е р  5.3. Найти производную функции 
 

 5214

31






x

xx
y . 

Р е ш е н и е . Логарифмируем функцию: 
 

 5214

31
lnln






x

xx
y . Используя свойства лога-

рифмов, имеем: 

    214ln531lnln
2

1
ln  xxxy . 

Дифференцируем левую и правую части равенства: 




















214

45

31

31

2

1

xxxy

y
. 

Откуда  

 

 
.

214

20

31

31

214

31

2

1

214

20

31

31

2

1
5



































xxxx

xx

xxx
yy  

 

5.4 Производные функций, заданных неявно и параметрически 

Функция ),;(),( baxxfy   неявно задана уравнением ,0),( yxF  если для всех );( bax  

выполняется равенство .0))(,( xfxF  

Для вычисления производной функции, заданной неявно, следует тождество 

0))(,( xfxF  продифференцировать по х (рассматривая левую часть как сложную функ-

цию от х), а затем полученное уравнение решить относительно  xf  . 
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П р и м е р  5.4. Уравнение yeyx x 
253  неявно определяет функцию  xyy  . Тре-

буется найти производную y . 

Р е ш е н и е . Дифференцируя по x тождество    xyexyx x 
253 , получим 

     xyxexyxyx x  253
242 . 

Отсюда 24 325
2

xxeyyy x  . Из этого равенства находим y : 
15

32
4

22






y

xxe
y

x

. 

П р и м е р  5.5. Найти производную функции )(xfy  , заданной неявно уравнением 

0552 222  yxyxx . 

Р е ш е н и е . Дифференцируя по х тождество 05)(5)(2 222  xyxxyxx  05)(5)(2 222  xyxxyxx , получим 

05442 22  yyyxxyx . Выражая y  из этого равенства, находим: 

yx

xxy
y

2

2

41

524




 . 

П р и м е р  5.6. Вывести правило дифференцирования обратной функции. 

Р е ш е н и е . Если EyDxxfy  ,),( , то если существует  yfx 1 , то  yfx 1  есть 

функция, обратная к )(xfy  , при этом для всех Ey  выполняется равенство 

   01  yyff . Значит, функция  yfx 1  есть функция, заданная неявно уравнением 

  0 yxf . Для нахождения производной yx  дифференцируем равенство   0 yxf  по y: 

     01 yxyxf yy , откуда получаем формулу для производной обратной функции: 

 

 

П р и м е р  5.7. Найти производную функции xarcsh . 

Р е ш е н и е . Функция xarcsh  является обратной по отношению к функции xy sh  ( xsh  

– синус гиперболический x). По определению 
2

sh
xx ee

x


 . Так как 

  Rx
ee

x
xx









0
2

sh , то xsh  монотонно возрастает при всех   ;x  и, следова-

тельно, имеет обратную функцию xarcsh . 

Применяем формулу (5.4) следующим образом: 

 
  yxf

yx
x

y



1

 или 
x

y
y

x



1

.                      ((55..44))  
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 
 

1 1 2 1
arcsh

chsh
y x x

x

x x
y xe ex




      

  22

2

22

1

1

sh1

1

;sh1ch

и 1shch

что учтем,

yx
xx

xx



























 . 

Из соотношения  
21

1
arcsh

y
y





 следует, что  

21

1
arcsh

x
x





. 

Пусть заданы функции 

 

Если функция  tx   на интервале  ;  имеет обратную  xt 1 , то определена но-

вая функция     xxy 1 , называемая функцией, заданной параметрически соотно-

шениями (6.5). Дифференцируя     xxy 1  по x и используя формулу (6.4) имеем со-

отношение 

 

П р и м е р  5.8. Найти касательную к окружности 2cos ,x t   2sin , 0;2y t t    в точке 

4
0


t . 

Р е ш е н и е . Запишем уравнение касательной в виде     000 xxxyxyy x  . Здесь 

  2
2

2
2

4
cos2

4
00 










 
 xtxx , а 

  



























4
sin2

2

2
arccossin2

2
arccossin2

0
00

x
xyy  2

2

2
2  . Найдем произ-

водную xy  по формуле (6.6):   tty tt cos2sin2 


 ; 

  t
t

t

x

y
yttx

t

t
xtt tg

cos2

sin2
,sin2cos2 










 .  

Тогда   1
4

tg
2

2
arccostg

2
arccostg 0

0 



























x
xyx . 

Окончательно имеем:  212  xy  или 22 xy  (рис. 5.2). 

t

t

t

t
xtx

x

y
ty









 .                             ((55..66))  

 
   








;,

,

tty

tx
 или 

 
   








.;,

,

ttyy

txx
            ((55..55))  
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окружность 

 
 

касательная  

 

  

 

  

 

 

  

 

     

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.2 

 

5.5 Дифференциал функции, его геометрический смысл.  

Применение дифференциала в приближенных вычислениях 

Пусть функция )(xfy   дифференцируема в точке );(0 bax  . Тогда 
 

 0
0

0
lim xf

x

xy

x







 и 

 
   xxf

x

xy





0

0 , где   0 x  при 0x . Из последнего равенства получаем, что 

      xxxxfxy  00 . 

О п р е д е л е н и е . Произведение   xxf  0 , являющееся главной линейной частью 

приращения функции, называется дифференциалом функции )(xfy   в точке 0x , соот-

ветствующим приращению x  и обозначается   xxfdy  0 , а для произвольной точки x 

  xxfdy  . Дифференциал независимой переменной x будет равен xdx 1 , поэтому 

 

П р и м е р  5.9. Найти дифференциал функции 
3

arcsin
x

y  . 

  dxxfdy  .                                   ((55..77))  
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Р е ш е н и е . Находим производную   













3
arcsin

x
xf

2

1 1

3
1

9

x




, тогда 

dx
x

dx
x

dy
22 9

1

9
13

1






 . 

Основные свойства дифференциала аналогичны правилам дифференцирования (п. 5.2). 

1. 0)( Cd ; 

2. CduCud )( ; 

3. dvduvud  )( ; 

4. dvuduvvud  )( ; 

5. )0(,
2

'












v

v

udvduv

v

u
d ; 

6.  duufudf )( , где  xu  . 

Последнее свойство называется инвариантностью формы дифференциала первого 

порядка. Геометрически дифференциал представляет собой приращение ординаты каса-

тельной к графику функции )(xfy   (рис. 5.3) в точке  000 , yxM  при приращении аргу-

мента, равном x . Это следует из того, что   


tg0xf
x

AB
, тогда   dyxxfAB  0 . 

Здесь AB – приращение ординаты касательной TT1. 

 

 

  

  

касательная 

 

 

  

 

  

 

  

M
0
  

 

T
1
 

 

 

 
 

B 

B 

  

  

T 

  

 приращение 
функции 

дифференциал 
функции 

  

 

  

 

 

  

M 

Рис. 6.3 

0 

 

 

Рис. 5.3 
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При достаточно малых dyyx  , т. е.   xxfy  , а в точке 0x  можно записать при-

ближенную формулу 

 

П р и м е р  5.10. Найти приближенно 3 128 . 

Р е ш е н и е . Применим формулу (5.8), записав, что 3
3

125

3
15128  . 

Здесь 
3 2

0
3 1

3

1
)(,

125

3
,1,)(

x
xfxxxxf  . Тогда 














125

3

1

1

3

1
15128

3 2

33
 

  04,5008,15008,015
125

1
15 










 . Точное значение 3 128  равно 5,0396842. 

П р и м е р  5.11. Найти приближенное значение объема шара, радиус которого равен 

1,02 м. 

Р е ш е н и е . Воспользуемся формулой 3

3

4
)( rrVV  . Тогда 24 rV  . Полагая 

02,0,1  rr , получим  02,0)1()1()02,1( VVV  43,402,04
3

4
  м

3
. 

 

5.6 Производные и дифференциалы высших порядков 

Производной второго порядка функции )(xfy   называется производная от ее произ-

водной )(xfy  , т. е. )(
2

2

 y
dx

yd
y . Аналогично определяются производные более высо-

ких порядков )(,,)( )1()(  nn yyyy  . 

Дифференциалы высших порядков функции )(xfy   (x – независимая переменная) 

вычисляются по формулам 

nnn dxyyddxyyd )(,,)( )(22   . 

Если функция )(xyy   задана параметрически соотношениями )(),( tyytxx  , причем 

0)(  tx , то ее первая xy  и вторая xxy   производные находятся по формулам: 

 
t

tx
xxxx

t

t
x

x

y
yy

x

y
y











)(
)(, ; или                     ((55..99))  

      xxfxyxxy  000 .                          ((55..88))  
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П р и м е р  5.12. Найти выражение для производной n-го порядка функции 
x

y
1

 . 

Р е ш е н и е . 
1

)(

432

!
)1(,,

!332
;

2
;

1
4 





n

nn

x

n
y

xx
y

x
y

x
y  . 

П р и м е р  5.13. Найти производную 2-го порядка от функции )(xyy  , заданной неяв-

но уравнением 









 x

y

eyx
arctg

22 . 

Р е ш е н и е . По правилу дифференцирования функции, заданной неявно, получаем: 

22

arctg

22

)(

yx

yxye

yx

yyx x

y









. Отсюда, используя равенство 22

arctg

yxe x

y

 , имеем: 

2222 yx

yxy

yx

yyx









 или yxyyyx  . 

Следовательно, 
yx

yx
y




 . Дифференцируя последнее равенство и используя найденное 

для y  выражение, получим: 

.
)(

)(2

)(

)(2

)(

22

)(

)()(

))(1())(1(

3

22

222

22

yx

yx

yx

y
yx

yx
x

yx

yyx

yx

yy

yx

yxyxyyyxyx

yx

yxyyxy
y



































 

П р и м е р  5.14. Найти производную 2-го порядка функции, заданной параметрически: 

).;0(,,ln 2  ttxty  

Р е ш е н и е .  ,
2

1
,2,

1
2tx

y
ytx

t
y

t

t
xtt 




  .

2

1

2

1

2

2

1

)(
4

32

tt

t

t

t

x

y
y t

t

tx
xx 



















  

П р и м е р  5.15. Найти дифференциалы 1-го, 2-го, …, n-го порядков функции 

3)32(  xy . 

Р е ш е н и е . dxxdxxdy 22 )32(62)32(3  ,  

3)( t

tttttt

t

tt

t

xx
x

yxxy

x

x

y

y
























 .                       (5.10) 

                    ((66..1100))  
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222 ))(32(24)(2)32(12 dxxdxxyd  , 3 348( ) ,d y dx  4 40( ) 0, , 0nd y dx d y   . 

 

5.7 Приложения теорем Ролля, Лагранжа, Коши. Правило Лопиталя 

Теорема Ролля. Если функция  xf  непрерывна на отрезке  ba; , дифференцируема на 

интервале  ba;  и    bfaf  , то существует хотя бы одна точка  ba;  такая, что 

  0f . 

Теорема Лагранжа. Если функция  xf  непрерывна на отрезке  ba;  и дифференциру-

ема на интервале  ba; , то существует точка  ba;  такая, что 

 

 

Теорема Коши. Если функции  xf  и  xg  непрерывны на отрезке  ba; , дифференцируе-

мы на интервале  ba;  и    baxxg ;,0  , то существует точка  ba;  такая, что 

 

П р и м е р  5.16. Доказать, что уравнение 08153 5  xx  имеет только один действи-

тельный корень. 

Р е ш е н и е . Поскольку функция  xf 8153 5  xx  непрерывна и на концах отрезка 

 1;0  принимает значение разных знаков     01,00  ff , то по первой теореме Больцано–

Коши на интервале  1;0  уравнение   0xf  имеет корень. Предположим, от противного, 

что это уравнение имеет два действительных корня     0,,  bfafbxax . 

Тогда по теореме Ролля на интервале  ba;  существовала бы точка , в которой 

  0f . Но   01515 4  xxf  при действительных x. Полученное противоречие доказы-

вает, что действительный корень – единственный. 

П р и м е р  5.17. Используя формулу Лагранжа, доказать неравенство 

1212 sinsin xxxx  . 

   
   

 
 







g

f

agbg

afbf
   (формула Коши).             ((55..1122))  

      abfafbf     (формула Лагранжа).    ((55..1111))  
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Р е ш е н и е . Функция   xxf sin  удовлетворяет условиям теоремы Лагранжа на любом 

отрезке     xxfxx cos;; 21  . Поэтому  1212 cossinsin xxxx  . Отсюда, учитывая, что 

1cos  , имеем 121212 cossinsin xxxxxx  . 

П р и м е р  5.18. Написать формулу Коши и найти значение  для функций 

    xxgxxf cos,sin   на отрезке 






 

2
;0 . 

Р е ш е н и е . Все условия теоремы Коши выполнены:   






 


2
;0,0sin xxxg . По-

этому 

4
,ctg1;

sin

cos

0cos
2

cos

0sin
2

sin














. 

Правило Лопиталя (раскрытие неопределенностей 
0

0
 и 




). 

Т е о р е м а . Пусть функции  xf  и  xg  дифференцируемы на  0xU


; 

   0,0 xUxxg


 . Если   0lim
0




xf
xx

 и   0lim
0




xg
xx

 (или   


xf
xx 0

lim  и   


xg
xx 0

lim ), 

то  

 

при условии, что существует предел отношения производных. 

З а м е ч а н и я :  

1. Аналогичная теорема справедлива и в случае 0x . 

2. Если частное    xgxf  /  в точке 0x  также есть неопределенность вида 
0

0
или 




 и 

производные  xf   и  xg  удовлетворяют соответствующим условиям, то можно перейти 

к отношению вторых производных и т. д.  

3. Неопределенности вида 0  или   алгебраическими преобразованиями функции 

приводятся к неопределенности вида 
0

0
 или 



 , и далее применяется правило Лопиталя.  

4. В случае неопределенности вида 00 , 0 , 1  следует проло-гарифмировать функцию 

и предварительно найти предел ее логарифма. 

 
 

 
 xg
xf

xg

xf

xxxx 




 00

limlim                                                 ((55..1133))  
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П р и м е р  5.19. Найти 
x

xx

x arcsin

3sin2sin
lim

0




. 

Р е ш е н и е . Используем формулу (6.13): 

.1

1

1

3cos32cos2
lim

0

0

arcsin

3sin2sin
lim

2

00




















x

xx

x

xx

xx
 

П р и м е р  5.20. Найти 
xx

x

3
lim

3


. 

Р е ш е н и е . Имеем: 




























 3ln3

6
lim

3ln3

3
lim

3
lim

2

23

xxxxxx

xxx
.0

3ln3

6
lim

3














 xx
 

 

П р и м е р  5.21. Найти 









 xxx ln

1

1

1
lim

1
. 

Р е ш е н и е . Имеем: 

 
 

























  0

0

ln1

1ln
lim

ln

1

1

1
lim

11 xx

xx

xx xx
 

.
2

1

11ln

1
lim

0

0

1ln

1
lim

1
ln

1
1

lim
111



























 xxxx

x

x

x
х

x
xxx

 

П р и м е р  5.22. Найти 
2

1

0

sin
lim

x

x x

x










. 

Р е ш е н и е . Здесь имеем неопределенность вида 1 . Обозначим 
2

1

sin x

x

x
y 








 . Лога-

рифмируя и применяя правило Лопиталя (5.13), получим  

    


































 0

0

sin
ln

lim0
sin

ln
1

limlnlim
20200 x

x

x

x

x

x
y

xxx
 

 




















 0

0sincos
lim

2

1

2

sincos

sinlim
30

2

0 x

xxx

x

x

xxx

x

x

xx 6

1

3

cossincos
lim

2

1

20




 x

xxxx

x
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(здесь дважды использован предел 1
sin

lim
0


 x

x

x
). 

Поскольку  
6

1
lnlim

0



y

x
,  то 6

11

00

2sin
limlim













 e

x

x
y

x

xx

. 

 

5.8 Формула Тейлора и ее приложения 

Если функция  xf  дифференцируема  1n  раз в окрестности  0xU


 точки 0x , то для 

любого  0xUx


  имеет место формула Тейлора n-го порядка: 

   
 

 
 

  






2

0
0

0
0

0
!2!1

xx
xf

xx
xf

xfxf

  
   ,

!
... 0

0 xRxx
n

xf
n

n
n

  

где  
    

 
  10,

!1

1
0

00
1










n
n

n xx
n

xxxf
xR  – остаточный член в форме Лагранжа. 

Приведем разложения некоторых функций по формуле Тейлора при 0x , которые 

называются формулами Маклорена: 

 

 
 

1

32

!1

,
!!3!2!1

1









n
x

n

n

n
x

x
n

e
xR

xR
n

xxxx
e 

 

 
 

 xR
n

xxxx
x n

n
n

2

12
1

53

!12
1

!5!3!1
sin 





 ; 

     
 !12

cos1
12

2





n

x
xxR

n
n

n ; 

 
 

 xR
n

xxx
x n

n
12

42

!2
1

!4!2
1cos   ; 

     
  !22

cos1
22

1
12








n

x
xxR

n
n

n ; 

     xR
n

xxx
xx n

n
n


1

32

1
32

1ln  ; 

   
    1

1

11
1








n

n
n

n
xn

x
xR ; 

 
     

 xRx
n

n
xxx n

n 











!

11

!2

1

!1
11 2 

 ; 
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 
    

 
  11 1

!1

21  





nn
n xx

n

n
xR


;  .10   

Остаточный член формулы Тейлора может быть представлен в форме Пеано: 

   nn xxxR 00   при 0xx . 

П р и м е р  5.23. Разложить многочлен   9132 24  xxxxf  по степеням двучлена 

.2x  

Р е ш е н и е .  Поскольку  xf  – многочлен 4-й степени, то    05 xf  и формула Тей-

лора при 20 x  имеет вид  

   
 

 
 

 
22 2

2 2 2
1! 2!

f f
f x f x x

  
      

 
 

 
 43

2
!4

2
2

!3

2






 x

f
x

f IV

. 

Подставляя в эту формулу значения   ,92 f      ,1113442 2
3

0
 xxxf  

    ,444122 2
2

0
 xxf    48242 20

 xxf ,   ,242 IVf  получим  

          .2282222119
43

 xxxxxf  

П р и м е р  5.24. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции   xxf 10  в 

точке .00 x  

Р е ш е н и е .  Имеем: 

        ;10ln10;10ln10;10ln10;10 32 xxxx xfxfxfxf   

         ,10ln0,10ln0;10;10ln10 24  fffxf xIV  

     .10ln10,10ln0 43  xIV xff  

По формуле Тейлора получаем 

  .10,
!4

10ln10

!3

10ln

!2

10ln
10ln110 4

4
3

3
2

2







xxxx
x

x  

П р и м е р  5.25. Вывести приближенную формулу 
6

sin
3x

xx   и оценить ее точность 

при .05,0x  

Р е ш е н и е . Запишем формулу Тейлора 4-го порядка для функции xsin  в точке 00 x : 

 ,
!3

sin 4

3

xR
x

xx    где    .10,
!5

cos 5

4 



xx

xR  
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При 05,0x  имеем  
  9

55

4 103
!5

05,0

!5
cos 

x
xxR . 

Поэтому 
6

sin
3x

xx   с точностью 9103  . 

П р и м е р  5.26. Вычислить 2,0e  с точностью до 310 . 

Р е ш е н и е . Формула Тейлора для функции xe  имеет вид 

 ,
!!2!1

1
2

xR
n

xxx
e n

n
x    где  

 
.10,

!1

1




 


x
n

n e
n

x
xR  

Полагая ,2,0x  получим  2,0
!

2,0

!2

2,0

!1

2,0

!1

2,0
1

2
2,0

n

n

R
n

e   , 

где  
 

.10,
!1

2,0
2,0 2,0

1




 


e
n

R
n

n  

Так как ,31;32;10 2,0  ee  то  
 

.
!1

2,0
32,0

1






n
R

n

n  

Определим наименьшее значение n так, чтобы выполнялось неравенство   3102,0 nR . 

Если ,2n  то 0013,0
!3

2,0
3

3

2 R , а если 3n , то 
!4

2,0
3

4

3R  .1000018,0 3  Поэтому 

221,1
!3

2,0

!2

2,0

!1

2,0
1

32
2,0 e  с точностью до 310 . 

П р и м е р  5.27. Вычислить .
sin

cos
lim

3

2

0

2

xx

xe

x

x





 

Используем формулу Тейлора с остаточными членами в форме Пеано: 

     .0
!2

1,0
!4!2

1cos,0sin 3
2

5
42

z
z

zex
xx

xxxx z  . 

Из последней формулы при 
2

2x
z   получим 

 .0
82

1 6
42

2

2

x
xx

e

x




 

Искомый предел может быть переписан в виде  
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   
 













 44

5
42

6
42

03

2

0 0

0
242

10
82

1

lim
sin

cos
lim

2

xx

x
xx

x
xx

xx

xe

x

x

x
 

   

  12

1

24

1

8

1

0
1

00

24

1

8

1

lim

4

4

4

6

4

5

0









x

x

x

x

x

x

x
 

(поскольку 
   

0
0

,0
0

4

6

4

5


x

x

x

x
 при 0x ). 

6 ПРИМЕНЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ  

ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИЙ И ПОСТРОЕНИЯ ГРАФИКОВ 

 

Одним из важнейших приложений производной является ее применение к исследованию 

функций и построению графиков функций. 

 

6.1 Возрастание и убывание функции. Точки экстремума функции 

Функция  xfy   называется возрастающей (убывающей) в интервале  ba, , если из не-

равенства 21 xx  , где  baxx ,, 21  , следует неравенство    21 xfxf   (или, соответственно, 

   21 xfxf  ). 

Функция  xf  называется постоянной на интервале  ba, , если она принимает на этом 

интервале одно и то же значение. 

Теорема 1 (достаточное условие возрастания (убывания) функции). Если функция 

 xfy   дифференцируема на интервале  ba,  и   0 xf  для всех  bax , , то функция 

 xf  возрастает на  ba, , если же   0 xf  для всех  bax , , то  xf  убывает на этом 

интервале. 

Возрастающие и убывающие функции называются монотонными. Определим условия 

постоянства функции. 

Теорема 2 (необходимое и достаточное условия постоянства функции). Функция 

 xfy   постоянна на интервале  ba,  тогда и только тогда, когда   0 xf  в каждой 

точке интервала. 

Функция  xf  имеет в точке 0x  минимум (локальный минимум) (максимум), если суще-

ствует -окрестность точки 0x  (  00 , xx ) такая, что для всякой точки 0xx   из этой 
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окрестности выполня-ется неравенство    0xfxf   (или    0xfxf  ). Точки минимума и 

максимума функции  xf  называются ее точками экстремума, а значения функции  xf  

в этих точках называются экстремумами функции. 

Сформулируем условия существования экстремума функции. 

Теорема 3 (необходимое условие экстремума). Если 0x  – точка экстремума функции 

 xf , то в этой точке   00  xf  или  0xf   не существует. 

Точка 0x , в которой  xf   обращается в ноль или  xf   не существует, называется кри-

тической точкой функции  xf . 

 

Теорема 4 (первое достаточное условие экстремума). Пусть функция  xf  диффе-

ренцируема в некоторой окрестности (  00 , xx ) критической точки 0x , за исключе-

нием, быть может, самой точки 0x  и при переходе через нее (слева направо) производ-

ная  xf   меняет знак с плюса на минус, то 0x  есть точка максимума; если  xf   меня-

ет знак с минуса на плюс, то 0x  – точка минимума функции  xf . Если же  xf   сохра-

няет знак при переходе через точку 0x , то 0x  не является точкой экстремума функции. 

 

Теорема 5 (второе достаточное условие экстремума). Пусть функция  xf  дважды 

дифференцируема в критической точке 0x  и в некоторой ее окрестности (  00 , xx ). 

Тогда, если   00  xf , то 0x  – точка максимума функции  xf , если   00  xf , то 0x  – 

точка минимума  xf . Если же   00  xf , то требуются дополнительные исследова-

ния. 

Отметим, что в точках экстремума дифференцируемой функции касательная к ее гра-

фику параллельна оси Ox. 

На рис. 6.1 приведены примеры экстремумов функции. 
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Рис. 6.1 

 

П р и м е р  6 .1. Найти интервалы монотонности и точки экстремума функции 

4

2 12

x

x
y


 . 

Р е ш е н и е .  Область определения этой функции:     ,00,  . Найдем производную: 

 
5

214

x

x
y


 . Приравняв к нулю эту производную, получим 01 2  x . Следовательно, 

1,1 21  xx  – критические точки функции (в точке yx  03  не существует, но 03 x  не 

входит в область определения функции). Эти точки разбивают область определения функ-

ции на интервалы монотонности. Исследуем знаки производной y  на этих интервалах, 

укажем вид интервалов монотонности функции, характер критических точек. 

 

 

 

Следовательно,    1,01,   – функция возрастает,     ,10,1   – функция убывает, 

1,1  xx  – точки максимума функции,     111  yy  – максимумы функции. Точек ми-

нимума нет. 

6.2 Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке 

Пусть функция  xfy   непрерывна на отрезке  ba, . Такая функция достигает своих 

наибольшего и наименьшего значений на этом отрезке. Эти значения функция может при-
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нимать либо во внутренних точках (тогда это критические точки функции), либо на гра-

нице отрезка  ba, . 

Получаем следующую схему нахождения наибольшего и наименьшего значений не-

прерывной на отрезке  ba,  функции  xf : 

1. Найти производную  xf   и критические точки функции на интервале  ba,  (из усло-

вия   0 xf  или  xf   не существует). 

2. Вычислить значения функции в найденных критических точках и на концах отрезка 

 ba, . 

3. Из вычисленных значений выбрать наименьшее и наибольшее. 

П р и м е р  6 .2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 5183 24  xxy  

на отрезке  2,1 . 

Р е ш е н и е .  

1. Находим     xxxxxxxy  33123123612 23 . Кри-тические точки функции 

на отрезке   3,02,1 21  xx  (точка 3x  не входит в  2,1  ). 

2. Вычисляем     223,50  yy . Находим значения функции на концах отрезка: 

    292,101  yy . 

3. Итак,     50,292  yyyy наимнаиб . 

 

6.3 Выпуклость и вогнутость кривой. Точки перегиба 

О п р е д е л е н и е . График дифференцируемой функции  xfy   называется выпуклым 

(вогнутым) на интервале  ba, , если дуга кривой на этом интервале расположена ниже 

(выше) всякой касательной, проведенной к графику функции  xfy   на  ba, . 

О п р е д е л е н и е .  Точка   00 , xfx , при переходе через которую направление вы-

пуклости меняется на противоположное, называется точкой перегиба графика функции 

 xfy  . 

На рис. 6.2 график функции  xfy   на интервале  0, xa  – вогнутый, на интервале 

 bx ,0  – выпуклый, а точка   00 , xfxM  является точкой перегиба графика. 
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Рис. 6.2 

 

Теорема 6 (достаточные условия выпуклости (вогнутости) графика функции). Если 

функция  xfy   во всех точках интервала  ba,  имеет вторую производную и 

    00  xfxf , то график функции на интервале  ba,  выпуклый (вогнутый). 

 

Теорема 7 (необходимое условие точки перегиба). Если точка   00 , xfxM  является 

точкой перегиба графика функции  xfy  , то   00  xf  или  xf   не существует при 

0xx  . 

Точки, в которых  xf   обращается в ноль или  xf   не существует, называются кри-

тическими точками второй производной. 

Теорема 8 (достаточное условие точки перегиба). Пусть фукция  xfy   дважды 

дифференцируема в некоторой окрестности (  00 , xx ) точки 0x , в которой   0 xf  

или  xf   не существует. Если вторая производная  xf   меняет знак при переходе че-

рез точку 0x , то   00 , xfxM  является точкой перегиба графика функции. 

Таким образом, область определения функции  xfy   разбивается на конечное число 

интервалов с постоянным направлением выпуклости (вогнутости). Каждый из этих интер-

валов ограничен точками, в которых   0 xf  или  xf   не существует. 

П р и м е р  6 .3. Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба графика 

функции  21ln xy  . 

Р е ш е н и е .  
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Находим 
 

  

 2222

2

2
1

112

1

22
,

1

2

x

xx

x

x
y

x

x
y












 . Критическими точками второй произ-

водной являются точки 1,1 21  xx . Эти точки разбивают область определения функции 

на 3 интервала, на каждом из которых сохраняется направление вогнутости или выпукло-

сти. Определим знаки второй производной на этих интервалах, характер точек 

1,1 21  xx . 

 

Таким образом, на     ,11,   – функция выпукла; на  1,1  – функция вогнута; точки 

   2ln,1,2ln,1 21 MM  – точки перегиба графика функции. 

 

6.4 Асимптоты графика функции 

О п р е д е л е н и е .  Прямая l называется асимптотой графика функции  xfy  , если 

расстояние от точки   xfxM ,  графика функции до прямой l стремится к нулю при не-

ограниченном удалении точки M от начала координат. 

Асимптоты могут быть вертикальными, наклонными и горизонтальными. 

Прямая ax   является вертикальной асимптотой графика функции  xfy  , если хо-

тя бы один из односторонних пределов  xf
ax 0

lim


 равен бесконечности. В этом случае 

точка ax   является точкой разрыва 2-го рода функции  xfy  . 

Так, например, кривая 
2

1



x

y  имеет вертикальную асимптоту 2x , так как 





  2

1
lim,

2

1
lim

0202 xx xx
. 

Для существования наклонной асимптоты bkxy   необходимо и достаточно суще-

ствование двух пределов 
 

   bkxxfk
x

xf

x
x

x






lim,lim

 или

. 

Если в уравнении bkxy   коэффициент k равен нулю, то имеем горизонтальную 

асимптоту by  . 
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Заметим, что не всегда прямая, являющаяся асимптотой графика функции при x , 

будет являтся асимптотой того же графика при x . Поэтому при отыскании наклон-

ных асимптот нужно отдельно исследовать случаи при x  и x . 

П р и м е р  6 .4. Найти асимптоты графика функции 
1

2
2

3



x

x
y . 

Р е ш е н и е .  Прямые 1,1  xx  являются вертикальными асимптотами графика 

функции, так как 

.
1

2
lim,

1

2
lim

,
1

2
lim,

1

2
lim

2

3

012

3

01

2

3

012

3

01

















x

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx
 

Следует отметить, что точки 1,1  xx  являются точками разрыва 2-го рода функции 

1

2
2

3



x

x
y . 

Наклонную асимптоту ищем в виде: bkxy  , 

 

  

 
.0

1

2
lim

1

222
lim

2
1

2
limlim

,2
1

2
limlim

22

33

2

3

2

2








































x

x

x

xxx

x
x

x
kxxfb

x

x

x

xf
k

xx

xx

xx

 

Следовательно, прямая xy 2  – наклонная асимптота. 

 

6.5 Общая схема исследования функции и построения графика 

Исследование функции и построение ее графика удобно выполнять по следующей схе-

ме. 

1. Найти область определения функции. 

2. Выяснить, является ли функция четной, нечетной, периодической. 

3. Исследовать функцию на непрерывность, найти точки разрыва. 

4. Найти асимптоты графика функции (вертикальные, наклонные). 

5. Исследовать функцию с помощью первой призводной: установить интервалы моно-

тонности функции, найти точки экстремума функции, вычислить значения функции в этих 

точках. 
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6. Исследовать функцию с помощью второй призводной: определить интервалы выпук-

лости и вогнутости графика функции, точки перегиба. 

7. Используя результаты проведенного исследования, построить график функции. При 

необходимости уточнения отдельных участков кривой можно вычислить координаты не-

скольких дополнительных точек (в частности, координаты точек пересечения графика  

с осями координат). 

П р и м е р  6 .5. Исследовать функцию 
1

12






x

xx
y  и построить ее график. 

Р е ш е н и е .  Областью определения функции является совокупность интервалов 

    ,11,  . 

Функция общего вида, т. к.    xfxf   и    xfxf  . Функция не периодическая. 

Функция не определена при 1x . Исследуем поведение функции в окрестности этой точ-

ки. 











 1

1
lim,

1

1
lim

2

01

2

01 x

xx

x

xx

xx
. 

Следовательно, 1x  – точка разрыва 2-го рода, а, значит, прямая 1x  является верти-

кальной асимптотой. Найдем наклонную асимптоту bkxy  . 

 

 

   .0
1

1
lim

1

1
lim

1

1
limlim

,1
1

1

11
1

lim,
1

1
limlim

222

2
2









































































xx

xxxx
x

x

xx
kxxfb

x

xx

xx

xx

x

xf
k

xxxx

xxx

 

xy   – наклонная асимптота. 

Находим 
    

   2

2

2

22

1

2

1

1112

1

1
































x

xx

x

xxxx

x

xx
y . Решаем уравнение 0y .  

 
0

1

2
2

2






x

xx
 при 2,0  xx . 

Укажем интервалы монотонности. 
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На     ,20,   – функция возрастает, на    2,11,0   – функция убывает. 

Тогда 0x  – точка максимума,   10 y ; 2x  – точка минимума,   32 y . 

Найдем интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба. 

 

     
 

    
 

 
   

.
1

2

1

2122

1

2112

1

212122

1

2

33

22

4

22

4

22

2

2









































xx

xxxx

x

xxxx

x

xxxxx

x

xx
y

 

Находим критические точки второй производной. 

y   не обращается в ноль, но в точке 1x  y   не существует (хотя в этой точке функция 

не определена). 

 

 

Точек перегиба нет. Точки пересечения с осью Ox найдем из урав-нения   0xf , а точки 

пересечения с Oy получим при 0x : 

010
1

1 2
2





xx

x

xx
, т. к. 0D . А   10 f , значит,  1,0   – точка пересечения с 

осью Oy. 

Строим график функции (рис. 6.3). 
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Рис. 6.3 

 

6.6 Касательная прямая и нормальная плоскость к пространственной кривой 

Канонические уравнения прямой, проходящей через точку  0000 ,, zyxM , имеют вид 

p

zz

n

yy

m

xx 000 






. 

Так как вектор  pnms ,,


 коллинеарен 
dt

rd


, то в точке       000 ,, tztytx  следующие урав-

нения 

 

есть уравнения касательной к пространственной кривой   ,x x t     ,y y t z z t  . 

П р и м е р  6.6. Написать уравнения касательной к годографу 

  kbtjtaitatr

 sincos  в точке 

4
0


t , (это винтовая линия, рис. 6.4). 

     

000

000

tttttt
dt

dz

tzz

dt

dy

tyy

dt

dx

txx

 
































                         ((66..55))  
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Рис. 7.5??? 

7.5??? 

 

Рис. 6.4 

Р е ш е н и е .  

   

 

.;
2

2

4
cos;

2

2

4
sin

;
44

;
2

2

4
sin

4
;

2

2

4
cos

4

;;cos;sin

444

0

00

b
dt

dz
aa

dt

dy
aa

dt

dx

bztz

aaytyaaxtx

b
dt

dz
ta

dt

dy
ta

dt

dx

ttt

















 












 











 













 

Подставив в формулу (6.5), имеем: 

b

bz

a

a
y

a

a
x

4

2

2

2

2

2

2

2

2 












 – уравнения касательной к винтовой линии в точке 
4

0


t . 

Плоскость, проходящая через точку касания  0tM  и перпендикулярная к касательной, 

называентся нормальной плоскостью к кривой в этой точке. 

Ее уравнение имеет вид: 

 

 
 

 
 

 
  00

0
0

0
0

0  zz
dt

tdz
yy

dt

tdy
xx

dt

tdx
.     ((66..66)) 
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П р и м е р  6 .7. Написать уравнение нормальной плоскости к винтовой линии 

  kbtjtaitatr

 sincos  в точке 

4
0


t  (см. предыдущий пример). 

Р е ш е н и е . Так как все необходимые величины найдены, то имеем по формуле (6.6): 

0
42

2

2

2

2

2

2

2








 






























 bzb

a
y

aa
x

a
. 
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II ПРАКТИЧЕСКИЙ РАЗДЕЛ 

 

Занятие 1. Декартова и полярная системы координат. Построение графиков 

функций 

Аудиторные задания 

1.1 Построить графики функций: 

1) x
y

coslog22 ; 2) 
|1|2

23






x

xx
y ; 3) 














.03,2

,20,2

2

1

xxx

x
y

x

; 4) 1|2|2  xxy ; 

5) 
2

2cos1 x
y


 ; 6) 1||sin  xy ; 7) 1log 2

2/1  xy ; 8) 
1||

1




x
y . 

1.2 Построить графики функций, заданных параметрически: 

1) tytx  2,21 ; 2) 4, 2  tytx ; 3) tytx sin,cos2  ; 4) 

32 ,1 ttytx  ; 

5) 32 , btyatx  ; 6) tytx 33 sin2,cos2  ; 7) tytx sin23,cos21  ; 

8) )cos1(2),sin(2 tyttx  . 

1.3 Записать уравнения кривых в полярных координатах: 

1) xy  ; 2) 1y ; 3) 422  yx ; 4) yyx 222  ; 5) 01 yx ; 6) 

222 ayx  . 

1.4 Построить графики функций, заданных уравнением в полярной системе ко-

ординат: 

1) 1r ; 2)  2r ; 3) 2cos r ; 4)  er ; 5)  cos4r ; 6)  2sin3r ; 

7) )cos1(2 r ; 8) 



cos23

6
r ; 9) 




sin1

2
r ; 10)  3cos2r ; 11) 

 2sin362r . 

Домашние задания 

1.5 Построить следующие кривые: 

1) |2| 2  xxy ; 2) |3|  xxy ; 3) tytx  ,12 ; 4) 23, tytx  ; 

5)  sin2r ; 6) )sin1(3 r ; 7)  2cos4r ; 8) 



cos1

3
r . 

Ответы:  
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1.3 1) 
4


 ; 2) 




sin

1
r ; 3) 2r ; 4)  sin2r ; 5) 




cossin

1
r ; 6) 




2cos

2
2 a

. 

 

Занятие 2. Матрицы и действия над ними 

Аудиторные задания 

2.1 Найти CBA 32 , если 



































































768

231

543

,

651

432

011

,

534

312

201

CBA . 

2.2 Найти 3A+2E, если 
























212

131

452

A , E – единичная матрица третьего по-

рядка. 

2.3 Найти матрицу X , если 








































93

82

71

3

1

50

42

31

2 X . 

2.4 Найти матрицу, транспонированную матрице А: 

1) 




















102

131

452

A ; 2) 


















3

2

1

A ; 3)  aaaA  . 

2.5 Даны матрицы 

































 




















32

65

31

,

07

13

11

,

05

31

01

CBA . Найти:  

1) 2А; 2) CBA 32 ; 3) 
TC2 . 

 

2.6 Даны матрицы A и B. Найти AB и BA, если: 

1) 





































531

423

172

,

504

310

201

BA ; 2) 




























01

43

70

,
513

011
BA ; 

3)  325,

2

4

3


















 BA . 
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2.7 Вычислить 
















































1

1

05

22

11

103

012

103

. 

2.8 Найти те из произведений 22 ,,, BABAAB , которые существуют: 

1) 






 











21

10
;

43

21
BA ; 2)  
























1

4

3

5

;0321 BA ; 

3) 
































5

3

4

;
121

302
BA ; 4) 































15

03

42

;
022

153
BA . 

2.9 Найти произведение матриц (AB)C и A(BC): 






















































3

2
,

34

12

03

,

351

232

114

305

CBA . 

2.10 Показать, что матрица 






 


13

12
A  является корнем многочлена 

53)( 2  xxxf . 

2.11 Найти значение матричного многочлена  Af , если: 

1)   











10

01
,132 2 Axxxf ;  

2)  






















233

120

031

,232 Axxxf ;  

3)   













13

21
,32 23 Axxxf . 

Домашние задания 

2.12 Найти: 1) BA 23  , если 




















21

10
;

43

21
BA ; 2) AB 52  , если 
























01015

1050
;

046

420
BA . 

2.13 Найти 2)3( BA , если 
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








































014

201

112

,

963

852

741

BA . 

2.14 Найти те из произведений CBBCCAACBAAB ,,,,, , которые имеют смысл, 

если 








 


202

311
A , 







 


11

10
B , 



















0121

0021

0210

C . 

2.15 Проверить, коммутируют ли матрицы A и B: 

1)  


















6

5

4

,321 BA ; 2) 






















12

35
;

53

21
BA ; 3) 










































336

135

167

,

351

493

372

BA . 

2.16 Найти значение матричного многочлена  Af , если: 

1)   











12

01
,722 2 Axxxf ; 2)  























125

410

332

,253 2 Axxxf . 

2.17 Найти матрицу A
T
, если: 

1) 









43

21
A ; 2) 

























214

753

021

A ; 3)  4321A . 

Ответы: 2.1 






















21313

449

914

; 2.2 






















436

373

12158

; 2.3 






















39

06

399

; 2.4 1) 























114

035

212
TA ;  

2)  321TA ; 3) 


















a

a

a

AT ; 2.5 1) 


















010

62

02

 ; 2) 




















333

32

64

 ;3) 












6126

4102
;  
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2.6 1) 







































18321

8213

3076

,

291313

19110

1114

BAAB ; 2) 






























011

20115

35721

,
172

113
BAAB ; 

3)  13,

6410

12820

9615
























 BAAB ; 2.7 






















1

8

1

;  

2.8 1) 






 

















 











32

21
;

2215

107
;

107

43
;

54

32 22 BABAAB ;  

2)   существуют неи;

0321

01284

0963

015105

;1 22 



























 BABAAB ;  

3) существуют не,,;
3

7 22 







 BABAAB ;  

4) существуют неи;

52317

3159

2214

;
810

1114 22 






























 BABAAB ; 

2.9    
























32

31

18

33

BCACAB ; 2.11 1) 








60

00
 ; 2) 























3120

133

300

 ; 3) 












230

2018
; 

2.12 1) 








167

43
 ; 2) 









000

000
 ; 2.13 



















11110551

85418

21296

; 2.14 













513

202
BA ; 











0662

0554
AC ; 2.15 1) не коммутируют; 2) не коммутируют: 


























11

54

45

11
BAAB ; 3) коммутируют: 

























300

030

003

BAAB ;  

2.16 1) 








 114

07
 ; 2) 























632370

441860

66025

 ; 2.17 1) 









42

31
A T

; 2) 
























270

152

531

 AT
;  
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3) 





















4

3

2

1

A T . 

Занятие 3. Вычисление определителей 

Аудиторные задания 

3.1 Вычислить определители второго порядка: 

1) 
13

52




; 2) 

aa

a

2

1
; 3) 

xx

xx

sincos

sincos


; 4) 

4 3

4

1 a

aa


; 5) 

52

lnln yx
. 

3.2 Вычислить определители третьего порядка различными способами: 

1) 

365

723

251







; 2) 

0

0

0

cb

ca

ba





; 3) 





sincos0

011

sin0cos

; 4) 

241

183

401



 ; 5) 

142

131

140 

. 

3.3 Вычислить определители по правилу Саррюса и разлагая по элементам 1-й 

строки: 

1) 

987

654

321

; 2) 

812

278

543







. 

3.4 Решить уравнение: 0
14

1






x

xx
. 

3.5 Решить уравнение 0

512

154

31







x

. 

3.6 Построить график функции 

111

111

12



xx

y . 

3.7 Вычислить определители, разлагая по элементам ряда: 

1) 

8394

6183

2071

4052

; 2) 

3021

4152

1321

2142





. 

3.8 Вычислить определители методом приведения их к треугольному виду: 
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1) 

9521

4711

4331

4321




; 2) 

6741

2120

6031

1512









. 

3.9 Вычислить определители, предварительно упростив их: 

1) 

4113

2104

4122

0123









; 2) 

43123

31030

23212

15010

51321

; 3) 

136153

51102

1720

13251







;  

4) 

1322

1312

6100

4213




; 5) 

0123

1012

2101

3210

; 6) 

1185

1021

5321

4132





. 

Домашние задания 

3.10 Решить уравнение 0

111

21

412

x

x

. 

3.11 Найти )det(AB  и проверить, что BAAB detdet)det(  , если 






































234

112

302

,

211

112

321

BA . 

3.12 Вычислить определители, разлагая их по элементам ряда: 

1) 

1613

3213

1210

0112







; 2) 

5032

0126

2112

4332







. 

3.13 Вычислить определители методом приведения их к треугольному виду: 

1) 

1511

4321

2123

1512


; 2) 

3214

2143

1432

4321

. 

3.14 Решить неравенство 4

213

251

103









xx . 
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3.15 Вычислить определители: 

1) 

0140

1427

4538

0250

; 2) 

4335

3727

9498

6237






. 

Ответы: 3.1 1) 13; 2) 22a ; 3) x2sin ; 4) 2a; 5) 
2

5

ln
y

x
. 

3.2 1) 78; 2) 0; 3) 2sin ; 4) 100; 5) – 6. 3.3 1) 0; 2) 0. 

3.4 4;1  xx . 3.5 3x . 3.6 Прямая 22  xy . 3.7 1) 0; 2) 16. 3.8 1) 20; 2) 27.  

3.9 1) 38; 2) 168; 3) – 192; 4) 75; 5) – 12; 6) 300. 3.10 2,1 21  xx . 3.11 40. 3.12 1) 0; 2) 48.  

3.13 1) 54; 2) 160. 3.14 










5

36
; . 3.15 1) 60; 2) 150. 

 

Занятие 4. Обратная матрица. Решение матричных уравнений 

Аудиторные задания 

4.1 Найти матрицы, обратные данным, если они существуют: 

1) 












53

21
; 2) 























216

524

312

; 3) 


















142

321

103

. 4) 






















514

835

913

; 5) 





















0111

1011

1101

1110

. 

4.2 Найти обратную матрицу, если она существует: 

1) 








31

21
; 2) 









43

21
; 3) 

















211

121

111

; 4) 
















 6144

462

321

. 

4.3 Решить матричные уравнения: 

1) 





















32

11

33

41
X ; 2) 



























 21

24

23

21

21

20
X ;  

3) 






























































125

21

61

50

41

21

210

142

011

X . 

4.4 Решить матричные уравнения: 
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1) 



















31

02

10

11
X ; 2) 





















10

01

45

34
X ; 3) 







 




















 

32

11

54

65

32

11
X . 

4.5 Решить матричные уравнения: 

1) 















































421

122

031

012

423

321

X ; 2) 



































003

020

100

300

020

001

X ; 3) 








































7

0

7

120

132

321

X . 

Домашние задания 

4.6 Найти матрицы, обратные данным, если они существуют: 

1) 








75

43
; 2) 

















 325

436

752

 3) 






















012

423

321

; 4) 
















987

654

321

. 

4.7 Решить матричные уравнения: 

1) 











































0152

095

038

125

231

135

X ; 2) 



















 123

321

21

45
X ; 

3) 






 




















 

32

11

54

22

32

11
X ; 4) 

























































087

654

321

087

654

321

120

132

321

X . 

Ответы: 4.1 1) 












13

25
; 2) не существует; 3) 

























6128

1017

2410

38

1
;  

4) 
























1477

21217

35147

49

1
; 5) 





























2111

1211

1121

1112

3

1
. 

4.2 1) 












11

23
; 2) 













2/12/3

12
; 3) 























101

011

113

; 4) не существует. 
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4.3 1) 




















0
15

1

1
15

11

; 2) 























8

5

8

1
4

3

4

3

;  3) 



























4
13

30

1
13

5

3
13

5

. 

4.4 1) 












31

33
; 2) 









 45

34
;  3) 













54

65
. 

4.5 1) 






















458

101317

131520

; 2) 
















003

010

3/100

;  3) 




















3

5

6

.  

4.6 1) 












35

47
; 2) 























242927

344138

111

; 3) 






















457

568

234

; 4) не существует. 

4.7 1) 
















987

654

321

; 2) 













2814

2410

6

1
; 3) 









12

12/5
; 4) 































1
7

2

7

4

1
7

1

7

2

1
7

4

7

1

. 

 

Занятие 5. Решение невырожденных систем линейных уравнений 

Аудиторные задания 

5.1 Убедиться, что система является невырожденной, и решить ее по формулам 

Крамера и матричным способом: 

1) 














;287

,8654

,532

yx

zyx

zyx

 2) 














;185

,1432

,732

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3) 














.218103

,12462

,332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 4) 















.423

,12

,02

321

21

321

xxx

xx

xxx
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5) 














.0723

,063

,0722

zyx

zyx

zyx

 6) 














.534

,122

,23

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 7) 














.21325

,053

,452

zyx

zyx

zyx

 8) 








.1843

,82

21

21

xx

xx
  

9) 














.1323

,34

,532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 10) 














.534

,923

,122

zyx

zyx

zyx

 11) 














.010243

,0145

,03327

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Домашние задания 

5.2 Проверить, являются ли системы невырожденными, и если являются, то ре-

шить их матричным методом и по формулам Крамера: 

1) 














.3

,12

,024

32

321

321

xx

xxx

xxx

 2) 














.12

,04

,52

32

31

21

xx

xx

xx

 3) 














.105

,163

,52

zy

zx

yx

 4) 















.1625

,16732

,62

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Ответы: 5.1 1) (–2;2;1); 2) (1;2;–3); 3) (–3;3;0); 4) 1321  xxx ; 5) 1,1,2  zyx ;  

6) 1,0,1 321  xxx ; 7) 2,2,4  zyx ; 8) 3,2 21  xx ; 9) 

0,1,1 321  xxx ; 10) 1,1,2  zyx ; 11) 1,3,0 321  xxx . 

5.2 1) 2,1,1 321  xxx ; 2) .
3

2
,

3

1
,

3

8
321  xxx ; 3) 5,3,1  zyx ;  

4) 1,1,3 321  xxx . 

 

Занятие 6. Ранг матрицы 

Аудиторные задания 

6.1 Найти ранг матрицы: 

1) 




















031

334

213

; 2) 




















3151

5311

6512

. 

6.2 Найти ранги матриц с помощью элементарных преобразований или методом 

окаймляющих миноров и указать какой-либо базисный минор. 
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1) 






















4842

6012

5421

; 2) 






















11111

11312

55718

; 3) 



























1977

7115

4312

1531

; 

4) 





























14157

70531

43235

52313

; 5) 





























7710

2624

3511

1312

4201

. 

6.3 При каких значениях  ранг матрицы равен двум: 

1) 






















334

10

431

; 2) 




















700

420

32

? 

6.4 Проверить справедливость неравенств BABAAB rrrr  , , если 





















013

321

201

A ,  



















102

513

420

B . 

Домашние задания 

6.5 Найти ранги матриц и указать какой-нибудь базисный минор. 

1) 





























124

600

024

312

; 2) 





























451041

521131

11201

13112

; 3) 





















 





1

1

0

3

2

0

1

1

2

1

5

3

2

1

2

2

1

1

0

1

. 

6.6 Проверить справедливость неравенства BABA rrr  , если 
















































111

222

111

,

423

312

111

BA . 

Ответы: 6.1 1) 2; 2) 2. 6.2 1) 

442

612

521

,3







r ; 2) 
12

18
,2




r ; 3) 

177

312

131

,3 



r ;  

4) 

157

435

513

,3







r ; 5) 
12

01
,2


r . 6.3 1) 3 ; 2) 2,0  . 6.5 1) 2; 2) 3;  3) 3.  

Занятие 7. Решение произвольных и однородных систем линейных уравнений 
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Аудиторные задания 

7.1 Исследовать системы на совместность и в случае совместности решить их. 

1) 














.323

,132

,22

zyx

zyx

zyx

 2) 














.2749

,42253

,6372

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 3) 









.3232

,142

54321

54321

xxxxx

xxxxx
 

4) 














.547

,323

,132

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 5) 

























.13

,102

,82

,752

,1823

4321

5432

541

5421

5321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 6) 





















.10632

,1232

,522

,2

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

7) 














.6453

,3532

,243

431

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

 8) 














.26204

,03102

,135

4321

421

4321

xxxx

xxx

xxxx

 

7.2 Решить однородную систему и найти фундаментальную систему решений. 

1) 








.0392

,02

321

321

xxx

xxx
 2) 















.0243

,0352

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3) 








.03

,0322

4321

4321

xxxx

xxxx
 

4) 














.020107

,0252

,0634

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 5) 














.0463

,042

,032

321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

 6) 















.02

,0236

,023

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

7.3 Решить системы методом Гаусса: 

1) 














;1622

,032

,4

31

321

321

xx

xxx

xxx

 2) 














;524

,22

,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3) 














;03

,0334

,023

yx

zyx

zyx

 4) 















.687

,9654

,632

yx

zyx

zyx
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Домашние задания 

7.4 Исследовать системы уравнений и в случае совместности решить их. 

1) 














.7653

,3532

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2) 














.444

,2232

,13

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 3) 





















.154

,12

,143

,132

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

 4) 















.26204

,03102

,135

4321

421

4321

xxxx

xxx

xxxx

 

7.5 Решить системы: 

1) 














.034

,023

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2) 








.0242

,023

4321

4321

xxxx

xxxx
 

Ответы: 7.1 1) Система несовместна; 2) 


















 
RCCCC

CCCC
2121

2121 ,,,
11

510
,

11

29
; 

3) 

















 
RCCCCCC

CCCCCC
321321

321321
,,,,,

7

1374
,

7

149
; 

4) 















 
RCCCCCC

CCCC
321321

2321 ,,,,,
5

4
,

5

51353
; 

5) 2,1,3,4,5 54321  xxxxx ; 6)   RCCCCC  3,2,1, ; 

7) система несовместна; 8) 






















 
RCC

CCCC
CC 21

1221
21 ,

3

210
,

9

2553
,, . 

7.2 1)  5,1,3;,
5

,
5

3
11

1
1

















RCC

C
C ; 2) 0321  xxx ;  

3)   
























 
1,

7

5
,0,

7

8
;0,0,1,1;,

7

5
,,

7

87
212

2
1

21 RCCC
C

C
CC

;  

4) 











































 
1,0,7,

3

38
,0,1,

2

7
,

3

19
,,,

2

147
,

3

3819
2121

2121
RCCCC

CCCC
;  
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5) 































 

2

5
,

2

3
,1,0,

4

5
,

4

3
,0,1,,

4

105
,

4

63
,, 21

2121
21 RCC

CCCC
CC ; 

6) 













































 



1,0,

26

11
,

26

23
,

26

9
,0,1

13

11
,

13

3
,

13

4
,,,

26

1122
,

26

236
,

26

98
2121

212121
RCCCC

CCCCCC
. 

7.3 1)   RCCCC  ;;42;8 ; 2) несовместна; 3)   RCCCC  ;5;;3 ; 4) (–

2;1;2).  

7.4 1) Несовместна; 2) 

















 
RCC

CC
,

5

8
,

5

75
; 3) 1,1 21  xx ;  

4) 





















 
RCC

CCCC
CC 21

1221
21 ,

3

210
,

9

2553
,, . 

7.5 1) 0,0,0 321  xxx ; 2) },|),,2,0{( 212121 RCCCCCC  . 

 

Занятие 8. Векторы. Линейные операции над векторами. скалярное произведение 

векторов 

Аудиторные задания 

8.1 Определить, для каких векторов a


 и b


 выполняются следующие условия: 

1) |||||| baba


 ; 2) |||||| baba


 ; 3) |||| baba


 ; 4) 0|| ba


; 5) 
|||| b

b

a

a








 . 

8.2 Даны векторы kjia


623   и jib


 2 . Определить проекции на коорди-

натные оси следующих векторов: 

1) b


2

1
 ; 2) a


2 ; 3) ba


32  . 

8.3 Проверить коллинеарность векторов )3;1;2( a


 и )9;3;6( b


. Установить, ка-

кой из них длиннее другого и во сколько раз, как они направлены – в одну или в противо-

положные стороны. 

8.4 При каких α и  векторы kjia


35   и kjib


 2  ортогональны, а 

векторы a


 и kjic


 2  коллинеарны? 

8.5 Найти направляющие косинусы вектора )3;2;6( a


. 

8.6 Определить модули суммы и разности векторов kjia


853   и kjib


4 . 
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8.7 Даны вершины треугольника      3;5;6,3;1;0,2;1;4 CBA  . Найдите: 1) коор-

динаты вектора AD , если AD – медиана треугольника; 2) координаты точки O пересече-

ния медиан этого треугольника. 

8.8 Даны точки        4;4;1,4;3;0,0;0;0,0;4;4 DCBA . Докажите, что ABCD – рав-

нобедренная трапеция. 

8.9 Дан треугольник с вершинами в точках      2;0;1,2;1;4,1;3;2 CBA  . Найти:  

а) внутренний угол при вершине С; б) площадь треугольника АВС; в) длину высоты, опу-

щенной из вершины С на АВ. 

8.10 Даны точки )5;0;3(),3;1;2(),1;2;1( CBA  . Подобрать точку D  так, чтобы че-

тырехугольник ABCD  был параллелограммом. 

8.11 Найти ( nmnm


 ,2 ), если ,3,2 banbam


  ;2||||  ba


 



)^,( ba


. 

8.12 Даны вершины четырехугольника )1;1;4(),0;4;1(),2;2;1(  CBA  и )3;5;5( D . 

Доказать, что его диагонали AC  и BD  взаимно перпендикулярны. 

8.13 Вычислить внутренние углы треугольника АВС, если 

)2;4;7(),7;1;3(),1;2;1(  CBA . Убедиться, что этот треугольник равнобедренный. 

8.14 Вычислить проекцию вектора kjia


525   на ось вектора kjib


22  . 

8.15 Даны векторы  4;3;1a


,  2;4;3 b


,  4;1;1c


. Найти aпр
cb





. 

8.16 Какую работу производит сила  4;1;2 F


, когда точка ее приложения, 

двигаясь прямолинейно, перемещается из точки  3;2;1A  в точку  1;6;5 B ? 

Домашние задания 

8.17 Найти длины диагоналей параллелограмма, построенного на векторах 

)8;5;3( a


 и )4;1;1( b


, и косинус угла между его диагоналями. 

8.18 Даны три вектора )0;5;1(,)1;1;2( ba


  и )2;4;4( c


. Вычислить )23(пр bac


  . 

8.19 При каком значении   векторы kjia


23   и kjib


 2  взаимно 

перпендикулярны? 

8.20 Векторы a


 и b


 образуют угол 



 . Зная, что 1||,3||  ba


, вычислить угол   

между векторами bap


  и baq


 . 

8.21 Найти координаты вектора b


, коллинеарного вектору )1;1;2( a


, при 

условии что 3),( ba


. 
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8.22 Даны точки      4;3;2,4;3;2,2;0;1 CBA  . Найдите координаты вектора AD , 

если известно, что точка D делит отрезок BC в отношении 3 . 

8.23 Найдите направляющие косинусы вектора AB , если    3;8;1,5;4;3  BA . 

8.24 Найдите вектор b


, ортогональный вектору kjia


 2  и удовлетворяю-

щий условиям     2,;3,  jbib


. 

Ответы: 8.1 1) ba


 ; 2) baba


 , ; 3) ba


 ; 4) ba


 ; 5) 

0;0;  baba


.  

8.2 1) 







 0;

2

1
;1 ; 2)  12;4;6  ; 3)  12;1;0  .  

8.3 Векторы противоположно направленные, вектор b


 длиннее вектора a


 в 3 раза.  

8.4 1) 5 ; 2) 
5

3
;10  . 8.5 

7

3
cos;

7

2
cos;

7

6
cos  .  

8.6 14;6  baba


. 8.7 1)  2;4;1 AD ; 2) 











3

2
;

3

5
;

3

10
O . 8.8 baba


 , .  

8.9 а) 
494

18
arccos ; б) 

2

170
; в) 

3

170
. 8.10  9;1;0D . 8.11 – 42.  

8.13 
14

122
cos;

14

122
cos;

49

12
cos  CBA . 8.14 

3

2
 . 8.15 5. 8.16 20.  

8.17 6||  ba


, 14|| ba


, 
21

20
cos  . 8.18 11)23(  baпрc


 . 8.19 6 . 8.20 




 arccos . 8.21 










2

1
;

2

1
;1b


. 8.22  0;3;3AD . 8.23 

3

1
cos;

3

2
cos;

3

2
cos  . 

8.24  7;2;3b


. 

 

Занятие 9. Векторное и смешанное произведения векторов 

Аудиторные задания 

9.1 Векторы a


 и b


 ортогональны. Зная, что 4||,3||  ba


, вычислить: 1) |],[| ba


;  

2) |],[| baba


 ; 3) |])(,)3([| baba


 . 
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9.2 Даны векторы )1;2;1(),2;1;3(  ba


. Найти координаты векторных про-

изведений: ]2,2[;],2[;],[ bababbaba


 3)2)1) . 

9.3 Найдите какой-либо ненулевой вектор c


, перпендикулярный векторам 

 3;2;1a


 и  5;2;0b


. 

9.4 Вычислите синус угла, образованного векторами kja


 6  и jib


3 . 

9.5 Даны вершины треугольника )1;3;1(),2;6;5(),2;1;1(  CBA . Вычислить пло-

щадь треугольника и длину высоты, опущенной из вершины B  на сторону AC . 

9.6 Докажите справедливость тождества    bababa


,2,   и выясните его 

геометрический смысл. 

9.7 Даны векторы kjckjibkjia


 ,3;2 . Найдите: 1)   cba


,, ;  

2)   cba


,, . 

9.8 Известно, что 0


 cba . Докажите, что      cbacba


,,,  . 

9.9 Сила  2;4;3F


 приложена к точке  2;1;2 C . Определите величину и 

направляющие косинусы момента силы относительно начала координат.  

9.10 Выясните, компланарны ли векторы: 

а)  1;1;0a


,  1;1;1b


,  0;0;1c


; б)  0;2;4 a


,  3;6;3b


,  5;4;1 c


. 

9.11 Доказать, что четыре точки ),1;2;1(),5;1;0(),1;2;1(  CBA  )3;1;2(D  лежат в 

одной плоскости. 

9.12 Даны вершины тетраэдра: ),7;3;6(),2;1;4(),1;3;2( CBA   )8;4;5( D . Найти 

объем тетраэдра и длину высоты, опущенной из вершины D . 

9.13 Выясните ориентацию тройки векторов:  

1) kjickjibkjia


 32,43;2 ;  

2) kjickibkjia


 2,23;25 . 

9.14 Найти длину высоты параллелепипеда, построенного на векторах 

kjickibkjia


 ,24,5 , если за основание взят параллелограмм, построенный 

на векторах a


 и b


. 

Домашние задания 

9.15 Найти вектор c


, ортогональный векторам )1;3;2( a


 и )3;2;1( b


 и удовле-

творяющий условию 10)72,(  kjic


. 
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9.16 Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах )1;1;0( a


 

и )1;1;1(b


. 

9.17 Вычислить синус угла, образованного векторами )1;2;2( a


 и )6;3;2(b


. 

9.18 Установить, компланарны ли векторы cba


,, , если ),1;3;2( a


 

)11;9;1(),3;1;1(  cb


. 

9.19 Лежат ли точки )2;8;5(),10;5;3(),4;8;3(),4;5;5( DCBA  в одной плоскости? 

9.20 Выяснить, правой или левой будет тройка векторов ,)0;4;3(a


 

)5;2;0(,)1;4;0( cb


 . 

9.21 Вычислите объем тетраэдра ABCD и длину высоты, опущенную из точки D 

на основание ABC, если известны координаты его вершин 

       8,3,1,3,1,2,3,2,3,1,0,0 DCBA  . 

9.22 Даны три силы      3;1;4,1;2;3,3;1;2 321  FFF


, приложенные к точке 

 2;4;1 C . Определите величину и направляющие косинусы момента равнодействую-

щей силы относительно точки  1;3;2 A . 

Ответы: 9.1 1) 12; 2) 24; 3) 48. 9.2 1) (5;1,7); 2) (10; 2; 14); 3) (20; 4; 28). 9.3 

kjic


254  .  

9.4 
185

23
. 9.5 5;2 . 9.6 Площадь параллелограмма, сторонами которого являются диаго-

нали данного параллелограмма, равна удвоенной площади данного параллелограмма.  

9.7 1) kji


224  ; 2) kj


22  . 9.9 15; 
15

11
cos;

15

2
cos;

3

2
cos  . 9.10 а) да;  

б) нет. 9.12 11;
3

154
. 9.13 1) правая тройка; 2) левая тройка. 9.14 

143

16
. 9.15  1,5,7c


.  

9.16 6 . 9.17 
21

175
sin  . 9.18 Компланарны. 9.19 Нет, не лежат. 9.20 Левая.  

9.21 
137

29
,

6

29
. 9.22 

66

7
cos;

66

4
cos;

66

1
cos;66  .  
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Занятие 10. Прямая на плоскости 

Аудиторные задания 

10.1 Написать уравнение прямой, проходящей через точку )2;1(A , перпендику-

лярно вектору 21MM , если )2;3(,)7;2( 21 MM  . 

10.2 Написать каноническое и параметрические уравнения прямой, проходящей че-

рез точку )2;3( A  параллельно: 1) вектору )5;1(S


; 2) оси Oу . 

10.3 Написать уравнение прямой, проходящей через точку )8;1(A  и образующей 

с осью абсцисс угол, равный 
4

3
. 

10.4 Написать уравнение прямой, проходящей через точки    5;4,1;2 21 MM , и 

найти точки ее пересечения с осями координат. 

10.5 Составить уравнение прямой, проходящей через точку  3;40M , являющуюся 

основанием перпендикуляра, опущенного из начала координат на эту прямую. 

10.6 При каком значении A прямая 0134  yAx  образует с осью Ox угол 

 45 ? 

10.7 Даны вершины треугольника      4;3,5;4,3;2  CBA . Найти: 1) уравнение 

стороны AB; 2) уравнение медианы, проведенной из вершины C; 3) уравнение высоты, 

проведенной из вершины C. 

10.8 Написать уравнение прямой, параллельной биссектрисе второго координат-

ного угла и отсекающей на оси Oy отрезок, равный 3. 

10.9 Найдите уравнение прямой, проходящей через точку  3;2 A : 1) параллельно 

прямой 92  xy ; 2) перпендикулярно прямой 023  yx . 

10.10 Каково взаимное расположение двух прямых, угловые коэффициенты кото-

рых равны – 2,5 и – 0,4? 

10.11 Найдите расстояние от точки  2;1M  до прямой: 

1) 








,32

,1

ty

tx
 2) 









.33

,25

ty

tx
 

10.12 Какие прямые данной пары пересекаются, параллельны или совпадают? Ес-

ли прямые пересекаются, найдите координаты точки их пересечения: 

1) 012  yx  и 023  yx ; 2) 262  yx  и 013  yx ; 

3) 3 yx  и 0133  yx ; 4) 
1

1

2

1






 yx
 и 

1

2

1

2 




 yx
. 

10.13 Найти расстояние между прямыми 026512  yx  и 013512  yx . 
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10.14 Найти проекцию точки )6;2(A  на прямую 0543  yx . 

Домашние задания 

10.15 Найти уравнение прямой, проходящей через точку пересечения прямых 

0723  yx  и 063  yx  и отсекающей на оси абсцисс отрезок, равный 3. 

10.16 Найти точку O  пересечения диагоналей четырехугольника ABCD , если 

)5;3(),2;5(),5;3(),3;1(  DCBA . 

10.17 Даны вершины треугольника ABC : )1;6(,)2;2(,)2;1( CBA  . Найти: 

1) уравнение стороны AB ; 

2) уравнение высоты CH ; 

3) уравнение медианы АМ; 

4) уравнение прямой, проходящей через вершину C  параллельно стороне AB ; 

5) расстояние от точки C  до прямой AB . 

10.18 Найти уравнения перпендикуляров к прямой 01553  yx , проведенных 

через точки пересечения данной прямой с осями координат. 

10.19 Записать уравнение прямой, проходящей через точку )3;2(A  и составляю-

щей с осью Ox  угол: а) 45
о
; б) 90

о
; в) 0

о
. 

10.20 Найти точку B , симметричную точке )12;8(A  относительно прямой 

062  yx . 

10.21 Найти один из углов между прямыми: 

1) 0532  yx  и 073  yx ; 2) 








7

4

ty

x
 и 











23

13

ty

tx
. 

Ответы: 10.1 0179  yx . 10.2 1) 











ty

txyx

52

3
,

5

2

1

3
; 2) 3,

1

2

0

3






x

yx
.  

10.3 07  yx . 10.4    0;5,1,3;0;032  yx . 10.5 02534  yx . 10.6 –4.  

10.7 1) 0114  yx ; 2) 052  yx ; 3) 0134  yx . 10.8 3 xy .  

10.9 1) 072  yx ; 2) 093  yx . 10.10 Пересекаются. 10.11 1) 0; 2) 
13

8
.  

10.12 1) 









7

3
;

7

5
; 2) совпадают; 3) параллельны;  4)  5;9  . 10.13 3. 10.14  2,1 .  

10.15 3x . 10.16 )3/1;3(O . 10.17 1) 
4

2

1

1






 yx
; 2) 024  yx ; 3) 01765  yx ;  
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4) 0254  yx ; 5) 
17

19
. 10.18 0935,02535  yxyx . 10.19 1) 05  yx ;  

2) 02 x ; 3) 03 y . 10.20 )4;12(B . 10.21 1)
130

7
arccos ; 2) 60

3



. 

 

Занятие 11. Плоскость 

Аудиторные задания 

11.1 Даны точки  2;1;31 M  и  1;2;42 M . Составьте уравнение плоскости, про-

ходящей через точку 1M  перпендикулярно вектору 21MM . 

11.2 Составьте уравнение плоскости, проходящей через три точки:  

1)    1;1;4,2;1;3 21  MM  и  2;0;23M ; 2)    2;0;3,4;3;1 21 MM  и  7;5;23M . 

11.3 Укажите особенности в расположении относительно системы координат Ox-

yz плоскости, заданной уравнением: 1) 0123  zy ; 2) 052  zyx ;  

3) 012  yx ; 4) 02  yx ; 5) 0 zx ; 6) 043  zy ; 7) 032 x ; 8) 04 z ;  

9) 0y . 

11.4 Найдите длины отрезков, отсекаемых на осях координат плоскостью 

0623  zyx . 

11.5 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку  0;1;10 M  парал-

лельно векторам: 1)  3;2;0a


 и  2;4;1b


; 2)  3;1;21 s  и  1;0;32 s . 

11.6 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку  2;3;10 M  па-

раллельно: 1) плоскости 03423  zyx ; 2) плоскости Oyz. 

11.7 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку )2;0;1( M  пер-

пендикулярно к плоскостям 052  zyx  и 0132  zyx . 

11.8 Найдите угол между плоскостями: 1) 014  zyx  и 03 zyx ;  

2) 052  zyx  и 032  zyx . 

11.9 Дана пирамида с вершинами      5;0;1,1;1;3,3;2;2  CBA ,  3;2;4 D . 

Найдите длину высоты, опущенной из вершины D на грань ABC. 

11.10 Установите, какие из следующих пар плоскостей пересекаются, параллель-

ны или совпадают: 

1) 013  zyx  и 0252  zyx ;  

2) 0223  zyx  и 01246  zyx ; 
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3) 04262  zyx  и 06393  zyx . 

11.11 Найдите расстояние между плоскостями 021632  zyx  и 

0351264  zyx . 

Домашние задания 

11.12 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку М перпендикуляр-

но к вектору n


, если: 1)  1;2;13);1;5;3( nM


 ; 2)  0;7;0);0;0;2( nM


; 3) )1;3;0( M ; 

21MMn 


, где )2;0;3(),0;1;1( 21 MM  . 

11.13 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку )3;2;1(M , парал-

лельно плоскости, проходящей через точки )0;2;1(),5;4;3(),2;0;1( 321  MMM . 

11.14 Определите, при каком значении параметра  плоскость 

05)12(  zyx : 

1) параллельна плоскости 0432  zyx ; 

2) параллельна плоскости 07  zy ; 

3) перпендикулярна к плоскости 03  zyx ; 

4) перпендикулярна к плоскости Oxz. 

11.15 Составьте уравнение плоскости, проходящей через точки )3;2;1(1M  и 

)1;1;2(2M  перпендикулярно к плоскости 0643  zyx . 

11.16 Найдите расстояние от точки )1;1;2(M  до плоскости 01 zyx . 

11.17 Найдите точку пересечения плоскостей 032,06  zyxzyx , 

022  zyx . 

Ответы: 11.1 023  zyx . 11.2 1) 0833  zyx ; 2) 01785  zyx .  

11.3 1) параллельно оси Ox; 2) проходит через начало координат; 3) параллельна оси Oz;  

4) проходит через ось Oz; 5) проходит через ось Oy; 6) проходит через ось Ox; 7) парал-

лельна плоскости Oyz; 8) параллельна плоскости Oxy; 9) совпадает с плоскостью Oxz. 11.4 

2; 3; 6. 11.5 1) 05238  zyx ; 2) 0837  zyx . 11.6 1) 01423  zyx ;  

2) 1x . 11.7 01135  zyx . 11.8 
3

6
arccos . 11.9 1) пересекаются; 2) параллельны;  

3) совпадают. 11.10 5h . 11.11 5,5. 11.12 1) 048213  zyx ; 2) 0y ;  

3) 0122  zyx . 11.13 0123  zyx . 11.14 1) 2 ; 2) 0 ; 3) 4,0 ; 4) 

5,0 . 11.15 02  zyx . 11.16 3 . 11.17  3;2;1 . 
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Занятие 12. Прямая в пространстве. Прямая и плоскость в пространстве 

Аудиторные задания 

12.1 Составьте канонические и параметрические уравнения прямой, проходящей 

через точку  3;0;20 M  параллельно вектору  5;3;2 a


. 

12.2 Составьте канонические и параметрические уравнения прямой:  

1) 








;01

,032

zyx

zyx
 2) 









.0223

,012

zyx

zyx
 

12.3 Найдите угол между прямыми 
1

3

3

2

2

1









 zyx
 и 

6

10

43

1 




 zyx
. 

12.4 При каких значениях a прямые 
 

a

azy

a

x
2

2

1

11 






 и 

11

z

a

yx
 :  

1) пересекаются; 2) скрещиваются; 3) параллельны; 4) совпадают? 

12.5 Составьте уравнения сторон треугольника с вершинами в точках 

     5;3;2;0;1;1;1;2;3  CBA . 

12.6 Найдите уравнения прямой, проходящей через точку  4;5;2 M  параллельно 

прямой 
4

5

3

2

2

1 







 zyx
. 

12.7 Выясните взаимное расположение прямой и плоскости: 
54

3

2

1 zyx






 и 

0523  zyx . 

12.8 Напишите канонические уравнения прямой, проходящей через точку 

 3;1;2 M  перпендикулярно плоскости 0423  zyx . 

12.9 Найдите угол между прямой и плоскостью: 

1) 
62

2

3

1







 zyx
 и 01744  zyx ; 2) 









0273

,0724

zyx

zyx
 и 

013  zyx . 

12.10 Напишите уравнение плоскости, проходящей через точку )3;0;2( M  парал-

лельно прямым 
11

1

3

2 zyx






 и 

121

zyx
 . 

12.11 Найдите координаты точки пересечения прямой 
1

2

1

2

2

1 





 zyx
 с 

плоскостью 0523  zyx . 
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12.12 Найдите проекцию точки )4;1;3( A  на плоскость 052  zyx . 

12.13 Найдите точку A, симметричную точке  5;5;6 P  относительно плоскости 

042  zyx . 

12.14 Найдите проекцию точки )1;3;2(A  на прямую 
3

2

2

2

1

7 





 zyx
 и рас-

стояние от этой точки до данной прямой. 

Домашние задания 

12.15 Составьте уравнения прямой, проходящей через точку  2;3;4 M : 1) парал-

лельно оси Ox; 2) параллельно оси Oz; 3) перпендикулярно к плоскости 0523  zyx ;  

4) перпендикулярно к плоскости Oxz. 

12.16 Вычислите угол между прямой 








013

032

zy

yx
 и плоскостью 

0132  zyx . 

12.17 Найдите уравнения перпендикуляра, проведенного из точки )1;5;3( A  на 

плоскость: 1) 0352  zyx ; 2) 0423  zx ; 3) 01y . 

12.18 Пересекаются ли прямые:  

1) 
3

4

2

3

1

2 







 zyx
 и 

5

3

2

4

3







zyx
; 2) 









,0523

,0743

zyx

zyx
 и 









032

,063

zyx

zyx
? 

12.19 Составьте параметрические уравнения медианы треугольника с вершинами 

)3;2;0(),4;1;5(),7;6;3( CBA  , проведенной из вершины С. 

12.20 Найдите координаты точки Q, симметричной точке )9;1;3( P  относительно 

плоскости 0734  zyx . 

12.21 Найти координаты точки Q, симметричной точке )7;5;2( P  относительно 

прямой, проходящей через точки )6;4;5(1M  и )8;17;2(2 M . 

12.22 Найдите угол между прямыми:  

1) 
0

1

43

2 


 zyx
 и осью Ox; 2) 









,0

,0

yx

yx
 и 









.02

,0

zy

zy
 



132 

 

Ответы: 12.1 





















.53

,3

,22

;
5

3

32

2

tz

ty

tx
zyx

 12.2 1) 






















.2

,1

,32

;
21

1

3

2

tz

ty

tx
zyx

  

2) 
























.1

,2

,1

;
1

1

1

2

1

1

tz

ty

tx
zyx

. 12.3 
2


. 12.4 1) 3a ; 2) 3;1  aa ; 3) 1a ;  

4) 1a . 12.5 
1

1

3

2

4

3











 zyx
; 

6

1

1

2

5

3









 zyx
; 

54

1

1

1







 zyx
. 12.6 

4

4

3

5

2

2 







 zyx
.  

12.7 Прямая параллельна плоскости. 12.8 
2

3

1

1

3

2 







 zyx
. 12.9 1) 











63

62
arcsin ;  

2) 














711

19
arcsin . 12.10 01752  zyx . 12.11  0;4;3  . 12.12.  .5;2;1 . 12.13 

 1;7;2A .  

12.14   59;4;2;5 . 12.15 1) 
0

2

0

3

1

4 





 zyx
; 2) 

1

2

0

3

0

4 





 zyx
; 3) 

2

2

3

3

1

4 







 zyx
;  

4) 
0

2

1

3

0

4 





 zyx
. 12.16 6345;

7

5
sin  

. 12.17 1) 
5

1

1

5

2

3 







 zyx
;  

2) 
2

1

0

5

3

3









 zyx
; 3) 

0

1

1

5

0

3 





 zyx
. 12.18 1) нет; 2) да. 12.19 















.317

,23

,2

tz

ty

tx

  

12.20 )10;2;1( Q . 12.21 )3;1;4( Q . 12.22. 1) 
5

3
cos  ; 2) 

61

6
cos  . 

 

Занятие 13. Кривые второго порядка на плоскости 

Аудиторные задания 

13.1 Для следующих эллипсов и гипербол найдите: а) полуоси;  

б) расстояние между фокусами; в) эксцентриситет ; г) координаты фокусов; д) координа-

ты вершин; е) для гипербол составьте уравнения асимптот. 

1) 1
2516

22


yx

; 2) 1
1625

22


yx

; 3) 1
25144

22


yx

; 4) 1
25144

22


yx

. 

13.2 Составьте уравнение эллипса, фокусы которого лежат на оси абсцисс и сим-

метричны относительно начала координат, если: 

1) его полуоси равны 1 и 7; 
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2) расстояние между фокусами равно 8 и малая полуось равна 3; 

3) большая полуось равна 5 и точка  4;2;30 M  лежит на эллипсе. 

13.3 Составьте уравнение эллипса, фокусы которого лежат на оси ординат и 

симметричны относительно начала координат, если: 

1) его полуоси равны 2 и 5; 

2) расстояние между фокусами равно 12 и большая полуось 13; 

3) малая ось равна 10, а эксцентриситет 
13

12
 . 

13.4 Составьте уравнение гиперболы, если: 

1) ее фокусы находятся в точках    0;7,0;7 21 FF , а действительная полуось равна 

5; 

2) гипербола проходит через точку  35,2;60 M , а ее вершины находятся в точках 

   0;4,0;4 21 AA  . 

13.5 Составьте уравнение гиперболы, фокусы которой лежат на оси ординат и 

симметричны относительно начала координат, если: 

1) ее действительная и мнимая полуоси равны 11 и 4 соответственно; 

2) расстояние между фокусами равно 10, а эксцентриситет 
3

5
 ; 

3) уравнение одной из асимптот xy
4

3
 , а действительная полуось равна 6. 

13.6 Составьте каноническое уравнение параболы, если: 

1) ее вершина совпадает с началом координат, а фокус находится в точке  0;2F ; 

2) ветви направлены вверх, а параметр равен 4; 

3) уравнение директрисы 3y , а фокус находится в точке  3;0 F ; 

4) ее вершина совпадает с началом координат, парабола проходит через точку 

 6;90 M  и ось абсцисс является осью параболы. 

13.7 Определите вид и расположение линии 2-го порядка, постройте ее: 

1) 011161849 22  yxyx ; 

2) 01276454169 22  yxyx ; 

3) 0498102  yxx ; 
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4) 02422  yxy ; 

5) 07181694 22  yxyx ; 

6) 0683244 22  yxyx . 

Домашние задания 

13.8 Составить каноническое уравнение эллипса, если известно, что: 

1) расстояние между фокусами равно 8, малая полуось равна 3; 

2) малая полуось равна 6, эксцентриситет равен 4/5. 

13.9 Найти координаты фокусов и эксцентриситет эллипса 44 22  yx . 

13.10 Составить каноническое уравнение эллипса, проходящего через точки 














1;

2

33
1M  и 
















3

24
;12M , и найти его эксцентриситет. 

13.11 Найти уравнение гиперболы, если ее асимптоты заданы уравнениями 

02  yx , а расстояние между вершинами, лежащими на оси Ox, равно 4. 

13.12 Составить каноническое уравнение гиперболы, если известно, что: 

1) расстояние между фокусами равно 30, а расстояние между вершинами равно 24; 

2) действительная полуось равна 4 и гипербола проходит через точку )24;2(M . 

13.13 Найти уравнение гиперболы, вершины которой находятся в фокусах, а фо-

кусы – в вершинах эллипса 3056 22  yx . 

13.14 Составить каноническое уравнение параболы, если известно, что: 

1) парабола имеет фокус )2;0(F  и вершину в точке )0;0(O ; 

2) парабола симметрична относительно оси Ox и проходит через точку )2;4( M . 

13.15 Найти длину общей хорды параболы 
22xy   и окружности 522  yx . 

13.16 Написать уравнение параболы, проходящей через точки )0;0(  и )4;2( , если 

парабола симметрична: 1) относительна оси Ox ; 2) относительно оси Oy . 

13.17 Составить канонические уравнения парабол, фокусы которых совпадают с 

фокусами гиперболы 822  yx . 

13.18 Выяснить, какая фигура соответствует каждому из данных уравнений, и (в 

случае непустого множества) изобразить ее в системе координат Оху: 

1) 046422  yxyx ; 



135 

 

2) 02081243 22  yxyx ; 

3) 010432  yxy ; 

4) 0256632 22  yxyx . 

5) 08104254 22  yxyx ; 

6) 02222  yxyx ; 

7) 011262  yxx . 

Ответы: 13.1 1) а) 5;4  ba ; б) 62 c ; в) 
5

3
 ; г)    3;0,3;0 21 FF  ;  

д)        5;0,5;0,0;4,0;4  ;  

2) а) 4;5  ba ; б) 62 c ; в) 
5

3
 ; г)    0;3,0;3 21 FF ; д)        4;0,4;0,0;5,0;5  ;  

3) а) 5;12  ba ; б) 262 c ; в) 
5

13
 ; г)    13;0,13;0 21 FF  ; д)    5;0,5;0 21 AA  ;  

е) xy
12

5
 ; 4) а) 5;12  ba ; б) 262 c ; в) 

12

13
 ; г)    0;13,0;13 21 FF ;  

д)    0;12,0;12 21 AA  ; е) xy
12

5
 . 

13.2 1) 1
149

22


yx

; 2) 1
925

22


yx

; 3) 1
925

22


yx

. 

13.3 1) 1
254

22


yx

;  2) 1
169133

22


yx

; 3) 1
16925

22


yx

. 

13.4 1) 1
2425

22


yx

;  2) 1
1516

22


yx

. 

13.5 1) 1
16121

22


xy

; 2) 1
169

22


xy

; 3) 1
6436

22


xy

. 

13.6 1) xy 82  ; 2) yx 82  ; 3) yx 122  ; 4) xy 42  . 

13.7 Во всех задачах новые координатные оси Ox, Oy, Oz сонаправлены старым, начало 

координат новой системы координат находится в точке O. 
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1) эллипс  2;1,1
94

22

 O
YX

; 2) гипербола  2;3,1
916

22

 O
YX

; 

3) парабола  3;5,82 OYX  ; 4) парабола  2;3,22  OXY ; 

5) пара пересекающихся прямых 0732  yx  и 0132  yx ; 6) точка  4;2O . 

13.8 1) 1
259

;1
925

2222


yxyx

; 2) 1
36100

;1
10036

2222


yxyx

.  

13.9    
2

3
,3,0,3,0 21  FF . 13.10 

3

5
;1

49

22


yx

. 13.11 1
14

22


yx

.  

13.12. 1) 1
81144

;1
81144

2222


xyyx

; 2) 1
416

22


xy

. 13.13 1
51

22


xy

. 13.14 1) ;82 yx    

2) xy 2 . 13.15 2. 13.16 1) xy 82  ; 2) 
2xy  . 13.17 xy 162  .  

13.18 1) окружность     1232
22
 yx ; 2) гипербола 

   
;1

4

2

3

1
22





 xy

  

3) парабола    232
2

 xy ; 4) пустое множество; 5) эллипс 1
4,0

)2,0(

5,2

)5,0( 22





 yx

; 

6) пара пересекающихся прямых 0;02  yxyx ; 7) парабола 123 2  yx .  

 

Занятие 14. Поверхности второго порядка 

Аудиторные задания 

14.1 Определите вид поверхностей и их расположение относительно координат-

ных осей: 

1) 1
25169

222


zyx

; 2) 1
1002516

222


zyx

; 3) 1
1002516

222


zyx

;  

4) 1
496425

222


zyx

; 5) z
yx

2
416

22

 ; 6) 0
25169

222


zyx

;  

7) 1
1002516

222


zyx

; 8) x
zx

2
2516

22

 ; 9) 1
10016

22


zx

;  

10) 1
2516

22


zx

; 11) xz 182  . 
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14.2 Привести к каноническому виду уравнение 2-го порядка, используя преоб-

разование параллельного переноса, определить вид поверхности и ее расположение отно-

сительно новой системы координат: 

1) 0111618449 222  zxzyx ; 2) 0431618449 222  zxzyx ; 

3) 0251618449 222  zxzyx ; 4) 723649 22  xzy ; 

5) 0124622  yxyx ; 6) 1642  xy ; 7) 010246222  zyxzyx . 

14.3 Постройте тело, ограниченное поверхностями: 

1) 3;;1;0;422 xyxyzzyx  , расположенное в первом октанте;  

2) 2222 ;0;2 yxzzxyx  ; 3) 4;4;0;0;0;122  yxzyxyxz ;  

4) 3;0;22  xzyxz ; 5) ayxzyx 3;9 22222  . 

Домашние задания 

14.4 Определить вид поверхности и построить ее: 

1) 0453222  zyxzyx ; 2) 22 2zyx  ; 3) 42 222  zyx ; 

4) 032 222  zyx ; 5) xz 42  ; 6) 522  zx ; 

7) zzyx 2222  ; 8) 0341883 22  zxzx ; 9) 014106105 22  zyxyx ; 

Ответы: 14.1 1) эллипсоид; 2) двуполостный гиперболоид, вытянутый вдоль оси Oz;  

3) двуполостный гиперболоид, вытянутый вдоль оси Ox; 4) двуполостный гиперболоид, 

вытянутый вдоль оси Oy; 5) эллиптический параболоид, вытянутый в положительном 

направлении оси Oz; 6) конус, вытянутый вдоль оси Ox; 7) однополостный гиперболоид, 

вытянутый вдоль оси Ox; 8) эллиптический параболоид, вытянутый в отрицательном 

направлении оси Ox; 9) эллиптический цилиндр, образующие параллельны оси Oy; 10) ги-

перболический цилиндр, образующие параллельны оси Oy; 11) параболический цилиндр, 

образующие параллельны оси Oy. 

14.2 Во всех задачах новые координатные оси OX, OY, OZ сонаправлены старым, начало 

координат новой системы координат находится в точке O. 

1) эллипсоид  2;0;1;1
994

222

 O
ZYX

; 

2) однополостный гиперболоид 1
994

222


ZYX

, вытянутый вдоль оси OZ,  2;0;1 O ; 
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3) конус второго порядка 0449 222  ZYX , вытянутый вдоль оси OY,  2;0;1 O ; 

4) эллиптический параболоид X
ZY


94

22

, вытянутый в положительном направлении 

оси OX,  0;0;2O ; 

5) эллиптический цилиндр (круговой) 122 YX , образующие параллельны оси OZ, 

 0;2;3O ; 

6) параболический цилиндр XY 42  , образующие параллельны оси OZ,  0;0;4O ; 

7) сфера 4222  ZYX ,  1;2;3 O . 

14.4 1) сфера  
2

25
2

2

5

2

3 2
22


















 zyx ; 2) эллиптический параболоид;  

3) однополостный гиперболоид; 4) коническая поверхность; 5) параболический цилиндр;  

6) круговой цилиндр; 7) сфера 1)1( 222  zyx ; 8) эллиптический цилиндр 

1
3

)3(

9

)4( 22





 zx

; 9) эллиптический параболоид 
10

)3(

2

)1( 22 





yx
z . 

 

Занятие 15. Функция. Предел последовательности и предел функции 

Аудиторные задания 

15.1 Найти области определения функций: 

1) 562  xxy ; 2) 
x

x
y




1

2
arccos ; 3) xxy sinlg25 2  ; 4) 22

2  xy . 

15.2 Проверить функции на четность или нечетность: 

1) 
24 5)( xxxf  ; 2) xxxf  2)( ; 3) 

12
)(




x

x
xf ; 4) 

1

1
)(






x

x

e

e
xf . 

15.3 Построить графики функций: 

1) 
1

32






x

x
y ; 2) |43| 2xxy  ; 3) )22sin(2  xy ; 4) xxy sin . 

15.4 Вычислить пределы: 
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1)  322lim 2

1



xx

x
; 2)    13lim

2

3



xx

x
; 3) 

32

31
lim

2

2

0 



 xx

xx

x
; 4) 

x

x

x 



 2

13
lim

2
;  

5) 
1

4
lim

 xx
; 6) 

53

135
lim

2

2





 xx

xx

x
; 7) 

42

3

435

2
lim

xx

xx

x 




; 8) 

12

31
lim

32





 x

xx

x
;  

9) 























 3

3

52

21

75

12
lim

n

n

n

n

n
; 10) 

   

   22

33

11

11
lim





 nn

nn

n
; 11) 

1

2
lim

3 2





 n

nn

n
;  

12) 
  !!1

!
lim

nn

n

n 
; 13) 

2

3

2 4

8
lim

x

x

x 




; 14) 

4

2

3 81

273
lim

x

x

x 




; 15) 

20

492
lim

2

2

4 



 xx

xx

x
;  

16) 
56

25
lim

2

2

5 



 xx

x

x
; 17) 

532

954
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
; 18) 

1

38
lim

1 



 x

x

x
; 19) 

2

443
lim

4 



 x

x

x
;  

20) 
x

x

x 



 31

37
lim

2
; 21) 
















 22

...321
lim

n

n

n

n
; 22)  xx

x



2lim ;  

23) 




 


3712lim 22 nnnn

n
; 24) 





 


11lim 332/3 xxx

x
;  

25) 
416

11
lim

2

2

0 



 x

x

x
; 26) 

1

1
lim

3

1 



 x

x

x
; 27) 

x

xx

x 2cos

cossin
lim

4




; 28) 

1

sin
lim

 n

nn

n
;  

29) 
67

23
lim

2

23

1 



 xx

xx

x
; 30) 

1

11
lim

21 



 x

xx

x
; 31) 

nn

nn

n 53

53
lim






; 32) 














 31 1

3

1

1
lim

xxx
. 

Домашние задания 

15.5 Найти пределы указанных последовательностей функций: 

1) 
107

342
lim

3

32





 xx

xx

x
; 2) 

110

20107
lim

23

2





 xx

xx

x
; 3) 

   

 !3

!1!2
lim





 n

nn

n
;  

4) 
25

35
lim

1 



 n

n

n
; 5)  n

nn



...321

1
lim

2
; 6) 

2

2

4 16

8103
lim

x

xx

x 




; 7) 

34

1
lim

2

23

1 



 xx

xxx

x
;  

8) 
21

25
lim

2

5 



 x

x

x
; 9) 

39

24
lim

2

2

0 



 x

x

x
; 10) 

x

x

x

11
lim

3

0




;  

11) 





 





 


15lim 22 xxx

x
; 12) 














 22 8

3

2

1
lim

xxx
; 13) 

437

6
lim

2

3 



 x

xx

x
;  

14) 

















 23
lim

2

3

xx

x
x

x
; 15) 

158

122173
lim

25 



 xx

xx

x
. 
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Ответы: 15.1 1)     ;51;  ; 2) 







 1;

3

1
; 3)     ;0;5  ; 4)   ; .  

15.2 1) четная; 2) ни четная, ни нечетная; 3) ни четная, ни нечетная; 4) нечетная.  

15.4 1) 1; 2) 0; 3) 
3

1
 ; 4) ; 5) 0; 6) 

3

5
; 7) 0; 8) ; 9) 0; 10) 3; 11) 0; 12) 0; 13) – 3; 14) 

6

1
 ; 

15) 
5

2
 ; 16) 

2

5
; 17) 

7

13
; 18) 

6

1
; 19) 

2

3
; 20) 

3

1
; 21) 

6

1
 ; 22) 0; 23) 

2

5
; 24) 1; 25) 3; 26) 

3

2
;  

27) 
2

1
 ; 28) 0; 29) 

5

3
; 30) 

2

2
; 31) – 1; 32) – 1.  

15.5 1) 3; 2) 0; 3) 0; 4) 
5

1
; 5) 

2

1
; 6) 

4

7
 ; 7) – 1; 8) 40; 9) 

2

3
; 10) 

3

1
 ; 11) 2; 12) ; 13) 

3

40
;  

14) 3; 15) 
8

2
 . 

 

Занятие 16. Первый и второй замечательные пределы 

Аудиторные задания 

16.1 Вычислить, воспользовавшись первым замечательным пределом: 

1) 
x

x

x

5sin
lim

0
; 2) 

x

x

x 3sin
lim

0
; 3) 

x

x

x 2sin

7tg
lim

0
; 4) 

x

x

x 2arcsin3

4
lim

0
; 5) 

x

x

x 2

5arctg
lim

0
;  

6) 
20

cos1
lim

x

x

x




; 7) 

xx

x

x 3sin

6cos1
lim

0




; 8) 

xx

x

x 2cos5tg

3sin
lim

2

2

0 
; 9) 

20

3coscos
lim

x

xx

x




;  

10) 
30

sintg
lim

x

xx

x




; 11) 

24

3sin
lim

0  x

x

x
; 12) 

  12sin

67
lim

2

1 



 x

xx

x
; 13) 

 

54

1tg
lim

21 



 xx

x

x
;  

14) 
x

xx

x 2tg5

3sin23sin2
lim

0




; 15) 

x

xx

x 2cos

cossin
lim

4






; 16) 
x

x

x 4

cos22
lim

4








;  

17) 
xx

xx

x 3tg4

2cos2cos
lim

3

0




; 18) 

x
x

x

1
sinlim 


; 19) 













x

xx
ctg

sin

1
lim

0
;  

20) 
xx

xx

x 4coscos

5arctg3
lim

0 
; 21) xx

x

tg
2

lim

2
















. 
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16.2 Используя второй замечательный предел, найти: 

1)   x

x
x

/1

0
21lim 


; 2) 

32

12

2
1lim



 













x

x x
; 3) 

2

5

6
lim
















x

x x

x
; 4) 

x

x x

x













 32

12
lim ;  

5)   x

x
x

/3

0
71lim 


; 6) 

x

x x

x
/1

0 39

37
lim 














; 7) 

x

x x

x
















 36

12
lim ; 8)        23ln13ln12lim 


xxx

x
;  

9) 
2

31

7

6
lim

x

x

x x

x















; 10) 

x

x x

x












 1
lim ; 11) )))35ln()32)(ln(4((lim xxx

x



;  

12)   x

x
x

cosec

0
sin1lim 


; 13) 

x

x xx

xx



















 24

12
lim

2

2

; 14)   x

x
x

2ctg2

0
tg31lim 


;  

15)    xx

x
x

/1

0
41lim




 ; 16) 

 

x

x

x

71ln
lim

0




; 17)    1/2

1
12lim






xx

x
x . 

16.3 Вычислить пределы: 

1) 
2/1

0
)(coslim x

x
x


; 2)   x

x
x

2/12

0
tg1lim 


; 3) x

x
xx sin/12

0
)1(lim 


; 4) 

x

e x

x 3

1
lim

2

0




;  

5) 
x

ee xx

x sin
lim

0






; 6) 

13

)1ln(
lim

0 



 xx

x
; 7) 

x

a x

x

1
lim

2

0




. 

Домашние задания 

16.4 Найти пределы следующих функций: 

1) 
x

x

x 3arctg2

8sin
lim

0
; 2) 

xx

x

x 3tgsin3

4cos1
lim

0




; 3) 

20 11

cos3cos
lim

x

xx

x 




; 4) 

xx

xx

x 2tg12tg1

4sin
lim

220 
;  

5) 
xx

x

x sin

cos1
lim

2

3

0




; 6) 

 12tg

372
lim

2

2

1 



 x

xx

x

; 7) 
x

x

x cos21

3
sin

lim

3












 





; 8) 

x

x x

x
3

2
lim 










;  

9) 

x

x x

x
/1

0 21

31
lim 
















; 10)    xxx

x
ln2lnlim 


; 11)    xx

x
x






1/5

1

2

34lim ;  

12)   x

x
x

2sin/1

0
2coslim


; 13) 

x

x

x

12
lim

3

0




; 14) 

1
lim

1 



 x

eex

x
; 15) 

 

x

x

x sin

71ln
lim

0




. 
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Ответы: 16.1 1) 5; 2) 1/3; 3) 7/2; 4) 2/3; 5) 5/2; 6) 1/2; 7) 6; 8) 9/25; 9) 4; 10) 1/2; 11) 12;  

12) – 5/2; 13) – 1/6; 14) 
210

3
; 15) 

2

2
 ; 16) 

4

2
 ; 17) 1/3; 18) 0; 19) 0; 20) 2; 21) 1.  

16.2 1) 2e ; 2) 2e ; 3) 11e ; 4) 2e ; 5) 21e ; 6) 3/2e ; 7) 0; 8) 2; 9) 1e ; 10) 1e ; 11) 1; 12) e;  

13) 2e ; 14) 3e ; 15) 4e ; 16) 7; 17) 4e .  

16.3 1) 2/1e ; 2) e ; 3) e; 4) 2/3; 5) 2; 6) 3ln/1 ; 7) aln2 . 

16.4 1) 4/3; 2) 8/9; 3) – 8; 4) 1; 5) ; 6) 
2

5
 ; 7) 

3

3
; 8) 6e ; 9) 1e ; 10) 2; 11) 15e ; 12) 2e ;  

13) 2ln3 ; 14) e; 15) 7. 

 

Занятие 17. Сравнение бесконечно малых функций. Непрерывность функций. 

Точки разрыва 

Аудиторные задания 

17.1 Вычислить пределы, используя теорему об отношении двух бесконечно ма-

лых функций: 

1) 
x

xx

x cos1

2coscos
lim

0 




; 2) 

x

x

x 3tg2

)1ln(
lim

0




; 3) 

)1ln(

arcsin

lim
21

0 x

x

x

x 




; 4) 

x

e x

x 10sin

1
lim

5

0




;  

5) 
23

)2(3sin
lim

22 



 xx

x

x
; 6) 

25

)5tg(
lim

25 



 x

x

x
; 7) 

x

x

x 2arctg

4sin
lim

3

4

0
; 8) 

 
3/

2

0 1

71ln
lim

xx e

x






. 

17.2 Исследовать функции на непрерывность, установить характер точек разры-

ва: 

1) 
1

)(



x

x
xf ; 2) 

2

)2sin(
)(






x

x
xf ; 3) 

243)( x

x

xf  ; 4) 
1

12
)(

23

2






xxx

xx
xf ; 5) 

3

1
arctg)(




x
xf ; 

6) 
1

|1|
)(






x

x
xf ; 7) 

.1

,1

,1

,2
)(

2 












x

x

x
xf

х

; 8) 

.2

,21

,1

,1

,3

,sin

)( 2



















x

x

x

x

x

x

xf  9) 

15

15
)(

2
1

2
1










x

x

xf ;  

10) 
1

1
)(

3






x

x
xf . 
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Домашние задания 

17.3 Вычислить пределы: 

1) 
x

x

x 2sin

)71ln(
lim

0




; 2) 

xx

e x

x 3

1
lim

2

7sin

0 




; 3) 

)21arcsin(

14
lim

2

2
1 x

x

x 





; 4) 
)23tg(

4
lim

2

2

2 



 xx

x

x
;  

5) 
 x

x

x 2tg1ln

13sin1
lim

0 




; 6) 

 

  xe

x

xx arctg1

3arcsin
lim

23

3

3 




. 

17.4 Исследовать на непрерывность функции; установить характер точек разры-

ва: 

1) 
xx

x
xf

2

tg
)(

2 
 ; 2) 

x

xf
1

31

1
)(



 ; 3) 

.4

,42

,22

,2

,2

,4

)(

2
























x

x

x

x

x

x

xf  Построить график функции; 

4) 
x

xf
xx 


ee

)( ; 5) 

.

,0

,0

,1

,cos

,1

)(

3





















x

x

x

x

x

x

xf  Построить график функции;  

6) 
322

cos1
)(

xx

x
xf




 . 

Ответы: 17.1 1) 3; 2) 
6

1
 ; 3) – 1; 4) 

2

1
; 5) 3; 6) 

10

1
 ; 7) 0; 8) – 21.  

17.2 1) 1x  – точка разрыва 2-го рода; 2) 2x  – точка устранимого разрыва,   12 f ;  

3) 2x  – точки разрыва 2-го рода; 4) 1x  – точка устранимого разрыва,  
2

1
1 f ; 

1x  – точка разрыва 2-го рода; 5) 3x  – точка разрыва 1-го рода; 6) 1x  – точка раз-

рыва 1-го рода; 7) функция непрерывна при Rx ; 8) 1x  – точка разрыва 1-го рода; 9) 

2x  – точка разрыва 1-го рода; 10) 1x  – точка устранимого разрыва;   31 f . 

17.3 1) 7/2; 2) 7/3; 3) – 2; 4) 4; 5) 3/4; 6) 0. 

17.4 1) 0x  – точка устранимого разрыва, 
2

1
)0( f ; 2;1;0(

2
,2 


 kkxx  и т.д.) 

– точки разрыва 2-го рода; 2) 0x  – точка разрыва 1-го рода; 3) 4x – точка разрыва  

1-го рода; 4) 0x  – точка устранимого разрыва, 2)0( f ; 5) всюду непрерывна; 6) 0x  – 

точка устранимого разрыва, 
4

1
)0( f ; 2x  – точка разрыва 2-го рода. 
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Занятие 18. Производная функции, ее геометрический и физический смысл 

Аудиторные задания 

18.1 Исходя из определения, найдите производные функций: 

1) 27xy  ; 2) xy  ; 3)  xxy  tg5 . 

18.2 Найдите производные функций: 

1) 4
7

85
5

7 34 
x

xxy ; 2) xxy 2sin3 ; 3) 
1

32

5

4






x

xx
y ; 4)  45 73  xxy ;  

5) 3

2

7

3

2

1




















x

x
y ; 6)  232ln 23  xxxy ; 7) 

xx

x
x

y
cos3sin

2
cos4sin





 ; 8) 
x

ey x 1
log3

2

  ;  

9) 23 4
2

arccos x
x

xy  ; 10) 
2

sinln2
4

ctg3 xx
y  ; 11)  2arctg  xy ;  

12) 
xx

y
1

12

2



 ; 13) 





















4
cossin

3

2
sincos5 xx

y ; 14) xxy ln/2 ;  

15) 
2

1
arccos

2
arcsin 

x
y ; 16) xy a lnlog . 

18.3 Решите уравнение     0
2

 xf
x

xf , если   xxxf ln3 . 

18.4 Решите неравенство     0 xxf , если   23 122 xxxf  , 

  xxx 729 2  . 

18.5 Вычислите значения производных заданных функций при указанных значе-

ниях независимой переменной: 

1)     ?1;6
1

2
32 


 f

x

x
xxf  2)     ?3;

6
sin

3

3



 f

x

x
xf   

3)   ?
3

;4cos8sin 








 
 fxxxf  4)   ?

2
;

sin1

cos2








 



 f

x

x
xf  

5)     ?1;
arctg

3
 f

x

x
xf  6)     ?0;

2
arcsin4

2

  f
x

exf x   

7)     ?2;3 2   fxf x  8)     ?2;
41

2
ln 


 f

x

x
xf   
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9)       ?0;cos5 22  fxxxxf  10)     ?1;1
2

1 32  fxxxf   

11)   ?
2

;
sin

42

2








 



 f

x

x
xf  

18.6 Составить уравнения касательной и нормали к графику функции 42  xy   

в точке  5;1M . 

18.7 Составить уравнения касательной и нормали к графику функции xy tg   

в точке с абсциссой 
3

4
0


x . 

18.8 Тело массой 7 движется прямолинейно по закону 42  tty . Определите 

кинетическую энергию тела в момент времени 3t . 

18.9 Радиус шара изменяется со скоростью 6 см/с. С какой скоростью изменяют-

ся объем и поверхность шара? 

18.10 Найдите силу тока в проводнике, если заряд, проходящий через поперечное 

сечение проводника, изменяется по закону tetq 32   (кл). 

18.11 Материальная точка движется по окружности так, что угловое перемещение 

 изменяется по закону 32 25,375,6 ttt   (рад). Найдите угловую скорость движения 

материальной точки к моменту времени ct 2  от начала движения. 

Домашние задания 

18.12 Найдите производные функций: 

1) xey x  25 ; 2) 
x

x
y

tg

3cos
 ; 3) xxy 8arcsin2 ; 4) 

1

2ctg3






x

xx
y ;  

5) 
2/arcsin3 xy  ; 6) 

7
sinlog5 2

x
y  ; 7) 

xx
y

4

72

3



 ; 8) 





   2

48ln3 xxy ;  

9) 
x

y
1

arccos ; 10) xxxy arctg ; 11) 
3

2

xe

xx
y




 ; 12) 

b

x

x

a
y

5 3

3 2
 . 

18.13 Составьте уравнения касательной и нормали к графику функции 
21 xey    

в точке с абсциссой 10 x . 

18.14 Вычислите значения производных заданных функций при указанных значе-

ниях независимой переменной: 
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1)     ?2;
12

14
52 


 f

x

x
xxf ; 2)     ?;9sin

5

3

3

2
 fx

x

x
xf ; 

3)   ?
3

;3cos6sin
6

1










 
 fxxxf ; 4)   ?

4
;

tg








 
 fx

x

x
xf ; 

5)     ?2;
41

2
ln

2




 f
x

x
xf ; 6)   ?

2

1
;4221arccos 2 








 fxxxxf ; 

7)     ?0;
1

1
arctg 




 f

x

x
xxf  

Ответы: 18.3 
e

x
1

 . 18.4     ;34; x .  

18.5 1)   71 f ; 2)  
3

2
3 f ; 3) 5

3










 
f  4) 1

2








 
f ; 5)  

8

3

2

1
1


f ; 

6)   20 f ; 7)  
18

3ln
2 f ; 8)  

18

1
2 f ; 9)   50 f ; 10)  

12

7
1 f ; 11) 2

2








 
f . 

18.6 0112;32  yxxy . 18.7  xy 3 . 18.8 
2

49
K . 18.9 RsRv  48,24 2 .  

18.10 teI 332  . 18.11 45  рад/с. 18.13 012;032  yxyx . 

18.14 1)  
9

8
2 f ; 2)  

2

2

15

1259




f ; 3) 6

3










 
f ; 4) 

3

14

4 










 
f ;  

5)  
124

123
2




f ; 6) 0

2

1









f ; 7)   10 f . 

 

Занятие 19. Производная функции. Логарифмическая производная 

Аудиторные задания 

19.1 Найдите производные функций: 

1) xxxxy sh32  ; 2) ey xlog ; 3) 
 xm

y
n 1cos

1


 ; 4) mxy nlnlog2 ;  

5) xey x 5ch2 ; 6)  xy tharcctg ; 7) 
x

x
y

3cth

4ctg
 ; 8) 

x
y

1
sh5 . 

19.2 Используя предварительно логарифмирование, найти производные функ-

ций: 
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1) 
   

 3

52

14

123






x

xx
y ; 2) 

   
 

3
5

822

32

1274

x

xxx
y




 ; 3)   3/sin

2
x

xy  ;  

4)   x
xy 3arcsin ; 5)  

9

8tg
x

xy  ; 6) 
3xxy  ; 7) 

x

x
y

5arcsin
1

cos 









 ;  

8)   x
xy

/5
2log ; 9)   x

xxy 412arctg  ; 10)  
2

6th
xe

xy


 . 

Домашние задания 

19.3 Найдите производные функций: 

1) ax xay coscos  ; 2) 











x
y

ch

1
arcsin ; 3) xxy 6tg ; 4)   x

xy
3ln

2acctg ; 5) 
xxxy  ;  

6) 
 

  3/45 4

54

3

213

xx

xx
y




 ; 7) 

5

3

83

1






x

x
xy ; 8) 

x

xy 4 ; 9) 

x

x
y

/1
1














 ; 10) 

 xxy 7log . 

19.4 Вычислите значения производных заданных функций при указанных значе-

ниях независимой переменной: 

1)       ?1;3
4

 fxxf
x

 2)     ?1;
1

cos

2












 f

x
xf

x

 3)       ?2;cos
/1

 fxxf
x

  

4)     ?1;3ln  fxxf x  5)     ?
2

;sin
2tg








 
 fxxf

x
 6)     ?

2

1
;arcsin

2









 fxxf

x
 

7)       ?2;1
/2

 fxxf
x

8)
 

 
  ?1;

5

12

3

2





 f

x

xx
y  9)

 

 
  ?0;

57

1523

3

4





 f

x

xx
y  

Ответы: 19.4 1)   33ln121 f ; 2)   1cos21 f ; 3)   02 f ; 4)   3ln1 f ;  

5) 0
2








 
f ; 6) 

3

32

3

6ln

3

ln

2

1















f ; 7)   3ln

2

3
12 f ; 8)  

64

2
1 f ;  

9)  
625

56
0 f . 

 

Занятие 20. Дифференцирование функций, заданных параметрически и неявно. 

Дифференциал функции 

Аудиторные задания 

20.1 Найти производные функций, заданных параметрически: 
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1) 1,2 3

3
12  tytx ; 2) 

2

1
,

1

1















t

t
y

t
x ;

 3) )cos1(,)sin(  ayax ; 4) 1,ln 2  tytx ;

 5) 2,arccos ttytx  ; 6) )1ln(,arctg 2tytx  ; 

7) taytax 33 sin,cos  ; 8) ttytx 2cos22sin,tg  . 

20.2 Найти xy  в указанных точках: 

1) 
6

;sin,cos


 tteytex tt . 2) 2;
1

3
,

1

3
2

2

2






 t

t

at
y

t

at
x . 

20.3 Найти производные функций, заданных неявно: 

1) 02 22  yx eyxe ; 2) xyy ln2 ; 3) yxyx arcsinarcsin  ;

 4) yxyx  222 ; 

5) 2arctg xyy  ; 6) 0)cos()sin(  xyxy ; 7) 3/23/23/2 ayx  ;

 8) 0cossin  xeye yx . 

20.4 Найти xy  в точке 1x , если 1)1(,0552 223  yyxyxx . 

20.5 Найти xy  в точке )1,0( , если exye y  . 

20.6 Найти дифференциалы функций: 

1) xxy 3tg ; 2) 2)(arcsinarctg xxy  ; 3) )4ln( 2xxy  ; 4) 125  xyy . 

20.7 Найти приближенное значение функции xxexy 
2

)(  при 2,1x . 

20.8 Вычислить приближенно: 

1) 05,0arcsin ; 2) 2,1ln ; 3) 4 17 ; 4) 6544tg  . 

Домашние задания 

20.9 Найти xy : 

1) 
t

t
y

t

t
x

1
,

1 



 ; 2) teytex tt cos,sin  . 

20.10 Убедиться в том, что функция, заданная параметрически уравнениями 

t

t
y

t

t
x

ln23
,

ln1
2





 , удовлетворяет соотношению 1)(2 2  yxyy . 

20.11 Найти производные от функций, заданных неявно: 

1) 0333  axyyx ; 2) )tg()cos()sin( yxxyxy  . 

20.12 Убедиться в том, что функция у, определенная уравнением 1ln  yxy , удо-

влетворяет соотношению 0)1(2  yxyy . 
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20.13 Найти дифференциалы функций: 

1) 31arcsin 2  xxxy ; 2) yxe y  . 

20.14 Вычислить приближенно: 1) 29sin ; 2) 
5)037,2(

3)037,2(
2

2




. 

20.15 На сколько приблизительно изменится площадь круга радиуса см 3R , ес-

ли радиус увеличится на 0,1 см? 

Ответы: 20.1 1) 
2

t
; 2) 

1

2




t

t
; 3) 

2
ctg

cos1

sin 





; 4) 22t ; 5) 12 t ; 6) t2 ; 7) ttg ;  

8)   ttt 2cos2sin22cos2  .  

20.2 1)  213
2

1
 ; 2) 

3

4
 . 20.3 1) 

yxe

xye

y

x

2

2

4

4




; 2) 

 1ln2

1

y
; 3) 

22

22

111

111

xy

yx






 






 

;  

4) 
yyx

yxx

22

22









; 5) 
 

2

212

y

yx 
; 6) 

x

y
 ; 7) 3

x

y
 ; 8) 

yexe

yexe

xy

xy

coscos

sinsin




. 

20.4 
3

4
. 20.5 

1 e . 20.6. 1) dx
x

x
xx 












2

2

cos

3
tgtg ; 2) dx

x

x

xx 



















22
1

arcsin2

1

1

arctg2

1
; 

3) 
24 x

dx


; 4) 

15

2

4 y

xdx
. 20.7 1,2. 20.8 1) 0,05; 3) 0,2; 4) 2,02. 20.9 1) –1; 2) 

t

t

tg1

tg1




.  

20.11 1) 
axy

xay




2

2

; 2) 
1))sin())(cos((cos

1))sin())(cos((cos
2

2






xyxyyxx

xyxyyxy
. 20.13 1) xdxarcsin ; 2) 

1ye

dx
.  

20.14 1) 0,485; 2) 0,355. 20.15 0,6. 

 

Занятие 21. Производные и дифференциалы высших порядков 

Аудиторные задания 

21.1 Найти производные 2-го порядка от следующих функций: 

1) xy 2cos ; 2) 2arctg xy  ; 3) 
3 2

2 1log xy  ; 

4) xxxxxy arcsin1
3

2
1

3

1 222  ; 5)   xxy arctg1 2 ; 6) xey  . 

21.2 Показать, что функция 
xx ececy 3

2
2

1  при любых постоянных 1c  и 2c  удо-

влетворяет уравнению 065  yyy . 

21.3 Найти производные 2-го порядка от функций, заданных неявно: 
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1) yxey 1 ; 2) xyyx 333  ; 3) xyy arctg ; 4) yxy ln ; 

5) yxeyx  ; 6)  yxy  sin . 

21.4 Найти производные 2-го порядка от функций, заданных параметрически: 

1) 1
3

1
,2 32  tytx ; 2) 21,arcsin tytx  ; 

3) taytax 22 sin,cos  ; 4) 1,ln 2  tytx ; 

5)     cos1,sin ayax ; 6) tt etyex   ,1 . 

21.5 Найти дифференциалы 1, 2 и 3-го порядков функции 3)32(  xy . 

21.6 Найти дифференциалы 2-го порядка функций: 

1) 
2xey  ; 2) 12  yxy . 

21.7 Найти дифференциал 3-го порядка функции 
x

x
y

ln
 . 

21.8 Найти приближенное значение 5 31  с точностью до двух знаков после запя-

той. 

Домашние задания 

21.9 Найти производные второго порядка следующих функций: 

1) xxy arcsin1 2 ; 2) 






  21ln xxy ;  

3) xxxy 3cos
27

2
3sin

9

1
 ; 4) 

31

1

x
y


 . 

21.10 Найти )()( xy n
, если 

xey  . 

21.11 Найти 
2

2

dx

yd
, если: 

1) xye yx  ; 2) ty
t

x tg,
cos

1
 ; 

3) 0422  xyyx ; 4)  21ln,arctg tytx  . 

21.12 Вычислить значение производной второго порядка функции y, заданной 

уравнением 42 22  yxxyyx , в точке )1;1(M . 

21.13 Доказать, что функция 
xx eey  24

 удовлетворяет уравнению 

01213  yyy . Записать для этой функции yd 3
. 
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21.14 Вычислить приближенное значение функции 
3 2 125  xxy  при 3,1x  с 

точностью до двух знаков после запятой. 

Ответы: 21.1 1) x2cos2 ; 2) 

 24

4

1

62

x

x




; 3) 

 22

2

1

1

2ln3

2






x

x
; 4) 212 x ;  

5) x
x

x
arctg2

1

2

2



; 6) 

 
xx

xe x

4

1
. 21.3 1) 

 

 3

2

2

3

y

ey y




; 2) 

 32

2

xy

xy




; 3) 

 
5

212

y

y
;  

4) 
 31


y

y
; 5) 

 

 31

4





yx

yx
; 6) 

  3cos1 yx

y


 . 21.4 1) 

3

2

4

1

t

t 
; 2) 

21 t ; 3) 0; 4) 

24t ;  

5) 
 2cos1

1




a
; 6) tt ee   232 . 21.5     322

48;3224;326 dxdxxdxx  .  

21.6 1)   22 24
2

dxxe x  ; 2) 
 3

2

2

2

yx

dx


. 21.7 

3

3

3ln2
dx

x

x 
. 21.8 1,99.  

21.9 1) 
32

2

)1(

1arcsin

x

xxx




 ; 2) 

32 )1( x

x


 ; 3) xx 3sin ; 4) 

 
 33

3

1

126





x

xx
. 21.10 xne )1( .  

21.11 1) 
32

22

)1(

))1()1((






yx

yxy
; 2) t3ctg ; 3) 

 32

24

yx 
 ; 4)  212 t . 21.12 – 1.  

21.13    34 264 dxee xx  . 21.14  1,93. 

 

Занятие 22. Правило Лопиталя-Бернулли 

Аудиторные задания 

22.1 Применяя правило Лопиталя-Бернулли, найти пределы: 

1) 
x

xx

x arcsin

3sin2sin
lim

0




; 2) 

xx

x

3
lim

3


; 3) 

xx

xee xx

x sin

2
lim

0 

 


; 4) 

375

254
lim

23

23

1 



 xxx

xxx

x
;  

5) 
2cos2

lim
2

4

0  xx

x

x
; 6) 

x

xx

x ln

2
lim

ln

1




; 7) 

 

 axax ee

xax





 ln

cosln
lim

0
; 8) 

24

15
lim

2

2

1 



 xx

xx

x
;  

9) 
1

arctg2
lim

/3 



 xx e

x
; 10) 

x

x

x sinln21

ln
lim

0 
; 11) 

xx

xx

x sin

tg
lim

0 




; 12) 

x

x

x 2ln

ctg
lim

0
;  

13) 
x

x
x

3
sinlim 


; 14) 

2/12

0
lim x

x
ex 


; 15) 












 xx

x

x ln

1

1
lim

1
; 16) 












 x
x

x

1
ctglim

0
;  
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17)  
2

tglim
x

x
x




; 18) 












 


 xx

x

x cos2ctg
lim

2/
; 19)  

2
tg1sinlim

1

x
x

x





;  

20) 
  
























  xxxx 1ln

1

1ln

1
lim

20
; 21) x

x
xsin

0
lim


; 22)  x

x
x ln1/3

0
lim 


; 23)   xx

x
x

/1
10lim 


;  

24)  
2/1

0
2coslim

x

x
x


; 25)   xx

x
xe

/1

0
lim 


; 26)   x

x
x

ln/1

0
ctglim


; 27)   



x

x
x

2

2/
tglim ;  

28) 

x

x x












 2

1
1lim ; 29)   x

x
x

tg

0
arcsinlim


; 30)   x

x
x

cos

2/
2lim 


. 

Домашние задания 

22.2 Вычислить пределы: 

1) 
x

xx

x

ln2
lim




; 2) 

xx

x

x sin
lim

3

0 
; 3) 

x

x

x 2sinln

5sinln
lim

0
; 4) 

xx e

xx



 13
lim

3

; 5) 
30

arctg
lim

x

xx

x




;  

6) 
20 1

32
lim

xx

xx

x 




; 7) 

x

ee xx

x

sin3

0
lim




; 8) 
















 xxx

1

arctg

1
lim

0
; 9) 
















 xxxx tg2

1

2

1
lim

20
;  

10) 













 1

1

ln

1
lim

1 xxx
; 11) xx

x



ctglim

0
; 12)  1lnlnlim

1



xx

x
; 13)   x

x
x

/1
lnlim


;  

14) 

x

x x

tg

0

1
lim 












; 15) )1ln(

1

0
lim 



xex
x

; 16) 
2
1

sin
lim

0

x

x

x

x 











. 

Ответы: 22.1 1) – 1; 2) 0; 3) 2; 4) 1/2; 5) 12; 6) 12ln  ; 7) acos ; 8) 5; 9) 2/3; 10) 1/2; 11) 2;  

12) ; 13) 3; 14) + ; 15) 1/2; 16) 0; 17) 2; 18) – 1; 19)  /2 ; 20) 
2

1
 ; 21) 1; 22) 

3e ; 23) 10;  

24) 2e ; 25) 2e ; 26) 1e ; 27) 1; 28) 1; 29) 1; 30) 1.  

22.2 1) 1; 2) 6; 3) 1; 4) 0; 5) 1/3; 6) 
3

2
ln ; 7) – 4; 8) 0; 9) 1/6; 10) 1/2; 11) 1/; 12) 0; 13) 1;  

14) 1; 15) e; 16) 6/1e . 

 

Занятие 23. Формула Тейлора 

Аудиторные задания 

23.1 Разложить многочлен 9132 24  xxx  по степеням двучлена 2x . 
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23.2 Разложить многочлен 423 23  xxx  по степеням двучлена 1x . 

23.3 Для многочлена 34 24  xxx  написать формулу Тейлора 2-го порядка в 

точке 10 x . Записать остаточный член в форме Лагранжа. 

23.4 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции   xxf 10  в точке 

00 x . 

23.5 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции  
1


x

x
xf  в точке 

20 x . 

23.6 Написать формулу Тейлора 2-го порядка для функции   xxf tg  в точке 

00 x . 

23.7 Вывести приближенную формулу 
6

sin

3x
xx   и оценить ее точность  

при 05,0x . 

23.8 Вывести приближенные формулы и оценить их погрешность при 1x : 

1) 
2

8

1

2

1
11 xxx  ; 2) 

23

9

1

3

1
11 xxx  . 

23.9 Проверить, что при вычислении значений функции xe  при 
2

1
0  x  по 

приближенной формуле 
62

1

32 xx
xex   допускаемая погрешность меньше 0,01. 

Пользуясь этим, найти 2,0e  с тремя верными цифрами. 

23.10 Вычислить с точностью до  10cos10 4
. 

23.11 Вычислить с точностью до 310 : 

1) 5 33 ; 2) 05,1ln . 

23.12 Найти пределы, используя разложение по формуле Маклорена с остаточным 

членом в форме Пеано: 

1) 
x

xx

x





11
lim

0
; 2) 

320

cos1
lim

xx

x

x 




;  

3) 

 3
22

0 1

22
lim





 x

xxxx

x e

eexexe
; 4) 

 

20

11ln
lim

x

xxx

x




. 
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Домашние задания 

23.13 Разложить многочлен 435 234  xxxx  по степеням двучлена 4x . 

23.14 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции  
x

xf
1

  при 

10 x . 

23.15 Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции xy arcsin  при 

00 x . 

23.16 Написать формулу Тейлора n-го порядка для функции 
x

y
1

  при 10 x . 

23.17 Написать формулу Маклорена n-го порядка для функции   xxexf  , 00 x . 

23.18 Вычислить приближенные значения с заданной точностью : 

1) 410,1sin  ; 2) 310, e ; 3) 410 10,1027  ; 4) 510,5cos  . 

23.19 Найти пределы, используя формулу Тейлора с остаточным членом в форме 

Пеано: 

1) 
xx

xx

x sin

sin
lim

20




; 2) 

xe

x

xx 



 1

cos1
lim

0
; 3) 

xx

xx

x 2131

sin
lim

30 
; 4) 














 1

11
lim

0 xx ex
. 

Ответы: 23.1          432
2282222119  xxxxxf ;  

23.2       8151
3

 xxxf ; 23.3          32
11141101117  xxxxxf ; 

23.4 10,
!4

10ln10

!3

10ln

!2

10ln
10ln110 4

4
3

3
2

2





xxxx

x
x ; 

23.5      
 

  
10,

21

2
2222

1
5

4
32







 x

x
xxx

x

x
; 

23.6 10,
3cos

sin21
tg

3

4

3







x

x

x
xx ; 23.7 

9103  ; 23.8 1) 
 

10,
116

1

2/5

3





x

x
;  

2) 
 

10,
181

5

3/8

3





x

x
; 23.9 1,221; 23.10 0,9848; 23.11 1) 2,012; 2) 0,049; 23.12 1) 

1;  

2) 1/2; 3) 1/6; 4) – 1; 23.13          432
441143742156  xxxxxf ;  
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23.14        
 

  
10,

11

1

!42

7531
1

!32

531
1

!22

31
1

2

1
1

2/9

4

4

3

3

2

2






















x

x
xxxxf ; 

23.15 

 
10,

1

69

!46
2/722

3343








x

xxxx
xy ;  

23.16        
 

  
10,

11

1
11111

2

1
12












n

n
nn

x

x
xxxy  ; 

23.17  
   

  10,1
!1!1!2

13
2 





 


x

nn

enx
n

x

n

xx
xxxf  ; 

23.18 1) 0,0175; 2) 1,648; 3) 2,0006; 4) 0,99619; 23.19 1) – 1/6; 2) 1; 3) – 2; 4) 1/2. 

 

Занятие 24. Монотонность функций. Экстремум. Наибольшее и наименьшее  

значения функций. Выпуклость и вогнутость графиков функций 

Аудиторные задания 

24.1 Найти интервалы возрастания, убывания и точки экстремума функций: 

1) xxy 215 2  ; 2) 71862 23  xxxy ; 3) 
4

9
6

2

11
2

4

23
4

 xxx
x

y ;  

4) 21 xxy  ; 5) 
4

2 12

x

x
y


 ; 6) xexy  2 ; 7) 

x

x
y

ln
 ; 8) 

3 2 2xxy  ;  

9) 
1


x

e
y

x

; 10) 
2

1
ln






x

x
y . 

24.2 Найти экстремумы функций, пользуясь производной 2-го порядка: 

1) xxxy 694 23  ; 2) 233  xey x
; 3) 

21

2

x

x
y


 ;  

4) xxy 2ln ; 5) 
22 )( xaxy  ; 6) xxy  1 . 

24.3 Определить наибольшее и наименьшее значения функций в указанных ин-

тервалах: 

1) ]0;2[,52 24  xxy ; 2) ]4;0[,2 xxy  ; 3) 33 11  xxy ,  1;0 ;  

4) ]1;0[,
1

1
arctg

x

x
y




 ; 5) 

1

1

2

2






x

x
y ,  1;2 ; 6)  eexxxy ;/1;ln  . 

24.4 Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба графиков функ-

ций: 
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1)  21ln xy  ; 2) xxey 48 2  ; 3) 
2

2 1

x
xy  ; 4) 

2

1

1

















x

x
y ; 5) 32 24  xxy ;  

6) 
3

4 13

x

x
y


 ; 7) 

4

2 12

x

x
y


 ; 8) xexy  2 ; 9) 21 xxy  ; 10) 

3 2 2xxy  . 

24.5 Требуется изготовить ящик с крышкой, объем которого был бы равен 72 см
3
, 

причем стороны основания относились бы как 1 : 2. Каковы должны быть размеры всех 

сторон, чтобы полная поверхность ящика была наименьшей? 

24.6 Найти соотношение между радиусом R и высотой H цилиндра, имеющего 

при данном объеме наименьшую полную поверхность. 

24.7 Найти высоту цилиндра наибольшего объема, который можно вписать в шар 

радиусом R. 

Домашние задания 

24.8 Найти интервалы возрастания, убывания и точки экстремума функций: 

1) xxy arctgln  ; 2) 
1

3




x

x
y ; 3)   xexy 1 ; 4) 166 23  xxy . 

24.9 Найти экстремум функции 0,

2

 a
x

a
xy , используя вторую производ-

ную. 

24.10 Найти точки перегиба графиков функций: 

1) 
2)1(

12






x

x
y ; 2) xxy arctg ; 3) 

3

3

1

4

x

x
y


 ; 4) 2/2xey   (кривая Гаусса). 

24.11 Найти наибольшее и наименьшее значения функций в интервалах (или во 

всей области определения): 

1) 
2

2

1

1

xx

xx
y




 ,  1;0 ; 2) 2

2x

xey


 ; 3)    1;1,4ln 2  xy ; 4)  4;0,2 xxy  . 

24.12 Из трех досок одинаковой ширины сколачивается желоб для подачи воды. 

При каком угле  наклона боковых стенок к днищу желоба площадь поперечного сечения 

будет наибольшей? 

Ответы: 24.1 1)  1;  – возрастает;   ;1  – убывает;   161max  yy ;  

2)     ;31;   – возрастает;  3;1  – убывает;     131;473 maxmin  yyyy ;  
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3)    ;32;1   – возрастает;    3;21;   – убывает;     031min  yyy ; 

 
4

1
2max  yy ; 

4)    1;2/12/1;1   – убывает;  2/1;2/1  – возрастает;   2/12/1min  yy ; 

  2/12/1max  yy ; 

5)    1,01;   – возрастает;     ;10;1   – убывает;     111max  yyy ; 

6)  2;0  – возрастает;     ;20;   – убывает;     2
maxmin /42;00 eyyyy  ; 

7)  ;e  – возрастает;    e;11;0   – убывает;   eeyy min ; 

8)  ;1  – возрастает;  1;  – убывает;   11min  yy ; 

9)  ;0  – возрастает;    0;11;    – убывает;   10min  yy ; 

10)     ;12;   – возрастает;  1;2   – убывает; экстремумов нет. 

24.2 1)   11;
4

5

2

1
minmax 








 yyyy ; 2)   30min  yy ;  

3)     11;11 minmax  yyyy ; 4)     01;/4 min
22

max   yyeeyy ;  

5)     00;
162

min

4

max 







 ayyy

aa
yy ; 6) 

4

5

4

3
max 








 yy ;  

24.3 1)     41;132 ..  yyyy наимнаиб ; 2)     00;84 ..  yyyy наимнаиб ;  

3)     3
.. 21;20  yyyy наимнаиб ; 4)     01;

4
0 .. 


 yyyy наимнаиб ;  

5)     10;
5

3
2 ..  yyyy наимнаиб ; 6)     11;0 ..  yyeyy наимнаиб ; 

24.4 1)     ;11;   – функция выпукла;  1;1  – функция вогнута;    2ln;1,2ln;1  

– точки перегиба;  

2) 








2

1
;0  – функция выпукла;   








 ;

2

1
0;   – функция вогнута;   








1;

2

1
,1;0  – точки 

перегиба; 

3)     ;00;   – функция вогнута; точек перегиба нет; 
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4)  2;  – функция выпукла;     ;11;2   – функция вогнута; 











9

1
;2  – точка пере-

гиба; 

5) 




























 ;

3

3

3

3
;   – функция вогнута; 
















3

3
;

3

3
 – функция выпукла; 






























9

22
;

3

3
,

9

22
;

3

3
 – точки перегиба; 

6)  0;  – функция выпукла;  ;0  – функция вогнута; точек перегиба нет; 

7) 




























 ;

3

5

3

5
;   – функция вогнута; 






























3

5
;00;

3

5
  – функция выпукла; 






























25

21
;

3

5

25

21
;

3

5
  – точки перегиба; 

8)     ;2222;   – функция вогнута;  22;22   – функция выпукла; 

    





 






   222222

22;22,22;22 ee  – точки перегиба; 

9)  0;1  – функция вогнута;  1;0  – функция выпукла;  0;0  – точка перегиба; 

10)     ;20;   – функция выпукла;  2;0  – функц. вогнута;    0;2;0;0  – точки пере-

гиба. 

24.5 3,6 и 4 см; 24.6 H=2R; 24.7 
3

32R
H  ; 24.8  1) возрастает на всей области 

определения; 

2)   









2

3
;11;   – убывает; 








;

2

3
 – возрастает; 

4

27

2

3
min 








 yy ;  

3)  0;  – убывает;  ;0  – возрастает;   10min  yy ; 

4)     ;40;   – возрастает;  4;0  – убывает;     164,160 minmax  yyyy ; 

24.9     aayyaayy 2;2 minmax  ; 

24.10 1) 











9

8
;

2

1
; 2) точек перегиба нет; 3)  
















3

4
;

2

1
,0;0 3 ; 4)    2/12/1 ;1,;1  ee . 

24.11 1) 1 и 3/5; 2) e/1  и e/1 ; 3) 4ln  и 3ln ; 4) 8 и 0; 24.12 
3

2
 . 
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Занятие 25. Асимптоты. Построение графиков функций 

Аудиторные задания 

25.1 Найти асимптоты графиков функций: 

1) 
2

542






x

xx
y ; 2) 

1


x

e
y

x

; 3) 
13

4




x

x
y ; 4) 

x

x
y

ln
 ; 5) xxy 5arctg3  ;  

6) 
9

2

2

2






x

x
y ; 7) xxy sin ; 8)   xexy /12  ; 9) 

12

2




x

x
y ; 10) xxy /22  . 

25.2 Провести полное исследование и построить графики функций: 

1) 
4

2 12

x

x
y


 ; 2) xexy  2 ; 3) 21 xxy  ; 4) 

3 2 2xxy  ; 5) xxy ln2 ;  

6) 
1

1

2

2






x

x
y ; 7) 

 31 x

x
y


 ; 8)   xexy 1 ; 9) 

3

3

1

4

x

x
y


 ; 10) 166 23  xxy . 

Домашние задания 

25.3 Найти асимптоты графиков функций: 

1) 
2

2

41

42

x

x
y




 ; 2) 












x
exy

1
ln ; 3) 

 2

3

12 x

x
y


 ; 4) 

2

32

x

x
y


 . 

25.4 Исследовать функции и построить графики: 

1) 
2

3

1 x

x
y


 ; 2) xxey /1 ; 3)  21ln xy  ; 4) 

22 xxey  . 

Ответы: 25.1 1) 2;2  xyx ; 2) 0;1  yx  (левая); 3) xyx  ;1 ; 4) 0;0  yx ; 

5) 
2

3


 xy  (правая), 
2

3


 xy  (левая); 6) 1,3,3  yxx ; 7) нет;  

8) 3;0  xyx ; 9) xyx  ;1 ; 10) 0x . 

25.3 1) 1
2

1
 yx ; 2) 

e
xyex

1
1  ; 3) 1

2

1
1  xyx ; 4) xyx  0 . 

 

Занятие 26. Кривизна кривой 

Аудиторные задания 

26.1 Найдите кривизну и радиус кривизны линии 22  xy в точке  3;1 . 

26.2 Вычислите кривизну линии 23  xy  в любой точке. 
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26.3 Вычислите кривизну эллипса 99 22  yx  в его вершинах. 

26.4 Найдите кривизну кривой 4xy  в точке  2;2 . 

26.5 Найдите кривизну и радиус кривизны кривой 322  yxyx  в точке  1;1M . 

26.6 Вычислите кривизну кривой   cos12r  в точке  . 

26.7 Вычислите кривизну кривой 
3

,

3
2 t

tytx   в точке  1
3

2
;1 










t . 

Домашние задания 

26.8 Найдите кривизну и радиус кривизны линии 3xy   в точке  8;4M . 

26.9 Вычислите кривизну линии 
2

xx ee
y


  в точке 0x . 

26.10 Вычислите кривизну гиперболы 1
94

22


yx

 в точке 0,2  yx . 

26.11 Найдите кривизну кривой 122  xyyx  в точке  1;1M . 

26.12 Вычислите кривизну линии 
3

,
2

32 t
y

t
x   в точке  1

3

1
;

2

1











tM . 

26.13 Вычислите кривизну линии tyty sin3,cos2   в любой ее точке. 

Ответы: 26.1 
2

55
;

55

2
 RK ; 26.2  33/4

3
19

6

1
 x

x
K ; 26.3 

9

1
;3  KK ;  

26.4 
4

2
K ; 26.5 23;

23

1
 RK ; 26.6 

8

3
K ; 26.7 

2

1
K ;  

26.8 
3

1080
;

1080

3
 RK ; 26.9 1K ; 26.10 

2

9
K ; 26.11 

2

3
K ; 26.12 

22

1
K ; 

26.13 
 

6

94
2322 tt

K


 . 

 



161 

 

III Раздел контроля знаний 

 

Тест 1. «Линейная алгебра» 

Вариант 1 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Если А – квадратная матрица 

3х3, то под главной диагональю 

стоят элементы 

1) 3331 , aa ; 2) 3121 , aa ; 3) 33a ; 4) 323121 ,, aaa ;      

5) другой ответ. 

2. Из перечисленных матриц 

123323 ,,  HGF  можно пере-

множить 

1) FG ; 2) HF ; 3) FH , GF ; 4) FH ;  

5) другой ответ. 

3. Элемент матрицы 23C , ABC  , 

где 



















986

134

523

A ,























379

543

621

B  

1) 20; 2) 15; 3) - 5; 4) 36; 5) другой ответ. 

4. Решением уравнения  AXB  , 

где А, В – квадратные невыро-

жденные матрицы одного и того 

же порядка, является матрица 

Х, определяемая по формуле 

1) AB  ; 2) 1AB ; 3) AB 1 ; 4) 11  BA ;  

5) другой ответ. 

5. Вычислить определитель, разла-

гая его 

-1 0 1 2

2 -1 1 0

1 1 0 1

0 1 -2 1

 по 

элементам 3-го столбца  

1) 17; 2) - 13; 3) 13; 4) - 17;       

5) другой ответ. 

6. Найти rang А и указать какой–

нибудь базисный минор 

А=

2 3 -1

1 -5 -1

3 -2 -2

 
 
 
 
 

. 

1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 4; 5) 0. 

7. Решить систему AX = B мат-

ричным способом. 



















414

212

211

A ; 

























2

4

1

B  

 

1) 


















0

2

2

X ; 2) 


















2

0

1

X ; 3) 




















2

2

1

X ; 4) 




















2

0

2

X ;  

5) другой ответ. 
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8. Решить систему методом Кра-

мера 

1 2 3

2 3

1 3

2 0,

3 4 6,

1

x x x

x x

x x

  


  
  

 

1) 


















0

2

1

X ; 2) 


















1

0

2

X ; 3)


















0

2

3

X ; 4) 


















0

4

1

X ; 

5) другой ответ. 

9. Исследовать систему на сов-

местность. В случае совместно-

сти найти ее решение: 















123

1925

242

4321

4321

321

xxx

xxxx

xxx

 

1) RC

C

C

C

C































3

5

3

2
3

7

3

1
2

; 2) RC

C

C

C

C































3

5

3

2
3

7

3

2
2

; 

3) RC

C

C

C

C





























3

5

3

2
3

7

3

1
2

; 4) RC

C

C

C

C































3

5

3

2
3

7

3

1
4

; 5) 

другой ответ. 

10. Для данной однородной системы 

найти общее решение: 

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0

0

2 2 3 0

x x x

x x x x

x x x x

  


   
    

 

 

1) RC

C

C

C

C




























7

7

5
7

3

; 2) RC

C

C

C

C



























7

7

5
7

3

;  

3) RC

C

C

C

C




























7

7

5
7

4

; 4) RC

C

C

C

C



























7

7

5
7

4

;5) другой ответ.  
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Тест 1. «Линейная алгебра» 

Вариант 2 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Если А – квадратная матрица 

4х4, то побочную диагональ со-

ставляют элементы 

1) 332211 ,, aaa ; 2) 4433 , aa ; 3) 44332211 ,,, aaaa ; 

4) 23143241 ,,, aaaa ; 5) другой ответ. 

2. Из перечисленных матриц 

132232 ,,  FGH  можно пере-

множить 

1) FGFH , ; 2) GFH ; 3) GHHF, ; 4) HFG ;  

5) другой ответ. 

3. Элемент матрицы 32C , ABC  , 

где 



















652

214

001

A ,

























765

124

432

B  

1) - 20; 2) 20; 3) 5; 4) 6; 5) другой ответ. 

4. Решением уравнения  ABX  , 

где А, В – квадратные невыро-

жденные матрицы одного и того 

же порядка, является матрица 

Х, определяемая по формуле 

1) BAX 1  ; 2) ABX 1 ; 3) 
B

A
X  ; 4) 1 BAX ;  

5) другой ответ. 

5. Вычислить определитель, разла-

гая его 

3 5 1 1

2 -1 1 0

4 3 2 1

0 1 0 1

по элементам 

3-го столбца  

1) 4; 2) 3; 3) 0; 4) - 4;       

5) другой ответ. 

6. Найти rang  А и указать какой–

нибудь базисный минор 

А=

2 3 1

1 -5 2

3 -2 3

 
 
 
 
 

. 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 0;   5)  5. 

7. Решить систему AX = B мат-

ричным способом. 























402

310

102

A ; 




















1

0

2

B  

1) 






















5,1

3

1

X ; 2) 






















1

3

5,1

X ; 3) 




















3

2

1

X ;  

4) 


















0

1

3

X ; 5) другой ответ. 
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8. Решить систему методом Кра-

мера 















072

234

12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
1) 

























2

1
6

1
6

5

X ; 2) 



















1
6

1
0

X ; 3) 























2

1
0
6

5

X ; 4) 

























2

1
6

1
1

X ;  

5) другой ответ. 

9. Исследовать систему на сов-

местность. В случае совместно-

сти найти ее решение: 















1622

032

4

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

1) RC

C

C

C






















24

8

; 2) RC

C

C

C






















24

8

;  

3) RC

C

C

C






















24

8

; 4) RC

C

C

C






















22

8

; 5) другой 

ответ. 

10. Для данной однородной системы 

найти общее решение: 

1 2 3

1 2 4

2 3 4

2 0

2 0

2 2 0

x x x

x x x

x x x

  


  
   

 

 

1) RC

C

C

C

C




























14

7

3
7

2

; 2) RC

C

C

C

C



























14

7

3
7

2

:  

3) RC

C

C

C

C




























14

7

3
7

4

; 4) RC

C

C

C

C




























14

7

3
7

3

; 5) другой от-

вет. 
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Тест 1. «Линейная алгебра» 

Вариант 3 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Если А – квадратная матрица 

4х4, то главную диагональ со-

ставляют элементы 

1) 4411 , aa ; 2) 3322 , aa ; 3) 14131211 ,,, aaaa ;  

4) 44332211 ,,, aaaa ; 5) другой ответ. 

2. Из перечисленных матриц 

234434 ,,  GHF  можно пере-

множить 

1) FH ; 2) GF ; 3) FGH ; 4) HFFG, ;  

5) другой ответ. 

3. Элемент матрицы 22C , ABC  , 

где 






 


54

31
A , 












87

65
B  

1) -40; 2) -35; 3) - 16; 4) -35; 5) другой ответ. 

4. Решением уравнения BXA  , 

где А, В – квадратные невыро-

жденные матрицы одного и того 

же порядка, является матрица 

Х, определяемая по формуле 

1) 
A

B
X  ; 2) 1 BAX ; 3) BAX 1 ;  

4) 11  ABX ; 5) другой ответ. 

5. Вычислить определитель, разла-

гая его 

4 0 1 2

2 -1 1 0

4 3 2 1

0 1 0 1

по элемен-

там 3-го столбца  

1) 8; 2) -8; 3) 0; 4) 4;       

5) другой ответ. 

6. Найти rang  А и указать какой–

нибудь базисный минор 

3 0 3 5

2 0 4 0

3 0 6 0

A

 
 


 
 
 

 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  0. 

7. Решить систему AX = B мат-

ричным способом. 























402

314

101

A ; 




















1

0

1

B  

1) 



















2

14

1

X ; 2) 


















0

1

5,2

X ; 3) 





















5,14

5,1

5,2

X ;  

4) 






















5,1

5,14

5,2

X ; 5) другой ответ. 

8. Решить систему методом Кра-

мера 















172

53

12

321

32

321

xxx

xx

xxx

 

1) 



















9

3

1

X ; 2) 
























0

3
9

1

X ; 3) 























9

14
0
3

1

X ;  



166 

 

4) 


























9

14
3

1
9

1

X ; 5) другой ответ. 

9. Исследовать систему на сов-

местность. В случае совместно-

сти найти ее решение: 















322

032

4

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

1) несовместна; 2) RC

C

C

C

C


























3

1
4
3

5

;  

3) RC

C

C

C

C


























3

1
4
5

3

; 4) RC

C

C

C

C
























3

1
4

; 5) другой от-

вет. 

10. Для данной однородной системы 

найти общее решение: 















02

0

022

432

431

421

xxx

xxx

xxx

 

 

1) RC

C

C

C

C































3

1
3

2
3

2

; 2) RC

C

C

C

C




























3

1
3

2
3

2

 ; 

3) RC

C

C

C

C

































3

1
3

2
3

2

; 4) RC

C

C

C

C




























3

1
3

2
3

2

; 5) другой от-

вет. 
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Тест 1. «Линейная алгебра» 

Вариант 4 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Если А – квадратная матрица 3х3, 

то побочную диагональ составля-

ют элементы 

1) 332211 ,, aaa ; 2) 131211 ,, aaa ; 3) 

132231 ,, aaa ;  

4) 333231 ,, aaa ; 5) другой ответ. 

2. Из перечисленных матриц 

332312 ,,  GFH  можно пере-

множить 

1) FG ; 2) HFG ; 3) FGH ; 4) GFFH , ;  

5) другой ответ. 

3. Элемент матрицы 31C , ABC  , 

где 



















322

134

065

A ,

























341

123

605

B  

1) - 10; 2) 19; 3) -19; 4) 20; 5) другой ответ. 

4. Решением уравнения  

BAXB 1 , где А, В – квадрат-

ные невырожденные матрицы од-

ного и того же порядка, является 

матрица Х, определяемая по 

формуле 

1) ABX  ; 2) BAX 1 ; 3) ABX 1 ;  

4) 21BAX  ; 5) другой ответ. 

5. Вычислить определитель, разла-

гая его 

-1 0 1 2

2 -1 1 0

4 5 2 1

0 1 0 1

по элементам 

3-го столбца  

1) 81; 2) -18; 3) 18; 4) 20;       

5) другой ответ. 

6. Найти rang  А и указать какой–

нибудь базисный минор 

А=

2 3 1

0 2 -1

4 0 5

 
 
 
 
 

. 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  0. 

7. Решить систему AX = B матрич-

ным способом. 























102

313

121

A ; 




















1

0

1

B  

1) 





















1

4

0

X ; 2) 


















0

4

1

X ; 3) 


















8

0

1

X ; 4) 





















1

0

1

X ;  

5) другой ответ. 
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8. Решить систему методом Крамера 















12

23

12

31

32

321

xx

xx

xxx

 
1) 





















3

4
0

1

X ; 2) 



























3

4
2
6

7

X ; 3) 



























2

0
6

7

X ; 4) 





















3

4
2

0

X  

5) другой ответ. 

9. Исследовать систему на совмест-

ность. В случае совместности 

найти ее решение: 















123

0925

042

4321

4321

321

xxxx

xxxx

xxx

 

1) RC

C

C

C

C































3

5

3

1
3

7

3

2
2

; 2) RC

C

C

C

C





























3

5

3

1
3

7

3

2
2

; 

3) RC

C

C

C

C































3

5

3

1
3

7

3

2
2

; 4) RC

C

C

C

C































3

5

3

1
3

7

3

2
2

; 5) 

другой ответ. 

10. Для данной однородной системы 

найти общее решение: 















02

02

02

321

431

421

xxx

xxx

xxx

 

 

1) RC

C

C

C

C



























2

1
2

1
2

3

; 2) RC

C

C

C

C

























2

1
2

1
3

;  

3) RC

C

C

C

C




























2

1
2

1
2

3

; 4) RC

C

C

C

C





























2

1
2

1
2

3

; 5) другой 

ответ. 
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Тест 1. «Линейная алгебра» 

Вариант 5 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Если А – квадратная матрица 

5х5 то побочную диагональ 

составляют элементы 

1) 132231 ,, aaa ; 2) 1221 , aa ; 3) 24334251 ,,, aaaa ;  

4) 5142332415 ,,,, aaaaa ; 5) другой ответ. 

2. Из перечисленных матриц 

133323 ,,  HEF  можно пе-

ремножить 

1) FH ; 2) HE ; 3) FE ; 4) EFEH, ;  

5) другой ответ. 

3. Элемент матрицы 

32C , ABC  , где 



















96

56

14

A , 













54

61
B  

1) -13; 2) -9; 3) 13; 4) 24; 5) другой ответ. 

4. Решением уравнения 
1 BXA  , где А, В – квад-

ратные невырожденные мат-

рицы одного и того же поряд-

ка, является матрица Х, опре-

деляемая по формуле 

1) BAX 1 ; 2) ABX  ; 3) 11  ABX ;  

4) BAX  ; 5) другой ответ. 

5. Вычислить определитель, раз-

лагая его 

-1 0 1 2

2 -1 1 0

1 -3 2 1

0 1 -2 1

по элемен-

там 3-го столбца  

1) 21; 2) -21; 3) 12; 4) -12;       

5) другой ответ. 

6. Найти rang  А и указать ка-

кой–нибудь базисный минор 

2 3 1 2

0 2 1 1

4 0 5 1

A

 
 

 
 
 
 

 

1) 1;   2) 2;   3) 3;   4) 4;   5)  0. 

7. Решить систему AX = B мат-

ричным способом.  





















102

314

101

A ; В = 

1

0

1

 
 
 
  

. 

1) 


















1

1

0

X ; 2) 




















3

0

1

X ; 3) 


















1

3

0

X ; 4) 




















3

4

1

X ;  

5) другой ответ. 

8. Решить систему методом Кра-

мера 















12

234

1

31

321

31

xx

xxx

xx

 

1) 



















3

2

1

X ; 2) 



















4

1

3

X ; 3) 



















3

0

1

X ;  
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4) 



















1

3

1

X ; 5) другой ответ. 

9. Исследовать систему на сов-

местность. В случае совмест-

ности найти ее решение: 















13

092

042

321

432

321

xxx

xxx

xxx

 

1) RC

C

C

C

C





























21
3

1

33
3

2
18

; 2) RC

C

C

C

C































21
3

1

33
3

2
18

; 

3) RC

C

C

C

C





























21
3

1

33
3

2
18

; 4) RC

C

C

C

C





























21
3

1

33
3

2
18

; 5) дру-

гой ответ. 

10. Для данной однородной систе-

мы найти общее решение: 















025

033

052

321

432

421

xxx

xxx

xxx

 

 

1) RC

C

C

C

C































13

36
13

13

67

; 2) RC

C

C

C

C





























13

36
13

13

67

; 

3) RC

C

C

C

C

























 

13

36
13

13

67

; 4) RC

C

C

C

C































13

36
13

13

66

; 5) другой 

ответ. 
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Тест 1. «Линейная алгебра» 

 

Ответы 

 

Варианты 
Номера ответов заданий 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 4 3 4 2 3 2 3 1 1 1 

2 4 3 2 2 4 2 2 1 1 1 

3 4 4 3 2 2 2 4 4 1 1 

4 3 4 3 4 3 2 4 2 1 1 

5 4 4 3 3 2 2 3 4 1 1 
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Тест 2. «Аналитическая геометрия» 

Вариант 1 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Найти дину вектора AB , если т. 

А(1, 2, 3), т. В(4, 5, 1). 
1) 22 ; 2) 5; 3) 4; 4) 23 ; 5) 18 . 

2. Найти синус угла между векто-

рами )2;1;2(a  и 

)1;2;2(b . 

 

1) 1; 2) 0,5; 3) 
5

2
; 4) 0,8; 5) – 0,3. 

3. Сила  )7;3;4( F  приложе-

на в т. А(1, 6, 5). Найти момент 

этой силы относительно начала 

координат. 

1) (- 27; 27;  - 27); 2) (27; 27; - 27); 3) (- 27;  - 27;  - 27); 

4) (- 27; - 27;  1); 5) (1; 2; 3). 

4. Записать уравнение прямой АВ, 

если А(4; 3), В( - 2; 5). 
1) 2662  yx ; 2) 5 yx ; 3) 1862  yx ;  

4) 15  yx ; 5) 843  yx . 

5. Найти угол между прямы-

ми 14  xy   и 5 xy . 

 

1) 
5

3
arctg ; 2) 

7

4
arctg ; 3) 0 ;  

4) 
7

3
cos  ; 5) 

9

2
cos  . 

6. Составить уравнение плоскости,  

проходящей через т.  

)5;7;1()2;3;4(0  nM . 

1) 02757  zyx ; 2) 02752  zyx ; 

3) 02757  zyx ; 4) 02757  zyx ;  

5) 02775  zyx . 

7. Найти угол между плоскостями 

03245  zyx  и 

0581620  zyx . 

1) 0 ; 2) 
3


  ; 3) 

4


  ;4)   ; 5) 

6


  . 

8. Найти расстояние между пря-

мыми 















tz

ty

tx

25

2

31

 и 















tz

ty

tx

47

21

64

. 

1) 
7

26
; 2) 

9

28
; 3) 

2

5
; 4) 

3

37
; 5) 8. 

9. Найти координаты центра и ра-

диус окружности 

0118622  yxyx  

1) 6;4,3  Rba ; 2) 4;4,3  Rba ;  

3) 5;4,3  Rba ; 4) 6;3,2  Rba ;  

5) 7;4,3  Rba .  

10. Записать уравнение директрисы 

параболы  xy 82  . 

1) 2x ; 2) 2x ; 3) 4y ; 4) 4y ; 5) 1x . 
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Тест 2. «Аналитическая геометрия» 

Вариант 2 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Найти скалярное произведение 

векторов )4;3;1(a  и 

)0;2;3(b . 

 

1) 3; 2) 4; 3) - 3; 4) 2; 5) 1. 

2. Найти синус угла между векто-

рами )4;4;2( a  и 

)2;1;2( b . 

 

1) 
9

65
; 2) 

3

65
; 3) 

5

65
; 4) 

9

63
; 5) 

9

67
. 

3. Сила  )6;4;2(F  приложена в 

т. А(3, - 5, 7). Найти момент 

этой силы относительно  

т. В(1; - 8; 9). 

1) (20; 10;  5); 2) (26; -- 16; 2); 3) (- 26;  16;  - 2); 

 4) (26; 16; - 2); 5) (- 26; 2; - 26). 

4. Записать уравнение прямой в 

отрезках 872  yx . 
1) 1

7

84





yx

; 2) 1
78


yx
; 3) 1

8

7

8


yx
;  

4) 1

7

88


yx
; 5) 1

88


yx
. 

5. Найти точку пересечения пря-

мых 432  yx   

72  yx  

1) 








7

10
;

7

29
M ;2)  3;10M ; 3) 









10

7
;

20

7
M ;  

4)  2;1M ; 5) 









7

10
;

7

29
M . 

6. Составить уравнение плоскости, 

перпендикулярной оси ОХ и 

проходящей через т.  

)3;4;7(0 M . 

1) 5 yx ; 2) 7y ; 

3) 7x ; 4) 06 x ;  

5) 07 x . 

7. Найти угол между плоскостями 

02523  zyx  и 

044  zyx . 

1) 0 ; 2) 
90 ; 3) 

45 ;4) 
70 ;  

5) 
60 . 

8. Найти расстояние от точки 

 М(2; - 3; 5) до прямой tx 25 , 

 ty  4 , ty 26  . 

1) 
3

74
; 2) 28; 3) 

5

63
; 4) 

7

3
; 5) 

7

8
. 

9. Составить уравнение окружно-

сти, касающейся осей координат 

и проходящей через точку  

М(1; 2). 

1) 2)1()1( 22  yx ; 2) 1)1()1( 22  yx ;  

3) 1)1()1( 22  yx ; 4) 3)2()1( 22  yx ;  

5) 4)1()2( 22  yx .  

10. Записать каноническое уравне-

ние параболы, фокус которой 

находится в точке F(4; 0). 

1) xy 162  ; 2) xy 82  ; 3) xy 42  ; 4) yx 42  ; 5) 

yx 42  . 
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Тест 2. «Аналитическая геометрия» 

Вариант 3 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Найти угол между векторами 

)4;0;3(a  и )1;1;5( b . 

 

1) 
315

11
cos  ; 2) 0 ; 3) 

2


  ; 4) 

419

15
cos  ; 

5) 
153

11
cos


 . 

2. Упростить выражение 

    baba 52,43   

1) ],[ ba ; 2) 32 ],[ ba ; 3) 23 ],[ ba ; 4) 16 ],[ ba ;  

5) 6 ],[ ba . 

3. Сила  )2;4;3( F  приложена 

в т. А(2, 1, 2). Найти направля-

ющие косинусы момента этой 

силы относительно начала коор-

динат. 

1) 
15

11
cos;

15

2
cos;

3

2
cos   ;  

2) 
15

4
cos;

11

3
cos;

2

3
cos   ;  

3) 
15

11
cos;

15

2
cos;

3

2
cos   ; 

 4) 
3

2
cos;

3

2
cos;

3

1
cos   ; 

 5) 
2

3
cos;

2

1
cos;0cos   . 

4. Записать уравнение прямой, 

проходящей через т. М(4; 3) па-

раллельно прямой  13  xy . 

1) 153  xy ; 2) 153  xy ; 3) 15 xy ;  

4) 15 xy ; 5) 43  xy . 

5. Найти угол между прямыми 

0132  yx  и 054  yx . 
1) 

1713

10
cos


 ;2) 

4


  ; 3) 

2


  ;  

4) 
2


  ; 5) 

1715

10
cos


 . 

6. Записать уравнение плоскости, 

параллельной оси ОХ и прохо-

дящей через т.  )6;5;3( M  и 

)1;1;2(N  . 

1) 056  yx ; 2) 0116  zx ; 3) 11z ;  

4) 01165  zy ; 5) 7x . 

7. На оси ОУ найти точку, отстоя-

щую от плоскости 

07632  zyx  на расстоя-

нии 5d . 

1) )0;
3

28
;0(1M , )0;14;0(2 M  ; 2) )0;

3

28
;0(M ;  

3) )0;0;14(M ;4) )0;14;5(M ; 5) )14;0;0(M . 

8. Найти угол между прямыми 

8

6

7

5

2

4 





 zyx
 и 

7

9

11

5

8

1











 zyx
 

1) 135 ; 2) 90 ; 3) 45 ; 4) 120 ;  

5) 60 . 

9. Составить уравнение окружно-

сти, касающейся оси  ОУ и про-

ходящей через точки М(1; 6) и 

N(5, - 2). 

1) 25)1()1( 22  yx ; 2) 25)3()5( 22  yx ; 

3) 625)13()25( 22  yx ;  
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4) 25)3()5( 22  yx ; 5) 1)3()5( 22  yx .  

10. Записать уравнение директрис 

гиперболы 1
3628

22


yx

. 

1) 5,3x ; 2) 5x ; 3) 5x ; 4) 6x ; 5) 1x . 

Тест 2. «Аналитическая геометрия» 

Вариант 4 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Векторы a  и b  перпендикулярны, 

причем 3;4  ba . Найти 

ba  . 

 

1) 5; 2) 9; 3)  - 5; 4) 2; 5) 3. 

2. Найти векторное произведение 

векторов )2;2;1( a  и 

)4;6;8(b  

1) (20; 20; - 10); 2) (20; -20; - 10); 3) (20; 20; 5); 

4) (15; -20; - 10); 5) (19; -20; - 10). 

3. Вычислить смешанное произве-

дение векторов ),,( cba , если 

)9;3;4( a , )1;0;1( b , 

)3;4;5( c . 

1) 35; 2) 40; 3) 46; 4) 20; 5) 0. 

4. Записать уравнение прямой, про-

ходящей через т. А(3; 5) при k=2. 
1) 12  xy ; 2) 12  xy ; 3) 34  xy ;  

4) 1 xy ; 5) 1 xy . 

5. Записать уравнение прямой в от-

резках 0542  yx . 
1) 1

25,15,2


yx
; 2) 1

55


yx
; 3) 1

66


yx
;  

4) 5
42


yx
; 5) 1

1210


yx
. 

6. Записать уравнение плоскости, 

проходящей через точки  

)1;2;1(1 M , )1;1;4(2M  и век-

тор )4;3;5(a . 

1) 0243  zxy ; 2) 0933  zyx ;  

3) 114  yx ; 4) 0833  zyx ;  

5) 0933  zyx . 

7. На оси ОХ найти точку, отстоя-

щую от плоскости 

012326  zyx  на расстоя-

нии 6d . 

1) )0;0;9(M ; 2) )0;9;0(M ; 3) )0;0;9(M ; 

4) )9;0;0(M ; 5) )1;0;9(M . 

8. Составить каноническое  уравне-

ние прямой , проходящей через т.  

)7;6;4(0 M параллельно вектору 

)5;1;3( a . 

1) 
5

7

1

6

3

4 





 zyx
; 2) 

5

7

1

6

3

4 







 zyx
;  

3) 
5

7

1

6

3

4 









 zyx
; 4) 

5

7

1

6

3

4













 zyx
;  

5) 
7

5

8

1

4

4 





 zyx
. 
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9. Составить уравнение окружности, 

касающейся прямой 

01543  yx  и имеющей центр 

в т. О(5; 5). 

1) 16)5()5( 22  yx ; 2) 

16)5()5( 22  yx ;  

3) 16)5()5( 22  yx ; 4) 

12)5()1( 22  yx ;  

5) 16)5()1( 22  yx .  

10. Составить уравнение эллипса, фо-

кусы которого лежат на оси ОУ, 

если расстояние между фокусами 

равно 24, малая ось равна 10. 

1) 1
1216

22


yx

; 2) 1
1612

22


yx

; 3) 1
510

22


yx

;  

4) 1
1812

22


yx

; 5) 1
169

22


yx

. 

Тест 2. «Аналитическая геометрия» 

Вариант 5 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Вычислить скалярное произведе-

ние векторов, если 5;2  ba ; 

0 . 

1) 8; 2) 10; 3) 7; 4) 6; 5) 5. 

2. Найти векторное произведение 

векторов )10;11;2( a  и 

)2;6;3( b  

1) kji 212638  ; 2) kji 51040  ; 3) 

kji 212630  ;  

4) kji 3539  ; 5) kji 212638  . 

3. Определить, какой тройкой явля-

ется тройка векторов 

)2;1;1( a , )1;1;2(b , 

)2;2;1( c . 

1) левая; 2) правая; 3) произвольная. 

4. Записать уравнение прямой АВ, 

если А(3; 4); В(6; 1).  
1) 7 xy ; 2) 7 xy ; 3) 7 xy ;  

4) 32  xy ; 5) 23  xy . 

5. Найти угол между прямы-

ми 32  xy   и 14  xy . 

 

1) 0 ;2) 









9

2
arctg ; 3) 

4


  ;  

4) 
2


  ; 5) 

2

9
arctg . 

6. Найти величины отрезков, отсека-

емых плоскостью на осях коорди-

нат 012243  zyx  

1) 6;3;4  cba ; 2) 6;3;4  cba ;  

3) 6;4;3  cba ; 4) 6;3;4  cba ;  

5) 6;3;2  cba . 

7. Вычислить расстояние между па-

раллельными плоскостями 

0622  zyx , 

01522  zyx . 

1) 3; 2) 5; 3) 9; 

4) 21; 5) 6. 
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8. Составить параметрическое  

уравнение прямой , проходящей 

через т.  )3;2;1(0 M параллельно 

вектору )7;5;4( a . 

1) 














tz

ty

tx

73

52

41

; 2) 














tz

ty

tx

3

25 ; 3) 














tz

ty

tx

73

52

1

;  

4) 














tz

ty

tx

73

52

51

; 5) 














tz

ty

tx

3

52

41

. 

9. Составить уравнение окружности, 

диаметром которой является отре-

зок прямой 01243  yx , за-

ключенный между осями коорди-

нат. 

1) 5)3()1( 22  yx ; 2) 

25,6)5,1()2( 22  yx ;  

3) 25,6)5,1()2( 22  yx ; 4) 

1)4()3( 22  yx ;  

5) 5)4()3( 22  yx .  

10. Составить уравнение эллипса, фо-

кусы которого лежат на оси ОХ, 

если 5;9  ba . 

1) 1
2516

22


yx

; 2) 1
1625

22


yx

; 3) 1
116

22


yx

;  

4) 1
2536

22


yx

; 5) 1
161

22


yx

. 

 

Тест 2. «Аналитическая геометрия» 

 

Ответы 

 

Варианты 
Номера ответов заданий 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 1 1 2 1 1 3 2 1 2 1 

3 1 3 1 1 1 4 1 1 3 1 

4 1 2 3 1 1 4 1 2 1 1 

5 2 1 2 1 2 1 1 1 2 4 
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Тест 3. «Предел функции» 

Вариант 1 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Найти )32(lim
2




x
x

 1) 7; 2) 0; 3) 4; 4) - 1; 5) 2. 

2. 
Найти 

5

25
lim

2

5 



 x

x

x
 

 

1) 10; 2) 12; 3) 8; 4) 5; 5) 6. 

3. 
Найти 

4

362
lim

23

1 



 x

xxx

x
. 

1) - 0,8; 2) 1; 3) 0,9; 4) 0,85; 5) 2. 

4. 

Найти 
5

23
lim

3

4





 x

x

x
 

1) 10; 2) 0; 3) -1; 4) 2; 5) 6. 

5. 
Найти 

2

2

0 4

sin
lim

x

x

x
 1) 

4

1
;2) 3; 3) 4; 4) 5; 5) 

8

1
. 

6. 
Найти 

x

x x

x













 12

12
lim  

1) 2e ; 2) 1e ;3) 2; 4)  ; 5) 0. 

7. Найти x

x
x41lim

0



 1) 4e ; 2) 3e ; 3) e ;4) 0; 5)  . 

8. 
Найти 

4

25
lim

2

3





 x

xx

x
. 

1)  ; 2) 3; 3) 4; 4) 5; 5) 0. 

9. 
Найти 












 1

21
lim

20 xx ex
 

1)1; 2) 3; 3) 0; 4) 5; 5)  .  

10. 
Найти 

x

x

x ln

1
lim

3

1




. 

1) 2; 2) 3; 3) - 3; 4) 0; 5) 1. 
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Тест 3. «Предел функции» 

Вариант 2 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. 
Найти 

4

32
lim

2 



 x

x

x
 1) 3; 2) 

2

7
 ; 3) 4; 4) - 1; 5) 6. 

2. 
Найти 

4

64
lim

3

4 



 x

x

x
 

 

1) 3; 2) 5; 3) 48; 4) 32; 5) 24. 

3. 
Найти 

65

623
lim

2

23

3 



 xx

xxx

x
. 

1) 7; 2) 4; 3) 5; 4) 0; 5) 8. 

4. 
Найти 

4

354
lim

3

2





 x

xx

x
 

1) 4; 2) 0; 3) 5; 4) 2; 5) - 6. 

5. 
Найти 

2

2 1
sinlim

x
x

x



 

1) 2; 2) 1; 3) 4; 4) 0; 5) 6. 

6. 
Найти 

x

x x

x













 12

35
lim  1)  ; 2) 0; 3) e ;4) 2e ; 5) 

e

1
.. 

7. 
Найти 

x

x

x

)51(log
lim 2

0




 

1) 4; 2) e2log5 ; 3) 0;4) 1; 5)  . 

8. 
Найти 

xx

x

42

)1ln(
lim




. 

1) 0; 2) 3; 3) 4; 4) 5; 5) 6. 

9. 
Найти 











x

xx
ctg

1
lim

0
 

1) 2; 2) 0; 3)  ; 4) 5; 5) 1.  

10. Найти 
x

x
x

0
lim


. 1) 0; 2) 1; 3)  ; 4) - 3; 5) 2. 



180 

 

Тест 3. «Предел функции» 

Вариант 3  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. 
Найти 

4

32
lim

0 



 x

x

x
 1) 0; 2) 4; 3) 

4

3
 ; 4) 2; 5) - 5. 

2. 
Найти 

9

3
lim

23 



 x

x

x
 

 

1) 2; 2) 
6

1
; 3) 0; 4) 5; 5) - 1. 

3. 
Найти 

32

824
lim

2

234

4 



 xx

xxxx

x
. 1) 

27

16
; 2) 

16

27
; 3) 

12

8
; 4) 

13

10
; 5) 

29

13
. 

4. 
Найти 

5

1
lim

4

2





 x

x

x
 

1) 1; 2) 0; 3)  ; 4) 2; 5) - 3. 

5. 
Найти 

x

x

x 5tg

2sin
lim

0
 1) 1; 2) 0; 3) 

5

2
; 4) 3; 5) 6. 

6. 
Найти 

x

x x

x













 54

13
lim  

1) 2; 2) 3e ; 3)0;4) 1; 5)  . 

7. 
Найти 

x

x

x

12
lim

3

0




 

1) 2ln3 ; 2) 4; 3) 0;4)  ; 5) 1. 

8. 
Найти 

320 3

22sin
lim

xx

xxe x

x 




. 1) 0; 2)  ; 3) 

3

2
; 4) 4; 5) 2. 

9. 
Найти 












 xxxx sin

11
lim

20
 1) 5; 2) 0; 3) 

6

1
 ; 4) 

3

2
; 5) 

3

1
 .  

10. 

Найти 
2

1

0 2
coslim x

x

x










. 1) 8

1


e ; 2) 8e ; 3) 8e ; 4) 1; 5)  . 
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Тест 3. «Предел функции» 

Вариант 4  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. 
Найти 

32

4
lim

4 



 x

x

x
 

1) 0; 2) 5; 3) - 1; 4) 2; 5) - 6. 

2. 
Найти 

2

8
lim

3

2 



 x

x

x
 

 

1) 12; 2) 0; 3) 8; 4) 10; 5) - 6. 

3. 
Найти 

86

7452
lim

24

234

3 



 xx

xxx

x
. 

1) 6; 2) 5; 3) 7; 4) 3; 5) 8. 

4. 
Найти 

1

23
lim

25

24





 xx

xx

x
 

1) 0; 2) 3; 3) 2; 4) - 3; 5) 4. 

5. 
Найти 

x

x

x 4arctg

2arcsin
lim

0
 1) 

2

1
; 2) 

5

3
; 3) 

7

4
; 4) 

9

2
; 5) 1. 

6. 
Найти 

x

x x












 2

3
1lim  

1) e ; 2)  ; 3) 0; 4) 2; 5) 3e . 

7. 
Найти 

x

x

x

141
lim

3

0




 1) e ; 2) 

3

4
; 3) 1;4)  ; 5) 3. 

8. 
Найти 

xx

xe x

x 5

1cos
lim

20 




. 1) 0; 2) 

5

1
; 3) 2; 4) 4; 5) - 1. 

9. 
Найти 










 220

1

sin

1
lim

xxx
 1) 0; 2)  ; 3) 4; 4) 5; 5) 

3

1
.  

10. 
Найти 

4
ctglim

0

x
x

x



. 1) 3; 2) 

4

1
; 3) 4; 4) 0; 5) 1. 
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Тест 3. «Предел функции» 

Вариант 5 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. 
Найти 

5

52
lim

5 



 x

x

x
 

1) 0; 2)  ; 3) 4; 4) - 2; 5) 6. 

2. 
Найти 

1

1
lim

2

1 



 x

x

x
 

 

1) 2; 2) 4; 3) 0; 4) 5; 5) 3. 

3. 
Найти 

1

452
lim

2

1 



 x

xx

x
. 

1) 2; 2) 4; 3) - 3; 4) 5; 5) 0. 

4. 
Найти 

382

53
lim

3

23





 xx

xx

x
 1) 0; 2) 

2

1
; 3) 

3

1
; 4) 

5

1
; 5)  . 

5. 
Найти 

x

x

x 8tg

7tg
lim

0
 1) 2; 2) 

8

7
; 3) 4; 4) 

6

5
; 5) 2. 

6. 
Найти 

x

x

x










 2
1lim  

1) 2e ; 2) 3; 3) 4; 4) 3e ; 5) e . 

7. 
Найти 

x

x

x

)71ln(
lim

0




 

1) e ; 2) 1; 3) 7; 4) 6; 5) 5. 

8. 
Найти 

x

x

x 5ln

2
lim

3


. 

1)  ; 2) 3; 3) 4; 4) 0; 5) 5. 

9. 
Найти 










 x

x

xx

ctg1
lim

20
 1) 

3

1
; 2) 0; 3) 4; 4)  ; 5) 1.  

10. Найти )1ln(lnlim
1

xx
x




. 1) 0; 2) 3; 3) 4; 4)  ; 5) 2. 

 

Тест 3. «Предел функции» 

 

Ответы 

 

Варианты 
Номера ответов заданий 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 

2 2 3 1 2 2 1 2 2 2 2 

3 3 2 1 1 3 3 1 3 3 1 

4 1 1 3 1 1 2 2 1 5 3 

5 2 2 3 2 2 1 3 1 1 1 
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Тест 4: «Непрерывность и дифференцируемость функции одной переменной» 

Вариант 1 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Указать тип точки разрыва 

функции 
3

9
)(

2






x

x
xf  

1) 30 x  -точка разрыва первого рода; 

2) 30 x -точка разрыва второго рода; 

3) 30 x -точка устранимого разрыва; 

4) 30 x -точка непрерывности функции; 

5) ни одно утверждение не верно. 

2. Найти производную функции: 

xxy 5cos  

1) xxx 5sin55cos  ; 2) x5cos ; 

3) x5cos5 ; 4) xx 5sin ; 5) xx 5sin5  

3. Найти производную функции: 










3

2 1

ty

tx
. 

1) 
12

3

t

t
; 2) 

12

3 2

t

t
; 3) t

2

3
;4) 

23

12

t

t 
; 5) 

3

12

t

t 
. 

4. Найти производную неявно 

заданной функции: 

03232  yxyx  

1) 
3ln3

2ln22





yy

x

; 2) 
y

x

y

x

33

22




; 3) 

33

22





y

x

;  

4) 
3ln3

2ln22

y

x
; 5) 

yy

x





3

2ln22
. 

5. Найти дифференциал функ-

ции: 
3 2

1

x

y  . 

 

1) dxx 3

5

3

2 
 ; 2) dxx 3

2

3

2
; 3) dxx 3

5

3

2 
 ; 

4) dxx 2

1

3

2
 ; 5) dxx3

3

2
 . 

6. Найти производную 2-ого по-

рядка функции: 

xy 6ln . 

1) 
x

1
; 2) 

2

1

x
 ;3) 

3

1

x
 ; 4) 

x6

1
; 5) x6 . 

7. Найти промежутки возраста-

ния и убывания функции 

74)( 23  xxxf  

1) Возрастает в интервале  2;  ; 2) убывает в ин-

тервале 







;

3

8
; 3) возрастает в интервалах 

 







 ;0

3

8
; ; убывает 








 0;

3

8
;4) возрастает 









5;

3

8
; 5) убывает 










3

8
; . 

8. Найти экстремум функции 

455)( 345  xxxxf  

1) 5)1()(max;23)3()(min  fxffxf ;  

2) 20)3()(max;3)1()(min  fxffxf ; 

3) 25)4()(min  fxf ; 

4) 30)5()(max  fxf ; 

5) экстремума нет. 
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9. Найти точки перегиба  графи-

ка функции 

533)( 23  xxxxf  

1)М(2; 3); 2) М(-4; 1); 3) М(1; -4); 4) М(2; -4);  

5) М(0; 5).  

10. Найти асимптоты графика 

функции 42  xy  

1) xyxy  ; ; 2) xy 2 ; 3) 5 xy ;4) 13  xy ;   

5) 1 xy . 

 

Тест 4: «Непрерывность и дифференцируемость функции одной переменной» 

Вариант 2 

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Указать тип точки разрыва 

функции 

x

xf
1

31

2
)(



  

1) 00 x  -точка разрыва первого рода; 

2) 00 x -точка разрыва второго рода; 

3) 00 x -точка устранимого разрыва; 

4) 00 x -точка непрерывности функции; 

5) ни одно утверждение не верно. 

2. Найти производную функции: 

xy 2tg  
1) x2ctg ; 2) 

xx 2cos

2

2tg2

1

2
 ; 3) 

x2tg

1
;  

4) x2ctg ; 5) x2tg  

3. Найти производную функции: 









ty

tx

3sin

2cos
. 

1) 
t

t

3cos3

2sin2
; 2) 

t

t

3cos

2sin
; 3) 

t

t

cos

sin
;4) 

t

t

2sin

3cos
; 5) 

t

t

3cos3

2sin2
. 

4. Найти производную неявно за-

данной функции: 

05ln  yex y  
1) 

5

ln yex 
; 2) 

5

1
y

x


; 3) 
5

ln yex 
;  

4) 
)5(

1




yex
; 5) 

5

ln

ye

x
. 

5. Найти дифференциал функции: 

xxxf 53)( 2  . 

 

1) dxx)23(  ; 2) dxx )52(  ; 3) dxxx )53( 2  ; 

4) xdx2 ; 5) dxx )52(  . 

6. Найти производную 2-ого по-

рядка функции: 

xey 7 . 

1) xe749 ; 2) xe77 ;3) xe7 ; 4) 77 xe ; 5) 777 xe . 

7. Найти промежутки возрастания 

и убывания функции 

1296)( 23  xxxxf . 

1) Возрастает в интервалах     ;13; ; 

убывает в интервале  1;3  ; 2) возрастает в интер-

вале  3;  ; 3) убывает в интервале  1;3  ; 

4) возрастает  1;  ; 5) убывает   ;1 . 

8. Найти экстремум функции 

1510)( 24  xxxf  

1) 10)(max xf ;  

2) 3)(min xf ; 
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3) 1)(max xf ; 

4) 15)0()(max;10)5()(min  fxffxf  

5) экстремума нет. 

9. Найти точки перегиба  графика 

функции 76)( 3  xxxf  

1)М(0; 7); 2) М(1; 6); 3) М(0; 5); 4) М(1; 7);  

5) М(-1; -7).  

10. Найти асимптоты графика 

функции 
2

23 52

x

xx
y


  

1) 0x ; 2) xy  ; 3) 2;0  xyx ; 4) 2 xy ;    

5) 2x . 

 

Тест 4: «Непрерывность и дифференцируемость функции одной переменной» 

Вариант 3  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Указать тип точки разрыва функ-

ции 
5

1
arctg)(




x
xf  

1) 50 x  -точка разрыва первого рода; 

2) 50 x -точка разрыва второго рода; 

3) 50 x -точка устранимого разрыва; 

4) 50 x -точка непрерывности функции; 

5) ни одно утверждение не верно. 

2. Найти производную функции: 

xy 5arctg 2  

1) 5
1

1

2


 x
; 2) 

21

1
5arctg2

x

x



 ;  

3) 
2251

5
5arctg2

x
x


 ; 4) x5arcctg 2 ; 5) x5arctg2  

3. Найти производную функции: 











ty

x t

4ln

23

. 

1) 
2ln23

1

3  tt
; 2) 

2ln2

1

3 t
; 3) 

t

t

4

23

;4) 
t

t

4

32ln23 
; 

5) 
4

23t

. 

4. Найти производную неявно задан-

ной функции: 

045cos4sin  xyx  

1) 
y

x

5sin5

44cos4 
; 2) 

y

x

5sin

44cos 
; 3) 

x

x

5sin

44sin 
;  

4) 
5

44cos x
; 5) 

y5sin

1
. 

5. Найти дифференциал функции: 
xy ctg4 . 

 

1) dx
x

x

2

ctg

sin

4ln4 
; 2) xdxx tg4ctg  ; 3) dxx 4ln4ctg  ; 

4) dx
x

x

2

ctg

sin

1
4  ; 5) xdxx tg4ln4ctg  . 

6. Найти производную 2-ого порядка 

функции: 

1

2






x

xx
y . 

1) 
x

x 1
; 2) 

2)1(

4

x
;3) 

1

4

x
; 4) 

12

1

x
; 

 5) xx  )12( . 
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7. Найти промежутки возрастания и 

убывания функции 

54)( 24  xxxf . 

1) Возрастает  3;  ; 2) убывает  ;3 ;  

3) убывает в интервалах    2;02;  ; воз-

растает в интервалах     ;20;2 ; 

4) возрастает  2; ; 5) убывает   ;2 . 

8. Найти экстремум функции 

52)( 23  xxxxf  

1) 5)3()(min  fxf ;  

2) 
27

13

3

1
)(max;5)1()(min 








 fxffxf ; 

3) 5)0()(max  fxf ;4) 7)3()(min  fxf ; 

5) 3)2()(max  fxf . 

9. Найти точки перегиба  графика 

функции 543)( 23  xxxxf  

1)М(1; -3); 2) М(-3; 1); 3) М(1; 0); 4) М(3; 0);  

5) М(1; 4).  

10. Найти асимптоты графика функ-

ции 
x

xx
y

224 
  

1) 1x ; 2) 2x ; 3) xyx  2;0 ; 4) 0x ;    

5) xy 34  . 

 

Тест 4: «Непрерывность и дифференцируемость функции одной переменной» 

Вариант 4  

№ ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Указать тип точки разрыва функ-

ции 
2

1
)(




x
xf . 

1) 20 x  -точка разрыва первого рода; 

2) 20 x -точка разрыва второго рода; 

3) 20 x -точка устранимого разрыва; 

4) 20 x -точка непрерывности функции; 

5) ни одно утверждение не верно. 

2. Найти производную функции: 

xy arcsin4  
1) 4ln4arcsin x ; 2) 

2

arcsin

1

4ln4

x

x




;  

3) xarccos4 ; 4) 4ln4arccos x ; 5) 44arccos x . 

3. Найти производную функции: 









ty

tx 5tg
. 

1) 
t

t

5cos2
; 2) 

5

5cos2 t
; 3) 55cos2 t ;4) 

t5sin

1
;  

5) 5
5ctg

1


t
. 

4. Найти производную неявно за-

данной функции: 

063tgcos  yxyx . 

1) 
y

yx

2

2

cos61

cos)3(sin




; 2) 

y

x

2cos

3sin 
; 3) 

)1(cos6

cos)3(sin

2

2





y

yx
;  

4) 
y

x

2cos6

3sin 
; 5) 

y

x

2cos66

3sin




. 

5. Найти дифференциал функции: 

xy 3cos . 
1) dx

x

3

3cos
; 2) dx

x

x

3cos2

3sin3
; 3) dx

x

x

3cos2

3sin3

2
; 
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4) dx

x

x

2cos2

3sin3

3
; 5) xdxx 3cos3sin3  . 

6. Найти производную 2-ого порядка 

функции: 

xy ctg . 

1) 
x

x

2sin

cos2
; 2) 

x

x

ctg

sin
;3) 

x

x

sin

cos2
; 4) 

x

x

2sin

cos
; 

 5) 
x

x

3sin

cos3
. 

7. Найти промежутки возрастания и 

убывания функции 

12)( 2  xxxf . 

1) Возрастает  1; ; убывает  ;1 ; 2) возрастает 

 2; ; 3) убывает  ;4 ; 4) возрастает  2;1 ; 

убывает в интервалах     ;21; ; 5) возрастает 

  ; . 

8. Найти экстремум функции 

43)( 23  xxxf  

1) 0)1()(max  fxf ;  

2)   02)(max;4)0()(min  fxffxf ; 

3) 16)2()(max  fxf ; 4) 2)1()(min  fxf ; 

5) 50)3()(max  fxf . 

9. Найти точки перегиба  графика 

функции 96)( 23  xxxf  

1)М(-7; 2); 2) М(1; 3); 3) М(4; 2); 4) М(2; -7);  

5) М(0; 6).  

10. Найти асимптоты графика функ-

ции 
xx

y



3

3
. 

1) 1;0  xx ; 2) 1x ; 3) 0x ; 4) 1x ;    

5) 2x . 

 

Тест 4: «Непрерывность и дифференцируемость функции одной переменной» 

Вариант 5 

 № ЗАДАНИЯ ВАРИАНТЫ ОТВЕТОВ 

1. Указать тип точки разрыва 

функции 
2

8
)(

3






x

x
xf . 

1) 20 x  -точка разрыва первого рода; 

2) 20 x -точка разрыва второго рода; 

3) 20 x -точка устранимого разрыва; 

4) 20 x -точка непрерывности функции; 

5) ни одно утверждение не верно. 

2. Найти производную функции: 

xy

3

2  

1) 2ln2

3

x ; 2) x

3

2 ; 3) 






 


2

3
3

2ln2
x

x ; 4) 32

3

x ;  

5) 
x

x 3
ln2

3

 . 

3. Найти производную функции: 








3

5sin

ty

tx
. 

1) 
t

t

5cos5

3 2

; 2) 
23

5cos

t

t
; 3) 

t

t

5sin

3
;4) 5

5cos

3 2


t

t
;  

5) 
23

55cos

t

t 
. 
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4. Найти производную неявно 

заданной функции: 

05422  yxyx . 

1) 
y

x

2

42 
; 2) 

y

x

25

42




; 3) 

12

42





y

x
;  

4) 
52

42





y

x
; 5) 

5

42





y

x
. 

5. Найти дифференциал функ-

ции: xy 5arcsin . 

 

1) dx

x2251

5



; 2) xdx5arccos ; 3) dx
x251

1


; 

4) dx
x2251

1


; 5) dx

x25

1


. 

6. Найти производную 2-ого по-

рядка функции: 

856 23  xxxy . 

1) 1x ; 2) 0x ; 3) 32  xx ; 4) 126 x ; 

 5) 16 x . 

7. Найти промежутки возраста-

ния и убывания функции 
xexf )( . 

1) Возрастает   ; ; 2) возрастает  0; ;  

3) возрастает  ;0 ; 4) убывает  ;0 ;  

5) возрастает  2;1 . 

8. Найти экстремум функции 

53)( 3  xxxf  

1)   71)(max;3)1()(min  fxffxf ;  

2) 5)0()(max  fxf ; 

3) 3)1()(min  fxf ; 4) 7)2()(max  fxf ; 

5) 23)3()(min  fxf . 

9. Найти точки перегиба  графи-

ка функции 

876)( 23  xxxxf  

1)М(38; 4); 2) М(-2; 38); 3) М(1; 2); 4) М(2; 3);  

5) М(0; 1).  

10. Найти асимптоты графика 

функции 
12 


x

x
y . 

1) 1x ; 2) 0x ; 3) 2x ; 4) 2x ;    

5) 1x . 

 

 

Тест 4: «Непрерывность и дифференцируемость функции одной переменной» 

Ответы 

 

Варианты 
Номера ответов заданий 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 3 1 3 1 1 2 3 1 3 1 

2 1 2 1 4 2 1 1 4 1 3 

3 1 3 1 1 1 2 3 2 1 3 

4 2 2 2 1 2 1 1 2 4 1 

5 3 3 1 2 1 4 1 1 2 1 
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IV ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ РАЗДЕЛ  

ПО УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЕ «МАТЕМАТИКА. ЧАСТЬ I» 

Программа дисциплины 

Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии 

1. Матрицы. Основные определения. Операции над матрицами. 

2. Определители 2-го и 3-го порядков, их свойства. Миноры и алгебраические дополнения. 

Понятие об определителе n-го порядка. Вычисление определителя разложением по строке 

(столбцу). 

3. Обратная матрица. Теорема существования и единственности обратной матрицы. Ранг мат-

рицы. Вычисление ранга матрицы методом окаймляющих миноров и элементарными пре-

образованиями. 

4. Системы линейных уравнений. Основные определения. Матричная запись системы линей-

ных уравнений. Решение невырожденных линейных систем. Формулы Крамера. Матрич-

ный способ решения невырожденных систем. 

5. Решение произвольных систем линейных уравнений. Теорема Кронекера-Капелли. Метод 

Гаусса. Системы однородных уравнений. 

6. Векторы. Линейные операции над векторами. Базис. Координаты вектора.  

7. Скалярное произведение векторов и его свойства. Длина вектора. Проекция вектора на ось. 

Направляющие косинусы вектора. Угол между двумя векторами в координатной форме. 

Условие ортогональности двух векторов. Механический смысл скалярного произведения. 

8. Векторное произведение двух векторов, его свойства. Условие коллинеарности двух векто-

ров. Геометрический и механический смысл векторного произведения. 

9. Смешанное произведение векторов и его свойства. Геометрический смысл смешанного 

произведения векторов. 

10. Уравнение линии на плоскости. Общие уравнения прямой на плоскости и в пространстве, 

плоскости в пространстве. Векторные, параметрические и канонические уравнения пря-

мой. Уравнения прямой, проходящей через две точки. Уравнение плоскости, проходящей 

через три данные точки. 

11. Угол между прямыми, между плоскостью и прямой, между плоскостями. Условия парал-

лельности и перпендикулярности прямых и плоскостей. Расстояние от точки до плоско-

сти и от точки до прямой на плоскости. 

12. Кривые второго порядка (эллипс, гипербола, парабола), их канонические уравнения и ис-

следование геометрических свойств. Приведение кривых второго порядка к канониче-

скому виду в случае отсутствия члена с произведением переменных. 
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13. Уравнение поверхности в пространстве. Сфера. Эллипсоид. Гиперболоиды. Параболоиды. 

Цилиндрические и конические поверхности. Геометрические свойства этих поверхно-

стей, исследование их формы методом сечений. 

Введение в математический анализ 

14. Множество действительных чисел. Комплексные числа, формы их записи. Действия 

над комплексными числами. 

15. Ограниченные числовые множества. Верхние и нижние грани множеств. Числовые по-

следовательности. Основные понятия и определения. Предел числовой последователь-

ности. Теорема Больцано–Вейерштрасса. Теорема о существовании предела монотон-

ной ограниченной последовательности. Число «е». Натуральные логарифмы. 

16. Функция. Предел функции в точке. Односторонние пределы функции. Предел функ-

ции на бесконечности. Бесконечные пределы. Теорема о единственности предела. 

Бесконечно малые функции. Теорема о представлении функции, имеющей предел, в 

виде суммы ее предела и бесконечно малой функции. Ограниченность функции, име-

ющей предел. Предел промежуточной функции. Переход к пределу в неравенствах. 

17. Первый и второй замечательные пределы. 

18. Бесконечно малые функции. Свойства бесконечно малых функций. Связь между бес-

конечно большими и бесконечно малыми функциями. Теоремы о пределах. Сравнение 

бесконечно малых функций. Символы 0 и О. 

19. Непрерывность функций, их свойства в точке и на отрезке. Точки разрыва функции и 

их классификация. 

Дифференциальное исчисление функций одной переменной 

20. Производная функции. Геометрический и механический смысл производной. Правила 

дифференцирования. Теорема о непрерывности дифференцируемых функций. Произ-

водная сложной функции. Непрерывность и дифференцируемость обратной функции. 

21. Производные степенной, показательной, логарифмической, тригонометрических, об-

ратных тригонометрических, неявно и параметрически заданных функций. Логариф-

мическое дифференцирование. Производная степенно-показательной функции. 

22. Производные и дифференциалы высших порядков. Неинвариантность формы диффе-

ренциала выше первого порядка. 

23. Теоремы Ферма, Ролля, Лагранжа и Коши. Правило Лопиталя. 

24. Формула Тейлора. Разложение функций по формуле Тейлора. 
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Применение дифференциального исчисления для исследования функций и  

построения их графиков 

25. Возрастание и убывание функции на заданном промежутке. Условия возрастания и убы-

вания функции на данном промежутке. Точки экстремума функции. Необходимый при-

знак экстремума. Достаточные признаки экстремума функции. 

26. Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции на данном отрезке. Выпук-

лость и вогнутость графика функции. Точки перегиба. Признаки выпуклости и вогнуто-

сти графика функции. Необходимый и достаточный признаки существования точки пе-

региба. Асимптоты кривой. Общая схема исследования функции и построения графика. 
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Экзаменационные вопросы для студентов 1 курса (1 семестр) 

I. Линейная алгебра и аналитическая геометрия 

1. Матрицы, основные определения. Линейные операции над матрицами. Умноже-

ние матриц. 

2. Определители 2-го и 3-го порядков, их основные свойства. Понятие об опреде-

лителе п-го порядка. 

3. Обратная матрица. Теорема существования и единственности обратной матри-

цы. Матричный метод решения систем линейных алгебраических уравнений. 

4. Формулы Крамера для решения систем линейных алгебраических уравнений. 

5. Ранг матрицы, способы его вычисления. Теорема о базисном миноре. 

6. Решение  произвольных  систем  линейных  уравнений. Теорема Кронекера-

Капелли ( без доказательства ). Решение однородных систем. 

7. Векторы, основные определения. Линейные операции над векторами. Базис. 

Координаты вектора. 

8. Скалярное произведение векторов, основные свойства.  

9. Выражение скалярного произведения через координаты векторов. 

10. Векторное произведение векторов, основные свойства.  

11. Выражение векторного произведения через координаты  векторов. 

12. Смешанное произведение векторов, основные свойства.  

13. Выражение смешанного произведения через координаты векторов. 

14. Уравнение линии на плоскости и в пространстве. 

15. Общее уравнение плоскости. Уравнение плоскости в отрезках.  

16. Общее уравнение прямой на плоскости. Уравнение прямой в отрезках.  

17. Уравнение плоскости, проходящей через три точки. 

18. Векторное, параметрическое и каноническое уравнения прямой в пространстве 

и на плоскости.  

19. Уравнение прямой, проходящей через две точки в пространстве и на плоско-

сти. 

20. Эллипс, его каноническое уравнение и исследование геометрических свойств. 

21. Гипербола, ее каноническое уравнение и исследование геометрических 

свойств. 

22. Парабола, ее каноническое уравнение и исследование геометрических свойств. 

23. Приведение общего уравнения линии второго порядка к каноническому виду в 

случае отсутствия члена с произведением переменных. 
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24. Простейшие поверхности второго порядка, исследование их уравнений мето-

дом сечений на примерах эллипсоида и гиперболоидов. 

25. Простейшие поверхности второго порядка, исследование их уравнений мето-

дом сечений на примерах конуса и параболоидов. 

26. Простейшие поверхности второго порядка, исследование их уравнений мето-

дом сечений на примерах цилиндров. 

27. Действительные числа. Комплексные числа, формы их записи. 

28. Действия над комплексными числами. 

II. Введение в математический анализ 

29. Ограниченные числовые множества. Верхние и нижние грани множеств. 

30. Предел числовой последовательности, основные определения. Теорема о един-

ственности предела.  

31. Теорема Больцано-Вейерштрасса. Теорема о существ-и предела монот-й ограни-

ченной посл-ти. 

32. Функции. Предел функции в точке. Односторонние пределы. Предел функции на 

бесконечности. Бесконечные пределы. 

33. Теорема о представлении функции, имеющей предел, в виде суммы ее предела и 

бесконечно малой функции. Ограниченность функции, имеющей предел. 

34. Предел промежуточной функции. Переход к пределу в неравенствах. 

35. Основные теоремы о пределах. 

36. Бесконечно малые и бесконечно большие функции, их свойства. 

37. Сравнение бесконечно малых. Эквивалентные бесконечно малые. 

38. Первый замечательный предел. 

39. Второй замечательный предел. Число е. Натуральные логарифмы. 

40. Непрерывность функции, их свойства в точке и на отрезке.  

41. Точки разрыва функции и их классификация. 

III. Дифференциальное исчисление функций одной переменной 

42. Производная функции. Геометрический и механический смысл производной. 

43. Правила дифференцирования. 

44. Теорема о непрерывности дифференцируемых функций. 

45. Производная сложной функции. 

46. Производная обратной функции и функции, заданной неявно и параметрически. 

47. Производные степенной, показательной, логарифмической, тригонометриче-

ских, обратных тригонометрических функций. 
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48. Логарифмическое дифференцирование. Производная степенно-показательной 

функции. 

49. Производные высших порядков.  

50. Производные первого и второго порядков от функции, заданной параметриче-

ски. 

51. Дифференциал функции. Его связь с производной. Инвариантность формы диф-

ференциала  первого порядка. Применение дифференциала в приближенных вычислениях. 

52. Дифференциалы высших порядков. Неинвариантность формы дифф-ла выше 

первого порядка. 

53. Теорема Ферма. Теорема Ролля.  

54. Теорема Лагранжа. Теорема Коши. 

55. Правило Лопиталя. 

56. Формула Тейлора.  

57. Разложение по формуле Тейлора основных элементарных функций. 

58. Применение формулы Тейлора в приближенных вычислениях. 

59. Монотонные функции. Условия постоянства, возрастания и убывания функции 

на заданном промежутке. 

60. Экстремум функций. Необходимые условия экстремума функции. 

61. Достаточные признаки существования экстремума функции. 

62. Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции на данном отрезке. 

63. Выпуклость и вогнутость, точки перегиба. Признаки выпуклости и вогнутости 

графика функции. 

64. Необходимый и достаточный признаки существования точки перегиба. 

65. Асимптоты графика функции. Общая схема исследования функции и построения 

графика. 

66. Касательная прямая и нормальная плоскость к пространственной кривой. 
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Рекомендуемая литература 

1. Минюк, С. А. Математика для инженеров: учебник в 2 т. / С. А. Минюк, Н. С. 

Березкина, А. В. Метельский. – Т. 1. – Минск: Элайда, 2006. 

2. Пискунов, Н. С. Дифференциальное и интегральное исчисления (для втузов): в 

2 т. / Н. С. Пискунов. – Т. 1. – М.: Наука, 1985. 

3. Жевняк, Р. М. Высшая математика. Аналитическая геометрия и линейная алгеб-

ра. Дифференциальное исчисление / Р. М. Жевняк, А. А. Карпук. – Минск: Вышэйшая 

школа, 1992. 

4. Высшая математика в упражнениях и задачах: в 2 ч. / П. Е. Данко [и др.]. – М.: 

Оникс, 2005. 

5. Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии / Р. Ф. Апатенок [и 

др.]. – Минск: Вышэйшая школа, 1986. 

6. Гусак, А. А. Высшая математика: в 2 т. / А. А. Гусак. – Т. 1. – Минск: ТетраСи-

стемс, 2009. 

7. Гусак, А. А. Справочное пособие к решению задач: аналитическая геометрия и 

линейная алгебра / А. А. Гусак. – Минск: ТетраСистемс, 2009. 

8. Гусак, А. А. Справочное пособие к решению задач: математический анализ и 

дифференциальные уравнения / А. А. Гусак. – Минск: ТетраСистемс, 2009. 

9. Сухая, Т. А. Сборник задач по высшей математике: учебное пособие: в 2 ч. / 

Т. А. Сухая, В. Ф. Бубнов. – Минск: Вышэйшая школа, 1993. 

10. Рябушко, А. П. Индивидуальные задания по высшей математике: учебное по-

собие: в 4 ч. / А. П. Рябушко [и др.]. – Ч. 1. – Минск: Вышэйшая школа, 2009. 

11. Высшая математика: сборник заданий для аудиторной и самостоятельной рабо-

ты студентов инженерно-технических специальностей втузов: в 2 ч. / А. Н. Андриянчик  

[и др.]. – Ч. 1. – Минск: БНТУ, 2010. 

12. Письменный, Д. Конспект лекций по высшей математике: в 2 ч. / Д. Письмен-

ный. – Ч. 1. – М.: Айрис-пресс, 2009. 

 

 

 

 

 




