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РАЗДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

О. Н. Скляр

Метод разделения переменных (метод Фурье) является одним из наибо
лее применяемых методов аналитического решения краевых задач математи
ческой физики, теории упругости и др. Ниже выводятся условия его реализа
ции для уравнений вида:
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где А — оператор Лапласа, К. f i  = 1, 4 —  функции х. у  ,z.
Перейдем в (1) к вращательным координатам (Т1, 0, ф) по формулам:

x + iy = pe‘'̂ . р = е "^(x + iy) 

z + ip = / ( л  + '0)> Л + '0 = + ip) (Р  = /  ')
откуда

Р = ^ [ / ( л + г 0 ) - / ( л - * 0 ) ]  

2 = | [ / ( л + / 0 ) + 7 (л - і0) ]

(2)

(3)

^ = :^т[/(л + І0) -  / ( Л  -  /0 )]е"

Здесь черта означает комплексное сопряжение.
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T.к.Ф = a^■c^g- ,то: х^'+у^
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Из р = имеем:

Эр Эр . Зр
—  =  С08ф, —  = 5Ш ф, —  = 0
ах ду OZ

Из Г) + /0 = F (z  + jp) следует:

Л = ^ [ ^ z  + !p) + F ( z - /p ) ]
2^

0 = l [ F ( z  + /p ) - F ( z - r p ) ]

Поэтому

^  ^  [F '(z + гр) -  F'(z -  ip)]cos ф; ^  ^  \ / \ ^  + Ф) ~ ~ гр)]«іп ф

^  + Ф) + F \ z  -  гр)]

F \z  + гр) + F \ z  -  гр)]со8ф; ^  = ^ [ F '( z + гр) + F'(z -  /p)]sin ф 
ОХ 2^ ду 2 -•

^  = ^ [ F '( z  + ip ) -F '( z - ip ) ]  
óz 2i'~

Для оператора Лапласа имеем:

AU = 1 ' Э Г AjA, д и  ] э
4 - --------- Г K h i Э

H------
г A,Aj Э п У

А, Aj Aj Эф [  А, Эф  ^ Э р t  th  9 p j Э 0 A, Э 0Э y j

где /г, — параметра Лама, вводимые равенством:

dS^ = (d x f + {d y f + ( d z f  = (h .,d ę f + (h^dr\f + (k ,d Q f 
В нося в (9) формулы (2)-(3) получим

А, = р, Aj = Аз = 7 / '(Л  + Ф ) / '( Л - Ф )  
Поэтому уравнение (1) принимает вид:
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З д е с ь

K ^ = - F \ z  + гр) [((Л:, cos ф + sin ф) + а:, ] + i  F '(z -  ip) [ АГз -  і(К, cosvf + K  ̂sin ф) ]

K ^ ^ - F ' { z  +  ip)[a :, co sФ +  A:̂  sin Ф - і А :, ] + - F ' ( z  -  ip ) [ iC , cosФ +  A:̂  sin Ф +  І К ,  
2 2

cos(p +A 'j sincp
(11)

Заметим, что = -К ^у  + К^х

предположим, что

^зР ' = Я(Ф)

а:, =а:,(л, 0), в)
Тогда, полагая

С/(Л, 0, ф) = /̂ (ф)-К(л, 0),
где — удовлетворяет уравнению

^)Тф) + я (ф) ^)'(Ф) = )^^2, ^  = const, 
получим из (10)-(13)-{15):

^ Э0'  ^
- ^  + )е ,/ '(л  + і0 )/ '(т і-1 0 )
рЭт)

dV
Эт1

(12)

(13)

(14)

(15)

- ^  + ̂ 2 / '(Л  + * 0 ) / '( п - '0 )
Р 00

ЭК  ̂ / ' ( л  + 1 9 )/Ч ^ ~ '0 )
Э0 р‘

Если кроме (13) выполнены такие условия:

K J '{y \  + і0 )7 '(л  -  <0) + ̂  = «(Л)

^ 2 / ' ( л + 1 0 )7 '(л - ' 0 ) + ^ - ь(0) 

Kj'{r\+1 0 )7 '(л  - 1 0 ) = « ( л ) + Р(0)

(pX + ? i ) k  = o
(16)

(17)

Тогда (10) принимает вид:
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dV d^V ()V
^  + a(Ti)—  + ̂  + ft(0) ̂ + {а(л) + P(0) + Х[с(л) + ̂ (0)]} V = 0 (ig) 

Представим V в током виде;

V(j\, Q) = F,m)F,(Q) (19)

Внося (19) в (18), получим для F.(i = 2, 3) такие уравнения 

F;(x]) + a(r\)F; + [а(л) + Хс(л) -  = 0 |
F3'(0) + 6(0)F;+ [6(0) + Xd(Q) + ц)Щ  = О J ^О)
М  = const.

Итак, если выполнены условия (13)-(17), тогда уравнение (1) допускает 
решения в виде U = F^(tp)F2 {vi)Fj(Q)

В заключение отметим, что примененный здесь метод ранее использо
вался рядом авторов при решении краевых задач для уравнения Лапласа в 
областях, ограниченных поверхностями вращения [1].
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БЕЗИЗГИБНЫЕ ФОРМЫ ТОНКОСТЕЙ ОБОЛОЧНЫХ 
КОНСТРУКЦИЙ, УЧИТЫВАЮЩИЕ ИХ ДЕФОРМАЦИИ 

ПО ТОЛЩИНЕ

Т.М. Мартыненко

Задача определения безизгибных форм упругих оболочек берет свое 
начало с работы [Хорна], которая получила свае дальнейшее развитие в рабо
тах [Мартыненко М.Д., Фан Нго Хьюнг Нью, Гариба]. В настоящей работе 
дается ее дальнейшее развитие применительно к учету их деформации по тол
щине. Будем исходить из следующей системы уравнений равновесия 
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