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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ СВОБОДНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ ТРЕХСЛОЙНОЙ ОБОЛОЧКИ, ПОДКРЕПЛЕННОЙ 

РЕБРАМИ ЖЕСТКОСТИ.

Т. А. Емельянова

В настоящее время в различных областях техники широкое применение 
находят слоистые конструкции, и, в частности, трехслойные оболочки. В статье 
рассматриваются свободные колебания пологой трехслойной оболочки с лег
ким трансверсально-изотропным заполнителем, подкрепленной ребрами же
сткости. Расстояния между ребрами, а также их жесткости, считаются одинако
выми. Ребра расположены симметрично относительно срединной поверхнос
ти оболочки.

Соединение оболочки с ребрами и ребер между собой принимается жест
ким. Внешние силы, приложенные к срединным ішоскостям наружных слоев и к 
ребрам, не изменяются в процессе колебаний. Влияние рассеивания энергии на 
частоты свободных колебаний мало, а поэтому им можно пренебречь.

Для наружных изотропных слоев трехслойной оболочки принимаются 
следующие допущения:

а) гипотеза прямых нормалей,
б) поперечные деформации наружных слоев не учитываются, поэтому

5wЕг = — = 0, w = w (x,y,t)
OZ

( 1)

в) пренебрегаем напряжением g  по сравнению с напряжениями g  g  
.следовательно

Е , . Е , . Е
1 ^  1 1 Jx (2)

Легкий трансверсально-изотропный заполнитель предполагается таким, 
что он воспринимает только напряжения g  . Как и для наружных слоев,
поперечные деформации заполнителя не учитываются, т.е.

W 3=W 3(x,y,t)(3)
Следствием этих допущений является закон о линейном изменении пере

мещений м и V по толщине заполнителя.
Закон Гука для легкого трансверсально-изотропного заполнителя прини

мает вид:
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'^xz ~ ^зУхг. "̂ rz ~~ ^зУгг. И)
С учетом принятых допущений выражения для перемещений запишутся

так:
для верхнего слоя (-h-5  < z S -  h )

w = w :u  =  u . - i z  + H )—  VB =  v , - [ z  + H )—  ; 
■ ’ » ' V  ̂Эх ' ’ ду

для нижнего слоя {h < z<  h+d )

w - w ; u  = U 2 - ( z - H ) — ; v h =  v ^ - ( z - H ) — .

для заполнителя ( —h< z< h) 

И'з = w; Mj =

v 3 -  -

u, -И , 5  Эн-
2 дх

(5)

(6)

(7)

5  3łv
2 2

Здесь: Н= h + 0,5 d.
Для ребер учитываем изгиб и кручение в вертикальной плоскости, про

дольную деформацию, а также их деформации сдвига в вертикальной и гори
зонтальной плоскостях, принимая при этом гипотезу о линейном изменении 
тангенциальных перемещений по толщине ребра.

Закон Гука для ребер запишется так:

= ОхгрУхг ’■> ( ребер, параллельних оси X); (8)

а у = EpSyi =Су2рУуг', ( для ребер, пара;шельних оси У).
Выражения для перемещений ребер имеют вид (7), как и для заполнителя.

Перемещения и, v, w будем считать величинами одного порядка и ма
лыми по сравнению с толщиной оболочки. При рассмотрении малых переме
щений выражения для деформаций запишутся так:

_ д и  w _ Эу w

дх /?, Эу

дй Эу дй dw Эу Эту

ay ox oz ox oz ay (9)
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О), = -
Эм 3w----------  ; to, = —
dz дх j 2

Эу dw 
dz dy

Здесь: R,, — главные радиусы координатной поверхности; w^, —
угаы поворота сечений ребер при кручении.

Для упрощения в дальнейшем записи уравнений обозначим:

М, + М , и, -и .  V, + V i  V. - V ,

““ 2 2 2 2
00 )

Получим выражения для потенциальной и кинетической энергий обо
лочки и ребер. Для потенциальной энергии деформации оболочки имеем:

и  об = ^  §  X  I  J  /  (а ,е , + )dz +
X І=1 * = 1  дп_| Yk-l -h-S

(И)

A+S

J  (o.e, + + x ^ y ^ ) d z  +  f  ( x ^ y ^  + x ^ y ^ ) d z ] d x d y
h -h

Принимая BO внимание формулы (5), (6), (7), (9) из выражения (11) полу
чим, вводя обозначения:

—А А+8 —А А+8= J ^ u d z ,  N 2 ^ =  J “̂1 “ / б'г = J" '^2ху^^>

-*-8 _* * -łfi%
^ , х  =  I  o , ^ { z  +  H ) d z ,  =  J a 2x { z - M ) d z ,

- * - 8

A+5
^ 1  = J + Яз= J X 2 , „ ( z - H ) d z , ^ x  N„+Nj„,(12)

-A-8 A
h h A A

Q l x  ~  j  ' ^ З х х ^ ^  ~  б з>  ~  j  ~  f  ^ } У з у г ‘ ^ ^ ’

-A -A -A -A

S = S , + S „n ^  = N .^ -N ,^ ,m ^ = M ,^  + M ,^ ,N , = N,^ + N,^,

-A
iVĵ  = Jaj/z, M,^= J о,Дг + Я)Дг,

2̂a+5 -A-5

^ 2 y  = J ^ ^ 2 y { ^ - H ) d z

следующее выражение для потенциальной энергии оболочки:
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2 t I *=> Х,Ч П-1 дх ду с ^  Эл: * Эд -

+п
дщ  1 Эуа Эув 1

w Эн" 5  + 2Л -..
6з « -^ +  6ł v ^

Э̂ н> 6 + 2Л ^ Эн" . 5  + 2Л ^ 9w
 ̂ ЭлЭ̂ > 2А Эх 2Л ду Ąзх X + — -------

1-----w > dxdy.
^2 J

(1 3 )

Для потенциальной энергии деформации ребер имеем:
1  /• S +  1 > *

/=1 к̂ \ ук-\

ЬрП h

J f {'̂ ру.Уру. + ^̂ ру̂ ру + ̂ ру̂ Урур )dxdz + С,

1 г*\ л J»
4 2 : 2 1^ (=1 *=1 ,̂,-.1

~bpl2~h 

Ьр/2 h

"Эта,'2 “

1 ^  \
dy-^

/  J кр^Уру. + ^ру^ру + VY.XX )dydz + Q
Г ЭГОг ^

V .
dfx (14)

-bp/2 -h
Принимая BO внимание формулы (7), (9) из выражения (14) получим, 

вводя обозначения;
Ьр!2 h Ьр12 h hpl2 h

Qi.= j  i'̂ p.̂ dxdz, Q>y= j j'̂ py.dxdz, iV.  ̂ =  J j ô d̂xdz,
b̂ Pl2 цк -Щ%г-кн

^ iy =  i  ]  ^py^dxdz, б ь  = j  /  '^py.dydz, = J  J  t^ d y d z ,  (15)
-bp[/2-h ~bpl2-h -bpl2-h

bpl2 h bpf2 h
= /  J <^pyd yd z , = f I  ̂ p y Z d y d z

-bpl2-h -bpH-h
следующее выражение для потенциальной энергии ребер:

п  I v v f l  г, * дх ^ ^ ду

Л̂/v 1 ^ Н ^  dw С,
Л, Лw - r Q > V B + - a ^ - ^

X. * V  V  f J ' г. X. ^  л  4- w 1 ДХ , S a"w

xJ!1 ^  я  ^  a>v с,^  w  ̂e^vp + ^ ć6f. (16)
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Здесь: С i, С к — жесткость ребер при кручении. 
Для кинетической энергии оболочки имеем:

г+1 J+1 -К К “
(17)

1=1 к=] ХІ-ІУк-Мь\_ ^  -*-5 
h+S _ А

~  I ~  J }ixdydt
^  А ^  “ АПодставляя в (17) выражения (5), (6), (7) и выполнив интегрирование по Z, 

с учетом обозначений ( 10), получим:
г + 1  J  +  1 -W п  la’■■ESI И (р„5 + РзЛ) M>V^+W^ +

12
V

/■ :і2 л ' о w '
12 ydydt^

2 Л

(18)
1=1 *=1 X i - in i tb

Здесь: г̂ , — плотность материала наружных слоев и заполнителя, при
ходящаяся на единицу объема. Точки вверху над M„,«p,v„, Vp,w обозначают 
дифференцирование по времени t.

Кинетическая энергия ребер, параішельных оси У:
« г J+1 Ук h Ш Вр/2 

^  І+1 к-] n -\-hlb-Bp/2

Вводя выражения (7) в (19) и выполнив интегрирование по Z и X, с учетом 
обозначений (10), получим:

г J+1 5̂
Тр

1+1 t= l n t - u i

2 1 2 S d^w 5
М„ + —Мя Цр - -

3 dxdt 12
V

^дхді^
(20)

2  1 2  5 a"w
+  V „ + - V p " - - V p  — +

2 Л
.2

“ 3 3 ’̂ dydt 12[dydl^
Аналогично для ребер, параллельних оси X:

+ W dydt

г + 1  S X i ta

J Jpa^
i=l *=l ХІ-І Ib

1 2 5
+  — Mr ------Mr — — +  —

“ 3  ̂ 3  ̂dxdt 12 yd xd tj

+ 2 , 1 2 d d^w 5  ̂f  d^w ^
v„+rvp  --V , ■ + —

3 3 12 dydt
+ w dxdt

(21)

Если в срединных плоскостях наружных слоев действует внешняя сжима
ющая нагрузка 2Т|, 2Т^, то

raw Y1 г+1 S+1 ”  X*

А о6 = 5 Е Е |  1^ 1=1 *=1 л-1 2*-1
2Т,

y d x ^
+ 2Т,

y d y j
dxdy. (22)
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Если по концам ребер действуют сжимающие силы , Р j ,то

1 7 „ГЭн-У . 1 Ук ^ dw^ 

J
dy (23)^ P ~  2 ,=i t=i J^i J  yi-i

Когда оболочка совершает одно из гаавных колебаний, то

w (x,y,t) = w (х.у) sin w/ ( w -> м„ -> Мр —> —> Vp ) (24)
Для таких колебаний максимальное значение потенциальной энергии обо

лочки и ребер получим, если в (13), (16), (22), (23) подставим выражение (24). 
Оставляя прежние обозначения для w, м„, Нр, v„, Vp, выражение для максималь
ной потенциальной энергии оболочки и ребер будет иметь вид:

J J 1  ̂ Дг  ̂ Дг
Эт„ . ди„ „  3v„  d u g  d u g

9 J J
 ̂ /=! к=1 „ _ 1  у1̂-\

ду "  дх h

дх ду ду дх  ̂ дх ^  ду 

Э^н
V- т а . “ |> +  " . V - 7 a . v ' ' | )  ' " у  ^  +  ^  +дхду 2h ” дх

5 + 2Л ^  dw N,
2h

a v - 7 ^ -7 r> ^ -7 r> * '-2 T .
Эу Л, R.

-2 Т , 9w
jc/xdfy -I- (25)

^ 2 ^ ^ 1 , 1  '>Эу h ->Эу 2h Л,

dy +

w -

1 H  dw _ Cj^
-fc?„V p  +  4 ^ 2

dv, 2 ... \
^  + ( Я - 5 ) -   ̂
dy 'ЭхЭ)/

- Д

1 ^  f f 1 ^  Я  _ dw Эм„ 1 Эмр 5 d^w
J . r *  2 * - “ ' ■ 7 “  Л a 7 "

1 _  H  ^  dw C,
Vp+— a -------- ^

Л, A л '^ '^Э у  4A^

du. d^w Y
- Я dw '

к
J

[dx.

Вводя в (18), (20), (21) выражение (24), выражение для максимальной кине
тической энергии:

T . . . = E S j  I i ( P , s + P .* K
/=) t=l xi~i №-1 I
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H----

12
^dw^'



+со"[р^5 + ірз/і][«р' + V p ^ ] - ^ c o '
dw dw ^dxdy +

r  Л І  n

+ Ś S  J  р л л м '
J+l *+l

\2

2 1 2 S dw 5̂
U„ +  —Mo “  — Mo -------1-------

“ 3  ̂ 3 12 y^dxj
+ vI Ą v; - ( 2 6 )

2  1 2  5 5vv
“n + ~ “n — “r •:r' +“ 3  ̂ 3  ̂ Эх

5 dw 5 '
'з ' '^  Э>̂ ^12 v^> ';

+ w ' ІФ' + Х Х  J  PpM “
i=l *=l *■_]

3w
H----

12 ^Эх^

g2/ 0̂ V  , 5  2 S2 z'а,.л^2 1 2 S 9w 5
+  V „  +  —  V o - - - - - - V o  — — I- — + ŵ  \dx.Ул — V'ft ■

3  ̂ 3  ̂ Эу 12
N X  • '  V  /

Рассматривая функционал-действие по Остроградскому — Гамильтону
ta

S = ^ { T -U ) d t  (27)
на совокуішостй шавных колебаний одного и того же периода 2п/ СО и выполнив 
интегрирование по времени на промежутке —tg = 2д/со,иридемкуравнению[1]

5 ( T _ - t / _ )  = 0 ,  (28)
которому должны удовлетворять собственные формы действительных глав
ных колебаний подкрепленной оболочки.

Подставляя в (28) значения максимальной потенциальной и кинетичес
кой энергий (25), (26) и выполнив интегрирование по частям, например:

] 2 B ^ - ^ S u . ^ y .
Л»-1№ -1 V У УК~\ X i - l Y k - l

представим вариационное уравнение (28) в виде;

г+] J + 1 ^  Г/
5 : 1 : J J ^  + f + 2(р,5.РзА)шЧ

+ 2(р„8 + РзЛ)ш')5г„ +

,5
-рзЯ-ТП

5м_ +
dN^ dS

+ —  +
dy Эх

f  дп dn 1 f  1 ^  3
^  + - ^  + ̂ a . + 2( Р«5 + -РзЛІга Mp-

5 2L>,rt—tu ---
' 3 Эх

-РзА-го5 2 9w
3 Эу

5мр +

5 vb +

^ dn dn 1
— + —^  + - б з в +2Эу Эх h

V

1 ^
P„S + -p j/! Ш  V o  -

d^m^ Э^яі Я
Эх̂  Эу̂  ЭхЭу h

(29)

Эх Эу
+  — -I-

R,
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N.. d^w Э'
-  2Т, —  -  2Тг —  + 2 (p/,5 + РзА )та" w -  у  (р^б + РзЛ)ш'

d^w
д ? '

/ X L\ 2 8 2- —  ( р „ 8  +  р , /г ) ш  — +  Р з /г -ш ^
Эм„ 3v„ AA
Эх /2

г+і л+і іг (/"
" S I .1 = 1 * = 1 уі_|

bw]dxdy + 

dw dm. .. dmN  5u^ + Sdv^ + n 6щ + и 5vg -  т Ъ —  + — + 2 — 2  ̂+A l *  U  X p  xy P  "Л *4ćx dx dy

H dw 5" dw+ Y  бз, -  2T, —  -  (p„5 + pjA)ш^ —  —  + РзЛ -ш^Мр 5w}^ I dy +
6 Эх

r+11 5т1 Г/̂

1 = 1 1  * = 1 1  J B - I

58м„ + 7V̂ 5v„ + n^8vp + nj>u^ - т 8 ^  +
dy

(dm dm.: Н о т  ^  2 3 w  , 8  ^
m L ^ +

+2 {m,ybw)
Xi

Xi-l

Yk r+1  ̂ f

"IS .1=1 *=1 [jś~lKt-1 8m̂  +

l o  - S l -
f  7̂ 2, r

дх^
8 A d^w
2 jdx^dy

2p ^A co V

о̂kx 'Ч
O X

'^9pbha?( бЭн'А
2 Эх

Vr- -
8 dw 
2 dx

\ \
8vpj +

2J

M r  - - 8 m,P*

9̂ Vr f 3^w 9pbphb у
dx^ 2 jdx^dy 3

-OJ V r  - -
8 dw 
2 dy

H
s.YI'--

AA

2) dy

_ A  + A l + p
/г Эх 2/| Эх̂  Ą * Эх̂

-Ш
2 .  Л^Мр 5 Э'н' 

Эх 2 Эх̂ /  У
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-2р 6 W w j)5 w Jc & -

, 5  ^dw  Q
■I------Л/ O '—--------- -:r

2h Эх 4h^

-

Эу„

( Ł n  + A ^ ^ + P
h 2A Эх * Эх

5w* --М ^ б и р , +

Г Эур
Эх V 2 ,

2̂ Л О W '
ЭхЭ^

Эх

5 ^
э>-

\Э^и;^ 5v(w - Ь _ 5"
)эхЭу Р* 2А' 2j

+ Е Е
ул-1 '■=• *=' »1

і±і *і [ /̂ ЭЛ̂  ^
- ^ - 2р/^Лсо^,
ду

5v„, +

+
h 4h^

V
ду^ у 2 Jdxdy^

Э \ ЭУ 2p^b^h(n^ 5 9w
8«f), +

Г і 2РрА̂ Асо'  ̂ 5  9 w V

А
V 1 ^  ; 3 2 Эук ^ JJ

Н,- -
С, h -

— Q + —  — гh “ 4А'

/  :і2.
э ч
Эу̂

Г б'і
I 2J

Ppb.hb

3 V  ,

+п

3

dw''

ЭхЭу̂  3

Эу 2 Эу

5 9wY ^
2 Эх j

'̂ Эур 8 3^w'' _ -2Ppb^hO) w,.

Эх 

5w, }d[y

Я Э ^  8 Э^М ^

Эу
ГЭм„ ^

+

h Эу 2h Эу̂  /?2 '

ч V
о Ч -ч 7

W

2А Эу

А-^ 1
э ^ .л

/

4Л'
s Y  8«іА —

V 2yv̂
+ А -

Эу I 2
5^ Э̂ уу Ydw.

ЭхЭу Эх

Эу 2 JЭxЭy 

=  0

5«р, -

ул-1

в  соответствии со значениями (12 ) используя (5), (6), (7), (9), получим 
следующие выражения для усилий через перемещения:
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N u - В

---2- + |Д .^
Эх ду

---2- + U—2-
Эх ду

^ f  1 ц  )  f d u ^  Эур ^

R, R, /-1

-  W JL+^
\

/г, л

LV

---2- + l i- -2S-
Эх ду

-  w

Эыр Эу„
— K- + U— Е- 
дх ду

У В, R^ J

Л / ь = Л / , ,= - / ) ;Я, = Я , = -Д (1 -ц ) ЭЧ
Эх^;

+
' 2 Эу Эх

V /

'Эм^ , Эу„'^
 ̂ 2 л  . І^Эу

5 = (1 -д )Л ди^  ̂ Эу„ 
Эд" Эх

LV
+ U-

ду Эх

Эу„ Эм„
Э_у Эх

; а . = ~ 2Сз

R, R.

dw

 ̂9v„ Эи„ Г 1 ^ 1 , Г- w
V

LV

N y = N , ^ + N , ^ = 2 B

- L + i i
д  л,

■ +  u —  
,Э у  "^Эх

^Эур Эмр
- ^  + Ц—Е.
ду дх

У-І

Г Эуц Эм_̂ ^ f  1 ^ й У
{ э у ' ^ ^ Э х ^

-W
( ^ 2

^ d^w d^w Эуу̂
>Qiy ~ 2G3

1
£ 5 '

12(1 -іх^).

(30)

Дифференциальные уравнения свободных колебаний участка оболоч
ки, заключенного между ребрами или между ребрами и краями оболочки, с 
учетом действия сил в срединных плоскостях наружных слоев получим из ва
риационного уравнения (29).
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Полагая 5M„,5v„,5Mp,5vp,5w произвольными внутри участка оболоч
ки, из уравнения (29) получаем пять зфавнений свободных поперечных коле
баний.

—^  + — + 2(р^б-нрзЛ)о)м„ =0 
ах оу

^  + ̂  + 2{р„8 + р ,к ) с а \ = 0  
ду ах

дх ду h

ду дх h \

1 \
-Р з Л

5 , dw
Рзй

J
«р -ш "

3 дх

, 1 > 8 2dw
5 + - РзЛ

>
''Р -Р зА -со^

3 ду

( Эмр ^Эур'
0

дх 3 y J

(30)

( 3 1 )

(32)

г+РзЛ-ю '

Последние два члена уравнений (31) и (32) учитывают инерцию вращения 
трехслойной оболочки.

А. П. Прусаковым [2], А.И.Холодом [3] и другими авторами показано, что 
инерция вращения оказывает малое влияние на первые частоты свободных 
колебаний и ними можно пренебречь. Так как в этой работе рассматриваются 
поперечные колебания, то не учитываем и последние члены уравнений (30).

Преобразовывая уравнение (32) с помощью уравнений (31), получим:

+2(р^5-1-РзЛ)пг^ = 0
(33)

Для упрощения рещения системы (30), (31), (33) введем функцию усилий F:

N . =
d^F _ 
Э / ’

N
 ̂ дх^ '

S = -
d^F
дхду

(34)
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Тогда уравнения (30) обратятся в тождество, а для определения функции F 
будем иметь уравнение неразрывности деформаций:

1 d^w 1 d^w

Здесь: =
Э « „ w

- ^ ; 6адх R,

дх^ дхду 

ЭУа W _

л, Эу̂  i?2
 ̂Эм„  ̂ Эу„ '  
 ̂ ат

Используя зависимости (30), (34), определяем:

(35)

е„. =
_ 1

2 5 ( l - p ' )  2 5 ( і - ц " )

1
К -

::і2 У7 гг ̂

_ - р

2В ( і - р ')  2В (і-р ') (^

_ 5  _ 1 Э >
(і-р )В д д г ^

Подставляя (36) в уравнения (35), получаем:

д^Р ¥ Р  
дх^ ^  ду^

1 -V ‘'P  + 1 d^w 1 a^w- + - =  0
2в ( і - р ^ )  В, a y  Bj дх^ 

с  учетом (12),(30), (34) уравнения (31) и (33) имеют вид:

(36)

(37)

, ,a w  Bh
«н “  7/ г— = —

ах Gj

,,  dw Bh
Vo -  Я  — -  =  —

Л2 2., ЛЭмр 1 -ра̂ мр 1+р а Ур
2 ахЗуЭх̂

Л2

<7з

2 ау '
32.a^vp ^

-lD 4 * w -2 B H V ^

ду^ 2 дх^ 2 дхду

'  duf, aVft_ Ł  + _ ł
ax ay

1 d^P 1 a^F
ay^ ax^

a^>v a^w-2T, —  -  2 T 2 - ^  + 2 (p„5 + РзА)ш V  = 0

(38)

Если в уравнениях (38) положить to = 0 , получим уравнения устойчивос
ти участка оболочки, заключенного между ребрами.
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АНАЛИЗ ХРУПКИХ РАЗРУШЕНИЙ КОНСТРУКЦИЙ 
ИЗ УГЛЕРОДИСТЫХ СТАЛЕЙ С ПОМОЩЬЮ ДИАГРАММ 

ХРУПКОВЯЗКОГО состояния

А. А. Хмелев, В. А. Сидоров

То, что работа статического деформирования образца, оцениваемая пло
щадью диаграммы растяжения, коррелирует с ударной вязкостью и твердо
стью изложено в работах [1,2] ,  где установлена количественная взаимосвязь 
между характеристиками твердости, пластичности и ударной вязкости конст
рукционных сталей.

В данной работе изложены некоторые материалы дальнейших исследова
ний и результаты обработки экспериментальных данных, а именно примене
ние диаграмм хрупковязкого состояния [1] для анализа и выявления причин 
хрупких разрушений заготовок треугольных звеньев грузовых стропов (рис. 
1), изготовленных из стержней диаметром 56 мм.

Технологический процесс изготовления данных изделий требует при.ме- 
нения для них стержней из стали 20 или СтЗсп с их холодной гибкой, сваркой и 
последующей термообработкой. Здесь же рассматривается два случая их раз
рушения после холодной гибки в не отапливаемом помещении и падении на 
бетонный пол с высоты 1,3 м.

Установлено, что одна из заготовок изготовлена из стали 20 и разрушшіась 
при падении при температуре около минус 20° С, а вторая — при температуре 
около нуля. При этом, последняя заготовка бьша изготовлена из стали Ст5.

Диаграммы хрупковязкого состояния исследованных сталей приведены 
на рис. 2. Каждая из них состоит из двух частей. Левая часть диахраммы пост
роена в координатных осях: твердость по Бринеллю —  работа разрушения 
ударного образца с дополнительными характеристиками пластичности стали,
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