
метода единичных факторов при рассмотрении некоторых вопросов в курсе 
теоретической механики. Это не потребует существенных дополнительных зат
рат учебного времени, поможет студенту лучше усвоить как собственно теоре
тическую механику, так и глубже понять смысл линейности взаимосвязей (прин
цип суперпозиции), и осознанно воспринять в дальнейшем общие подходы, 
формулируемые фактически на этой основе в курсах сопротивления материа
лов, теории механизмов и машин и, естественно, не только в учебных целях.
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УДК 517:531.112

К ВОПРОСУ РАСЧЕТА КИНЕМАТИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ 
В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ

А. В. Локтионов

В работах [1,2] скорость V и ускорение а в цилиндрической системе ко
ординат определяются как частный случай их расчета в ортогональных криво
линейных координатах. Для расчета скорости определяются частные произ
водные от декартовых координат х , у  , z точки по соответствующим криво
линейным координатам , q2 , находятся коэффициенты Ляме Я , , Я^, 
Я з . Для ортогональных криволинейных координат модуль скорости точки 
определяется из выражения = q fH f + q \H l -t- qlH ] .

Д ія расчета ускорения также используются коэффициенты Ляме, опре
деляются соответственно частные производные от квадрата скорости по обоб
щенным криволинейным скоростям qy, q2 , Яъ и координатам и
полные производные по времени от полученных соответствующих разностей 
частных производных по q q .

Такая методика расчета кинематических параметров достаточно трудоем
ка. При этом искомые V  и а определяются только в проекциях на подвижные 
цилиндрические оси координат г , ф , z , связанные с движущейся точкой М.

В работах [3,4] скорость у и ускорение ^ получены с использованием 
векторного анаішза. Матричное исчисление использовано в работе [3] для 
преобразования от прямоугольных к цилиндрическим системам координат, и 
наоборот.
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Рассмотрим матричный метод расчета кинематических параметров в 
цилиндрических координатах и применим изложенную методику к роботу- 
манииулятору с тремя степенями подвижности [5,6].

Аналитические исследования по расчету кинематических параметров 
точки Л/(на рис. 1 не показана) матричным методом выполнены для случая, 
когда относительно центра О ее координаты = const.

В прямоугольной неподвижной системе координат xyz положение век
тора Л (рис. 1) определяется текущими координатами х ,у , z точки q  .В  ци
линдрической подвижной системе координат положение т о ч к и  Q определяется 
расстоянием г, углом ср , величиной OjO, = z . Введем также подвижные сис
темы координат x,y,z,, Х2У2̂ 2 > начало которых находится в точках Q  , Q  ■ 
Указанные на рисунке 1 системы координат составляют между собой углы, 
косинусы которых образуют матрицы Ą ,A 2 ,A  .В  окончательных расчетных 
формулах принято, что Xj =у^ =Zj = 0; точка М совпадает с точкой q  .Про
екции абсолютной скорости v и ускорения а точки 0 ^ = М  определены как 
на неподвижные оси координат xy z , так и на подвижные цилиндрические оси 
координат Xj^jZj (r,(p,z).

Координаты точки М  в неподвижной системе xyz в рассматриваемом 
случае выражаются через координаты этой точки в системе Xj^jZj следую
щим образом

(1)

х̂' f x  л•*3
у 0 +л Уз

ф •2зV  ̂Л
Вектор скорости v точки М  в системе xyz определяется дифференциро

ванием текущих координат равенства (1) из выражения

V =
dt Л

При Xj,>’3,Z3 = const получим

^ х ' V ' V ' f x  л^3

V = У =  Л Ф 0 + Л 0 +  Л Ф Уз
Ż Z Ż Zł\  J V J 'ч у* V 5 /

(2)
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Рис. I. Расчетная схема для определения кинематических параметров 
в цилиндрической системе координат

Из формулы (2) определяются проекции вектора скорости точки ) на
неподвижные оси координатлуг, которые при jCj =73 =Zj =0 имеют вид: 

x  = v  ̂ = тсо5ф -г ф  sin ф;
у  = = гзіпф -гф созф ; (3)

Модуль скорости точ5сй ^  нйдется из равенств (3) по формуле

V = (4)

Направление вектора скорости определится из равенств (3) и (4) соответ
ствующими направляющими косинусами.

В свою очередь вектор скорости точки Л/в системе XjjjZ, (г ,ф ,2 )

Vj = A^v, (5)

где — транспортированная матрица, равная произведению тран
спортированных матриц-сомножителей, взятых в обратном порядке: 
А^ = А^А[А^ = А^ . в  рассматриваемом случае системы координат x^y^z^, 
X jjjZ j, Xj ’̂jZ, составляют между собой углы, косинусы которых образуют 
единичные матрицы и . Поэтому A = A ^ - Ą - Ą  = А ^,а  А^ =

Векторы v; Vj в равенствах (2) и (5) представляют разложение одного и 
того же вектора v по разным базисам систем координат xyz и x^y^z^. С уче
том (2) равенство (5) будет иметь вид

0 + 0 у (6)
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Из формулы (6) определяются проекции вектора скорости точки М (Oj) на 
подвижные цилиндрические оси координат Tj^ jZj , которые при 
X, = Уз = Zj =0 имеют вид

Х г= К =  >3=^4.= '■Ф; 3̂ = П = (7)
Модуль скорости точки Q определяется из равенств (7) формулой (4), а 

направление скорости — направляющими косинусами.
Определим ускорение точки в цилиндрической системе координат мат

ричным методом. Вектор ускорения а точки М  в системе xyz определится 
дифференцированием равенства (2)

(8)

Из формулы (8) определяются проекции вектора ускорения точки 
М (Oj ) на неподвижные оси координат x y z , которые при Tj = Уз = Zj = 0 име
ют вид:

= ( г -  гф^) cos ф -  (гф + 2гф) sin ф; 
а = (г -  ) sin ф -  (гф + 2гф) cos ф;

V ) ''г '

а = у = Р = (^ф ^+ А^ф ) 0 + 24,ф 0 + Л 0 + (Л Ф ' + Л ^ ) Уз

а -Z .
(9)

Модуль ускорения точки О определяется из равенств (9) по формуле

а = у/(г -  f-ф^ў + (гф+ 2гф)^+ . (10)

Направляющие косинусы вектора ускорения определяются из равенств 
(9) и (10). Вектор ускорения а точки Л/в системе x^y^z^ (л-,ф,г,см. рис. 1)

Дз = А а. (П)
С учетом (8) из равенства (11) получим проекции вектора ускорения точ

ки М (0^) на подвижные цилиндрические оси координат x^y^z-^, которые при 
Хз = Уз = Сз = о имеют вид (см, рис. 1)

= а^= г-гц>  ; 

=а^=^гф+2гф;

«Z, = « . =-г-
(12)

Модуль ускорения точки О определяется формулой (10), а направление 
ускорения — направляющими косинусами.
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Полученные расчетные формулы (2), (6) и (8), (11) позволяют опреде
лить скорость и ускорение точки Л/в цилиндрических координатах матрич
ным методом.

Вывод формул для расчета проекций скорости и ускорения точки (см. 
рис.1) на неподвижные xyz и подвижные (/-,(p,z) оси координат дос
таточно прост. В рассматриваемом случае это объясняется тем, что все эле
менты третьей строки и столбца матрицы А = , кроме главной диагонали,
равны нулю. Элемент главной диагонали равен единице. Кроме того, второй 
элемент столбцевых матриц расчетных формул (2), (6), (8), ( 11) также равен 
нулю; при расчете х, = = Zj = О . Для численного расчета скорости и уско
рения точки можно использовать стандартные программы вычисления про
изведения матриц на ЭВМ.

Изложенную методику расчета кинематических параметров следует ис
пользовать для определения скорости и ускорения точки в сферических коорди
натах, когда применение известных методов расчета нецелесообразно. Полу
ченные расчетные формулы (3), (4), (7), (9), (10), (12) в частном случае примени
мы для движения, заданного в полярных шординатах. Они позволяют найти про
екции скорости и ускорения на радиальное и поперечное направления.

Пример (№ 12.38 [5]). Механизм робота-манипулятора состоит (рис. 2) из 
поворотного устройства, колонны для вертикального перемещения и выдви
гающейся руки со схватом. Найти скорость и ускорение центра охвата при 
заданных ф(/), z(t), r(ł).

Кинематическая и расчетная схема для робота-манипулятора с тремя сте
пенями подвижности, рабагающего в цилиндрической системе координат, изоб
ражена на рис. 2. Координаты центра схвата (точка М) в неподвижной системе 
xyz при заданных ф(^),z(^),^•(^) , выражаю тся формулой ( 1), где
3̂ = З'з = Zj = о .

Рис. 2. Кинематическая схема робота-манипулятора с тремя степенями 
подвижности, работающего в цилиндрической системе координат
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Формула для расчета скорости центра схвата имеет вид (6); проекции ско
рости точки М  на подвижные цилиндрические оси координат определяются из 
(7); искомая скорость — из (4).

Формула для расчета ускорения центра схвата имеет вид (11); его проек
ции на оси координат определяются из ( 12); искомое ускорение —  из ( 10).

При заданных ф(/), z(/), r(i) уравнения траектории центра схвата в пара
метрической форме получим из формулы ( 1), где роль параметра играет вре
мя t . Они имеют вид

x = /-cos(p, y = rsin(p, z = z. (13)

При заданных х  = x{t), у  = y{t), z = z{t) уравнения траектории центра 
схвата в параметрической форме, используя транспонированную матрицу 4  ̂ , 
получим из формулы (1). Они имеют вид

г = xcoscp + ysincp, = arctg{y! х), z  = z. (14)

Уравнения (13) и (14) позволяют построить траекторию центра схвата как 
при заданных (p(f), z(T), r{ t) , так и при х = x{t), у  = y(t), z  = z { t) .

Изложенную методику расчета скорости и ускорения следует использовать 
для роботов-манипуляторов, работающих в цилиндрической системе координат.
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