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Взаимодествие жесткого штампа 
с упругопластически.н основанием

Interaction of the rigid stamp with elasto-plastic basis

Проведено численное моделирование взаимодействия жесткого 
квадратного штампа с песчаным основанием, описываемым моде
лью неассоциированного пластического течения.

Numerical modelling interaction o f a rigid square stamp with the 
sandy basis described by model of elasto-plastic deformation o f is lead.

При расчетах оснований и грунтовых сооружений используют
ся математические модели, описывающие механическое поведение 
грунтов при нагружении с различной степенью физической досто
верности, что приводит к расхождению теоретических величин 
прочности и деформируемости с экспериментом. Точность таких 
расчетов в значительной степени зависит от учета в математиче
ской модели наиболее существенных особенностей деформирова
ния грунтов.

В настоящее время для описания нелинейного деформирования 
грунтов предпочтение отдается теории пластического течения. При 
этом главной проблемой является нахождение условия текучести и 
соответствуюгцей ему поверхности нагружения в пространстве на
пряжений, при достижении которой возникают пластические де
формации.
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Ниже приводится решение задачи о вдавливании жесткого 
штампа в упругопластическое основание, описываемое моделью 
неассоциированного пластического течения грунта.

Согласно этой модели условие тек>'чести связывает нормальную s 
и касательную f силы на октаэдрической площадке

x ) - - t - s K = : 0 , ( 1)

где К  -  коэффициент внутреннего трения;
X -  параметр упрочнения; 
s = ]/3{g^+qj+g^)-

Здесь введены новые переменные напряжений

0 |/ /г  , ггg^= -~^ y l3 u j,  ^ 2  = - ^  =  V 3 o 2 / w ,  ^ 3  =

^жm ^тст
у!3а.п, (2)

где 0 | > 02 > Оз -  главные напряжения;

/jO,
,т = . ,п = . ( 3)

направляющие косинусы нормали площадки пространственной мо
билизации [I];

І2 = 0|СТ2 + а,Оз + ОзОз; /3 = <7)020, -  инварианты напряженного 
состояния;

1о,<т -  Шпкт -  Пжт ~ ~  нзправляющис косинусы нормали ок-
таэдрической площадки.

Полные приращения деформации складываются из упругих и 
пластических приращений деформации. Для главных приращений 
деформации имеем

dZi = dz^ + dzf  (/ = 1,2,3). (4)



Главные приращения упругой деформации связаны с главными 
приращениями напряжений законом Гука

[О + -  Зр^^а],
Е

(5)

где Е -  модуль упругости;
р -  коэффициент Пуассона;
<ia = !/3(^а, + do 2 “  приращение среднего напряжения.

Определяющие уравнения пластического деформирования полу
чены путем привлечения дополнительно к условию текучести неза
висимого условия дилатансии [2]:

/е  (sf, л, х) = = О, ( 6)

где dz’’ = dz^ + dz2 + dz^ -  приращение объемной пластической де
формации;

ddLm = 2/З^J{dz(’ -  dz^ J  + [dz^ -  dz^)" + {dzf  ̂ -  c/sf У -  прира
щение сдвиговой пластической деформации на октаэдрической 
площадке;

Л -  коэффициент дилатансии.
Из (1) и (6) следуют соотношения для главных приращений пла

стической деформации

dz4 = q , - \ \ - - E K dX, / = 1,2,3, (7)

то есть dzf  пропорциональны соответствующим разностям {д, -  s) 
и имеет место равенство

~

где р,, = (2^2 -Ч\ - ? з )/^1 - Ч ъ \Р*р = ^ d z \ - d z \ - d z i ) l [ d z l - d z \ ) .
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Для случая деформационно упрочняющейся (разупрочняющей- 
ся) среды коэффициенты трения К  и дилатансии Л являются функ
циями параметра упрочнения (разупрочнения) %. В качестве такого 
параметра примем объемную пластическую деформацию е''.

Зависимости /Г = Л = л(е^) определяются по результатам
испытаний образцов грунта при сложном напряженном состоянии и 
для разупрочняющихся грунтов могут быть заданы в виде

А = а - Ь К . (9)

К
г ’’*-кр

( 1 0)

где а, Ь, с, d, 8^^- характеристики грунта.

Рассмотрим действие жесткого штампа на упругопластическое 
разупрочняющееся основание. Решение краевой задачи проводится 
в пространственной постановке методом конечных элементов.

Выражения (1) и (7) вместе с уравнениями равновесия, геомет
рическими соотношениями и граничными условиями образуют 
замкнутую систему уравнений достаточную для решения постав
ленной задачи. В алгорит.ме используется метод начальных напря
жений [3]. На каждой ступени нагрузки решается система линейных 
уравнений вида

(П)

где Wvi}=k+i klK+il перемещения узлов после и-и
и («+1)-й ступеней нагрузки;

-  матрица жесткости системы;
-  вектор приращений внешних узловых сил на (ц+1)-й 

ступени нагрузки.
В соответствии с методом начальных напряжений для каждой 

ступени нагрузки строится итерационный процесс
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что позволяет однократно формировать и обращать упругую матри
цу жесткости [^о]-

Начальные узловые силы в (12) определяются по формуле

[К]{Д»)= |[яГІДо|“. (13)

где -  геометрическая матрица конечного элемента;

{Ла}^ -  приращение начальных напряжений от перемещений 

{Дг<}. Величина {Да}” определяется для каждого элемента в сле
дующей последовательности.

На каждом шаге нагрузки, определяются упругие напряжения 
{До}'' в каждом элементе. Полученные напряжения прибавляются к 
накопленным на предыдущем шаге напряжениям в данном элемен
те и вь[числяются главные суммарные напряжения {о}^, которые 
сравниваются с границами поверхности текучести.

Если действуюшие напряжения не выходят за пределы поверх
ности нагружения (2.3), ограничиваюшей зону 1 (рис. 1), то дефор
мации грунта являются упругими. В этом случае полученные на
пряжения корректировать не требуется. Если точка заданных на
пряжений находится за пределами поверхности нагружения в зоне И, 
то теоретическая точка лежит на пересечении прямой МцМ', с по
верхностью нагружения. Направление прямой в пространстве но
вых переменных напряжений q\, qj, qy, определяется законом пла
стического течения.

Положение точки М,, определяется координатами ],

точки М, -.т „т<7| , 2̂ ’ 3̂ 1’  ̂ в пространстве главных напряжении со

ответственно координатами [af, а , , о^] и [а / , а } , а { ] .
Уравнение поверхности нагружения записывается через главные 

напряжения:
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+ ̂  + 4 ^ ) к  = 0. <14)

Рис. 1. Определение теоретических напряжений: 
а -  поверхность нагружения; б -  сечение поверхности нагружения 

плоскостью + 2̂ + <7з ^  const

При известных координатах [af̂ , , ст̂ ]̂ и уравнение прямой

М „М ц имеет вид

_2(і + ц),

С , С . С■Ь “ СТі —Ст2-аз)-

Лд ас с  V i c e  v i c e  V (15)

Равенство (8) записывается уравнением

2(ст2 +  ^1+<^з =
X  _ с (16)
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Совместное решение уравнений (14)-{16) относительно Оь 02 и 
методом Ньютона позволяет получить координаты точки М,', -  

главные теоретические напряжения a j ,  a j  и а ] .  Коэффициенты/С
и Л определяются по формулам (9) и (10) при значении накоплен
ной объемной пластической деформации, полученном на предыду
щих ступенях нагрузки.

Если точка заданных напряжений находится в зоне 1П, т.е. хотя бы 
одно из главных напряжений меньше либо равно нулю, то элемент 
среды будет разрушен по трем направлениям и = o j  = а} = 0 .

Разница между суммарными {о}^ и теоретическими напряже

ниями {о}  ̂ принимается за начальные напряжения.
На основе разработанного алгоритма составлена вычислительная 

программа, с помощью которой проводилось моделирование про
цесса упругопластического деформирования грунтового основания 
жестким шероховатым штампом.

В качестве примера рассмотрено нагружение основания квад
ратным штампом размером 20x20 м. Размеры расчетной области 
приняты 60x60x80 м. Вследствие осевой симметрии задачи рас
сматривалась только одна четвертая ее часть, разбитая на тетраэд
рические элементы (рис. 2).

Граничные условия задавались в перемещениях и силах. На вер
тикальных границах задаватись равными нулю горизонтальные пе
ремещения в узлах, а на нижней границе обеспечивалось закрепле
ние узлов в трех направлениях. Внешняя нагрузка на штамп моде
лировалась угловыми силами.

В качестве основания штампа принят грунт со следуюшими ха
рактеристиками: р = 0,017 МН/м^; Е -  300 МПа; v =0,3; а = 1,33; 
Ь = 4,44; с = 0,35; t /=  0,05; = -1 ,0  %. Теоретические кривые де

формируемости грунта основания по траекториям с х = const пред
ставлены на рис. 3. Упругие и прочностные характеристики штампа 
задавались из условия обеспечения его жесткости и упругой работы 
в процессе нагружения.

На первом шаге численного решения определялось напряженно- 
деформированное состояние от собственного веса грунта, а на сле
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дующих шагах к шіампу прикладывалась ступенчатая вертикальная 
нагрузка. Величина ступени составляла!,О МПа.

Рис. 2. Конечно- ыементная схема расчетной области

Результаты расчета в виде графика зависимости осадки S от дав
ления под фундаментом Р представлены на рис. 4. Для сравнения на 
нем приведено упругопластическое решение для грунта, 
пластическое поведение которого описывается константами К = 0,3 
и Л = о, соответствующими критичесой пористости грунта, а также 
упругое решение.

Ана-зиз зависимости «осадка-давление» показывает, что при ма
лых нагрузках наблюдается практически линейная зависимость ме
жду осадкой и давлением. При ее увеличении завиеимость отклоня
ется от линейной вследствие значительного развития зон пластиче
ской деформации в основании штампа. Предельное давление под 
подошвой штампа Р для разупрочняющегося грунта равно 8 МПа. 
для несжимаемого гр>нта Р = 5 МПа и несколько ниже несущей 
способности по СПиП 2.02.01-83 . За предельное давление в расчете 
принимаюсь значение, при превышении которого итерационный 
процеес численного решения начиназ рас.ходиться. Пиковой проч



ности грунта (К = 0,35) соответствует угол внутреннего трения по 
Мору-Кулону 36,7°, а прочности в критическом состоянии (К=  0,3) -  
32,1°. Несущая способность основания по СНиП р^=  10,12 МПа при 

= = 36,7°; ри = 6,38 МПа при = 32,1°.

«)

Ó)

Рис. 3. Теоретические кривые деформируемости грунта при i. равном: 
1 -1 ,0  МПа; 2 -  5,0 МПа: 3 -10 ,0  МПа
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Рис. 4. Графики зависимости S-P:
1 -  упругопласгическое решение с учетом разупроч
нения грунта; 2 -  упрутопластическое решение для 

несжимаемого гру'нта; 3 — у пру гое решение

Ш,*Ч I I . I Т J'
-О 1 5 - 0 . 1 2 5  -0.1 - 0 .0 7 5 -0 .0 5 - 0.01

" , .
‘ 4 у"- '

Г-- І Ч - .  L
^Ч\' * ч '

Рис. 5. Изолинии объемной пластической деформации
р

£ для разупрочняющегося грунта при предельном 
давлении Р = 8 МПа. в %
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