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Реферат. В соответствии с законом сохранения энергии полная энергия замкнутой физической системы должна оста-
ваться постоянной в любой момент времени. Энергия бегущей упругой волны состоит из кинетической энергии ко-
леблющихся частиц среды и потенциальной энергии ее упругой деформации. В существующей теории упругих волн 
считается, что плотности кинетической и потенциальной энергий бегущей волны без потерь одинаковы в любой мо-
мент времени и меняются по одинаковому закону. Соответственно плотность полной энергии такой волны разная  
в различные моменты времени, а постоянным сохраняется только ее усредненное по времени значение. Таким обра-
зом, в существующей теории упругих волн закон сохранения энергии не выполняется. Цель настоящей работы – дать 
физически корректное описание этих волн. Предложено новое описание звуковой волны в идеальном газе, основан-
ное на использовании системы волновых уравнений для возмущения скорости колебаний частиц газа, определяюще-
го их кинетическую энергию, и для упругой деформации, определяющей их потенциальную энергию. Показано, что 
физически корректными решениями такой системы уравнений для бегущей звуковой волны являются гармонические 
решения, описывающие колебания возмущения скорости частиц газа и упругой деформации, которые сдвинуты по 
фазе на /2. Получено, что положения максимумов кинетической и потенциальной энергий упругой волны, описыва-
емых такими решениями, чередуются в пространстве через каждые четверть длины волны. Установлено, что через 
каждые четверть периода в волне без потерь происходит полное преобразование кинетической энергии в потенци-
альную и обратно, при этом в каждой пространственной точке волны ее полная плотность энергии одинакова в лю-
бой момент времени, что согласуется с законом сохранения энергии. Плотность потока энергии такой бегущей упру-
гой волны описывается выражением для вектора Умова. Сделан вывод, что бегущую звуковую волну без потерь в 
идеальном газе можно рассматривать как гармонический осциллятор.  
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Abstract. In accordance with the energy conservation law, the total energy of a closed physical system must remain constant 
at any moment of time. The energy of a traveling elastic wave consists of the kinetic energy in the oscillating particles of the 
medium and the potential energy of  its elastic deformation. In the existing theory of elastic waves, it is believed that the kinetic 
 
 

Адрес для переписки 
Невдах Владимир Владимирович 
Белорусский национальный технический университет 
ул. Я. Коласа, 22, 
220013, г. Минск, Республика Беларусь 
Тел.: +375 17 292-77-61 
v.v.nev@bk.ru 

 

Address for correspondence 
Nevdakh Vladimir V. 
Belаrusian National Technical University 
22, Ya. Kolasa str., 
220013, Minsk, Republic of Belarus 
Tel.: +375 17 292-77-61 
v.v.nev@bk.ru 

 

 



Физико-математические науки  
 

 

162 Наука 
техника. Т. 20, № 2 (2021)и 

Science and Technique. V. 20, No 2 (2021) 

and potential energy densities of a traveling wave without losses  are the same at any moment of time and vary according to 
the same law. Accordingly, the total energy density of such wave is different at various moment of time, and only its time-
averaged value remains constant. Thus, in the existing theory of elastic waves, the energy conservation law is not fulfilled. 
The purpose of this work is to give a physically correct description of these waves. A new description of a sound wave in an 
ideal gas has been proposed and it is based on the use of a wave equation system for perturbing the oscillation velocity of gas 
particles, which determines their kinetic energy, and for elastic deformation, which determines their potential energy. It has 
been shown that harmonic solutions describing the oscillations of the gas particles velocity perturbation and their elastic  
deformation, which are phase shifted by /2, are considered as physically correct solutions of such equations system for  
a traveling sound wave. It has been found that the positions of the kinetic and potential energy maxima in the elastic wave, 
described by such solutions, alternate in space every quarter of the wavelength. It has been established that every quarter of a 
period in a wave without losses, the kinetic energy is completely converted to potential and vice versa, while at each spatial 
point of the wave its total energy density is the same at any time, which is consistent with the energy conservation law.  
The energy flux density of such traveling elastic wave is described by the expression for the Umov vector. It has been con-
cluded that such traveling sound wave without losses  in an ideal gas can be considered as a harmonic oscillator.  
 

Keywords: elastic waves, energy conservation law, wave equation, perturbation of particle velocity, elastic deformation, 
Umov vector 
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Введение 
 

Один из фундаментальных законов приро- 
ды – закон сохранения энергии, который может 
быть сформулирован в общем виде так: пока 
физическая система является замкнутой, ее 
полная энергия остается неизменной (постоян-
ной) величиной в любой момент времени [1].  

Считается, что закон сохранения энергии 
эквивалентен однородности времени, т. е. неза-
висимости всех законов, описывающих систе-
му, от момента времени, в который рассматри-
вается система. С математической точки зрения 
закон сохранения энергии эквивалентен утвер-
ждению, что система дифференциальных урав-
нений, описывающая динамику данной физиче-
ской системы, обладает первым интегралом 
движения, связанным с симметричностью 
уравнений относительно сдвига во времени. 
Если время однородно, то функция Лагран- 
жа ( , ),i iL q q  описывающая рассматриваемую 

систему, не зависит явно от времени, поэтому 
полная ее производная по времени имеет вид 
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,i i i i
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dL q q dq dqL L

dt q dt q dt
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где qi – обобщенные координаты; iq  – произ-

водные по времени обобщенных координат си-
стемы или обобщенные скорости. 

Уравнения Лагранжа, или уравнения дви-
жения такой системы, записываются в виде 
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i i
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dt q q

 
 

 
                      (2) 

Подстановка (2) в (1) дает уравнение, в ко-
тором выражение, стоящее в скобках, по опре-
делению является энергией системы 
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                  (3) 

 

Из (3) следует, что полная энергия систе- 
мы – постоянная величина, т. е. сохраняется в 
каждый момент времени.  

Выполнение закона сохранения энергии яв-
ляется критерием справедливости различных 
теоретических построений в классической фи-
зике. Так как в различных разделах физики ис-
пользуются разные виды энергии, то и в законе 
сохранения энергии для этих разделов физики 
также фигурируют различные виды энергии. 
При этом смысл закона сохранения энергии не 
меняется – полная энергия замкнутой физиче-
ской системы, равная сумме отдельных видов 
энергий, сохраняется в каждый момент времени. 

Цель работы – показать, что в существую-
щей в настоящее время теории упругих волн 
закон сохранения энергии не выполняется,  
и дать физически корректное описание этих 
волн.  

 

Упругие колебания и волны 
 

Упругие колебания и упругие волны рас-
сматриваются в разделе классической (ньюто-
новской) механики, в которой закон сохранения 
энергии формулируется так: полная механиче-
ская энергия замкнутой системы тел, между 
которыми действуют только консервативные 
силы, остается постоянной. Если )(rU
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тенциальная энергия тела, имеющего массу m и 
движущегося со скоростью , то закон сохра-
нения энергии (3) записывается в виде  

 

2

( ) 0.
2

d m
U r

dt

 
  

 


                   (4) 

 

В (4) выражение в скобках называется пол-
ной механической энергией материального те-
ла, состоящей из ее кинетической энергии – 
первое слагаемое, и потенциальной энергии – 
второе слагаемое.  

Рассмотрим вначале выполнение закона со-
хранения энергии на примере пружинного ма-
ятника, совершающего упругие колебания без 
затухания [2]. На маятник массой m действует 
сила F = –kz в пределах закона упругости Гука, 
направленная вдоль оси Z (где k – коэффици-
ент, характеризующий упругость пружины). 
Пусть в начальный момент времени t0 = 0 вели-
чина упругой деформации пружины z0 = a. По-
сле снятия действия внешней силы под дей-
ствием упругого напряжения маятник придет в 
движение, которое описывается уравнением 
Ньютона  

 

2

2

( )
( ).

d z t
m kz t

dt
                      (5) 

 

Решение (5), удовлетворяющее начальному 
условию, можно взять в виде (для простоты 
считаем, что начальная фаза равна 0) 

 

( ) cos( ).z t a t                         (6) 
 

Из (6) следует, что маятник будет совершать 
гармонические колебания с амплитудой a и 
циклической частотой   

 

2
,

k

T m


                          (7) 

 

где T – период колебаний. 
Колебательная скорость маятника описыва-

ется выражением 
 

( )
sin( ),

dz t
a t

dt
                     (8) 

 

а его кинетическая энергия с учетом (7) равна 
 

2 21
( ) sin .

2kW t ka t                     (9) 

Потенциальная энергия маятника описыва-
ется выражением  

 

2 21
( ) cos .

2pW t ka t                  (10) 

 

Из (9) и (10) видно, что колебания потен- 
циальной и кинетической энергий маятника 
имеют одинаковые амплитуды, происходят с 
удвоенной частотой, по сравнению с частотой 
колебаний упругой деформации и колебатель-
ной скорости, и имеют сдвиг по фазе /2. Также 
через каждую четверть периода колебаний 
происходит полное преобразование потенци-
альной энергии маятника в его кинетическую 
энергию и наоборот. Очевидно, что для полной 
энергии маятника можно записать 

 

21
( ) ( ) const.

2k pW W t W t ka         (11) 

 

То есть в соответствии с законом сохране-
ния энергии полная механическая энергия пру-
жинного маятника без затухания сохраняется 
неизменной в любой момент времени. Такой 
маятник можно рассматривать как классиче-
ский гармонический осциллятор.  

Рассмотрим упругие волны без потерь на 
примере звуковых волн в идеальном газе.  
Теория таких волн разработана давно и изло-
жена в многочисленных научных трудах [3–10]. 
В существующей теории звуковые волны рас-
сматриваются как упругие колебания частиц 
газа, распространяющиеся в продольном направ-
лении от источника звука, который создает пе-
риодическое смещение частиц в этом направ-
лении со скоростью, позволяющей изменить 
давление газа в некотором объеме, определяе-
мом геометрией источника. Колебания частиц 
газа создают упругие деформации в этом объ- 
еме, которые, в свою очередь, обусловливают 
периодическое повышение и понижение давле-
ния газа относительно его начального невоз-
мущенного значения. При этом распростране-
ния частиц газа в направлении распространения 
звуковой волны не происходит. В пространстве 
распространяется только упругая деформация 
сжатия и растяжения. При максимальном сжа-
тии или растяжении частиц газа в некотором 
объеме их колебательная скорость и кинетиче-
ская энергия становятся равными нулю, а по-
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тенциальная энергия достигает максимального 
значения и определяется максимальной упру-
гой деформацией или изменением давления 
газа в этом объеме. Колебательная скорость 
частиц газа в звуковой волне определяет их ки-
нетическую энергию, а работа по созданию 
упругой деформации (или изменения давления 
газа в рассматриваемом объеме) определяет 
потенциальную энергию частиц газа этого объ-
ема.  

В идеальном газе с плотностью 0 и давле-
нием P0 источник звука создает продольное 
смещение частиц газа (z, t) вдоль оси 0Z в объ- 
еме V0 = S0z. Смещение частиц газа приводит 
к появлению в этом объеме упругой деформа-
ции, которая будет распространяться в направ-
лении смещения. Рассматривая движение вы-
деленного объема идеального газа в адиабати-
ческом приближении, например [4], получают 
волновое уравнение для смещения  

 

2 2

2 2 2

1
,

sz t

   


  
                      (12) 

 

где 0

0
s

P
 


 – скорость звука;  = CP/CV; CP, 

CV – теплоемкость газа при постоянном давле-
нии и объеме соответственно.  

Решение волнового уравнения (12) обычно 
принимается в виде  

 

 ( , ) cos .z t A t kz                  (13) 
 

Подстановка (13) в (12) позволяет получить 
связь между величинами s,  и k  

 

.s k


                             (14) 

 

Считается, что решение (13) описывает ко-
лебания смещения частиц газа, распространя-
ющиеся вдоль оси Z с фазовой скоростью 

,
dz

dt k


  равной скорости звука (14), т. е. (13) 

описывает продольную звуковую волну. Эта 
волна обладает кинетической и потенциальной 
энергией.  

Плотности кинетической энергии звуковой 
волны и потенциальной энергии определяются 
соответственно по формулам:  

2
2 2 2

0 0

1 1
( , ) sin ( );

2 2kw z t A t kz
t

         
 (15) 
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Следовательно, плотность полной энергии 
звуковой волны  

 

2 2 2
0

( , ) ( , ) ( , )

sin ( ).

k pw z t w z t w z t

A t kz

  

    
         (17) 

 

В [2–10] из выражений (15)–(17) сделаны 
следующие выводы:  

– кинетическая и потенциальная энергии бе-
гущей звуковой волны без потерь одинаковы  
в любой момент времени; 

– усредненные по времени (периоду коле-
баний) кинетическая и потенциальная энергии 
такой волны равны и постоянны  

 

2 2
0

1
const;

4k pw w A                (18) 

 

– усредненная по времени плотность полной 
энергии звуковой волны есть величина посто-
янная 

 

2 2
0

1
const.

2k pw w w A             (19) 

 

При этом в литературе не обсуждается 
практически очевидный факт, что софазные 
колебания wk(z, t) (15) и wp(z, t) (16) противоре-
чат смыслу понятия «упругие колебания», так 
как вызывают естественные вопросы:  

– куда девается энергия волны в моменты 
времени, когда и кинетическая, и потенциаль-
ная энергии волны одновременно становятся 
равными нулю, что бежит в такой волне?  

– откуда появится энергия волны в после-
дующие моменты времени?  

Равно как не обсуждается также и то, что 
полученное выражение (17) противоречит за-
кону сохранения энергии (11), согласно кото-
рому полная энергия звуковой волны без по-
терь должна оставаться постоянной в любой 
момент времени, а не средняя энергия этой 
волны за период.  

(16)
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Таким образом, наряду с существующими 
правильными представлениям об упругих коле- 
баниях в газе, о том, что максимальная колеба-
тельная скорость частиц газа в звуковой волне 
достигается в моменты времени, когда упругая 
деформация равна нулю, и, наоборот, в момен-
ты времени, когда колебательная скорость ча-
стиц газа становится равной нулю, упругая де-
формация – максимальна, существует и физи-
чески некорректное описание этих колебаний, 
нарушающее закон сохранения энергии. Некор-
ректность в описании звуковых волн появилась 
из-за того, что для этого используется только 
одно волновое уравнение (12) для смещения 
частиц газа. Так как производная по времени от 
решения уравнения (13) определяет плотность 
кинетической энергии волны (15), а производ-
ная по координате от этого же решения – плот-
ность потенциальной энергии волны (16), по-
лучается, что обе эти величины изменяются  
с течением времени по одинаковому гармони-
ческому закону. Отсюда следует физически не-
корректный вывод, что максимальная колеба-
тельная скорость частиц газа и максимальная 
упругая деформация в звуковой волне дости-
гаются одновременно.  

Для физически корректного описания зву-
ковых волн в идеальном газе нужно использо-
вать систему из волновых уравнений для пара-
метров, определяющих кинетическую и потен-
циальную энергию волны. Например, в [6] 
рассматривается баротропный поток идеаль- 
ного газа, линии тока которого параллельны 
оси Z, а скорость u, давление P, плотность   
и температура T являются функциями только 
координаты z и времени t. Такой поток описы-
вается уравнением Эйлера и уравнением нераз-
рывности, образующими систему нелинейных 
дифференциальных уравнений первого порядка 
в частных производных, в которой содержатся 
неизвестные u, P и : 
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                (20) 

 

Для того чтобы эту систему можно было 
решить, необходимы еще уравнение связи 
между P и , начальные и граничные условия. 

В покоящемся идеальном газе с параметра- 
ми u0, P0 и 0 создаются малые возмущения 
скорости u, давления Р или плотности . Воз-
никающее вследствие этого движение является 
одномерным, параллельным оси Z и зависящим 
только от координаты z и времени t. Ставится 
задача нахождения элементов этого движения. 
Система нелинейных уравнений (20) может 
быть линеаризована, если в ней пренебречь 
произведениями малых величин или их произ-
водных по координате, как малыми величинами 
высших порядков. В этом случае она прини- 
мает вид:  
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            (21) 

 

Так как в идеальном газе увеличение давле-
ния приводит к увеличению плотности и 
наоборот, то 0dP d  , и можно ввести обо-

значение  
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                       (22) 

 

Нетрудно убедиться, что 0 имеет размер-
ность скорости. 

Дифференцируя по времени первое уравне-
ние системы (21) и подставляя в него второе 
уравнение, с учетом (22) получаем волновое 
уравнение для u   
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                    (23) 

 

Аналогично, дифференцируя по времени 
второе уравнение системы (21) и подставляя  
в него первое уравнение, получаем волновое 
уравнение для   
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Из (24) и (22) получаем такое же уравнение 
для P  
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Таким образом, малые возмущения скоро-
сти частиц газа ,u  его плотности   и давле-

ния P  в случае идеального газа описываются 
одинаковыми волновыми уравнениями (23)–
(25) и распространяются с одинаковой скоро-
стью 0. Поскольку волна возмущений давле-
ния – это звуковая волна, то 0 – это скорость 
звука.  

Возмущение давления P  (или, что то же 
самое, напряжения ) в соответствии с законом 
Гука  

 

,E                              (26) 
 

где  – относительная упругая деформация;  
Е – модуль упругости газа. 

Из (25) и (26) следует, что и для упругой 
деформации можно записать волновое урав- 
нение  
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                      (27) 

 

Согласно [4], плотность потенциальной 
энергии сжатого газа определяется как работа 
по сжатию его единичного объема и выражает-
ся через модуль упругости и величину упругой 
деформации  

 

21
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Плотность кинетической энергии колеблю-
щегося газа может быть определена как  
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Для нахождения этих энергий в (28) и (29) 
нужно подставлять решения соответствующих 
волновых уравнений. Так как каждое волно- 
вое уравнение имеет несколько математически 
корректных решений, то для выбора правиль-
ного нужно исходить из их физического смыс-
ла. Пусть в начальный момент времени в рас-
сматриваемом объеме существует максималь-
ное изменение давления (напряжения) и, 
следовательно, максимальная упругая дефор-
мация. Очевидно, что в этот момент времени 
скорость колебания частиц газа равна нулю. 
Таким начальным условиям удовлетворяют 

гармонические решения волновых уравне- 
ний (27) и (23), сдвинутые по фазе на /2:  
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Подставляя (30) в (28) и (31) в (29), соответ-
ственно получаем: 
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Из (32) и (33) следует, что колебания плот-
ности кинетической и потенциальной энергий 
звуковой волны сдвинуты по фазе относитель-
но друг друга на /2, а их периоды составляют 
половину периода колебаний деформации и 
скорости частиц. Также видно, что в моменты 
времени, когда плотность потенциальной энер- 
гии волны принимает максимальное значе- 

ние max 21
,

2p mw E   плотность кинетической энер-

гии равна нулю, а через четверть периода в мо- 
менты времени, когда плотность потенциаль-
ной энергии равна нулю, плотность кинети- 
ческой энергии становится максимальной – 

max 2
0

1
.

2k mw u   Это может быть только тогда,  

когда происходит полное преобразование по-
тенциальной энергии в кинетическую и наобо-
рот, и выполняется условие  

 

max 2 max 2
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1 1
.

2 2p m k mw E w u              (34) 

 

Следовательно, плотность полной энергии 
звуковой волны без потерь есть величина по-
стоянная в любой момент времени в соответ-
ствии с законом сохранения энергии 
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Из (32) и (33) также следует, что положение 
максимумов кинетической и потенциальной 
энергий звуковой волны чередуется в про-
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странстве через каждые /4, т. е. такая волна 
действительно является бегущей. При этом в 
каждой точке пространства в волне без потерь 
полная плотность энергии одинакова.  

Таким образом, бегущую звуковую волну 
без потерь можно рассматривать как классиче-
ский гармонический осциллятор. 

В соответствии с физическим смыслом по-
нятия «плотность потока энергии» как количе-
ства энергии, протекающей через единичную 
площадку в единицу времени в направлении 
нормали к площадке, эта величина для бегу- 
щей упругой волны может быть корректно опи-
сана через плотность полной энергии волны w 
и ее скорость s, т. е. выражением для векто- 
ра Умова 

 

.sI w 
 

                           (36) 
 

ВЫВОДЫ 
 

1. Показано, что в существующей в настоя-
щее время теории упругих волн нарушается 
закон сохранения энергии. Предложено физи-
чески корректное описание звуковой волны в 
идеальном газе, основанное на использовании 
системы волновых уравнений для возмущения 
скорости колебаний частиц газа, определяюще-
го их кинетическую энергию, и для упругой 
деформации, определяющей потенциальную 
энергию частиц газа в волне. Физически кор-
ректными решениями такой системы волновых 
уравнений являются гармонические решения, 
описывающие колебания возмущения скорости 
частиц газа и их упругой деформации, сдвину-
тые по фазе на /2.  

2. В бегущей звуковой волне без потерь, 
описываемой такими решениями, через каждые 
четверть периода происходит полное преобра-
зование кинетической энергии частиц газа в 
потенциальную и наоборот. Плотность полной 
энергии волны в соответствии с законом сохра-
нения энергии остается постоянной в каждый 
момент времени.  

3. Плотность потока энергии бегущей упру-
гой волны описывается вектором Умова.  

4. Бегущую звуковую волну без потерь в 
идеальном газе можно рассматривать как гар-
монический осциллятор.  
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