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Классический метод построения полосовых фильтров основан на ис-
пользовании низкочастотного фильтра-прототипа, при формировании
схемной функции которого выполняются предъявляемые к полосовому
фильтру требования. Для получения функции цепи полосового фильтра
используют частотные преобразования вида
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где s, р – комплексные переменные; q – добротность фильтра;  – цен-
тральная частота. В результате этого преобразования получается геометри-
чески симметричная относительно частоты амплитудно-частотная характе-
ристика (АЧХ), сохраняющая некоторые свойства низкочастотного прото-
типа. Одним из недостатков этого преобразования является отсутствие
арифметической симметрии в АЧХ, которая приводит к потере ортого-
нальными сигналами их основных свойств [1, 2].

В [3] предложена методика нахождения схемной функции, которая в
зависимости от точности аппроксимации дает увеличение порядка цепи в
два, четыре и более раз относительно обычного полосового фильтра. Цель
данной работы – создание методики формирования перестраиваемого по-
лосового фильтра с арифметически симметричной АЧХ меньшего порядка
и ее возможная реализация с помощью цифровой схемы.

На первом этапе синтеза, используя известные способы аппроксимации,
находим функцию цепи низкочастотного прототипа. После ее денормиро-
вания относительно базовой частоты осуществляется смещение по оси ча-
стот АЧХ путем замены переменной s на p – j, где 1j . При этом
необходимо учитывать, что АЧХ прототипа включает и область отрица-
тельных частот. Полученная схемная функция имеет комплексные коэф-
фициенты и поэтому физически считается нереализуемой. Рассмотрим
следующую методику реализации. Представим функцию цепи прототипа
T(s) = M(s)/L(s) в пространстве состояния:

sX(s) = AX(s) + BU(s);                                         (1)

Y(s) = CX(s) + DU(s),                                         (2)

где A, B, C, D – матрицы, определяемые различными способами, например
с помощью алгоритма Б. Л. Хо [3] по T(s); Х(s) – вектор состояния, связан-
ный с размерностью T(s). После частотного преобразования s = р – j 
представим Х(р) = Х1(р) + jX2(p), где Х1(p), Х2(p) – вещественная и мнимая
части вектора состояния, преобразованные по Лапласу.
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Тогда, приравнивая вещественные и мнимые части уравнений (1), (2),
получим:

рХ1(р) = АХ1(р) + BU(р) – Х2(р); (3)

рХ2(р) = AX2(р) + Х1(р); (4)

Y1(р)= СХ1(р) + jCХ2( р) + DU(р). (5)

Таким образом, можно записать систему уравнений (3)…(5) в виде:

рХ(р) = А1Х(р) + В1U(р); (6)

Y1(р) = С1Х(р) + D1U(р); (7)
где
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Cистема, описываемая уравнениями (3)…(5), является устойчивой при
условии, что матрица A является матрицей устойчивой системы. Для
устойчивости системы, представленной соотношением (6), необходимо и
достаточно по теореме Ляпунова [4], чтобы матричное уравнение

IAVVA  1111
T (8)

имело в качестве решения V1-матрицу коэффициентов некоторой положи-
тельной формы.

По алгоритму формирования матрица А удовлетворяет этому матрич-
ному уравнению при условии выбора в качестве матрицы
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где в качестве V можно выбрать любую матрицу, удовлетворяющую урав-
нению

,IVAVA T (10)

и такая матрица существует по теореме Ляпунова, так как А – матрица
устойчивой системы.

Подставим (9) в (8) и получим
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что и доказывает устойчивость системы с матрицей А.
Примечание. Следует заметить, что вместо переменной  может быть

взята некоторая функция (), в результате чего A1 будет содержать чле-
ны с данной функцией, что позволяет осуществить более общие преобразова-
ния.

Реализация системы (6), (7) требует 2N инерционных элементов, что
соответствует количеству элементов, необходимых для синтеза обычного
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полосового фильтра с геометрической симметрией. При этом получаем
точную реализацию схемы с арифметически симметричной АЧХ. Кроме
того, необходимы элементы в количестве, равном числу ненулевых эле-
ментов матрицы С.

Остановимся на их реализации. Для этого рассмотрим частотные харак-
теристики этих элементов. Несложно показать, что для j элемента АЧХ
равна единице, а фазовая характеристика составляет 90 на всем частотном
диапазоне, включая отрицательную область частот. Получение подобного
устройства невозможно из-за четности фазовой характеристики. Так как
целью поставленной задачи является реализация цепи с арифметически
симметричной АЧХ, вместо него реализуем элемент с нечетной фазовой
характеристикой и АЧХ, равной единице на всем частотном диапазоне. То
есть частотная характеристика должна иметь вид:
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Реализация частотной характеристики (11) также является проблема-
тичной. Отметим, что в нашем случае вследствие ограниченности частот-
ного диапазона переменных полосового фильтра характеристика может
иметь вид:
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где гр – граничная частота задерживания полосового фильтра.

Разложение функции   jjH  в указанном диапазоне частот в усечен-
ный ряд Фурье – это разложение периодической функции типа меандр в
частотной области [5]
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где n – ограничение на количество членов ряда, аппроксимирующих ча-
стотную характеристику. При этом функция (13) является периодической с
периодом Т = гр/  . Выражение (13) удобно представить в виде
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Тогда если ввести оператор z такой, что

]exp[ гр jz ,
то частотную характеристику (14) можно записать
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Отметим, что реализация устройства с АЧХ, соответствующей частот-
ной характеристике (15), может осуществляться по формулам:

      jHjHjH 21 ;
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  nzjH 2 , (17)

что соответствует схемной функции H(z) для обычного нерекурсивного
цифрового фильтра при введении обозначения

 sTz exp .

Известно, что разложение в ряд Фурье приводит к явлению Гиббса, ко-
торое трансформирует характеристики фильтра на границах полосы про-
пускания. Поэтому применение весовых функций, таких как Ланцоша,
Ганна и т. д., вносит необходимую коррекцию и приближает характеристи-
ки к идеальным, и тогда реализация формулы (17) будет невозможна.

Обойти возникшую трудность можно, если обратиться к использова-
нию элементов «j». Для этого рассмотрим уравнение (7). Оно представляет
сумму элементов вектора состояния и входного сигнала с коэффициента-
ми. При этом компоненты вектора состояния, умножаемые на j, должны
вместо этого преобразовываться по выражениям (16) и (17). Преобразова-
ние (17) – это опережение сигнала на время nТ. Если вместо этого осуще-
ствить запаздывание на это же время остальных слагаемых формулы (7), то
АЧХ системы не изменится. Фазовая характеристика при этом изменится
на величину –nТ  .

Рассмотрим пример использования изложенного способа синтеза поло-
сового фильтра. Пусть необходимо реализовать фильтр с характеристика-
ми, соответствующими фильтру Баттерворта второго порядка с добротно-
стью q = 5 и центральной частотой 1000 с–1.

В качестве нормированного низкочастотного прототипа используем
схемную функцию  sH0

 
14,1

1
12

1
220 





ssss

sH .

Учитывая добротность, определим частоту среза прототипа

1002/0ср  q с–1.

Проводя операцию денормирования, получим схемную функцию
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H(s) =
1100/4,110/

1
42  ss

.

В пространстве состояния уравнения примут вид:
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По (3)…(5) получим уравнения, описывающие полосовой фильтр:
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В последнем уравнении j реализуется с помощью формулы (16) при
n = 1. Реализация в Matlab и АЧХ представлена на рис. 1 и 2 соответствен-
но.

Рис. 1
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Рис. 2

В Ы В О Д

Таким образом, используя частотные преобразования вида  js ,
можно получить схемные функции полосовых фильтров с арифметической
симметрией АЧХ и устойчивым решением. Данная задача может быть ад-
ресована и к методам синтеза матриц дробно-рациональных функций с
комплексными коэффициентами, частным случаем чего и является пред-
ложенный фильтр.

Пример реализации элемента j с помощью цифрового нерекурсивного
фильтра позволил использовать данную методику для цифровой фильтра-
ции. Фильтры с подобными свойствами необходимы при обработке сигна-
лов в измерительной технике, радиолокации, акустике и других областях.
Отметим, что данная статья ставила цель обоснования принципиальной
возможности реализации арифметически симметричных фильтров. Вопро-
сы оценки погрешности аппроксимации остались вне рамок этой работы.
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