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АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ
НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Канд. техн. наук БОНДАРЕВ В. А.

Белорусский национальный технический университет

Представленные в настоящей статье решения нестационарных задач
теплопроводности получены с помощью математических функций, кото-
рые удовлетворяют нелинейному уравнению теплопроводности

cρ θ″τ = (λθ′x)′x, (1)

где θ – температура; c – теплоемкость; ρ – плотность; λ – коэффициент теп-
лопроводности; x – координата;  – время.

Расчеты процессов переноса теплоты с использованием (1) требуют
разработки методов решения этого уравнения, так как до настоящего вре-
мени физически обоснованные методы, пригодные для решения задач с
сильной нелинейностью, не найдены. Такие расчеты необходимы при раз-
работке технологических процессов, в которых коэффициенты теплопро-
водности значительно зависят от температуры. В задачах теплопроводно-
сти нелинейные уравнения могут также использоваться при определении
граничных условий, например в случае теплообмена излучением на по-
верхности.

Функции, пригодные для таких расчетов, впервые определены автором
для решения уравнения диффузии [1]. Так как теплопроводность и диффу-
зия примесей в твердых телах описываются подобными дифференциаль-
ными уравнениями, эти функции могут быть также использованы в анали-
тических решениях дифференциального уравнения (1).

Анализ показывает, что в настоящее время такие аналитические реше-
ния – единственные соотношения, пригодные для расчетов процессов теп-
лопроводности, которые описываются уравнениями с сильной нелинейно-
стью. Проблема состоит в том, что численные разностные схемы могут
применяться в таких расчетах, если существуют строгие доказательства
сходимости этих схем к решениям уравнения (1). Известны попытки дока-
зать сходимость разностных алгоритмов для этого уравнения только в не-
которых простых задачах [2]. Например, попытки доказать такую сходи-
мость для трехмерных нелинейных задач до настоящего времени оказыва-
ются безуспешными.

В то же время, как показывают расчеты, существующие разностные ал-
горитмы вообще не имеют сходимости к решениям нелинейных задач, что
приводит к очень большим нарушениям баланса теплоты. Проверка схо-
димости таких алгоритмов свидетельствует о том, что результаты, полу-
ченные различными методами, могут отличаться на 80…90 % и более [3].
При этом численные алгоритмы не содержат физических условий для
определения результатов, являющихся правильными. Это означает, что
такие алгоритмы приводят к значительным произвольным нарушениям за-
кона сохранения энергии, и поэтому они, с точки зрения физики, оказыва-
ются неприемлемыми.
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При решении уравнения (1) аналитическими методами следует учиты-
вать, что это выражение является уравнением баланса теплоты. Расчеты
показывают, что использование некоторых физически обоснованных мето-
дов проверки этого баланса дает возможность получить аналитические ре-
шения уравнения (1). Подобные методы могут быть использованы для рас-
четов процессов при переменных коэффициентах теплопроводности λ и
других условиях, которые приводят к нелинейным задачам.

Уравнение (1) учитывает изменение внутренней энергии cρθ′τ в некото-
ром объемном элементе в зависимости от изменения теплового потока q в
окрестностях точки x. Величина потока q может быть вычислена с помо-
щью основного закона теплопроводности

q = – λθ′x, (2)

который установлен путем обобщения экспериментов и определяет вели-
чину потока теплоты q в зависимости от градиента температуры θ′x. В со-
ответствии с законом сохранения энергии увеличение внутренней энергии
cρθ′τ некоторого объемного элемента равно уменьшению потока теплоты
–q′x в направлении xcρθ′τ = –q′x. Подстановка в это уравнение баланса теп-
лоты производной q′x, полученной из соотношения (2), приводит к нели-
нейному уравнению теплопроводности (1), которое выполняется при раз-
личных изменениях знаков θ′τ и θ′x. Производная θ′τ численно равна скоро-
сти изменения температуры θ в точке x.

При рассмотренных условиях в соответствии с законом сохранения
энергии значение температуры θ2 в точке x в момент времени τ2 может
быть вычислено интегрированием производной θ′τ
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Такой расчет следует выполнять с помощью функций U = U(x, τ), удо-
влетворяющих нелинейному уравнению теплопроводности (1), так как в
этом случае тепловой баланс (1) выполняется при всех значениях x и τ.
Функции U(x, τ) также должны удовлетворять начальным и граничным
условиям в данной задаче. В случае выбора функций с такими свойствами
выражение (3) является интегральным решением нелинейного уравне-
ния (1).

При решении нелинейного уравнения теплопроводности (1) аналитиче-
скими методами основная трудность состоит в том, что до настоящего
времени попытки найти функции, удовлетворяющие этому уравнению, бы-
ли безрезультатными. В то же время расчеты и исследования автора пока-
зывают, что для многих нелинейных задач выбор таких функций может
быть выполнен из физических условий.

Функции U(x, τ), которые удовлетворяют уравнению (1), могут быть
определены следующим образом. Рассмотрим изменение температуры θ за
единицу времени θ′τ в некоторой точке x . При этом значения θ′τ вычисляем
с помощью (1). Предполагается, что коэффициенты теплопроводности λ
определены экспериментально как некоторые функции температуры θ
λ = λ(θ).
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Дифференцирование нелинейного уравнения (2) для нестационарного
теплового потока

q′x = –λθ″xx – λ′xθ′x (4)

показывает, что изменение потока теплоты q′x = –cρθ′τ обусловливают два
слагаемых. Функция λθ″xx определяет величину q′x = –λθ″x в зависимости от
изменения градиента температуры θ′x при λ = const, что соответствует ли-
нейному уравнению теплопроводности

θ′τ = aθ″xx, a = λ/cρ. (5)

Функция λ′xθ′x в (4) равна изменению потока теплоты q′x, которое про-
исходит в результате изменения коэффициента теплопроводности λ′x в
направлении x.

В соответствии с выражениями (1), (4) и (5) функции U(x, τ) для про-
верки баланса теплоты (1) не должны также нарушать (5). Поэтому функ-
ции U(x, τ) определяем таким образом, чтобы они удовлетворяли уравне-
нию (5) при линейных граничных условиях. Такой выбор функций соот-
ветствует рассмотренным выше физическим условиям. Влияние функции
λ′xθ′x состоит в том, что она учитывает только изменение коэффициента λ
при заданном градиенте температуры θ′x в точке x. При этих условиях зна-
чения градиента θ′x и производной θ″xx, которые соответствуют нестацио-
нарному тепловому потоку, определяются линейным уравнением тепло-
проводности (5). Таким образом, параметры θ′x и θ″xx можно вычислить из
(5) с помощью функций U(x, τ).

Такой выбор функций U(x, τ) следует также из условия единственности
решения уравнений (1) и (5), которая может рассматриваться как следствие
физических условий в данной задаче. В соответствии с единственностью
решений для нестационарных потоков теплоты (2) физически не существу-
ет других значений градиента θ′x и производной θ″xx, которые имеют место
в данном процессе и отличаются от их значений в (4) и (5).

Как показывают расчеты, если коэффициенты теплопроводности λ из-
вестны, можно также определить другие функции U(x, τ), которые удовле-
творяют (5) и дают возможность найти произведение λ′xθ′x. При этом функ-
ции U(x, τ) необходимо выбрать таким образом, чтобы они не нарушали
баланс теплоты, определяемый (1), что позволяет использовать такие
функции для решения этого уравнения.

Различные функции, которые удовлетворяют линейному уравнению
теплопроводности (5), хорошо изучены в математической физике и резуль-
таты, полученные многими авторами, обобщены [4]. Это дает возможность
получить очень важные решения нелинейного уравнения (1). В качестве
таких функций можно также использовать различные существующие ре-
шения линейных задач.

Кроме того, функции U(x, τ) часто позволяют вычислить приближения
снизу θa и сверху θb к решению задачи. Расчеты показывают, что такие
приближения также дают возможность получить надежные результаты и
сократить время расчета. Если при этом приближения θa и θb совпадают, то
температура θ оказывается очень близкой к значениям θ2, полученным из
аналитического решения (3).
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В качестве примера рассчитаем нагревание неограниченной стальной
пластины толщиной 2R при температуре среды Tm и начальной температу-
ре пластины T0. Значения коэффициента теплоотдачи α на поверхности
пластины при переносе теплоты конвекцией и излучением находим из со-
отношения

α = αс + Cr(Tm
4 – Ts

4)/(Tm – Ts), (6)

где αс – коэффициент теплоотдачи конвекцией Вт/(м2K); Cr – коэффициент
теплового излучения между поверхностью пластины и средой, Вт/(м2K4);
Ts – температура поверхности пластины, K.

Коэффициент теплопроводности λ легированной стали определяется в
зависимости от температуры T по экспериментальной формуле

λ = 14 + 0,0038(T – 273) + 0,72  10–5(T – 273)2,  Вт/(м  К), T > 273 K. (7)

Относительную температуру θ = (T – T0)/(Tm – T0) находим с помощью
интегрального решения (3). Для вычисления производных θ′τ в интеграле
(3) при малых числах Фурье Fo = aτ/R2; Fo < 0,4 будем использовать сле-
дующие функции, которые являются решениями уравнения (5) при линей-
ном граничном условии α(Tm – Ts) = λT′x(R, τ) [2]:

Ua = AmerfcW1 – An,exр(W2 + W3
2)erfc(W1 + W3); (8)

 axhRW m )(1 ; W2 = H(R + hmx); H = a/λ;

 aHW3 ; hm1 = –1; hm2 = 1.

Коэффициенты Am и An выбираются таким образом, чтобы функции (8)
удовлетворяли уравнению (1), а также начальному распределению темпе-
ратуры T = T0. Значения Ts в различные моменты времени находим, ис-
пользуя приведенное выше граничное условие.

При Fo > 0,4 используется последовательность других функций

Ua1 = Amcos(hnx/R)exp(–hn
2Fo), (9)

которые являются решениями уравнения (5), пригодными для больших
значений времени [2]. Коэффициенты Am находим таким же образом, как
и для функций (8). Коэффициенты hn определяем из граничного условия
α(Tm – Ts) = λθ′x(R, τ) и уравнения ctg hn = hn/Bi (Bi = HR) [5]. Значения тем-
пературы T(x, τ) в некоторых точках вычисляются с помощью вариацион-
ных функционалов [6, 7].

В табл. 1 представлены некото-
рые результаты расчета нагревания
пластины при следующих условиях:
R = 18 мм; T0 = 300 K; Tm = 1450 K;
τ = 10 мин; c = 0,5 кДж/(кг  K);
ρ = 7800 кг/м3; αс = 22 Вт/(м2  K);
Cr = 0,95 Вт/(м2 K4). Вычисления вы-

полнены с помощью функций (8) и (9) путем интегрирования аналитиче-
ского решения (3). При численном интегрировании расчет оказывается
аналогичным вычислениям с использованием конечных элементов, удо-

Таблица 1

х – координата, мм; T – температура, K

х 0 2 4 6 8
T 887 887,5 888 890 892
х 10 12 14 16 18
T 894 897 901 905 910
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влетворяющих уравнению (1). Указанные выше приближения снизу и
сверху к решению позволяют исключить неустойчивость алгоритмов, воз-
можную при интегрировании выражения (3) с помощью некоторых конеч-
ных элементов.

Как показывают расчеты, решение некоторых задач с нелинейными
граничными условиями может потребовать использования специальных
функций U = U(x, τ), необходимых для выполнения граничных и началь-
ных условий при всех значениях x и τ в данной задаче. Например, это име-
ет место при расчетах процессов, в которых происходит изменение физи-
ческого состояния вещества. При этом граница между зонами с различны-
ми состояниями может непрерывно перемещаться (затвердевание металлов
и сплавов, термическая обработка материалов, сопровождающаяся хими-
ческими реакциями с поглощением или выделением теплоты и др.). Как
показано ниже, выбор функций для таких задач требует проверки баланса
теплоты при некоторых значениях x и τ. Попытки различных авторов найти
решения с помощью формального выбора математических функций часто
оказываются безуспешными.

В качестве примера рассмотрим одну из известных задач о замерзании
водопровода [5]. В этом случае функции U(x, τ) должны удовлетворять
уравнению теплопроводности для неограниченного цилиндра

cρθ′τ = (λθ′r)′r + λθ′r/r (10)

при всех значениях координаты r и времени τ. Расчет выполняем при
начальном:

τ = 0, θ = θh, θh = 273 K (11)

и граничном условиях на поверхности цилиндра радиусом R:

r = R, θ = θs, (12)

где R – внутренний радиус трубы, м; θh – температура замерзания, K; θs –
температура внутренней поверхности трубы, K.

Тепловой поток q1= –λθ′r(rh, τ) на границе раздела между слоем льда и
жидкостью вычисляем из уравнения баланса теплоты

λθ′r(rh, τ)dτ = ρLdξ, (13)

где L – теплота замерзания воды, Дж/кг; ξ – толщины слоя льда, м; rh – ра-
диус граничной поверхности, rh = R – ξ, м.

Это выражение определяет увеличение слоя dξ за время dτ и является
граничным условием с сильной нелинейностью на поверхности раздела
радиусом rh для задачи (10)…(13).

В соответствии с физическими условиями задачи количество теплоты
замерзания dq1 = ρLdξ, определяемое в (13), передается к поверхности ци-
линдра радиусом R и не изменяет температуру слоя ξ. Поэтому функции
Uc, которые определяют поток теплоты dq1, могут быть выбраны из усло-
вия θ′τ = 0 (θ = Uc). С учетом изложенного градиент температуры θ′r(rh, τ),
который соответствует потоку dq1, вычисляем с помощью следующих
функций:



71

Uc = θh – (θh – θ1)ln(r/rh)/ln(R/rh), θ1 = (Aθh – θs)U(R, τ), (14)

где A – коэффициент; U(R, τ) – функции времени, которые определяются из
решения задачи на границе r = R.

В этом случае функции (14) удовлетворяют стационарному уравнению
теплопроводности λ(θ′r)′r + λθ′r/r = 0, которое следует из уравнения (10) при
θ′τ = 0.

Величину нестационарного теплового потока, который вызван пониже-
нием температуры слоя льда толщиной ξ, определяем с помощью функций,
удовлетворяющих уравнению (10) [4]:

U(R, τ) = BnJ0(hn(r – rh)/R)W1; W1 = exp(–hn
2Fo), (15)

где J0(hnr/R) – функции Бесселя первого рода; Fo = aτ/R2 – число Фурье;
Bn и hn – коэффициенты.

Учитывая условие (12), значения коэффициентов hn равны [5]: h1 =
= 2,4048; h2 = 5,5201; h3 = 8,6537; h4 = 11,7915; h5 = 14,9309.

Решение задачи определяем как сумму функций (14) и (15)

θ = Uc + AU(R, τ), (16)

что физически следует из суперпозиции рассмотренных потоков теплоты.
Функции θ1 в (14) могут быть вычислены из уравнения баланса теплоты на
поверхности единичной длины радиусом R:

Vcρ(θm)′τ = 2πRAλ(Uc)′x(R, τ); V = πW; W = (R2 – rh
2) (17)

в зависимости от средней по объему V температуры слоя льда θm. Значения
θm находим интегрированием температуры θ, определяемой из выражения
(16) для элемента объема dv = 2πrzdr (z = 1):

  
R

r
shsm

h

drrV 2)( 1 . (18)

После подстановки выражений (14)…(16) в интеграл (18) получим

θm = θs + (θh – θ1)[R2 – W/(2ln(R/rh)]W–1 + ΣDn(θ1 – θs)W1, (19)

где Dn = 4 J1[hn(R – rh)/R)]/h2
n J1(hn).

Таким образом, при решении задачи (10)…(13) распределение темпера-
туры в промерзшей зоне ξ описывается функциями (16), удовлетворяющи-
ми уравнению теплопроводности (10) и не требующими проверки их при-
годности.

Результаты расчета глубины промерзания ξ с помощью функций (14) и
(15) приводятся в табл. 2. Эти результаты получены при следующих значе-
ниях параметров: начальная температура θ0 = θh; θh = 273 K; R = 50 мм;
λ = 2,2 Вт/(м  К); ρ = 916,8 кг/м3; L = 332,4 кДж/кг; с = 2,04 кДж/(кг  K).
Расчет выполнен с помощью интегрирования нелинейного уравнения ба-
ланса теплоты (13) с использованием некоторых конечных элементов ξi –
ξi–1 и интервалов времени τi – τi–1.
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Известны попытки найти реше-
ния нелинейной задачи (10)…(13)
путем значительного упрощения фи-
зических условий. Например, при
этом некоторые авторы заранее при-
нимают, что распределение темпера-
туры в слое льда ξ соответству-
ет стационарному потоку теплоты
[4, 5]. Однако, как показывает анализ, это распределение температуры зна-
чительно отличается от стационарного и должно определяться только с
помощью расчетов. Формулы, полученные путем упрощения физических
условий, не могут применяться как аналитические решения, так как они
требуют использования экспериментальных коэффициентов [5].

Так как для рассмотренных выше задач доказательства сходимости
численных схем к решению не найдены, конечно-разностные методы не
позволяют получить удовлетворительные результаты. Как показывают
расчеты, в этой ситуации ошибки, вызванные большими нарушениями ба-
ланса теплоты, непрерывно накапливаются. Поэтому при увеличении чис-
ла шагов вычисленные результаты обычно неизбежно приближаются к ре-
шениям уравнений теплопроводности с различными фиктивными источни-
ками теплоты Rn cρθ′τ = (λθ′r)′r + Rn. Это объясняется влиянием указанных
выше ошибок, которые приводят к изменениям теплового потока таким же
образом, как и фиктивные источники Rn.

Изложенное выше подтверждает, что при решении нелинейных задач
теплопроводности аналитические решения позволяют исключить большие
ошибки, возможные при использовании численных алгоритмов. При этом
численные схемы оказываются непригодными для расчетов процессов, ко-
торые требуют использования уравнений с сильной нелинейностью. Мно-
гие численные алгоритмы часто приводят к большим ошибкам при расчете
баланса теплоты, что неизбежно вызывает значительные нарушения закона
сохранения энергии. В таких случаях исключение или минимизация оши-
бок оказываются вообще невозможными.

Например, некоторые авторы придерживаются мнения, что расчеты
процессов затвердевания металлов с помощью численных алгоритмов мо-
гут приводить к весьма произвольным физически недостоверным результа-
там. Так как существующие численные схемы вообще не имеют необходи-
мых физических обоснований, их нельзя использовать для расчетов таких
важных технологических процессов. К сожалению, авторы подобных ре-
шений не используют методы, широко применяемые в математической фи-
зике и основанные на известных фундаментальных физических законах.
Так как в этих случаях расчеты выполняются с использованием грубых
приближений, это фактически часто исключает полезные результаты. В
частности, в подобных расчетах обычно не вычисляются рассмотренные
выше функции λ′xθ′x, необходимые для учета влияния переменных коэффи-
циентов теплопроводности в различных точках.

Таблица 2

ξ – глубина промерзания, мм;
τ – время, мин

ξ 5 10 15 20 25
τ 1,25 4,75 10,23 17,39 25,87

ξ 30 35 40 45 50
τ 35,22 45,14 54,93 64,10 76,90
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Некоторые представленные выше результаты вычислены с помощью
вариационных функционалов, впервые полученных автором для решения
нелинейных задач теплопроводности [6, 7]. Это дает возможность значи-
тельно сократить объем вычислений при расчетах параметров в промежу-
точных точках. Кроме того, такие функционалы позволяют вычислить не-
которые коэффициенты, используемые в математических функциях, так
как они дают возможность получить число уравнений, равное числу неиз-
вестных коэффициентов. Это преимущество может быть очень важным
при использовании различных интегральных методов, так как в таких слу-
чаях число неизвестных коэффициентов может возрастать.

В Ы В О Д

Решения нелинейных задач теплопроводности могут быть получены с
помощью математических функций, удовлетворяющих уравнению тепло-
проводности. Попытки рассчитать такие процессы с использованием раз-
ностных схем не обеспечивают сходимости к решениям.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Б о н д а р е в  В. А.  Расчет диффузии примесей в кремнии // Энергетика… (Изв.
высш. учеб. заведений и энерг. объединений СНГ). – 2004. – № 4.

2. М а т у с  П. П.,  С т а н и ш е в с к а я  Л. В.  О безусловной сходимости разностных
схем для нестационарных квазилинейных уравнений математической физики // Дифферен-
циальные уравнения. – 1991. – № 7. – Т. 27.

3. Б е л я е в  Н. М.,  Р я д н о  А. А.  Методы теории теплопроводности. – М.: Высш.
шк., 1982.

4. К а р с л о у Г.,  Е г е р Д.  Теплопроводность твердых тел. – М.: Наука, 1964.
5. Л ы к о в  А. В.  Теория теплопроводности. – М.: Высш. шк., 1967.
6. Б о н д а р е в  В. А.  Вариационная формулировка задачи нестационарной теплопро-

водности // ИФЖ. – 1992. – № 1. – Т. 62.
7. B o n d a r e v  V. A.  Variational method for solving non-linear problems of unsteady-state

heat conduction // Int. J. Heat Mass Transfer, Vol. 40, No. 14. – Pergamon, Oxford, 1997.

Представлена кафедрой
промышленной теплоэнергетики

и теплотехники Поступила 8.10.2004


