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Кватернионы – система гиперкомплексных чисел, образующая 

векторное пространство размерностью четыре над полем вещественных 
чисел. Предложены Уильямом Гамильтоном в 1843 году. 

Кватернионы удобны для описания изометрий трёх- и четырёхмерного 
евклидовых пространств, и поэтому получили широкое распространение в 
механике. Также их используют в вычислительной математике, например, 
при создании трёхмерной графики. 

Кватернион представляет собой упорядоченную четверку 
действительных чисел s, a, b, c, которые связаны с четырьмя базисными 
элементами 1, i, j, k, обладающими следующими свойствами: 

𝑖𝑖2 = 𝑗𝑗2 = 𝑘𝑘2 = −1 
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑘𝑘,     𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑖𝑖,     𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑗𝑗, 

𝑗𝑗𝑗𝑗 = −𝑘𝑘,     𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝑖𝑖,     𝑖𝑖𝑖𝑖 = −𝑖𝑖. 
Кватернион 𝑄𝑄 разделяют на скалярную часть 𝑠𝑠 и векторную 𝑣𝑣, так что 

𝑄𝑄 = (𝑠𝑠, 𝑣̅𝑣) = (𝑠𝑠,𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐) 𝑠𝑠, 𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅.  
Алгебра кватернионов 

1) Сложение  
𝑄𝑄1 + 𝑄𝑄2 = (𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2) + (𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣2). 

2) Произведения кватернионов 
𝑄𝑄1 ∘ 𝑄𝑄2 = (𝑠𝑠1𝑠𝑠2 − (𝑣̅𝑣1 ∙ 𝑣̅𝑣2) + (𝑠𝑠1𝑣̅𝑣2 + 𝑠𝑠2𝑣̅𝑣1 + 𝑣̅𝑣1 × 𝑣̅𝑣2). 

3) Умножение кватерниона на скаляр 
𝛼𝛼 ∙ 𝑄𝑄 = �𝛼𝛼 ∙ 𝑠𝑠𝑞𝑞� + �𝛼𝛼 ∙ 𝑣𝑣𝑞𝑞����. 

4) Сопряженный кватернион 𝑄𝑄�  
𝑄𝑄� = (𝑠𝑠 − 𝑣̅𝑣). 

5) Нома кватернион‖𝑄𝑄‖ 
‖𝑄𝑄‖ = 𝑄𝑄 ∘ 𝑄𝑄� = (𝑠𝑠2 + 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2) = 𝑄𝑄� ∘ 𝑄𝑄. 

6) Кватернион 𝑄𝑄, с единичной нормой ‖𝑄𝑄‖ = 1, называется 
единичным.  

7) Модуль кватерниона  
𝑄𝑄 = �‖𝑄𝑄‖. 

8)  Обратный кватернион 𝑄𝑄−1, это такой кватернион, для 
которого характерно равенство: 𝑄𝑄 ∘ 𝑄𝑄−1 = 𝑄𝑄−1 ∘ 𝑄𝑄 = 1 

𝑄𝑄−1 =
𝑄𝑄�
‖𝑄𝑄‖

. 

Тригонометрическая форма записи кватерниона 

𝑄𝑄 = |𝑄𝑄| �
𝑠𝑠

|𝑄𝑄| +
𝑣̅𝑣

|𝑄𝑄|� = |𝑄𝑄|(cos𝜑𝜑 + 𝑒̅𝑒 sin𝜑𝜑). 
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Одна из самых важных причин использования кватернионов в 

компьютерной графике заключается в том, что кватернионы очень хорошо 
описывают повороты в пространстве. Кватернионы избавляют от проблем, 
отягощающих другие способы поворота точек в 3D-пространстве, такие как 
складывание рамок, в котором проблема заключается в представлении 
поворота в углах Эйлера. 
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