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Реферат. На примере вертикальных перемещений показано, что, комбинируя решение задачи об определении верти-
кальных перемещений от действия четырех симметрично приложенных на упругое полупространство одинаковых 
сосредоточенных сил и двух симметрично приложенных на упругое четвертьпространство одинаковых сосредото-
ченных сил, можно получить решение о действии одной силы на 1/8 упругого пространства со свободными гранями. 
Для нахождения вертикальных перемещений в упругом полупространстве используется решение Буссинеска, а вер-
тикальных перемещений в упругом четвертьпространстве – интегральное уравнение, полученное Я. С. Уфляндом для 
определения вертикальных перемещений грани однородного упругого изотропного четвертьпространства, для кото-
рого модуль деформаций и коэффициент Пуассона являются постоянными величинами. Однако интегральное урав-
нение Я. С. Уфлянда весьма неудобно для практического использования, поэтому в статье для нахождения верти-
кальных перемещений грани упругого четвертьпространства от действия сосредоточенной силы предложено при-
ближенное выражение, записанное через элементарные функции. Для получения последнего применяется метод 
специальной аппроксимации. Искомое решение выражается также через элементарные функции. При этом точный 
расчет получается для несжимаемого материала при коэффициенте Пуассона 1/8 пространства  = 0,5. Поскольку  
решение получено в случае действия на 1/8 упругого пространства сосредоточенной силы, то легко найти выражение 
для определения вертикальных перемещений грани 1/8 упругого пространства от действия любой распределенной 
нагрузки путем интегрирования по участку действия данной нагрузки от функции влияния, в качестве которой берет-
ся искомое решение. Предлагаются рекомендации по повышению точности расчетов. Изложенный подход может 
быть также использован для определения напряженно-деформированного состояния 1/8 пространства как с шарнирно 
опертыми, так и со свободными гранями. 
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Abstract. Using the example of vertical displacements, it is shown that by combining a solution to the problem of deter- 
mining vertical displacements from the action of four identical concentrated forces symmetrically applied to an elastic half-
space and two identical concentrated forces symmetrically applied to an elastic quarter-space, one can obtain a solution about  
the action of one force on 1/8 of the elastic space with free edges. To find vertical displacements in an elastic half-space,  
the  Boussinesq  solution  is  used,  and  vertical  displacements in an  elastic  quarter-space – an integral equation obtained 
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by Ya. S. Uflyand to determine vertical displacements in the face of a homogeneous elastic isotropic quarter-space, for which 
a deformation modulus and Poisson’s ratio are constant. However, an integral equation of Ya. S. Uflyand is very inconvenient 
for practical use, therefore, in the paper, an approximate expression written in terms of elementary functions is proposed  
to find vertical displacements in the face of an elastic quarter-space from the action of a concentrated force. To obtain the 
latter, a special approximation method is used. The desired solution is also expressed in terms of elementary functions. In this 
case, an accurate calculation is obtained for an incompressible material with Poisson’s ratio 1/8 of the space  = 0.5. Since the 
solution is obtained in the case of a concentrated force acting on 1/8 of the elastic space, it is easy to find an expression for 
determining the vertical displacements of the edge of 1/8 of the elastic space from the action of any distributed load by inte-
grating over the area of action of this load from the influence function, which is taken as required decision. Recommendations 
for improving the accuracy of calculations are offered. The described approach can also be used to determine the stress-strain 
of 1/8 of the space with both hingedly supported and free edges. 
 

Keywords: elastic half-space, elastic quarter-space, 1/8 of elastic space, special approximation method, stress-strain state 
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В [1] на основании результатов Я. С. Уф-

лянда [2] в цилиндрических координатах полу-
чено выражение для определения вертикальных 
перемещений грани упругого однородного изо-
тропного четвертьпространства с постоянны- 
ми Е,  от действия сосредоточенной верти-
кальной силы Р (рис. 1) в следующем виде: 
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 а – точка 

приложения сосредоточенной силы; Ki(r) – 
функция Бесселя мнимого аргумента [3]. 

 

 
 

Рис. 1. Действие сосредоточенной силы  
на упругое четвертьпространство 

 

Fig. 1. Action of concentrated force  
on elastic quarter-space 

 
Разложим 1/ в ряд по степеням 1 – 2 < 1, 

получим 
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Ряд (2) – знакопеременный, поэтому в даль-
нейшем ограничимся первым членом ряда. 
Представим: 
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Относительная погрешность аппроксима- 

ции 2 2 2/ sh
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 не превышает 10 % на 

интервале 0    . 
Последовательно используем интегралы [2, 3]: 
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где  1/2 chiP   – функция Лежандра [3]. 

В итоге после интегрирования (1) можно 
получить удобное для инженерных приложений 
приближенное выражение для определения вер-
тикальных перемещений границы четвертьпро-
странства, на которую действует сила (рис. 1) 
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Если нагрузить поверхность упругого полу-

пространства четырьмя симметрично располо-
женными вертикальными силами, то, очевидно, 
это будет эквивалентно нагружению 1/8 про-
странства с шарнирно опертыми гранями одной 
сосредоточенной силой (рис. 2). 

В этом случае в декартовых координатах 
вертикальные перемещения точки М(х, у) гра- 
ни 1/8 пространства с шарнирно опертыми дву- 
мя гранями, где приложена сила, будут равны 
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Рис. 2. Действие симметрично расположенных  
четырех сил на упругое полупространство 

 

Fig. 2. Action of symmetrically located four forces  
on elastic half-space 

 
 

Нагрузим четвертьпространство двумя сим-
метрично приложенными силами Р (рис. 3). 
Такое нагружение соответствует действию  
сосредоточенной силы Р на 1/8 пространства  
с шарнирно опертой гранью у = 0. В этом слу-
чае на основании (3) вертикальные перемеще-
ния грани 1/8 пространства с одной шарнирно 
опертой гранью у = 0 выражаются формулой 
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Рис. 3. Действие симметрично расположенных двух сил 
на упругое четвертьпространство 

 

Fig. 3. Action of symmetrically located two forces  
on elastic quarter-space 
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Сопоставляя (4) и (5), можно сделать вывод, 
что удаление связей по оси 0x   1/8 простран-
ства с шарнирно опертыми гранями увеличи- 
вает вертикальные перемещения на 

 

1 0( , ) ( , ).W x y W x y                      (6) 
 

Рассуждая подобным образом, можно за-
ключить, что удаление связей по оси у = 0  
1/8 пространства с шарнирно опертыми граня-
ми увеличивает вертикальные перемещения на 
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Суммируя (4), (6) и (7), получаем оконча-
тельное выражение для определения верти-
кальных перемещений точки М(х, у) нагру- 
женной грани 1/8 пространства со свободными 
гранями от действия сосредоточенной силы, 
приложенной к той же грани (рис. 4) 
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Рис. 4. Действие силы на 1/8 упругого пространства 
 

Fig. 4. Force action on 1/8 elastic space 
 

Анализ (9) показывает, что перемещения W 
на ребрах и в вершине 1/8 пространства огра-
ничены. Также в (9) соблюдается теорема  
о взаимности перемещений. На рис. 5 пока- 
зана поверхность перемещений верхней гра- 
ни 1/8 пространства от сосредоточенной силы  
при a = l, b = 2l, где l – некоторый линейный 

размер в долях от 
 21

.
P

El

 


 

 

 
 

Рис. 5. Поверхность перемещений верхней грани  
1/8 пространства от действия сосредоточенной силы 

 

Fig. 5. Displacement surface of upper edge  
1/8 of space from action of concentrated force 

 
ВЫВОДЫ 
 
1. Наибольшую точность формула (9) дает 

для коэффициента Пуассона  = 0,5, т. е. для 
клина из несжимаемого материала [4]. Чтобы 
увеличить точность расчета по (9), необходимо 

(8) 
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более точно вычислить (1). Для этого, подобно 
указанию [2], можно строить искомое решение 
по степеням малого параметра  = 1 – 2, что 
выполнено для четвертьпространства в [5, 6]. 
Можно повысить точность приближенного ре-
шения для произвольного коэффициента Пуас-
сона, если в (2) использовать приближенное 
значение интеграла 
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2. Равнодействующая усилий в отбрасывае-
мых связях 1/8 пространства с двумя шарнирно 
опертыми гранями равна 0, и, согласно прин-
ципу Сен-Венана [7], перемещения от них 
быстро затухают по мере удаления от ребер. 
Этот факт отмечен Хетени [8] при построе- 
нии решения для четвертьпространства со сво-
бодными гранями итерационным методом 
наложения. 

3. Выражения (5), (9) можно применять для 
решения контактных задач для 1/8 упругого 
пространства с одной шарнирно опертой гра-
нью и со свободными гранями. 

4. Изложенный подход также может быть 
использован для определения напряженно-дефор-
мированного состояния 1/8 пространства с шар- 
нирно опертыми или со свободными гранями. 

5. Применяя полученное решение в качестве 
функции влияния, достаточно просто получить 
выражение для определения вертикальных пе-
ремещений грани 1/8 упругого пространства от 
действия равномерно распределенной нагрузки 
путем интегрирования данной функции влия-
ния по области действия любой распределен-
ной нагрузки [9, 10].
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