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I. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА И АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 
ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ 

З а н я т и е 1 

Декартова и полярная системы координат. 
Построение графиков 

Аудиторная работа 

1.1. Построить графики функций: 

1.1.1. y = 1.1.2. 
2 | ; с - 1 | 

0<х<2, 
1.1.3. у = 

1.1.4. у = 2х-\х-2\+1. 
-х^ -2х, -3<х<0. 

l - c o s 2 x - 1 1 1 
1.1.5. j ^ J ^ . 1.1.6. >> = 810 1 x 1 - 1 . 

1 
1.1.7. >' = l o g i / 2 X ^ + 1 . 1.1.8. = 

I л 1+1 

1.2. Построить графики функций, заданных параметрически: 

1.2.1. x = - \ + 2t, y = 2 - t . 1,2.2. x = t, -А. 

1.2.3. x = 2cos^, >̂  = 8111/. 1.2.4. x = \-t^, y = t-t^. 

1.2.5. x = at^, y = bt\ 1.2.6. x = 2cos^ t, y = t. 
1.2.7. Д; = - 1 + 2СО8/, >- = 3 + 28111?. 
1.2.8. x = 2{t- sin t), y = 2{\- cos t) . 



1.3. Записать уравнения кривых в полярных координатах: 

1.3Л.у = х. 1.3.2. >' = 1. 133.х^+у^=4. 

1.ЪЛ. х ^ = 2 у . 1.3.5. х + = 0 . 

1.3.6. х^- -у '^ . 

1.4. Построить графики функций: 

1.4.1. г=:1. 1.4.2. г = 2ф. 1.4.3. гс08ф = 2 . 

1.4.4. г = 1.4.5. г = 4со8ф . 
1.4.6. г = 3 sin 2ф . 1.4.7. г = 2(1 + cos ф) . 

А О 
1.4.8. г = - 1.4.9. г = 

3 + 2со8ф 1 + 8 т ф 

1.4.10. г =2со83ф . 1 . 4 . 1 1 . = - З б 8 т 2 ф . 

Домашнее задание 

1.5. Построить следующие кривые: 

1.5.1. у = \х^ - х - Ц . 1.5.2. у = х + \х + 3\. 

1.5.3. х - ? ^ + 1 , y = t. 1.5Л. x = t \ y = t \ 
1.5.5. г = 2 8 Ш ф . 1.5.6. г = 3 ( 1 - з т ф ) . 

1.5.7: г = 4со8 2ф. 1.5.8. г = - — . 
1 - С О З ф 

З а н я т и е 2 

Действия над матрицами. Вычисление определителей 

Аудиторная работа 

2.1. Найти 2А + ЗВ-С, если 



1 0 - 2 

2 1 - 3 

- 4 3 5 

, В = 
1 0^ 4 5 

- 3 4 1 - 3 2 
- 5 6, 18 - 6 7 

2.2. Найти матрицу X, если 

г~1 

3 

Г 1 
2- 2 4 

3 
2 8 

кО 5. 
3 

V-3 9 J 

2.3. Даны матрицы А и В . Найти АВ и ВА , если: 
2.3.1. 

А = 
1 О 2 

0 - 1 3 

4 0 5 
, В 

2 7 Г 

3 2 - 4 

1 - 3 5 

2.3.2. 

2.3.3. 

А = 
1 1 0~ 

3 - 1 5 
, в = 

О 

3 4 

vl 0 . 

^3^ 

А = , В = {5 - 2 3). 

2.4. Вычислить 

f3 0 f~l 1 ^ / 

2 - 1 0 2 - 2 

. 3 0 IJ 5 
\ O J 

V 

1 

- 1 



2.5. Найти все матрицы, перестановочные с матрицей А , если 

. 1 2 , 
А = 

2.6. Показать, что матрица А = 

9 
члена / { х ) = х -Ъх + 5. 

2 - Г 

3 1. 
является корнем много-

2.7. Решить уравнение 

X x + l 

- 4 X + I 
= 0 . 

2.8. Вычислить определители по правилу Саррюса и разлагая по 
элементам 1-й строки: 

2.8.1. 

1 2 3 

4 5 6 

7 8 9 

2 .8 .2 . 

3 4 - 5 

8 7 - 2 

2 - 1 8 

2.9. Вычислить определители, разлагая по элементам ряда: 

2.9.1. 

2 5 0 4 

1 7 0 2 
3 8 1 6 

4 9 3 8 

2.9.2. 

2 4 - 1 2 

- 1 2 3 1 

2 5 1 4 

1 2 0 3 

2.10. Вычислить определители методом приведения их к тре-
угольному виду: 

2.10.1. 

2 3 4 
3 3 4 

1 - 1 7 4 
1 - 2 5 9 

2.10.2. 

2 1 - 5 1 
1 - 3 О - б 
0 2 - 1 2 
1 4 - 7 6 



2.11. Вычислить определители, предварительно упростив их: 

2.11,2. 

ах 1 

2.11.1. ау 1 

az 1 

7 8 5 5 3 

10 11 6 7 5 

5 3 6 2 5 

6 7 5 4 2 

7 10 7 5 0 

Домашнее задание 

2.12. Найти (А + ЗВ) , если 

А = 

1 4 7 

2 5 - 8 

- 3 6 9 

В = 

- 2 1 - 1 

1 О 2 

4 - 1 0 

2.13. Найти те из произведений АВ,ВА,АС,СА,ВС,СВ, кото-
рые имеют смысл, если 

' О 1 2 0 ' 

- 1 2 0 0 А = 
- 1 Го - 1 ^ 

U 0 2J 
/ J и 

С = 

1 2 1 0 

2.14. Найти значение многочлена /(А) от матрицы А, если 

/ ( х ) = 2х'^ -2х + 7, А = 

2.15. Решить уравнение 

1 О 

2 - 1 

1 4 д; 

X 2 

1 1 1 
= 0. 

10 



2.16. Найти de t (^5) и проверить, что de t (^5 ) = det • det 5 , 
если 

(\ 2 3^ (2 0 3̂  
А = 2 1 1 , в = 2 I 1 

1 
\ 

1 
/ И - 3 V 

2.17. Вычислить определители, разлагая их по элементам ряда: 

2.17.1. 

2 - 1 1 0 

0 1 2 - 1 

3 - 1 2 3 

3 1 6 1 

2.17.2. 

2 3 - 3 

2 1 - 1 

6 2 1 

4 

2 
О 

2 3 0 - 5 

2.18. Вычислить определители методом приведения их к тре-
угольному виду: 

2.18.1. 

2 1 5 1 1 2 3 4 
3 2 1 2 

2.18.2. 2 3 4 1 
2.18.2. 

1 2 3 - 4 3 4 1 2 
1 1 5 1 4 1 2 3 

Ответы. 

2.12. 

2.13. ВА -

2.14. 

96 12 8 

- 1 8 54 - 8 

51 85 111 у 
- 2 О - 2 ' 

V -
' 1 О 

, - 4 11 
2.16.40. 
2.18.1. 54. 

- 1 
АС = 

(А 

2 
5 

6 
5 

6 

2.17.1.0. 
2.18.2. 160. 

2.15. = -1 , = 2 . 

2.17.2.48. 
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З а н я т и е 1 1 

Обратная матрица. 
Решение невырожденных систем матричным методом 

Аудиторная работа 

3.1. Найти матрицы, обратные данным, если они существуют: 

3.1.1. 

3.1.4. 

- 1 2 

- 3 5 
3.1.2. 

- 3 1 
- 5 - 3 8 
- 4 - 1 5 

2 - 1 3 
4 2 - 5 
6 1 - 2 

0 1 1 1 
1 0 1 1 
1 1 0 1 
1 1 1 0 

f 3 0 г 
. 3.1.3. - 1 2 3 

. 2 4 1̂  

3.1.5. 

3.2. Решить матричные уравнения: 

3.2.1. 
(-1 Г 1 - Г (-1 

. 3 3 , . - 2 

3.2.2. 
Г о 

2 ; / 
•Х-

Г - 1 

. 3 

2^ 

v" 

и 2 

2 

S. 

/ 

Г1 - 1 - 1 

3.2.3. 2 4 - 1 - 1 4 = -1 2 

1 2 
/ 5; v 5 12 

/ 

3.3. Решить системы матричным методом: 

3.3.1. 
Х] - 2 x 2 +хз =0, 

2^:1-^2 =1, 3.3.2. j 

[3xj + 2x2 

- 2д; + 2_у - Z + 7 = О, 

3jc+j/ + 2 z - 7 - 0 . 

12 



3 . 3 . 3 . 

3xi +X2+X2 = 2 , 

XI - 2Д;2 + 2д:з = - 1 , 3 . 3 . 4 . 

4xi - 3 x 2 ~ 

Ъх- у + 5z = 0, 

5 Х + 2>' + 1 3 2 = 2 . 

Домашнее задание 

3.4. Найти матрицы, обратные данным, если они существуют: 

3 . 4 . 1 . 

V 

3 4 

5 7 
3 . 4 . 2 . 

5 7 • 
3 4 

- 2 - 3 
3.5. Решить матричные уравнения: 

^ - 8 3 0' 
3.5.1. Х-

3.5.2. 

5 3 1 
1 - 3 - 2 
-5 2 1 

4 Л / 5 

- 1 - 2 

- 5 9 0 
- 2 15 О 

\ 

1 2 3 ^ 

- 3 - 2 - 1 

3.6. Проверить, являются ли системы невырожденными , и если 
являются, то решить их матричным методом. 

4x1 + 2x2 ^ ~ 
Х] + 2x2 + 3 . 6 . 1 . 3 . 6 . 2 . 

Х2 - Л з - - 3 . 

Ответы. 

( 1 -4^ 

- 5 3 , 

2х] - Х2 =5, 
Xi + 4x3 = о, 

Х2 + 2хз = -1 . 

3.4.1. 3.4.2. 
1 -1 п 

- 3 8 4 1 - 3 4 

2 7 - 2 9 2 4 

3.5.1. 
1 2 3 

4 5 6 
7 8 9 

3.5.2. -
1 10 4 - 2 

- 1 4 - 8 - 2 

3.6.1. Xi =1, Х2 = - 1 , Х3 = 2 . 3.6.2. Х) =•!, 

13 



З а н я т и е 4 

Формулы Крамера. Ранг матрицы 

Аудиторная работа 

4.1. Решить системы, используя формулы Крамера: 

2jtj - 3^2 + Хз = 5, 

4.1.1. 

4.1.3. 

XI + 2X2 = 
13x1 +4X2 =18. 

2x-y + 2z = 1, 

3x + 2y-z = 9, 

x-4y + 3z = -5. 

4.1.2. 

4.1.4. 

ЛГ] + 4x2 ~ 

3xi +2x2 +3x2 =1-

Ix i - 2x2 ~ 3jc3 + 3 = 0, 

xi +5x2 +^3 - 1 4 = 0, 

3xi +4x2 +2д;з - 1 0 = 0. 

4.2. При каких значениях X ранг матрицы равен двум? 

4.2.1. 

1 3 

X О 

4 3 

- 4 

1 

- 3 

4.2.2. 

1 2 3 

О Х-2 4 

0 0 7 у 
4.3. Проверить справедливость неравенств r^g <Гд, 

если 

' 1 0 2^ Го 2 4̂  

- 1 2 3 3 - 1 5 

, - 3 1 .2 0 1 у 

4.4. Найти ранги матриц с помощью элементарных преобразова-
ний или методом окаймляющих миноров и указать какой-либо ба-
зисный минор: 

- 1 2 4 5̂  
4.4.1. 2 - 1 О 6 . 4.4.2. 2 - 1 0 

2 - 4 - 8 

(-8 1 - 7 - 5 - 5 ^ 

- 2 1 - 3 - 1 - 1 

1 1 - 1 1 1 

14 



4.4.3. 4.4.4. 

fl 3 5 - 1 
2 - 1 - 3 4 
5 1 - 1 7 
7 7 9 1 ^ 
f - l 0 2 4 

2 1 3 - 1 
1 1 5 3 

- 4 - 2 - 6 2 
1 7 7 , 

Домашнее задание 

4.5. Решить системы по правилу Крамера: 

3 - 1 3 2 5 
5 - 3 2 3 4 
1 - 3 - 5 0 - 7 
7 - 5 1 4 1 

4.4.5. 

Xi +Х2 - 2x2 ~ б ' 

2xi + 3 ^ 2 - 7 x 3 

5x1 + 2 x 2 = 

2 х + 7 = 5 , 

4.5.1. J x + 3z = 16, 4.5.2.^ 

5y-z = lO. 

4.6. Проверить справедливость неравенства г^+д + > ^сли 

1 - 1 

А= 2 Ъ , В = 
3 - 2 4, 

1 - 1 1 

2 - 2 2 

- 1 1 - 1 

4.7. Найти ранги матриц и указать какой-нибудь базисный минор: 

4.7.1. 

4.7.3. 

( ̂  - 1 3 ^ Г - 2 1 - 1 3 1 

4 - 2 0 4.7.2. 1 0 2 - 1 1 
0 0 - 6 1 3 11 2 - 5 

- 4 V 2 1 . 4 10 5 - 4 
(1 2 - 1 
0 1 2 3 
1 2 - 1 0 
1 3 1 1 

5 0 1 
/ 
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Ответы. 

4.5.1, х = 1, у = 3, z = 5. 4.5.2, Xi = 3 , Xj =1 , Xj = - 1 . 
4.7.1.2. 4.7.2.3. 4.7.3.3, 

З а н я т и е 5 

Решение произвольных и однородных систем 

Аудиторная работа 

5.1. Исследовать системы на совместность и в случае совместно-
сти решить их: 

5.1.1. 

5.1.3. 

5.1.4. 

+ z = - 2 , 

x + 2>' + 3z = - 1 , 

х - 3 ^ - 2 2 = 3. 

5.1.2. 

2Х] + 1X2 + + 
3xi + 5x2 + 2 х з + 2 x 4 

9x1 + 4x2 + + 2. 

x j + 2 x 2 - + + 

2 x 1 " + ^-^З + ~ = 3 . 

X] + 2x2 + -̂ 3 " 3-̂ 4 + = 

XI - 3 X 2 + Хз - 2 X 4 + = 

Xi + 7 X 2 + -"̂ З " + •'̂ S = 

5.2. Решить однородную систему и найти фундаментальную сио 
тему решений: 

5.2.1. 

5.2.3. 

XI + 2 x 2 ~ ^ 3 

2 x 1 + 9 ^ 2 = 0 -

[2xi + 2x2 - ^3 + = О' 

[ Xi + Х2 + Зхз - Х4 =0 . 

5.2.2. . 
3 x i + 2 x 2 + •^З ~ 

2 х ) + 5 x 2 + 3 ^ 3 ~ 
3:̂ 1 + 4x2 + 2хз = 0. 
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5.2.4. 
Xi + 4X2 "" З-̂ З + = 

2 X ] + 5 X 2 + - 2 x 4 = 0 , 
Xi +7X2 - 1 0 x 3 +20x4 = 0 . 

Домашнее задание 

5.3. Исследовать системы уравнений и в случае совместности 
решить их: 

5.3.1. 

5.3.3. 

XI + 2x2 +-^3 -

2x1 +3x2 +5-^3 =3, 
Зх] +5x2 +6x3 - 7. 

2xj + 3x2 = 
Зх] + 4x2 

X] + 2x2 
4xi +5x2 =1-

5.3.2. 
Xj - Х2 + Зхз = 1, 

2xi + 3 x 2 = 2, 
4 x i + Х 2 + 4 x 3 = 4 . 

5.3.4. 2 X J - 1 0 X 2 + 3 x 4 = 0 , 
4xi - 20x2 + 6^3 + =2. 

5.4. Решить системы: 

5.4.1. 3^1 - + 2?з =0 , 5.4.2. - + 2^3 + -̂ 4 = О 
4x1 + 4 + Зхз = 0. 1 + 2X2 - 4x3 - 2X4 = 0. 

Ответы. 

5.3.1, Несовместна. 

5.3.3, Xj = Х2 = 1. 

5.3.2. 
5 -7с 8с ) 

— , - г - , с \/ceR 

5.3.4, 
Г 
q,C2 

3-5CI+25C2 10C2-2CI 
9 ' 3 

5.4.1. Xi =0 , X2 = 0 , X3 = 0 . 

5.4.2. {(0,2ci + c 2 , c i , c 2 ) i v c i , c 2 eR}. 

Vci,c2 e R 
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З а н я т и е 1 1 

Векторы. Линейные операции над векторами. 
Скалярное произведение векторов 

Аудиторная работа 

6.1. Определить, для каких векторов й н b выполняются сле-
дующие условия: 

1) \ a + b \ = \ a \ + \ b \ - , 

2)\а + Б\=\а\-\В\-, 

Ъ)\й+В\=\п-В\-, 

а b 
5) 

\Ъ 

6.2. Даны векторы й = ЗТ -2j +61с и В = -2Т + j . Определить 
проекции на координатные оси следующих векторов: 

2) 2а; Ъ)1й + ЪВ. 
2 

6.3. Проверить коллинеарность векторов а(2;-1; 3) и 

3; -9) . Установить, какой из них длиннее другого и во сколько 
раз, как они направлены - в одну или в противоположные стороны. 

6.4. Найти направляющие косинусы вектора 3(6;--2;-3). 

6.5. Определить модули суммы и разности векторов 
а = ЗГ~5] + %1с нВ = -Г + ]-4Л. 
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6.6. Даны точки v 4 ( - l ; 2 ; l ) , ^ ( 2 ; l ; - 3 ) , C ( 3 ; 0 ; 5 ) . Подобрать 

точку D так, чтобы четырехугольник ABCD был параллелограммом. 

6.7. Найти (т + 2п,т-п), если 

6.8. Даны вершины четырехугольника 

- 2; 2), В(1; 4; 0), С(-4 ; 1; 1) и i ) ( -5; -5;3) . 

Доказать, что его диагонали J С и BD взаимно перпендикулярны. 
6.9. Вычислить внутренние углы треугольника ABC, если 

у4(1;2;1), 5(3;-1;7),С(7;4;~2). Убедиться, что этот треугольник 
равнобедренны й. 

6.10. Вычислить проекцию вектора й = 51 + 2j —5к на ось век-

тора В = 2Т - J + 2^ . 

Домашнее задание 

6.11. Найти длины диагоналей параллелограмма, построенного 
на векторах й(3;~5;8) и 5(-1;1;-4), и косинус угла между его диа-
гоналями. 

6.12. Даны три вектора; а(-2;1;1), Ь(1;5;0) и г(4;4;-2). Вычис-

лить 

6.13. При каком значении а векторы й = ш - Ъ] + 2Е и 

В = 1 + 2 J ~ ale взаимно перпендикулярны? 

6.14. Векторы й н В образуют угол ф = ^ . Зная, что 
6 

Iа I = л/з , \b\~\, вычислить угол а между векторами р - й + В и 

q=a-B. 
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6.15. Найти координаты вектора Б , коллинеарного вектору 
а = (2;1;-1) , при условии что (а, Ь) = 3 . 

Ответы. 

1 6 
6.11. \a + h \ - 6 , \ a - b \ = \A, со8ф = ^^ 

6 .12 ,пр - ( за -2&)=-11 . 6.13. а = - 6 . 

2 
6.14. а = arccos-7= . 6.15. b = 

л/7 

З а н я т и е 7 

ВЕКТОРНОЕ И СМЕШАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕКТОРОВ 

Аудиторная работа 

7.1. Векторы а и b ортогональны. Зная, что | а | = 3 , | 6 | = 4 , 
вычислить: 

1)\[а,Ь]\; 2)\[a+b,a-b]\; 3) |[(За + 6 ) , ( й - & ) ] | . 

12. Даны векторы а = (3;-1;-2), 6 =(1;2;-1). Найти координа-

ты векторных произведений: 1)[а, Ь]; 2)[2Я+6,6]; 3)[2а—Ь,2а+Ь]. 
7.3. Даны вершины треугольника 

А(1;-1;2), В(5;-6;2), С(1;3;-1) . Вычислить площадь треугольника 
и длину высоты, опущенной из вершины В на сторону АС. 

7.4. Найти вектор с , ортогональный векторам а = (2;-3;1) и 

b = (1;—2;3) и удовлетворяющий условию {c,i + 2j — Ik) — . 

7.5. Установить, компланарны ли векторы а , Ь , с , если 

й = (2;3;-1), 6=(1;-1;3) , с=(1 ;9 ; -1) . 
7.6. Доказать, что четыре точки Л(1;2;-1),5((>,1;5), C(-1;2;1),D(2;1;3) 

лежат в одной плоскости. 
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7.7. Даны вершины тетраэдра:Д2;3;1),5(4;1;-2),С(6;3;7),£>(-5;-4;8). 
Найти объем тетраэдра и длину высоты, опущенной из вершины D . 

Домашнее задание 

7.8. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на век-
торах а = (0;-1;1) я Ь = (1;1;1) . 

1.9. Лежат ли точки Д5;5;4), 5(3;8;4), С(3;5;10), i)(5;8;2) 
в одной плоскости? 

7.10. Выяснить, правой или левой будет тройка векторов: 
й = (3;4;0) ,й=(0;-4;1) ,с(0;2;5) . 

7.11. Найти длину высоты параллелепипеда, построенного на 

векторах a = i - 5j + к, b =Ai + 2к, с = i - j - к , если за основа-

ние взят параллелограмм, построенный на векторах а и b . 
7.12. Вычислить синус угла, образованного векторами 

а = (2-2;1) и Ь = ( 2 ; 3 ; 6 ) . 

Ответы. 

7.8. л/б . 7.9. Нет, не лежат. 7.10, Левая. 

-,11 . 5л/17 7.11. — 7 . 1 2 . 81Пф = . 
Зл/Г4 21 

З а н я т и е 8 

Прямая на плоскости 

Аудиторная работа 

8.1. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

А (-1; 2) перпендикулярно вектору М1М2 , если 

M i ( 2 ; - 7 ) , М2(3;2) . 
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8.2. Написать каноническое и параметрические уравнения пря-
мой, проходящей через точку А(3;-2) параллельно: а) вектору 

5(1;5); б) оси Оу . 
8.3. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

З̂Г" 
у1(-1;8) и образующей с осью абсцисс угол, равный . 

8.4. Даны вершины треугольника ABC: 
А(1;2), В(2;-2), С(б;1) . Найти: 

1) уравнение стороны АВ ; 
2) уравнение высоты СН ; 
3) уравнение медианы АМ-, 
4) уравнение прямой, проходящей через вершину С параллель-

но стороне АВ; 
5) расстояние отточки С до прямой АВ . 
8.5. Найти расстояние между прямыми 1 2 х - 5 _ у - 2 6 = 0 и 

12х-5>^ + 13 = 0 . 
8.6. Найти проекцию точки А{2;6) на прямую Зх + 4у - 5 — О. 

Домашнее задание 

8.7. Найти уравнение прямой, проходящей через точку пересече-
ния прямых Зх--2у — 7 = 0 и x + 3 > ' - 6 = 0 и отсекающей на оси 
абсцисс отрезок, равный 3. 

8.8. Найти точку О пересечения диагоналей четырехугольника 
ABCD, если A(-V-3), В(3;5) С(5;2) D{3;-5) . 

8.9. Найти уравнения перпендикуляров к прямой 
Sx-f-Sj^-lS = О, проведенных через точки пересечения данной 
прямой с осями координат. 

8.10. Записать уравнение прямой, проходящей через точку 
А(-2;3) и составляющей с осью Ох угол: а) 45°; б) 90°; в) 0°. 

8.П. Найти точку В , симметричную точке ^4(8;12) относитель-
но прямой X - 2у + 6 = О. 

8.12. Найти один из углов между прямыми; 
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а) 2х + - 5 = о и X - S j ' - 7 = 0; 

fx = 4, \x = 3t-\, 
б) 1 и 1 г-y = t + 7 [y = ^3t + 2. 

Ответы. 

8.7. х = 3. 8.8. 0(3;1/3) . 
8.9. 5х - 3^ - 25 = О, 5х - 3 j + 9 = О. 
8 .10.а)х-з^ + 5 = 0 ; б ) х + 2 = 0 ; в ) > ^ - 3 = 0 . 

8.11. Ж12;4) . 8 .12 .a )a rccos^Z=; 6 ) ^ = 60°. 
л/130 -J 

З а н я т и е 9 

Прямая и плоскость в пространстве 

Аудиторная работа 

9.1. Даны две точки: Mi(3;-1;2) и M i ( 4 ; - 2 ; - l ) . Составить 

уравнение плоскости, проходящей через точку M j перпендикуляр-

но вектору M i M j • 
9.2. Составить уравнение плоскости, проходящей через три точ-

ки: М,(1;3;4),М2(3;0;2) И Мз(2;5;7) . 
9.3. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

М(1;0;-2) перпендикулярно к плоскостям x-2y + z + 5 = 0 и 
2 x - ; ^ + 3 Z - 1 = 0 . 

9.4. Найти расстояние между плоскостями 2х - З^ + 6z - 21 = О 
и 4 x - 6 ; ^ + 12z + 35 = 0 . 

9.5. Составить уравнения прямой, проходящей через точку 
М(4;-3;2) перпендикулярно к плоскости x - 3 > ' + 2 z - 5 = 0 . 

9.6. Найти угол между прямыми 

x + 2>̂  + z - l - 0 

x - 2 ; ; - b z - l - l = 0 х~ y + 2z + 1 = 0. 
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9.7. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку 
М(2;0;-3) параллельно прямым 

x~2_y^\_z ^ _У 

9.8. Найти проекцию точки Л(3;-1;4) на плоскость 
2 х + > - - 2 + 5 = 0 . 

9.9. Найти проекцию точки vl(2;3;l) на прямую 
х + 1 у+ 2 Z + 2 
— — = —^̂ — = —~— и расстояние от этой точки до данной прямой. 

Домашнее задание 

9.10. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
Л/(-1;2;3) параллельно плоскости, проходящей через точки 
Mi(l ;0;-2) , М2(3;4;5), Мз(-1 ;2 ;0) . 

9.П. Найти расстояние от точки М{2\\\\) до плоскости 

9.12. Определить, при каком значении параметра а плоскость 
а х + (2а - + Z - 5 = О: 

а) параллельна плоскости 2х + 3у + z ~ 4 = О; 
б) перпендикулярна плоскости Зх + у ~ z = О. 
9.13. Найти координаты точки Q, симметричной точке 

Р(-3;1;-9) относительно плоскости 4x~3y-z~7 = 0 . 

9.14. Вычислить угол между прямой 

и плоскостью 2х + 3> ' - 2 + 1 = 0 . 

Г,1С гг ^ + 2 у-3 Z-4 9.15. Пересекаются ли прямые - = . • = и 

X у+4 z-3^ 
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9.16. Найти координаты точки Q , симметричной точке 
Р(2;-5;7) относительно прямой, проходящей через точки 
Mi(5;4;6) и 

9.17. Составить параметрические уравнения медианы треуголь-
ника с вершинами Л(3;6;-7), 5(-5;1;~4), С(0;2;3), проведен-
ной из вершины С . 

Ответы. 

9Л0. x + 3y-2z + l^0. 9.11. л/З. 9.12. а) а = 2 ; б ) а = 0,4. 

9.13. Q(l;-2;-l0) . 9.14. sincp = Ф « 4 5 ° 3 6 ' . 9.15.Нет. 

9.16. 0 (4 ; -1 ; -3 ) . 9.17. х = 2^,>> - - 3 / + 2, г = 17/ + 3 . 

З а н я т и е 10 

Кривые 2-го порядка на плоскости. Поверхности 2-го порядка 

Аудиторная работа 

10.1. Составить каноническое уравнение эллипса, если известно, что: 
а) расстояние между фокусами равно 8, малая полуось равна 3; 
б) малая полуось равна 6, эксцентриситет равен 4/5. 
10.2. Найти координаты фокусов и эксцентриситет эллипса 

Ах^ = А. 
10.3. Составить каноническое уравнение гиперболы, если из-

вестно, что: 
а) расстояние между фокусами равно 30, а расстояние между 

вершинами равно 24; 
б) действительная полуось равна 4 и гипербола проходит через 

точку М(2;4л/2) . 
10.4. Найти уравнение гиперболы, вершины которой находятся в 

2 2 фокусах, а фокусы - в вершинах эллипса 6х + =30. 
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10.5. Составить каноническое уравнение параболы, если извест-
но, что: 

а) парабола имеет фокус F(0;2) и вершину в точке 0(0;0); 
б) парабола симметрична относительно оси Ох и проходит через 

точку М ( 4 ; - 2 ) . 
10.6. Составить канонические уравнения парабол, фокусы кото-

2 2. рых совпадают с фокусами гиперболы х - у = 8 . 
10.7. Выяснить, какая фигура соответствует каждому из данных 

уравнений, и (в случае непустого множества) изобразить ее в сис-
теме координат Оху: 

а) х^ + у^- -4х + 6у +4 = 0; 

б) Зх^-4у^ -12х-^у + 20 = 0-, 

в) у^ -Зх-4у + 10^0; 

г) 2х^ + 3у^ +6х + 6у +25 = 0. 

10.8. Определить вид поверхности и построить ее: 

а) х^ - 3x + 5y-4z = 0; 

б) х = у^ 

в) 2х^-у^ =4; 

г) 2х^ -у^ + 3z^ =0; 

д) z^ =4х; 

Домашнее задание 

10.9. Найти уравнение гиперболы, если ее асимптоты задаш 
уравнениями х ± 2>' = О, а расстояние между вершинами, лежаш;й 
ми на оси Ох , равно 4. 
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10.10. Составить каноническое уравнение эллипса, проходящего че-

'Зл/з Л .. W Г , 4V2' рез точки М] и М- -1;- , и наити его эксцентриситет. 

10.11. Найти длину общей хорды параболы у = 2х и окружно-
2 2 сти х +у =5. 

10.12. Написать уравнение параболы, проходящей через точки 
(0;0) и (—2;4), если парабола симметрична: а) относительно оси 
Ох; б) относительно оси Оу . 

10.13. Какая фигура соответствует каждому из данных уравне-
ний? Сделать чертеж, если это возможно. 

а) + 4 х - 1 0 у - 8 = 0 ; 

б) - у^ + 2х - 2jK = О ; 

в) х'^ - 6 х + 2у + 11 = 0 . 

10.14. Определить вид поверхности и построить ее: 

а) = lz\ 

б) - 8 x + 18z + 34 = 0 ; 

в) 5х^ +I0x-6y-10z + l4 = 0; 
г) ху = 1. 

Ответы. 

10.9, £ _ _ i L ^ 1. 10.10. ^ + Z _ = 1; g 
4 1 9 4 3 

10.12.а) = - 8 х ; б ) у = х^. 

2,5 0,4 

в) {x-3f =-2{у + 1). 
2 2 

10.14.а) х^ +(z-lf =1; б) l i z i L + l i l ^ L = i ; 

10.11.2. 

2 10 
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З а н я т и е 1 1 

Функция. Предел последовательности 
и предел функции 

Аудиторная работа 

11.1. Найти области определения функций: 

11.1.1. у = -6х + 5 . 11.1.2. у = arccos 
1 + х 

11.1.3 у = + l g s i n x . 11.1.4. 

11.2. Проверить функции на четность или нечетность: 

11.2.1. f { x ) = x'^ 

11.2.3. f { x ) = 
1 

11.2.2. = 

11.2.4. / ( х ) = 

11.3. Построить графики функций: 

2л:+ 3 
11.3.1. = 

х-\ 
11.3.3. >; = - 2 s m ( 2 x + 2) . 

11.4. Вычислить пределы: 

11.4.1. l i m — г г . 
л-̂ оо - 1 

11.4.3. h m г - . 

11.4.5. lim 

х-^-2 х' 

1 
•х-6 

3 

1 - л : 1 

11.3.2. у=\Зх + 4-х" 

11.3.4. у = xsinx . 

11.4.2. lim 
и-^оо2" - З " 

11.4.4. lim 
+ х ' - 1 

X 

11.4.6. lim 
Я->оо 

/ 

5 25 5" 
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11.4.7. limf^lx^ -7х+з]. 11.4.8. 

V x ^ + l - l s i n x - c o s x 
11.4.9. lim = . 11.4.10. lim •. 

11.4.11. lim 11.4.12. lim V x s i n - . 
JC-»00 X 

11Л10 Г X^+7x + l0 ^^X+^|x-l-\ 11.4.13. lim — 11.4.14. lim-!!^ • . . 

11.5. Используя замечательные пределы, найти: 

11.5.1. l i m - ^ . 11.5.2. l i m i ^ . 
jc->osin3x x-^0sin2x 

11 CI I- l - c o s 6 x c o s x - c o s 3 x 11.5.3. lim ^ . 11.5.4. lim 

11.5.5. l i m f c ^ ^ . 11.5.6. lim 
x^Q X х-ч-п/А 7Г-4х 

11.5.7. l i m f ^ ^ l . lL5 .8J im(l + t g 2 V ^ f " . 

1 / 
f i /л л— 

11.5.9. lim . 11.5.10. lim h . 

11.5.11. lim ((2x + l)(ln(3x +1) - ln(3x - 2)). 

11.5.12. И т ^ Ц ^ . 11.5.13. l i m M i l f ) . 
x-^l X - 1 x-^0 3"* _ 1 

11.5.14. l i m ^ ^ — 
X 
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Домашнее задание 

11.6. Найти пределы указанных функций: 

11.6.1. h m 11.6.2. lim 
+ 1 0 x + 20 

д-З - 1 

11.6.3. lim 
х^ - х ^ + Х - 1 11.6.4. lim 

11,6.5. lim 
/ 

V J ^ l _ 2 

л:->ооу 

11.6.6. lim 
x-^l 

11.6.7. lim 
/ \3x 

X 

2 + x^ 

cos3x - c o s x 
11.6.9. lim , — 

11.6.8. lim 
1 - c o s 4 x 

*->o SxsinZx 

\-x 

11.6.10. I i m ( I - 4 x ) ^ . 

11.6.11. lim (cos x) 1/x' 

11.6.12. lim ((x - 4)(ln(2 - 3x) - ln(5 - 3x))) . 
X~>-CO 

Ответы. 

11.6.1.3. 11.6.2.0. 11.6.3.-1. 11.6.4.40. 

11.6.5Л. 1 1 . 6 . 6 . - - . 11.6.7. 11 .6 .8 .8 /3 . 
2 

11.6.9.-8. 11.6.10. 11.6.11. e 11.6.12. 1. 
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З а н я т и е 1 1 

Сравнение бесконечно малых функций. 
Непрерывность функций. Точки разрыва 

Аудиторная работа 

12.1. Вычислить пределы, используя теорему об отношении двух 
бесконечно малых функций: 

12.1.1. lim cos х - c o s 2х 
х-^0 l - c o s x 

12.1.2. H m ^ ^ f c ^ . 
х-^0 2tg3j: 

arcsm 
12.1.3. lim-

л->0 ln(l - X) 

12.1.5. h m — -

12.1.4. lim 
x->OsmlOx 

12.1.6. lim 
x^ -25 

12.2. Исследовать функции на непрерывность, установить харак-
тер точек разрыва: 

12.2.1. / ( j c ) = 
X 

х - 1 

12.2.3. = 

12.2.5. / ( x ) = arctg 

12.2.2. f i x ) = 

12.2.4. f { x ) = 

x-3 
12.2.6. f i x ) = 

sin(x - 2) 

x - 2 

- 2 x + 1 

X ^ - X ^ - X + 1 
u + l l 

x + 1 

12.2.7. 
[x + 1 , X > 1 . 

12.2 .8 . f i x ) = 

s m x , 
2 

- o o < x <1, 

^ х ^ - З , 1 < х < 2 , 

X - 1 , X > 2. 
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12.2.9. f { x ) = 12.2.10./(x) = 
5 ^ - 2 + 1 

Домашнее задание 
12.3. Вычислить пределы: 

ln(l + 7jc) 

x 4 l 

х + 1 

12.3.1. lim 
sin2x 

- 1 
12.3.3. lim 

arcsin(l - 2х) 

12.3.2. lim 

12.3.4. lim 

12.4. Исследовать на непрерывность функции; установить харак 
тер точек разрыва: 

12.4.1. f ( x ) = 
tgx 

х^ +2х 
12.4.2. f ( x ) = 

1 

1 + 3^ 

,-2<х<2, 

12.4.3. / ( х ) = - х - 2 , 2 < х ^ 4 , 

(Построить график функции.) 

12.4.4. f { x ) = 

Ответы. 

12.3.1.7/2. 12.3.2.7/3. 12.3.3.-2. 12.3.4.4. 12.4.L х = О-

точка устранимого разрыва, / ( 0 ) - ^ ^ - точка разрыв 

2-го рода. 12.4.2. х = О - точка разрыва 1-roi рода. 12.4.3. х = 4-
точка разрыва 1-го рода. 12.4.4. х = О - точка устранимого раз 
рыва, / ( 0 ) = 2 . 
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З а н я т и е 1 1 

Дифференцирование функций. 
Логарифмическая производная 

Аудиторная работа 

13.1. Исходя из определения, найти производные функций: 

и.\Л. у{х) = 1х^. \ЪЛ2. у{х)=4х . 
13.1.3. >^(x) = 5 ( t g j c - х ) . 

13.2. Найти производные функций: 

13.2.1. = + 7 / л ^ + 4 . 13.2.2. sinX. 

13.2.3. у = {х^ - I ) . 13.2.4. = Н-Зх-!)"^. 

13.2.5. . 13.2.6. у = 1п(2х^ ч-Зх^) . 

s m x - c o s x 
13.2.7. j; = , 

s inx + cosx 

13.2.9. у = xarccos 

13.2.8. = - 2 х + 2 ) е -X 

13.2.10. V = - c t g ^ - - 2 1 n s i n - . 
2 2 

13.2.11. = arctg 
X 

2 
/ \ ' . X ' / \ X 

= COS sin — + sin COS — 
I I 3 j 

13.2.12. = 
2х - 1 

X 

13.2.14. у = 2'"^ . 

13.2.15. ;; = lnarctgA/l + x^ . 13.2.16. = I n x l g x - Ina log^ х . 

13.2.17. >' = cos^2x + l n t g | . 13.2.18. у = \п{х + л1а^ 
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13.3. Используя предварительное логарифмирование, найти про-
изводные функций: 

(x + 2)(x-lf , , , , 3 х-1 13.3.3. = 13.3.4. J = X 
V ]|(x + 2)^/^' 

13.3.5. J = 13.3.6. 

13.3.7. = 13.3.8.;; = 

13.3.9. + 

13.4. Составить уравнения касательной и нормали к параболе 

/ ( х ) = х^ + 4 в точке М(1;5). 

Домашнее задание 

13.5. Найти производные функций: 

13.5.1; у = a/I - е^* - arcsine-*. 

13.5.2. 3; = x M n ^ ( s r a ^ x - t g ^ x ) . 

13.5.3. у ^ . 
COS^ X + 1 

' sin2x + l 

13.5.4. j = + - s i n ^ x ) . 

13.5.5. у ^ ^ х - З " " ^ - a rc tgVl + e'^^ . 

U.5.6. у = 

(x + 1)̂  - l / J ^ 13.5.7. 

13.5.8. = (arccosx) •In(arccosx) . 
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13.6. Составить уравнения касательной и нормали к графику 
2 

функции у = е в точке xq = - 1 . 

Ответ. 
13.6. 2х-у+ 3 = 0, х + 2у-1 = 0. 

З а н я т и е 14 

Дифференцирование функций, 
•заданных параметрически и неявно. 

Дифференциал функции 

Аудиторная работа 

14.1. Найти производные функций, заданных параметрически: 
f t 

t + l , 
14.1.1. x = t^ + 2 , y = - 1 . 14.1.2.x = - ^ , V = 

t + \ 
14.1.3. л: = а ( ф - 8 т ф ) , = а(1 - с о з ф ) . 

14.1.4. x = y = 

14.1.5. X = a r c c o s 4 t , y = V/W^. 

14.1.6. x=^dxctgt,y = bx{\ + t ^ ) . 

14.1.7. X = acos^ t, у ~asiia^ t. 
14.1.8. x = igt,y = sm2t + 2cos2t. 
14.2. Найти y'ĵ  в указанных точках: 

14.2.1. x = e' cost, у-e' sin?; t = ~. 
6 

, . . . За? 14.2.2. x = y = / - 2 . 
\ + r 1 + r 

14.3. Найти производные функций, заданных неявно: 

14.3.1. е"" -еУ = 0 . 14.3.2. 2у\пу = х. 
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14.3.3. х - > ' = a r c s inx -a r c s in ; ; . 14.3.4. 2 ^ + 2 ^ 

14.3.5. arctgу = - х ^ . 14.3.6. sin(x;;) + cos(x>;) = О. 

14.3.7. х ^ ' ^ . 14.3.8. s i n > ; - e ^ cosx = 0 . 

14.4. Найти Ух в точке х = 1, если х^ +5х+у-5=0, >(1)=1. 

14.5. Найти y'j^ в точке (0; 1), если е^ + ху = е. 
14.6. Найти дифференциалы функций: 

14.6.1. у = x t g ^ x . 14.6.2. у = д/arctgх + (arcsinх)^. 

14.6.3. у = 1п(х + л/4 + х ^ ) . 14.6.4. + - х^ = 1. 

14.7. Найти приближенное значение функции у{х) = е при 
X = 1,2. 

14.8. Вычислить приближенно: 
14.8.1. arcsin0,05. 14.8,2. In l ,2 . 14.8.3.^17. 

14.8.4. tg44°56 ' . 

Домашнее задание 

14.9. Найти Ух : 

14.9.1. X = - — 1 4 . 9 . 2 . х = е' smt,y = e' cost, 
t t 

14.10. Убедиться в том, что функция, заданная параметрически 
1 + 3 + 21nf 

уравнениями х = — , у = — , удовлетворяет соотноше-
Г t 

ншо уу' = 2х(у')^ +1. 
14.11. Найти производные от функций, заданных неявно: 

14.11.1. х^ - З а х у = 0 . 
14.11.2. sin(x>') + == tg(x + jv). 

36 



14.12. Убедиться в том, что функция определенная уравнением 

xy-lny = 1, удовлетворяет соотношению у^' + {ху-1) • j ' = О, 
14.13. Найти дифференциалы функций: 

14.13.L>;=:xarcsinx + V l - ^ - 3 . 14.13.2. е^ =^х + у. 
14.14. Вычислить приближенно: 

14.14.1. sm29° . 14.14.2. ^ H l l z l . 
V (2,037)2+5 

Ответы. 

14.9.1.-1. 14.9.2. ^ • 14.11.1. 
1 - t g f ц ^ а у ~ х ^ 

1 + tg^ у^-ах 

14.11.2. ^ ̂ ^^ ̂  ^^ ) - - 1 
• • • 2 • 

X cos {х + >')(cos(x>') - sin(x3;)) - 1 
14.13.1. axcsmxdx. 

dx 14.13.2 . . 14.14.1.0,485. 14.14.2.0,355. еУ 

З а н я т и е 15 

Производные и дифференциалы высших порядков 

Аудиторная работа 

15.1. Найти производные 2-го порядка от следующих функций: 

15.1.1. _); = c o s ^ x . 15.1.2. >' = arc tgx^. 

15.1.3. у = Iog2 ^l-x^ . 

15.1.4. у = + - V l - x ^ + x a r c s i n x . 
3 3 
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15.2. Показать, что функция y = H-Cje^-^npH любых по-

стоянных Q и С 2 удовлетворяет уравнению + = 
15.3. Найти производные 2-го порядка от функций, заданных неявно; 

15.3.1. у = 1 + хе^. 15.3.2. х^ + у^ =3ху. 
15.3.3. arctg>^ = : v - x . 15.3.4. у = х + 1пу. 

15.4. Найти производные 2-го порядка от функций, заданных па-
раметрически: 

15.4.1. +2, y = - 1.15.4.2. л; = агс8т^, y = . 

15.4.3. x = flCOs^ t, y = as\r)} t. 15.4.4. x = ]nt, y = t'^ - I. 

15.5. Найти дифференциалы 1-го, 2-ro и 3-го порядков функции 

у = (2х~ S f . 
15.6. Найти дифференциалы 2-го порядка функций: 

_ 2 т 
15.6.1. = е . 15.6.2. + = 1 . 

1пх 
15.7. Найти дифференциал 3-го порядка функции у = . 

X 

15.8. Найти приближенное значение с точностью до двух 
знаков после запятой. 

Домашнее задание 

15.9. Найти производные второго порядка следующих функций; 

15.9.1. y = arcs inx. 15.9.2. j; = ln( х + Vl + 
V 

15.10. Найти если у = . 

d^y 15.11. Найти —~ , если: 
dx^ 
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15.11.1. -лгу . 15.11.2. х = y = tgt. 
cost 

15.12. Вычислить значение производной второго порядка функ-
2 2 

ции у, заданной уравнением х +2у -ху + х + у = 4, к точке 
М(1;1). 

15.13. Доказать, что функция у = е^^ + удовлетворяет 

уравнению у'" -13у' -12>' = О. Записать для этой функции d^y . 
15.14. Вычислить приближенное значение функции 

у = ^х^ -5л+ 12 при X = 1,3 с точностью до двух знаков после 
запятой. 

Ответы. 

15.9.1. 1 5 . 9 . 2 . -

15.10. ( - ! )« е - . 15.11.1. -

15.11.2.-ctg^i . 15.12.^1. 

15.13. . 15.14. 2,08. 

З а н я т и е 16 

Правило Лопиталя-Бернулли. Формула Тейлора 

Аудиторная работа 

16.1. Применяя правило Лопиталя-Бернулли, найти пределы: 

16.1.1. l im~ . 16.1.2. lim ^ 
х^о sinx ' ' ' + 2 C O S X - - 2 ' 

3 9 



I n ( x - a ) Tc-2arctgx 
16,1.3. hm ^ — 1 6 . 1 . 4 . hm T . 

x-^a+0 - e ' ' ) Ц1 + 

16.1.5. lim . 16.1.6. lim 
x->0 x-*0 

1 

16.1.7. + 16.1.8. lim 
x-^oo x->0 

16.1.9. lim ( t g x f 1 6 . 1 . 1 0 . lim 
x — J C — > + 0 0 

/ 1 
1 + 

16.2. Разложить многочлен / ( . г ) = - + \Зх + 9 по степе-
ням двучлена х+ 2. 

16.3. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции 

/ ( х ) = в точке хо = О. 

16.4. Вывести приближенную формулу smx « х - — и оценить 
6 

ее точность при | х |< 0,05 . 

16.5. Вычислить cos 10° с точностью до 10""^. 
16.6. Найти пределы, используя разложение по формуле Тейлора: 

Л/1 + Х - Л / l - X 1 - C O S X 
16.6.1. hm . 16.6.2. h m — - — — . 

* - > 0 X X-^Q X + Х 

16.6.3. h m — — ^ . 

Домашнее задание 

16.7. Найти пределы функций, применяя правило Лопиталя— 
Бернулли: 

х-1-21пх 1- x - s i n x 
16.7.1. hm . 16.7.2. hm — . 

х-^оо X х->0 X 
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16.7.3. lim 
^ 1 1 
^ arctg X X 

16.7.4. l i m l n x - l n ( x - l ) . 

16.7.5. lim (cos Zx)^^""^ 

16.8. Написать формулу Тейлора 3-ro порядка для функции 

/ ( х ) = при хо = 1. 
Vx 

16.9. Вычислить приближенно sinl° с точностью до 
Sin X X 

16.10. Вычислить предел lim — , используя формулу 
^->0 х^ sinx 

Тейлора с остаточным членом в форме Пеано. 

Ответы. 

16.7.1 Л . 16.7.2,1/6. 16.7.3.0. 16.7.4.0. 16.7.5. 
16.8, 

2 22-2! 2З.З! 2^-4! + 

16.9.0.0175. 1 6 . 1 0 . - i . 
6 

З а н я т и е 17 

Монотонность функций. Экстремум. 
Наибольшее и наименьшее значения функции 

Аудиторная работа 

17.1. Найти интервалы монотонности и точки экстремума сле-
дующих функций: 

17.1.1. = ч - Н х ^ - 6 х Л . 17.1.2. y J ^ . 
4 2 4 X 
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- 1 
11.13. у = — . 17.1.4. = х - 2 s i n x . 

X 

17.1.5. -2х. 17.1.6. у^х'^е 

17.2. Найти экстремумы функций, пользуясь производной 2-го 
порядка: 

17.2.1. у = ^\-х+х. \1.1.2. y = x^{a-xf. 

П . г З . у ^ х ^ ' " ' . 17.2.4.;;= ^ 1пх 

17.3. Определить наибольшее и наименьшее значения данных 
функций в указанных интервалах: 

17.3.1. у = +5; [ -2 ,2] . 17.3.2. у = х + 2 ^ ; [0,4]. 

17.3.3. v = ^ x + l - V x ^ ; fO, l l . 17.3.4. a r c t g ^ ^ ; [0,1]. 
1 + x 

2 
17.3.5.;; = ^ ; [ - 2 , l]. 

+ 1 

17.4. Требуется изготовить ящик с крышкой, объем которого был 
бы равен 72 см^, причем стороны основания относились бы, как 1:2. 
Каковы должны быть размеры всех сторон, чтобы полная поверх-
ность яш,ика была наименьшей? 

17.5. Найти высоту цилиндра наибольшего объема, который 
можно вписать в шар радиуса R. 

Домашнее задание 

17.6. Найти интервалы возрастания и убывания и точки экстре-
мума следующих функций: 

17.6.1. у = . 17.6.2. >; = I n x - a r c t g x . 
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17.7. Найти экстремум функции у = х + — ( а > 0 ) , используя 
д; 

вторую производную. 
17.8. Найти наибольшее и наименьшее значения функций в ука-

занных интервалах (или во всей области определения): 
1 _ г + г^ х^/ 

17Я\.у = П.8.2.у = хе /2. 
1 + х-х 

17.9. Из трех досок одинаковой ширины сколачивается желоб 
для подачи воды. При каком угле а наклона боковых стенок к 
днищу желоба площадь поперечного сечения будет наибольшей? 

Ответы. 

17.6.1. На ( - 1 ; - 1 / V2) U (1 / л/2; 1) - убывает, на (-1/л/2; 1/л/2) -

возрастает; = у(-1 /^I2) =-1/2; у^^^ =у(\/^) = 1/2. 
17.6.2. Возрастает на всей области определения. 
17.7. З'тах = УЫ) = -2а; y^i^ = у(а) = 2а . 

17.8.1. 1 и 3/5. 17.8.2. 1 /л/ё и - 1 /л /ё . 17.9. а = — . 
3 

З а н я т и е 18 

Выпуклость и вогнутость графиков функций. Асимптоты. 
Построение графиков функций 

Аудиторная работа 

18.1. Найти точки перегиба и интервалы выпуклости и вогнуто-
сти графиков функций: 

18.1.1. = +1) , 18.1.2. = 

9 1 
18.1.3. + — . 18.1.4. v ^ x e " " " . 

X 
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18.2. Найти асимптоты графиков функций: 

18.2.1. = 18.2.2. = 
In л: 

18.2.3. у = x + s i n x . 18.2.4. у = (х-2)е -Их 

18.3. Провести полное исследование и построить графики функций: 

18.3.1. = 18.3.2. у = ^ . 

18.3.3. y = 

18.3.5. у = х^ 1пд:. 

18. .3.4. у ^ ^ х ^ - 2х . 

Домашнее задание 

18.4. Найти точки перегиба графиков функций: 
2х-\ 

18.4.1. у = . 18.4.2. >- = xarctgjc. 
( х - 1 ) 2 

Г П 18.5. Найти асимптоты графика функции у = хЫ е + ~-
X 

18,6. Исследовать функции и построить их графики: 

..3 
18.6.1. = - -

1 - х 2 • 18.6.2. у = хе Их 

Ответы. 

18.4.1. Г 1 _ 8 
" 2 ' 9J 

18.4.2. Точек перегиба нет. 

18.5. х = - - ; > ' = х + ~ . 
е е 
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Т и п о в о й р а с ч е т № 1 

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 
И АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

Задача 1. Исследовать систему уравнений и в случае совместно-
сти решить ее: 

1,1.а) 
JC] ~ ~ х-̂  — х^ — 1, 

2xi + л:2 - + = 3, 
3xi + Х4 =4; 

б) 

2xi - 3x2 ~ ~ О' 
Xj + + л:з = 1, 

3xi - 2x2 

Xi — — 'ЪХ'х ~ —1. 

1.2. а) 
2xi + хз + 2х^ = 5, 
Х2 ~ Х2 + Х4 - О, 

2xi +Х2 +3x2 = 5 ; . 
б)< 

2xi - 3x2 + 

Xi +Х2 +Х2 =1, 

4 x j + 5 ^ 2 - Х 2 = ~ l , 

7xi + 3^2 + лгз =3 . 

1.3. a) 
л:2 + 2хз + 3x4 - 2, 

Xi + Х2 + Х4 = - 1 ; 
6) 

3xi + X2 + X2 = ~2, 

Xi+X2+X2= 3, 
Xy - X2 + x^ = 0. 

1.4. a) 
2x2 + -^3 + = 0, 
X] - X3 + X4 = 2, 
Xj + 2x2 + 5x4 = 1; 

6) 
3xi + 4x2 - -̂ 3 = 

Xi + 2x2 + = 0 , 
2xi - X2 + X3 = 0. 

4x2 + 2x3 - ЗХ4 = 0, 
1 .5 .a ) j3x j - 3 x 2 + ^ 4 = 3 , 

3xi + X2 + 2x3 - 2x4 = 3; 
6) 

3x j + X2 + .:сз = 4, 
лг! + ^3 - 2x4 = 2, 

2 х | + X2 + 2x4 = 2. 
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1.12. а) 
ЗХ] + Х2 - х^ - О, 
2Х] - Х2 + х^ -О, 

- 3X2 - О' 
б) 

X] - Х2 +л;з =7, 
Xi + 2 x 2 + Х4 = 5 , 

2x2 +Х2 -Х4 =0, 
2xj +Х2 +Х3 +Х4 =1. 

1.13. а) 
2xj + Х2 + Х3 =0, 
X] + Х3 - Х4 = 3 , 
3xj + Х2 + 2x3 - Х4 =3, 
4xi + X2 + ЗХ3 - 2x4 = 6; 

б) 
Зхз + 4x4 = О, 
X] + Х2 + Х4 = О, 
2х] + Х2 - Х4 = 0. 

1.14. а) 
Х2 + Х3 + Х4 — 3, 
X] — Х2 + ЛГ4 — I5 
X] + х з + 2 x 4 = 4 ; 

Х] - 2x2 "" = 
б) ix i +2x3 =0, 

xi + ЗХ4 =0. 

Xj -3x2 - 4 х з +Х4 =0, 
].15.а) | 3 х , - 2 x 2 - 5 х з - 4 x 4 =0, б) 

5Х] -8x2 -13хз -2x4 

1.16. а) 

].17. а) 

1.18, а) 

Х | — Х2 + Xj^ — 1, 

Х2 + — Х4 =1, 
2xj - Х3 + Х4 = О, 
ЗХ| + Х4 =5; 

Х] + 2хз " Х4 =0, 
2xi + Х2 + Х3 = О, 
Х[ — Х3 + Х4 = Oj 

X] - 2x2 + 4x3 = о, 
Xj + Х2 - Хз = О, 
2х, - Х2 + Зхз =0 ; 

б) 

Xj +2x2 +Х3 -Х4 =4, 
3xi +2x2 - ^ 4 =0, 
2 x i - Х 2 + Х 3 + 2 x 4 = - 1 , 
б х | + 3 х 2 + х з = 3 . 

XI + Хз +2X4 =0 ' 

Xj - Х3 + Х4 =0 , 

Xi + Х2 + ЗХ4 = 0. 

б) 

б) 

2x2 +2^3 - 4 x 4 -
3xj + Х2 — Х3 — Х4 = 2, 

Х2 + Х2 + Х3 + Х4 = -1, 

4x1 + 4^2 + 2хз - 4x4 = О' 

2x1 ~ -З, 

Зх] + Х2 - 2x3 = О, 

XI - Х 2 - Хз = - 1 , 

6x1 ~ ""3X4 
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1.6. а) 
Хх - 2X2 + 
2х| + х^ — Xî  = 1, 
Xj + 2^2 Злг̂  — = -2; 

б) 

2xj 
Xi + 2x2 "" •̂ з ~ 
Х2 + 'Х2 + Х4 = 2, 
3^1 + 3x2 - 2x3 - 0. 

1.7. а) 
4х| - 2хз + 5x4 =0 , 
3xi + Х3 - Х4 =0 , 
Xi - ЗХ3 + 6x4 = 0; 

б) 

+ Х3 - Х4 = 7, 

2x1+Х2 +Х4=6, 

xj - Х2 + хз -

4x1 + 2хз = 0. 

1.8. а) 

1.9. а) 

xj - хз + Х4 = О, 
2х; + Хз - 2X4 = О' б) 
3xi + 2x2 

Xj - Х 2 +Х3 +Х4 =0 , 
2xi + Х2 + Х3 - Х4 = О, б) 
Xi +2x2 ~2Х4 =0; 

2x1 + 2X2 +-^3=5, 

XI - Хз + Х4 = О, 

3x1 + 2X2 + 

Х2 + Хз - Х4 = 0. 

Зх| ~ 2x2 ~~ ^3 ~ 
xj + Х2 + Х3 = О, 

5x2 + Хз =7 , 
xi + 3x2 =6. 

1.10. а) 
Xi + Х2 - Х4 =0, 

Х2 + Хз + Х4 = О, б) 
Хз - 4x4 -

Х2 "Ь Х^ — 
Х) + Х2 - Хз = 4 , 

2xi + Х2 + Х4 =3, 
3xi + 3x2 = 0. 

1.11. а) 
2хз + 4x4 О' 

Xi + Х2 - О, б) 
2xi +3x2 

Х2+Х3+Х4 =1, 
Х1--Х2+Х3-Х4 = - 1 , 
Xi + 2x3 = о, 
Xj ~ 2x2 = ~~2. 
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1.19. а) 

1.20. а) 

3X2 + + = О' 
Xj + ~ х^ — о, 
2х, + 3x4 = 

2xi + + 3^4 = -1, 

Хз - Х4 = 4, 
3Xi + 2X2 + + ^̂ 4 

б) 

Х2 + 5хз + 2x4 О' 
— Хз + Х4 = 1, 

Х2 + 2X3 - Х4 =~1, 
xj + 2x2 + 6x3 + 2x4 = 0. 

б) 
= 4; 

Xj - Х 2 - Х 3 =0 , 

XI + Х2 + Хз = О, 

2x1 ~ ~ 

1.21. а) ̂  
Х2 + Х3 + ЗХ4 = 3, 
X ] ~ Х3 + Х 4 =~1, 
Xj + Х2 + 4x4 = 2;. 

б) 

1.22. а) 

1.23. а) 

1.24. а) 

1.25. а) 

Х[ — Х3 — Х4 — О, 
2Х| - 2X2 + -̂ 4 - О, 
Зх] - 2x2 + ^ 3 = 0 ; 

Зх] — Х3 — 5X4 — 5, 
2xi - Х2 + Х4 = 1, 
5xj - Х 2 -Х3 - Х 4 =6; 

Х2 - З х з + Х4 = 2 , 
Xj - 7 х з + Х4 = - 1 , 
Xj + Х2 - Юхз + 2x4 = о, 

Х5 + Х2 + Хз = 0; 

2xi "f" Х2 — Х4 " 2, 
Х2 + 2x3 + Х4 = О, 
2x5 + 2 x 2 +ЗХ3 ==2, 
2xj - 3 x 3 - 2 x 4 =2; 

б) 

б) 

2х| - 3x2 + -̂ 3 
Х2 - Х3 - Х4 =0 , 

X] + Х2 + 2 х з = о, 
3xj - Х2 + 2x3 - Х4 = 0. 

3xj + Х2 + 5x3 = 1, 

X j - Х 2 - 4 x 4 

Х2 + Хз + Х4 = -1, 

3x1 + 2x2 + 6x3 + Х4 =9 . 

Xj - 2x2 +-^3=0, 

2x2 + + = О, 

- Зх] - Х2 + Хз + Х4 = О, 

xi + 3x2 - Х3 - Х4 = 0. 

Г3х1 +2x2 - Хз -Х4 =0, 
[2x1 "" 2x2 + ~ 2x4 = 0. 

б) 

2x1 + л:2 + Х3 = О, 

Xj - 2x2 +-^3=0, 

3xi - Х2 + 2хз = 0. 
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З а д а ч а 2 
2.1. Вычислить ( а , Ь ) , где а = Ъщ - Ifhi-^ 

- - я 
mj , ОТ2 -единичные векторы, угол между которыми равен —. 

2.2. Найти проекцию вектора а = 4г - Ъ] Л- Ак на направление 

вектора 6 = 2 / + 2j Л-к . 

2.3. Найти (а , Ь ) , а , если а =2i + j - к, h = J + 2к . 

2.4. Вектор с , коллинеарный вектору а = 5i -2к , образует ост-

рый угол с осью О г.. Найти координаты вектора с , если с = • 

2.5. Найти (2а - 36, а - б), если |а| = , 6 - 2 , (а, ^ • 

2.6. Найти {а, Ь ) , а , если а = 2 / и + З Я - д b-fh-Ap, щп,р-

ортогональный базис м. т =2, п=3, р ~ А. 

2.7. Найти длину вектора а = Зт + Ап, если 

т п = 1, 

2.8. Найти вектор Ъ , коллинеарный вектору а = 2г + j - к и 

удовлетворяющий условию { а , Ь ) - Ъ . 

2.9. Найти (2а - 56, а + Зб), если |а| = 2, |б| = 3, 

2.10. Вычислить синус угла между диагоналями параллелограм-
ма, сторонами которого служат векторы 
a = 2i + j -к, b = i -Ъ] + к . 

2.11. Найти вектор d , удовлетворяющий условиям 
(J, а ) = 5 , ( j , б ) = 2 , ( j , c ) = 3 , если а ( - 1 , 2 , 0 ) , б ( - 1 . О, 5), 
с(1, О, 0) . 
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2.12. Даны векторы -в]-к, b=i +4j-5к, c=3i '-Aj+\Qk. 

Найти проекцию вектора а + b на направление вектора с . 

2.13. Вектор b , коллинеарный вектору а =6i - 87 - 7,5k , об-

разует острый угол с осью Oz. Найти координаты вектора Ь , если 

51 = 50 . 

2.14.Найти площадь треугольника, построенного на векторах 

АВ = Ъа ~2Ь и АС = 6а+ЪЬ , если а = 4, = 3, (г, 

2.15. Найти [аМ , если а = 8, 5 =15, ( а , & ) = 9 6 . 

2.16. Какой угол образуют векторы а и b , если т = а + 2Ь и 

п=5а -4Ь ортогональны. а = 1? 

2.17. Вычислить {а, b)+ip, с)+(с, а), если а + Ь + с = 0 , 

= 1 . 

2.18. Даны точки А{~-5, 7, -6 ) и 5(7, -9 , 9). Найти проекцию век-

тора а = i - 3J + к на направление вектора АВ . 
2.19. Найти координаты вектора а , если 

2.20. Найти вектор х , ортогональный вектору a ( l 2 , - 3 , 4) , 
имеющий с ним одинаковую длину и лежащий в плоскости Oyz. 

2.21. Найти угол между векторами а = 2 т + 4Я и Ь=т-п, 
2% 

если т п 

2.22. Найти проекцию вектора а (4, - 3, 4) на направление 

вектора Ь{2, 2, l ) . 
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2.23. Какой угол образуют единичные векторы in к п, если век-

торы а =т + 2п и b = 5т-4п ортогональны? 
2.24. Доказать, что скалярное произведение двух векторов не из-

менится, если к одному из них прибавить вектор, ортогональный 
другому сомножителю. 

2.25. При каких значениях а и р векторы a~ai - j + 2k и 

b -5i + Py - к коллинеарны? 

З а д а ч а 3 

2a^b,b , где а = Зг - 7 - b=i +2j -к . 3.1. Найти 
3.2, Вычислить площадь параллелограмма, построенного на век-

торах а = т + 2п и b -th-Ъп, если /й = 5; = 3, = 
6 

3.3. Вектор с перпендикулярен векторам а тл b , угол между 
71 

а И b равен Зная, что 

{а,Ь,с). 

3.4. Найти 

а = 6, b =3, с - 3, вычислить 

2а -Ь, 2а + Ь\,гт a=2i - j Л-к\ Ъ-Ък-i - 2 / . 

3.5. Найти вектор х , если известно, что он ортогонален векторам 

a = i - "j +Ък, Ь = 2Г + З} - ^ и (х, 2/ - Зу + Ак)=5\. 
3.6. Найти координаты вектора х , если он ортогонален векторам 

а{2, 3, - 1 ) , 6 ( 1 , - 1 , З) и |х|=1. 

3.7. Найти единичный вектор d , компланарный векторам 

а(2, ~1, З) и 6(4, 2, 0) и ортогональный вектору c(l, 1, l) . 
3.8. Вычислить площадь параллелограмма, сторонами которого 

являются векторы а-т + 2п и b — т-Зп, если 

in =5, Я - 3, ( т , ^ я) = —. 
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3.9. Вычислить синус угла между диагоналями параллелограмма, 
сторонами которого служат векторы 

a=2i + j +к, - 3 j + к . 
3.10. Вычислить высоту параллелепипеда, построенного на век-

торах a = 3i+2j-5к, b=i-j+4к, c = i - 3 j + к , если за 

основание взят параллелограмм, построенный на векторах а и b . 

З.И.Вектор X, перпендикулярный i векторам Я = 4/ - 2j ~3к 

и Ь = j + Ък , образует с осью Оу тупой угол. Найти координаты 
вектора х , если X = 26. 

3.12. Вычислить площадь параллелограмма, сторонами которого 

являются векторы АВ и АС, если А{\, -1), В{2, - З), C(l, 4). 
3.13. Вершины треугольной пирамиды находятся в точках 

А{0, О, О), 5(3, 4 , - 1 ) , С(2, 3, 5), D{6, О, - з ) . Найти длину вы-
соты, проведенной из вершины А. 

3.14. Проверить, лежат ли точки 4 2 , - 1 , 2 ) , 5 ( 3 , 0 , 5 ) , 
С ( - 1 , 2, З), D{0, 2, - l ) в одной плоскости. 

3.15. Проверить, компланарны ли векторы a=i~2J+k, 

b = Ъ1 + 1 - 2к , с = ll + ~\Ък . 

3.16. Дана треугольная пирамида с вершинами ^(О, О, l ) , 
5(2, 3, 4 ) , С(6, 2, 3), £>(3, 7, 2). Найти длину высоты пирамиды, 
проведенной на грань BCD. 

3.17. Найти площадь параллелограмма, сторонами которого яв-

ляются векторы a=i - + к п b =2i - j + 3к . 
3.18. Найти За ~b, а , если а = 2i + Aj - к, b = -i + j + 2к . 

3.19. Найти ( a , b , c ) , если векторы а , Ь , с образуют правую 

тройку и взаимно перпендикулярны, а = 2, b = 3 , с = 4 . 

3.20. Показать, что точки А{Ъ, 1 , - 1 ) , В {5,1, - 2 ) , С (1, 5, 0) и 
D{9f 4, -4) лежат в одной плоскости. 
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3.21. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на 

векторах а = 2/ + Зу, b - Aj . 

3.22. Найти единичный вектор, ортогональный векторам 

а = г + j + 2к и b = 2i + j + k . 
3.23. Вершинами треугольной пирамиды являются точки ^(-5, 4, 8), 

В{2, 3, 1), С(4, 1, -2 ) и Д 6 , 3, 7). Найти длину высоты, проведен-
ной на грань BCD. 

3.24. Вычислить синус угла между диагоналями параллелограм-

ма, построенного на векторах а = + j - к, Ъ = i — Ъ] Л-к . 
3.25. Проверить, лежат ли точки А(~1, 2, 3), В(0, 4, -1), С(2, 3, 1) 

и D{~2, 1, 0) в одной плоскости. 

З а д а ч а 4 

4.1. Написать уравнение прямой, проходящей через начало коор-
динат перпендикулярно к прямой 2х-6>' -1-13 = 0 . 

4.2. Найти угол между прямой 2х + 3у -1 = 0 и прямой, прохо-
дящей через точки 

4.3. Найти уравнение прямой, проходящей через точку 
М{-1; 4) параллельно прямой 2х + 3у - 4-0 . 

4.4. Дан треугольник с вершинами в точках yl(-1, 2), 5(0, l ) и 
C(l, 4) . Написать уравнение прямой, проходящей через вершину А 
параллельно противоположной стороне. 

4.5. При каком значении параметра а прямые 
(За + 2)х + ( 1 - 4 а ) > ' + 8 = 0 и ( 5 а - 2 ) х + ( а + 4 ) з ; - 7 = 0 вза-
имно перпендикулярны? 

4.6. Даны вершины треугольника: ^(З, 5), 3, З) и С(5, - 8) . 
Определить длину медианы, проведенной из вершины С. 

4.7. При каких значениях а прямые оис-2у-1 = 0 и 
6х-4у-3 = 0: 

а) параллельны; б) имеют одну общую точку? 
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4.8. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

М(4; З) перпендикулярно к вектору М ^Mj , если М\{0, ~2), 

М2{Х 5). 

4.9. Дан треугольник с вершинами в точках Mi (2 , З), 

М2(-1, З) и Мз(0, о). Составить уравнение медианы, проведен-

ной из вершины Л/3. 
4.10. Найти уравнение прямой, проходящей через точку 

М] {-1 , 2) перпендикулярно к прямой, соединяющей точки 
М2{2, 3 ) И Л / З ( 0 , - 1 ) . 

4.11. На прямой 2х + >' + П = 0 найти точку, равноудаленную 

от двух данных точек ^( l , l) и В{3, О). 
4.12. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

М ( - 1 ; l ) параллельно прямой 4х + >> - 5 = О. 
4.13. Найти расстояние между прямыми Зх - 4;»/+• 25 = О и 

6х - - 50 = О . 
4.14. Найти уравнение прямой, проходящей через точку 

М(1, 2, 3) параллельно вектору АВ, если А{- 1, 2, 4), 5(3, 5, 8). 
4.15. Привести к каноническому виду уравнения прямой 

2х - 37 - 3z - 9 = О, 
x - 2 ; ; + z + 3 = 0. 

4.16. Найти уравнение прямой, проходящей через точку 
1, З) и точку пересечения прямых 

2х-у-1 = 0, Зх + у-4 = 0. 
4.17. Найти значения параметров а и с/, при которых прямая 

X = 3 + 4^, 

З; = \ + 4t, 

Z = -3 + t. 

принадлежит плоскости ax + 2y-4z + d = О. 
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4.18. Дан треугольник с вершинами в точках А(1, 5), В(-4, 3), 
С(2, 9). Найти уравнение высоты, проведенной из вершины А. 

4.19. Составить уравнение прямой, проходящей через точку пе-
ресечения прямых Зх - З.у + 2 = О, 5х - 2>' + 4 = О и точку ^4(1, 3). 

4.20. Дан треугольник с вершинами в точках А(1, 1), В{-2, 3), 
С(4, 7). Написать уравнение медианы, проведенной из вершины J . 

4.21. Найти уравнение прямой, проходящей через точку ^(1, -1 ) 
параллельно прямой, соединяющей точки M j (2 , -3) и M j (5, 1). 

4.22. Даны уравнения сторон треугольника 
х + 2у-1 = 0, 5л; + 4 > ' - 1 7 = 0, х - 4 > ; +11=^0 . Составить урав-
нение прямой, проходящей через одну из вершин треугольника па-
раллельно противоположной стороне. 

4.23. Найти уравнение прямой, проходящей через точку 

M l (2,3) ортогонально вектору М1М2 , если M j (4 ,5) . 
4.24. Выяснить, принадлежат ли точки А(-1, 2), 5(3, 4) и С(1, 2) 

одной прямой. 
4.25. Даны точки А(-\, 2, 3), 5(3, 1, 2) и С(1, 3, 1). Найти точку 

пересечения медиан треугольника ABC. 

З а д а ч а 5 

Даны координаты вершин пирамиды А̂  А2 А^. Требуется 

найти: 1) длину ребра А^ А2; 2) угол между ребрами А2 и 

Ai А^; 3) площадь грани А̂  А2 А^; 4) объем пирамиды; 5) уравне-

ние прямой Ai А4; 6) уравнение плоскости Ai А2 А^; 7) угол меж-

ду ребром А̂  А^ и гранью Ai А2 А^; 8) уравнение высоты, опу-

щенной из вершины А4 на грань Â  А2 А^. Сделать чертеж. 

5.1.^,(3,3,9)^ Л(6,9 ,1) , А,{\,1,Ъ), Л(8 ,5 ,8 ) . 

5.2.^1(3,5,4)! Л(5 ,8 ,3 ) , ^3(1,9,9), ^4(6,4,8). 

5.3.^,(2,4,3) , Л (7 ,6 ,3 ) , ^з(4,9,3), А,{Хв,1). 

5.4.^,(9,5,5), Л ( - 3 , 7 Д ) , Л(5 ,7 ,8 ) , ^ ( W ) . 

55 



5 . 5 . Л , ( 0 , 7 Д ) , ^ 2 ( 4 , 1 , 5 ) , Л ( 4 Д З ) , ^ 4 ( 3 , 9 , 8 ) . 

5 . 6 . ^ , ( 5 Д 4 ) , Л ( З Д 4 ) , ( 3 , 5 , 1 0 ) , ^ 4 ( 5 , 8 , 2 ) . 

5 . 7 . ^ ( 6 , 1 , 1 ) , Л ( 4 Д 6 ) , А,(4,2,0), ^ 4 ( 1 . 2 , 6 ) . 

5.8.^1(7,5,3), ^2(9,4,4), ^3(4,5,7), ^4(7,9,6). 
5 . 9 . Л , ( 6 , 6 , 2 ) , Л ( 5 Л 7 ) , ^ ( 2 , 4 , 7 ) , ^ 4 ( 7 , 3 , 0 ) . 

5 . 1 0 . ^ , ( 1 , - 3 , 1 ) , 3 , 2 , - 3 ) , 3 , - 3 , 3 ) 2 , 0 , - 4 ) . 

5 . 1 1 . ^ , ( 1 , - 1 , 6 ) , ^ 2 ( 4 , 5 , - 2 ) , Л ( - 1 , 3 , 0 ) , Л ( 6 , 1 , 5 ) . 

5 . 1 2 . ^ , ( 1 , 1 , 1 ) , Л ( 3 , 4 , 0 ) , А,(-1,5,6), Л ( 4 , 0 , 5 ) . 

5 . 1 3 . ^ , ( 0 , 0 , 0 ) , ^ 2 ( 5 , 2 , 0 ) , 4 ( 2 , 5 , 0 ) , 4 ( 1 , 2 , 4 ) . 

5 . 1 4 . 4 ( 7 , 1 , 2 ) , 4 ( - 5 , 3 , - 2 ) , 4 ( 3 , 3 , 5 ) , 4 ( 4 , 5 , - 1 ) . 

5 . 1 5 . 4 ( - 2 , 3 , - 2 ) , 4 ( 2 , - 3 , 2 ) , 4 ( 2 , 2 , 0 ) , 4 ( 1 , 5 , 5 ) . 

5 . 1 6 . 4 ( 3 , 1 , 1 ) , 4 ( 1 , 4 , 1 ) , 4 ( 1 Д ' 7 ) , 4 ( 3 , 4 , - 1 ) . 

5 . 1 7 . 4 ( 4 , - 3 , - 2 ) , 4 ( 2 , 2 , 3 ) , 4 ( 2 , - 2 , - 3 ) , 4 ( - 1 , - 2 , 3 ) . 

5 . 1 8 . 4 ( 5 , 1 , 0 ) , 4 ( 7 , 0 , 1 ) , 4 ( 2 , 1 , 4 ) , 4 ( 5 , 5 , 3 ) . 

5 . 1 9 . 4 ( 4 , 2 , - 1 ) , 4 ( 3 , 0 , 4 ) , 4 ( 0 , 0 , 4 ) , 4 ( 5 , - 1 , - 3 ) . 

5 . 2 0 . ^ , ( 0 , 0 , 2 ) , 4 ( 3 , 0 , 5 ) , 4 ( 1 , 1 , 0 ) , 4 ( 4 , 1 , 2 ) . 

5.21,4(3,0,5), 4 (ОА2) , 4 ( 4 Д , 2 ) , 4 ( 1 Д ' 0 ) -

5 . 2 2 . ^ , ( 1 , 1 , 0 ) , 4 ( 4 , 1 , 2 ) , 4 ( 0 , 0 , 2 ) , 4 ( 3 , 0 , 5 ) . 

5 . 2 3 . 4 ( 4 , 1 , 2 ) , 4 ( 1 , 1 , 0 ) , 4 ( 3 , 0 , 5 ) , 4 ( 0 , 0 , 2 ) . 

5 . 2 4 . 4 ( 0 , 0 , 0 ) , 4 ( з , - 2 Д ) , 4 ( 1 Л 0 ) , 4 ( 5 , 2 , 3 ) . 

5 . 2 5 . 4 ( 3 , 1 , 0 ) , 4 ( 0 , 7 , 2 ) , 4 ( - 1 , 0 , - 5 ) , 4 ( 4 , 1 , 5 ) . 

З а д а ч а 6 

Построить на плоскости кривую, приведя ее уравнение к кано-
ническому виду. 

6.1. + 8 л + 2 ^ + 20 = 0 . 6.2. Зл^ + 18л:+ 1 5 - 0 . 

6.3. х^ - 2 j c + 8J; + 7 = 0 . 6.4. + 8х + >'+ 15 = О . 
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6.5. + + 4д; - lOj; + 20 = О . 

6.6. + 9); - 30jc +18}; + 9 = О. 

6.7. + 9у^ - 40х + Збу +100 = О. 

6 . 8 . - 5 j c - 6 4 y - 1 2 7 = 0 . 

6.9. + 8х - jv +12 = 0 . 6.10. х^ + - 6;; + 3 = О. 

6.11. - 5 4 х - 3 2 ; ; + 109 = 0 . 

6.12. х^ - 5 х - > ; + 7 = 0. 

6.13. х ^ + 6 х + 16 ; ; -11 = 0.6.14. 4х^ + 8х - ; ; + 7 = 0. 

6.15. 9х^ -18х = 0. 6.16. х + 27^ - 8>; + 3 = 0 . 

6.17. х^ -6х + 8у = 3. 6.18. + 1 0 > ' - 6 = 0 . 

6.19. х^ + 8 x - 2 4 j ; = 24. 6.20. х^ 4-6х + 5 = 2; ; . 

6.21. 9х^ +10у^ +40у-50 = 0. 

6.22. 16x2 -64х~18у + 199 = 0. 

6.23. X - + 1 2 j - 1 4 = 0 . 6.24. + + 4х - 1 1 - О. 

6.25. х^ + 2 х = 0. 

З а д а ч а 7 

Построить поверхность, приведя ее уравнение к каноническому 
виду. 

7.1.а) z = l-x^ -у^-, 6 ) z = 4 - x ^ . 

7.2.а) х^ + 2 х + 2>;2 +42^ =0; б) у'^ +5y + z = 4. 

13. а) х^ + у^ + 42^ + бх = О ; б) х^ + z^ = 2 z . 

7.4. а) - 1 - х ; б)ху = 4. 

7.5.а) 9x2 + 4 у ^ = 3 2 ; б) х^ - б х = 0 . 
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7.6. а) х^ - + z^ + 2z = О ; б) z^ + 4z - 63; - 20 = О. 

7.7. а) х^ +3;^ - 3 x + 5 y - 4 z = 0 ; б) = 4х + 1. 

7.8.а) z = 2 + x ^ 6 ) z = l - x ^ . 

7.9. а) Збх^ - 9 z ^ + 1 8 z = 9 ; б) z^ - 2z - 8х - 7 = О , 

7.10.а) х ^ - z ^ = 0 ; б ) > ; ^ = 4 х - 2 . 

7.11.а) х^ + z 2 = 2 z ; б) у = х^ . 

7Л2.а) х^ + -z^ + 2z = 2; 6 ) x = l - z ^ . 

7.13. а) 2х^ - + z^ = 2 z ; б) x^ + 5z = 2x . 

lAA.a) z ^ A - x ' ^ S ) x'^ + y'^ =2y . 

7.15. a) + - 4 x - 4 z ^ + 4 = 0 ; 6) z = ( x - l ) ^ . 

7.16. a) - 2 3 ; - z ^ - x ^ = 0 ; = 

7.17. a) x^ + - 23; = 2z - 1 ; 6) z^ + = 2z . 

7.18. a) x ^ = 2 z + 6; 6) x^ + z^ - 6z = 0 . 

7.19. a) 9x^ + 8 y - 3 6 z ^ = 3 2 ; 6) 2x^ + 5 ) ; = 10. 

7.20. a) x ^ = 4 z ; 6 ) z ^ = 7 x . 

7.21. a) 5x^ - 4z^ + 8z - 24 = 0 ; 6) 4x^ - = 8 . 

7.22. a) 4z^ + 2 3 ; ^ + 2 x + 3; 6)xy = 4. 

7.23. a) x^ - 4 3 ; ^ - 8 з ; = 4 ; 6) x^ + 3;^ - 3 = 0. 

7.24.a) x^ + + 2 z = 0; 6) x^ -y^ +4 = 0. 

7.25.a) x^ -2x + y^ = 0; 6)x = 2--y^. 
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Т и п о в о й р а с ч е т № 2 

ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ. ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ 
К ИССЛЕДОВАНИЮ ФУНКЦИЙ И ПОСТРОЕНИЮ 

ГРАФИКОВ 

Задача 1. Найти пределы функции, не пользуясь правилом Ло-
питаля. 

1.1. а) lim 
+ Х - 6 

1 - COSX 
в) lim 

x s m x 

1.2. а) lim 
-х-6 

-Ъх + 2 

в) lim 

1.3. а) lim 

1 - cos X 

5х^ +Х-А 

в) lim 
cos X - cos X 

1.4. a) lim 
2x^ + 5 x - 7 

^ ,. • 1 - cos 2x 
в) lim ; 

x-^Q x t g x 

, . ^ x^ + 3 x + 2 
1.5. a) lim — 

+ 4 x + l 

6) lim 
5x^ + 2x + 1 

r) lim 
x->ooV X - 3 

S x ' ^ - 2 x ^ + 1 
6) lim —— 

+ 4x + 3 
hi 

r) lim (l - 4x) ^ . 

6) lim 
6x^ + 4 X - 1 2 

х -^^Ъх^ - 4 x ^ +1 
x+2 

r) lim 
x-^co 

6) lim 

3x + 4' 
[3x + 2, 

-6 

2x^ - x - 1 2 

r) lim 

6) lim 

x + 3 

x - 2 

x^ - 8 x + l 
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в) lim 
х-^0 

cos л : -cos л 

X 

, ^ л г 1.6. а) i i m — 

в) lim 

7 JC 
2 

JC^O X 

1.7. а) lim 
х^ -Зх +2 

х->2 X 
- 1 

2 

l - c o s 8 x 
x - > 0 l - c o s 4 x 

в) lim 

1.8. а) lim 
2х^ ~9х + 4 

+Х-20 

в) lim 
x'^ctg2jc 

sin2jt 

x^+7x + 10 
1.9. a) hm — 

+9x + l0 

в) lim 
1 - cos 6x 

X - > 0 1 - COS2A; 

1.10.a) lim 
x^ +x-2 

-x-1 

X 
в) lim 

r) lim 

6) lim 

x^ - 2 л : + 1 

- 4 x + 2 

2x^ - 6 x - 5 

5x^ - x - 1 
, „2 

r) lim 
V 

x^ +1 

x 2 - l 

6) lim Л ; ; 

r) lim 
X—>'CC 

6) lim 

3 x - 2 2x 

,3x + 2, 

- 3 x ^ + 1 
x->oo - з ' 

г) lim (l + 2x)' ' . 

6) lim 
+ 5 x ^ - 3 

r) lim 
x-^oo 2x + l 

4 + 5x^ - 4 x ^ 
6) lim , 

8 - 6 x - x ^ 
2x-l V -t- I 

r) lim 
X->00 x - 2 
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1.11. а) lim 
Зх^ - j c - 1 0 

х^ - х - 6 

в) lim 
x-^Q 

1.12. а) lim 

cos X - COS Зх 

1 • f l 

20 + x-jc^ 

- И х - 2 0 

1 - cos8x в) lim 
x-^O 2 x t g 4 x 

1.13. a) lim 
4x^ - 5 x - 2 1 

2x2 -3x-9 

в) lim X sin xctg3x; 
JC->0 

1.14. a) lim 
3x^ + 7 x + 2 

2x^ + 5 x + 2 

в) lim 
1 - cos 4x 

x->0 3xs in2x 

4x^ - 2 x ^ ^ + 3 
x->oo 2 x ^ + 3 x 2 - 1 ' 

6) lim 

r) lim 

6) lim 
5x^ - 3 x + l 

Зх-" + X - 5 

r) lim 
X 

l l x ^ - 5 x 2 
6) lim 

24x^ - 4 x + 7 

r) lim(l + 3tg2x)'=^®'^ 
x-^0 

6) lim 

r) lim 
x->0 

Зх'^ - 4 x ^ + 1 
sinlx _ _smjr 

С С 

1.15. a) lim x^ + 2 X - 1 5 

2x^ + 7 X - 1 5 

в) lim 
sin^ 2x 

6) lim 2 - 3 x - 5 x ' 

x-»oo 1 + 4д-+ 2x 2 ' 

; r) lim (x + 2)(ln(2x + 1 ) - ln(2x - 1 ) ) . 
jr—>00 

1.16. a) lim 
x^ + x 2 - 2x 

x2 - 2 x + l 
1 - c o s 3 x 

6) lim 
2 + x - 3 x ' 

3 ' 

в) lim 
x-^0 X 

; r) lim (2x - 3)(ln(x - 2) - ln(x - 1 ) ) . 
x->00 

1.17. a) lim 
2 x ^ + X - 3 

^ ^ 1 3 x 2 - 2 x - l ' 
6) lim 

2x^ + x 2 - 5 
X->00 x ^ + x - 2 
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в) lim 
1 - c o s 4 x 

x-*o 2xtg2x 
r) lim X • (ln(x + a ) - In x ) . 

X->00 

1.18. a) lim 
X x-2 

x^-l x^ +l 
6) lim 

+ 3x - 5 

- x - 1 

B) lim г) lim ( x - 4 ) ( l n ( 2 - 3 x ) - l n ( 5 - 3 x ) ) . 
X->0 COS x - 1 X -> 00 

1.19. a) lim 
2x^ - 9x - 5 

- 4 x - 5 
6) lim 

X^ + X 

x^oo + I 

в) lim 
tg x - s i n 2 x 

; r) lim (2x-5)( ln(2x + 4 ) - l n ( 2 x + l)); 
JC->oo 

1.20. a) lim 
5x^ + 9 X - 4 4 

2 x ^ + 5 X - 1 2 ' 
6) lim 

3x^ - 2x + 1 

5x^ - x + 2 
. 2 

sm — 
2 в) lim ; r) lim (x + 2)(ln(2x + З) - In(2x - 4)). 

x-->0 X x - > o o 

1.21. a) lim 
3x^ - 1 4 x - 5 

- 2 x - 1 5 
6) lim 

lOx^ + 3 x ^ 

- l O O x + 1 

в) lim 

1.22. a) lim 

cos 8x - 1 

x~>'o 1 - cos4x ' 

3x^ + 4 x + l 

r) lim 
e -e 

x-^0 s m x 

x'^ + 3 x + 2 

в) lim 
x-^0 

1 - COS mx 

X 

6 ) h m 
3x + X + 3 

I 

r) l i m ( l - 3 x ) \ 
x-^Q 

1.23. a) lim / Y 
^-^Ix-^ - x ^ - x + 1 

6) lim 
3 x ^ - 2 x 2 - 7 

9x^ + 3 x + 5 
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, l - c o s 3 x 
в) lim 

2x 

1.24. a) lim 
. -x^ - x + 1 

x^-3x + 2 

- arcsin X - arctg2x 
B) L I M ^ 

x->0 X 

1.25. a) lim 
2x^ +2x~l2 

-3x + 2 
^ c o s 6 x - c o s 3 x 

в) lim 
л; 

г) lim (l + sin x)' 
jc->0 

iCos ecx 

6) lim 

r) lim (l + x ) ' 

6) lim 
X-^OO 1 0 0 - X 3 ' 

R) lim X (ln(x + 5 ) - l n x ) . 

Задача 2. Исследовать данные функции на непрерывность и ука-
зать вид точек разрыва; в условии «б» дополнительно построить 
график функции. 

X - 1 при - с о < х < 1 ; 
2 
— при 1 < X < 4; 
X 
X - 3 при X > 4. 

2 . 2 . а ) / ( x ) = a r c t g - ; б)/(х) = 

2 . 3 . а ) / ( х ) = 3 ^ - 2 . б ) / ( х ) = 

2 
X при 

• s inx при 

1 
.2 

при 

Inx при 
х - 1 при 

3 при 

71 
6 

П 
6 
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2.4. а) f { x ) = 
1 - е 1-х ; б ) / ( х ) = 

tgx при 0 < х < —; 
4 

2% п 
— при ~ < х < т с ; 

X 4 
sin л; + 2 при х > п . 

2.5. а ) / ( х ) : 1 
+1 

х + 1 при - 00 < X < 1; 
б) = при 0 < х < 2 ; 

' ~ X при X > 2. 

2 . 6 . а ) / ( х ) = 
х - 2 

х - 2 

2л[х при О < X < 1; 
б ) / ( x ) = i x ^ + 2 п р и 1 < х < 2 ; 

2 — + 4 при X > 2. 
U 

2 . 7 . а ) / ( х ) = 
X - X 

X +1 при - 00 < X < 1; 
2 
— при 1 < X < 4; 
X 
х - 2 при х > 4 . 

2 . 9 . а ) / ( х ) = 
X - 5 х + 6 

х^ - 2 х 
; б ) / ( х ) = 

X +1 при - 00 < X < 3; 
Зх - 7 при 3 < X < 4 ; 
3 + л/х при X > 4. 

COSX п р и х < 0 ; 
1 - х при О < X < 3; 
х^ - 5 при х > 3 . 
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2 . i aa ) / ( x ) ^ ; 6 ) / ( x ) = . 

0 при X < 0; 

tg X при 0 < X < —; 
4 

4 71 
— X при x > — . 
71 4 

2.11. a) / ( x ) = 
4 - х 2 ' 6 ) / ( x ) = -

3 при X < 0; 
X при О < X < 7г; 
sin X при X > 7t. 

2 . 1 2 . а ) / ( х ) = е4^-2 б ) / ( х ) = < 
- 1 при X < 1; 
X при 1 < X < 2; 
х - 2 при х > 2 . 

2.13. а) / ( х ) = 
х - 1 

х - 1 
6 ) , / W = i 

е* при х < 0 ; 
1 + х при 0 < х < 1 ; 
X при X > 1. 

2.14. а) / (х )= : 
Х 4 - 2 

х + 4 
б) = 

0 при X < 0; 

1 при О < X < 1; 

2 ~ х при х > 1 . 

2 . 1 5 . а ) / ( х ) = 2 ^+3. б ) / ( х ) = 

2.16. а) = 
х + 2 

х^ + 3 х 
б) / ( х ) = 

при X < 0; 
^ при О < X < 1; 

х^ +1 при X > 1. 

0 при X < 0; 

1 при О < X < 1; 

X при X > 1 . 
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2.17. а) f { x ) = б) / ( х ) = < 

2 . 1 8 . а ) / ( х ) = 4 4 - х ; б ) / ( х ) = < 

2.19. а) / ( х ) = 
х + 2 

- 4х + 3 
б) / ( х ) = -

2.20. а) / ( х ) = 
2 - Х 

2.21. а) / ( х ) 
х^ - З х 

1 
2 . 2 2 . а ) / ( х ) = 5 ^ ; б ) / ( х ) - < 

sin X при X < 0; 
л 

X при о < X < 1; 

X - 1 при X > 1 . 

COSX при - о о < х < 0 ; 

1 при О < X < 1; 

1 - х при X > 1 . 

0 при X < 0; 

- 2 при О < X < I; 

X - 2 при X > 1 . 

1 при X < 1; 

X при 1 < X < 2; 

1 - X ^ при X > 2. 

4 - х ^ при - о о < х < 2 ; 
х - 1 при 2 < х < 4 ; 
л/х+1 при х > 4 . 

•г 
X при - СО < X < 0; 

- х ^ + 9 при 0 < х <3; 

х - 3 при х > 3 . 

2.23. а) / ( х ) = 
1 - C O S X 

- х ^ 
; б ) / (х )=< 

X при - о о < х < 0 ; 

-Гх при 0 < х < 4 ; 

при х > 4 . 
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2.24. а) / ( х ) = 
с^ -5х +6 

х^ - З х 
; б ) / ( х ) = 

X + 3 при - о о < х <0; 

ж 
tgx при 0 < х < - ; 

4 
7С 

2.25. а ) / ( х ) - 3 1 - ^ . б ) / ( х ) = 

1 п р и 

- X п р и - 00 < X < 0 ; 
2 

1 - X П р и о < X < 1; 

1 п х п р и х > 1 . 

Задача 3. Найти производные функций. 

3.1. а) >> = л/х arcsinл/х +-\j\-x; б)_у = х 

в) х^ - б х ^ у ^ -Зх^ ' +15;;^ - 1 0 0 = 0. 

2х + 1 

arcsmx, 

3.2. а) j; = lntg ; б) у = х^^""; b ) x ^ - v ^ = 0 . 
4 

= = в) + - - 3 = О. 
V 1 - sin X 
( 

3.4. а) ;; = In Зх 'X +1 ; б) у = х 1пх, 

в) s i n 3 ^ - x ^ j - l n [ y - x ^ - 3 = 0. 

3.5. а) = arcsin-
2х^ 

1 + х ' 

/ т ^ 

-; = в) i^ + e - - З ^ = О. 

3.6. а) j; = a r c t g б ) ;; = ; 

2 3 в) X sm ;; + >> cos х - 2х - З̂ у + 1 = 0. 
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3.15. а) >> = arctg 
1 - З х 

в) + 

g2sinx 
3.16. а) у = Intg : 

2 ' 
/1 - а г с з т д ; 
1 + arcsin X' 

в) х- у = ягс sin л; - arcsin у. 

. , arctg л; , л; 3.17. а) _у = In б) у = 
/ \х 

X 

v l + X y 

в) Х ^ + у ^ 

3.18. а) у = л/27^(\т1(2х + ])-2); 6) у = 2х^-, 

в) arctg — = In + у^ . 

3.19. а) у ^ 1 + lncosx 
COSX 

sin л:. 

в) у^ --3у + 3ах = 0. 

3.20. а) у = e^^-lh^^ - -е - arcsm е ; б) >> = з Л 

в) cosCxy) = X. 

3.21. а) у = arccos V l - e " ^ ; 

в) у^ COSX = а^ sinЗх; 

3.22. а) j/ = log2{sin^ х ) 

в) у^~3у + 2х^ = 0. 

I 
б) у = (1пх)^; 

3.23. а) у = 
vx + b 

б) >> = (sin х) arcsm X. 
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£ 2 2 
SIN X V 

3.7. a) у = a r c s i n - P - _ . ; 6) ;; = (JC + 1)-^ ; в) — + ^ = 1. 
+ sm X 25 9 

3.8. a) y = ln i 
x^ + 1 - 1 2 x^ 

у - X e sin 2л:; 
/ х ^ + 1 + l 

в) 

3.9. a) у - s i n e ^ c o s ^ e ^ - s in^e -* cose^ ; 

x + \ 

X + 2 x 4 - 2 
3.10. a) ;; = arctg(x + l ) + ^ " ' ' ; 6) = + 

в) 2>'ln>' = X. 

X I 7 
3.11. a) J); = lntg —+ COSX + -COS x; 6) >' = ( lnx)^; 

2 3 
в) е-* s i n ^ - e ^ ' cosx = 0. 

3.12. a) y = \n i-i 
X, 

в) xy = arctg — . 
У 

1 
X 

6)y = 

3.13. a) = 
x^ + 2 x 
x + 1 

2 2 2 

B) X 3 + З ; 3 

3.14. a) ;; = arccos(2e^^ - 1 
в) sin(x;;) + cos(x;^) = 0 

6) у = 

( x - 2 f - I f T P l ̂  

(x-5)' 

jx + i f - i p n ^ 

6) у = V^csinxVT-^; 
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в) + лу = 1. 

3.24. а) .у = + Зх^); У = (sin х) ; 
в) xsm>' + ; ; smx = 0. 

3.25.Я) у = +2Х + 2У''-, б) = ""; 

Задача 4. Найти производные второго порядка от функций: 

4.1.з; = с о 8 ^ х ; 4.2. >; = arctg х ; 

4.3. = ; 4.4. j; = 
arcsinx . . 22х 

4.7. = 1 x ^ ( 2 1 п х - 3 ) ; 
4 

4 8 v = - x ^ - y j l - x ^ + x a r c s i n x ; 
• 3 3 

4 9 y = - l ; c - s i n 3 x - — c o s 3 x ; 4.10.>'= sin^ x ; 
• • 9 27 

4.11. >; = t g x ; 4.12. >; = Vl + x2 ; 

4.13. ^ = (x^ - 3x + 2)^ ; 4.14,>; = x • ê ^ ; 

4 15. у = ^—; 4.16. 3 /^(1+ x^)arc tgx; 
1 + x^ 

4.17. y ^ - l a ^ - x ^ ; 4.18. :); = lnj X + A/I + X 4 ; V / 

4 Л 9 . у = е ^ - , 4.20. y ^ s j l - x ^ ' -arcsinx; 
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4.21. у = arcsm(fl • sin х) ; 4.22. + x^ ; 

11 

4.23.;; = ^ • 4.24. у = In 
л / Г Г ^ ' 

4.25. = 4.26. >• = 
х - З 

Задача 5. Найти производные первого и второго порядков от 
функций, заданных параметрически: 

5.1. х = y = 5.2. A; = arcsinf; y = -\l l-t^- . 

5.3. x = y = bP. 5.4. x = y = smt. 
5.5. x = a{t - sint}, y = a(l-cost). 

2 • 1 5.6. x = a c o s V, y = asm. t . 

5.1.x = \nt\ y ^ t ^ 5 . 8 . x = arcsin?; _y =ln(l 

5.9. X-at -cost; y = at-sint. 

5.10. x = arccosVf; у = - . 

5.11. x = y = Xgt. 5.12. x = arctg^; y = ln(l + /^) . cos? ^ ' 
3 3 5.13. x = a c o s i; y=-asm t. 

5.14. X = i?sin? + sini?^; у = Rcost + cosRt. 

5.15. x = t^- +2t; >̂  = ln(r + l ) . 

5.16. x = l + y = + 

5.17. x = cos^ + fsin^; у = sin/ - tcost. 

5.\S. x = 2cost; j/ = s i n / . 5.19. x = y = t + t^. 

5.20. x = = 5.21. x = 2 c o s ^ y = 2sin^t. 

5.22. x = \ + y = t + e~'. 
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5.23. x = 2 s i n ? + sin2^; = 2cos^ + cos2r . 

5.24. x = c o s y = ^ e ^ s m t . 5.25. x = e^^ + 4; y = 

Задача 6. Пользуясь правилом Лопиталя, найти пределы функций: 

1пх ^ У2Х + 1+1 
6.1. а) hm — j = 

д:->-1 ^Jx + 2 + х 

6.2. а) lim 

6.3. а) lim 

1 - COSOJC 

д:->0 1 - c o s p x 

1 - cos X 

6.4. a) lim 
л: - sm X 

6.5. a) lim 
ax -lax e -e 

x->0 ln(l + x) 

6.6. a) lim 
- 2 x ^ - x + 2 

6.7. a) lim 

x ^ - 7 x + 6 

- - 2x 
л:->0 x - s m x 

6.8. a) lim 
л;->0 s m x 

6.9. a) lim 
X->CO 

— arctg 
4 

1 -
V 

. 1 
sin -

X 

6) lim 
x-^Octgx 

6 ) lim X 
X->00 

- 1 

6) lim ( H - 2 a r c t g x ) l n x . 

Ш 

6) lim — ^ ^ . 
ln(l + x) 

6) lim 
l n ( x - l ) 

X - > l + 0 CtgTtX 

6) lim arcsin x • ctg x . 

6) lim ^ ( a > 0 ) . 

100 
6) lim — 

Ш 
6) lim ( r - x ) t g 

2 
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X иХ а —о 
6.10. а) И т 

х ^ О tgx 

- 1 
6.11. а) И т 

х->0 sin 2л 

6.12. а) Urn 

6.13. а) И т 
+ З Х - 1 0 

6.14. а) И т 
х->1 Inx 

6.15. а) И т 
X Sx е —е 

х-^0 s m x 

6.16. а) И т 

• 2 sm X - ^ t g x 

l + cos4x 
4 

^ ч .• t g x - s i n x 
6.17. а) h m — ; 

х-^о x - s i n x 

6.18. а) И т 
. х ^ - 3 x ^ + 2 

x ^ l x ^ - 4 x ^ + 3 

кх 
б) И т (l + x) tg 

2 

1 
2 3 б) И т X е^ . 

б) И т 
х-»оо 

б) И т 

^ I • 

3 ^ - 1 X . 

X->OO X' 

б) И т 
X 

/ 

1000 

+1 
1 

б) И т х^+х. 

1 
б) И т . 

X' 
б) И т 

3 . 1 
—sm— 

б) И т х 2 . 
Х->00 

6.19. а) И т 
ГУУ 

е - c o s (XX 

x ^ O g P ^ - c o s P x ' 
б) И т 

Inx 

.10 

х'" - а " " 
6.20. а) И т 

х-^а х" - а" 
б) И т 

х-^О 

tg^ 
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6.21. а) lim 

„3 
6.22. а) lim - 1 

COSX - 1 

6.23. а) lim 
е^"" + Х - 1 

х->0 sin2jc 

6.24. а) lim 

6.25. а) lim 

1 1 
{tgx х ) 

X -> О Sin д: 

б) Иш -

а 
б) lim X • sin — . 

In i . i 
, XJ 6) lim 

arctg :̂ 

6) l i m ( 7 t - 2 x f 
n 
2 

6) lim (cos2x)-*^ 
A:->0 

Задача 7. Написать формулу Тейлора третьего порядка с остаточ-
ным членом в форме Лагранжа для заданной функции в точке Xq . 

7.1. хе^^, Xq = - 1 . 

7.3. е-*, хо = - 1 . 

7.5. л/х, Xq = 4 . 

7 . 7 . ^ , . 0 ^ 0 . 

7 . 9 . — , Х о = 2 . 

7.15. XQ = ! • 

7.2. ев +е « , х о = 0 . 

7.4. хо - 0 . 

7.6. х̂ ® - З х ^ + 2 , хо =1. 

7.8. XCOSX, Хо = 0 . 

х - 1 

7.13. 1п(5-4х), х о = 0 . 7.14. Х о = 0 . 

7.10. ^ 0 = 0 -

7.12. In(l + Sinx), XQ = 0 . 

7.16. е^'' \ Хо - 0 . 
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7.17 .—i—, 7.18. arcsinx, x o = 0 . 
x + 2 

7.19. InX, x o = l . 7.20. InX, X o = l . 

7.21. X o = 2 . 7.22. ln(x + 5), X o = 0 . 

7.23. s i n p x o = 0 . 7.24. xe^,Xo = 0 . 

7.25. xo=0 . 
3 - 2A-

Задача 8. Исследовать функцию и построить ее график. 
2 у 

8.1. у = 8.2. у = 8.3. у = 
Х^ (1 + х)^ 

8.4. у = 8.5. . 8.6. у = 
х 2 - 1 2(1 + х)2 2х 

4х х^ - 1 г^ 8.1. 8.8. у = - i . 8.9. у^ "" 
4 + х^ х 2 + 1 

8.10.;; = - ^ 8.11. j = . 8.12. 

? + x ' ^ + l уЗ 
8.13. у = 8.14. у = — . 8.15. У = . 

о , . 8.16.;;:= 8.17. 8.18. . 

Х^ хЗ X ^ - l 
8.19. у = . 8.20. у = . 8.21. y = 

8.22. V = J i L . 8.23. у = . 8.24. у = х ^ е " ^ . 

8.25. y = x y l l - x ^ 
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II. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ОДНОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

З а н я т и е 1 

Комплексные числа и действия над ними. 
Простейшие приемы интегрирования 

Аудиторная работа 

1. Выполнить действия: 

1.1. (2 + 3 0 ( 4 ~ 0 + 5 + 4г; 1.3. (2 + 5 0 ^ + ( 3 - 0 ^ 
2 - 3 / 

1 + 2г 3 + 5г 
2. Представить следующие комплексные числа в тригонрметри-

ческой форме записи: 
1 л/З 

2.1. 1 + г; 2 .2 . - / ; 2 . 3 . - - — / ; 2 . 4 . 5 - 4 / . 

3. Выполнить действия: 

3.1. ( 1 - / ) ^ 3.2. (2 + 2 / ) ^ 3.3. 

3.4. Из + 3/ ; 3.5 V7; 3.6. + S i . 

4. Пользуясь таблицей интегралов, свойствами неопределенного 
интеграла и основными правилами интегрирования, найти неопре-
деленные интегралы: 

4.1. | ( л /^ + 2)(л/^-1)й!х:; 4.2. 
JC 

. dx , f 1 + Зл:̂  , 
4.3. f ^ ; 4.4. J — -dx-, 

s i n X C D S ' ' д : + 
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4.5. fsin^-dx; 
2 

4.7. j s inSxcosx i fa ; 

4.6. 

4.8. 

4.10. 

+2x-3 
dx; 

{2х + ЪУ dx-

1 + cos X 
dx. 4.9. fcos4xcos8x(ix:; 

1 - c o s I x 
5. Найти неопределенные интегралы поднесением под знак диф-

ференциала:; 

5.1. J c o s ; c 2 ™ ' & ; 

х^ +Ъх Л-2 

5.5. 
COS JC 

5.7. /хе""-*^ dx-, 

dx 

5 .2 .1 

5.4. 

5.6. [ 

dx 

x(l + 21nx) 

4л: + 4 , 
dx ; 

4 ' 

+ 2 j c 

dx 
О 

(1 + x )arctgx 

5.8. J 
sin^ 2л: 

cos^ 2x 
dx; 

5.9. J 
X In 4x 

5.10. 
Vx^ - 4 x +5 

6. Найти неопределенные интегралы и сделать проверку диффе-
ренцированием: 

• У dx 6.1. 

6.3. 

6.5. 

cos (3x + 7t/6)c/x; 

х^ cos(3x^ +1)</х; 

xdx 

6.2. р 
1 + 9^ 

6.4. JxCS + x ) ' ^ ^ ; 

e^'dx 

V l ^ 
6.6. 

1+e 
Домашнее задание 

7. Найти неопределенные интегралы: 

7.1. j e^^ -^^x ; 7.2. { х л ^ ^ с / х ; 
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7.3. -A){x + 2)dx -

7.5. ^ dx -, 

7.7. J ^^ 

7.9. 

Л'̂  - 4 x + 2 0 ' 

3 x - l 

7.4. J 

7.6. 

7.8. 

coslxdx 

1 + sin^ 2x ' 
dx 

xsjlnlx 
Ax-5 

41 
rdx; 

+ 2x-x' 

A/jc ^ - 4x + 8 ' 
7.10. [cos 3x(ix. 

Ответы. 
1 , b „ 2 лчЗ/2 7 . 1 . + С; 7.2. -(x^ -лу'^ +C; 
4 3 
^ 4 2 V 3 1 

7.3. — + 2x^ -8x+C; 7.4. - a r c t g s i n 2 x + С ; 
4 3 2 ^ 

7.5. + C ; 7.6. 2л1\п2х+C • 7.7. - a r c t g ^ ^ ^ + C: 
3 4 4 

7.8. - 4л/з + 2х - д:̂  - arcsin ^ ^ ^ + С ; 

7.9. Зл/л^ -4JC + 8 - 51n 

„ ^ „ 1 cos 6л: ^ 
7.10. + + C . 

2 12 

•2 + ^(x-2f+4 + C ; 

З а н я т и е 2 

Интегрирование с помощью замены переменой 
в неопределенном интеграле 

Аудиторная работа 

1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1. \x(bx + Af dx-, 1.2. |хл/2х + 3 J x ; 
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ьз . 

1.5. / 

,.7. f 

1.9. f 

l n W 2 + ]n X dx 

dx 

x-Jx -1 ' 
sinxdx 

\/i + 2 cos z 

dx 

, 1 / д ; 

1.11. J - y - d - x ; 

1.13. j 

1.15. 

1.17. J 

COS -7= dx 
л/2 . 

5 

2 - s i n - "" 

(2х + 1)й?х 

Vx + 1 
sin X + X COS X 

X sin X 

ixlnx 

dx; 

1.19. J4 ' ' ' " ^ ( l + lnx)d'x; 

1.4. 

1.6. 

1.8. j 

1.10. 

1.12. 

1.14. 

s in2x 

4 + sin^ X 
xdx 

dx; 

Л - Г 
dx 

' / 2 2 ' xVx - a 

cos(ln x) 
X 

dx 

dx; 

3 ^ + 1 

1.16. I ^ J x ; 

1.18. 

1,20. 

x l n x 
dx 

xVl + x^ 
2x - arccos X 

f i 
dx . 

• X 

2. Найти неопределенные интегралы и сделать проверку диффе-
ренцированием. 

2 .1. 
cos X - X sm X 

x c o s x 
dx; 2.2. x^ dx; 

2.3. J 
Varcctg X 

2.4. 
0 /• 

2x(l + x )arc tgx + x ' 

x^( l + x^ )a rc tgx 
dx. 
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Домашнее задание 

3. Найти неопределенные интегралы. 

3.1. J-

3.3. 

4 + sin^ X ' 
dx^ 

1 +e' 

3.2. 
In л: + 1 

1 + jc In л 
dx; 

3.4. l - ^ ^ d x ; 
1 + 

3.5. 

4 + I n x 

3.7. + 

3.6. J-
dx 

3.8. 
dx 

х л / 1 - 4 1 п ^ 

Ответы 

3.1. In 4 + sin^ X - 1 
+ C ; 3.2. In l + x l n x + C ; 3 . 3 . i n ~ + C ; 

3.4. - - x + 2 V ^ ) - 4 1 n ( V ^ + l) + C ; 
3 2 

3.5. - In 
2 

4 + x^ Inx + C ; 3.6. In2 + C ; 

1 б ' 5 4 ^ ' 

3.8. ^ arcsin(2 In x) + С . 

З а н я т и е 3 

Интегрирование no частям 
в неопределенном интеграле 

Аудиторная работа 

1. Найти неопределенные интегралы. 

1.1. + J x ; 1.2. fVx 1п4хсйс; 
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1.3. \xmctg2xdx-, 1.4. + 1)COS(3JC + I j d z ; 

1.5. cos2xdx\ 1.6. xdx-, 

1.7. IsmOnx)^!^; 1.8. J ^ J j c ; 

(SLXcsin x dx . 9 ^ 
1.9. 1.10. Jx^S^cJ^; 

+ x 
f a r c s i n J x ^ , 

1.11. J — d x ; 1.12. J(3jc + l )cos^4xd 'x; 
л/1 X 

1.13. jx^ln{l + x)dx; 1.14. j^a^ + x^ dx . 

Домашнее задание 

2. Найти неопределенные интегралы. 

2.1. + 2х) cos 2х dx; 2.2. Je^^ sin x dx; 

FXCOSX , F 2.3. J — d x \ 2.4. jarccosxcfcc; 
sin X 

2.5. Je t/x ; 2.6. j x sin X cos X Й![Х . 

Ответы. 

2.1. + 2 x ) s i n 2 x + - ( x + l )cos2x + - s i n 2 x + C ; 

2 1 
2.2. + 2.3. ^ + 

s inx 
+ C ; 

2,4. x a r c c o s x - V l - ^ + C ; 2.5. - 1 ) + C ; 
1 X 

2.6. —sin2x-—cos2x + C . 
8 4 
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З а н я т и е 10 

Интегрирование рациональных функций 

Аудиторная работа 

1 .Записать разложение рациональной дроби на простейшие: 
Ъх-2 . . 4х + 5 

1.1. 

1.3. 
д:̂  + 2 х + 2 

{х^ +х Л-\){х-if 

1.2. 

2. Найти неопределенные интегралы: 

2 .1 . J 
4х^ -X 

2.2. 
2x^+3 

2.3. J ^ ^ dx • 2.4. 

2.5. J 

2.7. 

х^ +Ах 
х'^ ~х + А 

(х + - 3) 

dx 

х'-5x^+6 
dx 

dx', 

dx; 

х(х^ +l)(x^ +4) 

2.6. 1 

2.8. I 

+2x^ + 2 x 
х Ч з 

x ^ - l 
dx; 

x^ + 3 x + l 

2.9. J 
б х " * - 3 0 x 2 + 3 0 

dx; 2.10. 
( x ^ - l ) ( x + 2) 

Домашнее задание 

3. Найти неопределенные интегралы: 

x ' ^ - l 

х + 2 
х - 1 

dx; 

dx 
X 

3.1. 
бх'^ - 2 1 x 2 +ЗХ + 24 

(х^ + х - 2 ) ( х + 1) 
dx; 3.2. 

dx 

х'+х' 
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3.3. J 
x^-6x + 8 

3.5. 
5xdx 

dx; 3.4. J -
9x-9 

dx; 

3.6. 
2x^-Ъх^ - 2 1 x 2 _ 2 6 

dx . 
(x - 5 x + 4 ) 

Ответы. 

3 . 1 . - 1 2 x + l n x - l - 3 I n x + l + 2 1 П Х + 2 + C ; 

3.2.In 
+ 1 

- i . C ; 
X 

3.3.2lnx + 2 - - I n 
2 
1 

x^ - 2x + 4 
1 x - 1 ^ 

л/з V3 

3 .4 . - lnx^ - 4 x + 13 
2 

3 . 5 . - I n x - l +—lnx + 1 - — In 
2 2 2 

X - 2 
- In X +1 + 2 arctg —^— + С; 

x^ + 4 + C; 

З.б.х^ + x + 4 1 n x - l + l n x + 3 - 2 1 n x - 4 +C. 

З а н я т и е 5 

Интегрирование тригонометрических выражений 
и простейших иррациональных функций 

Аудиторная работа 

1. Найти неопределенные интегралы от тригонометрических 
функций: 

1.1. 

1.3. 

sin 5х sin Зх dx ; 

sin^ 2х dx; 

1.5. fsin^ 2xcos^ 2x(ix; 

1.2. Jcos 8x cos Зх cfx ; 

1.4. Jcos^3x(ix; 
г 3 3 1.6. sm 3xcos 3xJx; 
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1.7. Jcos^ xsin'^ д: J x ; 

1.9. IcXg^ xdx-, 

1.11. J ^ 

1.8. Itg^lxdx -

• 2 ' 14- sm X 

1.13. dx 

1.10. 

1.12. 

; 1.14. J 

sin x dx 
4 

COS X 

dx 
l + tgx 

dx 

sin^ ;̂ + 8sinA:cosx + 12cos^ д; 5 + 4sinA: 

2. Найти неопределенные интегралы от иррациональных функций 

2 .1 . 

2.3. J 

dx 
(5 + х)-\1з + х ' 

dx 

2.5. 
х^ + Vr+ д; 

ш 
dx: 

+ х 

2.7. j ^ ]x i l - x^ )dx • , 

2.2. 

2.4. J 

2.6. 

2 .8. 

•1 Ё Н 
X V X +1 

Л 

dx; 

х{4х + 

dx 

-Jlx + l+ Hlx + l ' 
dx 

2.9. j 

Домашнее задание 

3. Найти неопределенные интегралы: 
3.1. 

3.3. 

3.5. 

• 3 8 sm X cos X dx 

cos^ xsinxcb:; 

dx 
Зсозх - 4 s i n x 

3.2. Jsin'^ 3xcos^ 3xi/x; 

3.4. / ^ s i n ^ 2 x c o s ^ 2 x J x ; 

3 ,6. J ^ ; 
16sin x - 8 s i n x c o s x 
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3.7. 

3.9. 

x-Jx + 2 

х{1 + Чх) 
dx-

3.8. I ~====r——=dx; 
(1 + + 

Tin r^ + yfx , 3.10. dx. 

Ответы. 

3.1. ' X - —cos^ x + C ; 
11 9 

1 1 I T СОЧ^ r 3.2. X s inl2x + 3.3, - Г ^ ^ + С ; 
16 192 144 6 

16 36 

3.5, - ~ l n 
t g x / 2 + 3 

+ C; 

V2 

Vx + 2 - л / 2 

Vx + 2 + л/2 

3.6. - I n 
8 

+ C ; 

2 t g x - l 
2 t g x 

+ C ; 

3 . 8 . 3 - 1 + 6^/^+T - 3 ln|l + 

3.9. - + arctg Vx + С ; 
2 

3.10. -x^ ' ' ^ - 6 a r c t g V ^ + C . 
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З а н я т и е 6 

Вычисление определенных интегралов 

Аудиторная работа 

1. Вычислить определенные интегралы: 
9 

1.1. \ljx-\clx\ 
2 

1.3. 
1 

cos In л: , 
1.5. J — dx\ 

л/2 — 

1.7. J -ycos j t - cos X dx; 
-п/2 

dx 
1.9. f p = ; 

q2X + V3X + 1 

• . n . f ^ ; 
o l + v x 
1 

1.13. J 
dx 

QX 

Tt/2 

2 + 4x + 5 ' 

1.15. I dx 
1 + cosx -nil 

nil 
1-17. \ e - c o s x d x \ 

0 

3 7 x - 1 5 1.19. 
2x^ - 2x^ +5x 

dx; 

o4 + ;c' 

1.4. j 
dx 

x{\ + In^ x) 

^ ^ l l x - \ ^ 
1.6. dx 

0 2x + l 

1.8. ( " 7 4 б / л : ; 

1.10. dy; 

1.12. \\nxdx-, 
1 

л 
1.14. | (2x + 1) COS л: d[x; 

0 
71/2 

1-16. I COS x^inlxdx; 
0 

1 
1-18. jarctgxdx', 

0 

1.20. j 
1 

0 l 6 - / 
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Домашнее задание 

2. Вычислить определенные интегралы: 
д / 2 е 

2.1. J x c o s x J x ; 2.2. Jxln xdx-, 
О 1 

^^ \ xdx ^ ^ dx 
2.3. 2.4. J ^ 

Зл/1 + х iXVl + ln^-

^ Их ^ 1 2.5. j- 2.6. xdx-, 
o2x + V3x + l 1 

2.7. J — ^ ; 2.8. J dx-, 
я/4 sin jf - 2 X + 1 

dx . л Л 2.9. j ; 2.10. f 
Q 3 + 2COSX 0 l + 2 s i n 2 x 

Ответы, 

2 . 1 . - - 1 ; 2 . 2 . - ( e ^ - l ) ; 1 3 — - , 2.4.2; 2 . 5 . - I n l l 2 ; 
2 4 3 5 

2.6. 6 - 2 e ; 

2.8.0; 

2.10. 

36 2 2 ' ' ' 4 1 V s ' 
л 

Зл/З ' 

З а н я т и е 7 

Приложения определенных интегралов 

Аудиторная работа 

1. Найти площади криволинейных фигур, ограниченных линиями: 

1.1. J ' = In X, х = е; х = 3̂  = 0; 
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1.2. у = +2х, у = х + 2; 

1.3.у^=2рх; у^ =-(х-р)\р>0; 
Р 

2 2 2 2 3 1.5. X - у =а ; у =—ах; 

-1 , -1 
1.6. x = acos t; >' = as in t; 
\Л. x = 2{t -sin t); >> == 2(1 - cos t), осью Ox; 
1.8. r = a ( l + s in9); 

1.9. г = л/3 8Шф; г = 1 - с о 8 ф (внекардиоиды); 
1.10. г = acos3c(). 
2. Найти длину дуги кривой: 

2Л.у^=4х, 0 < х < 1 ; 
2.2.у = \пх, V 3 < x < V 8 ; 
2.3. >> = In cos л:, 0 < x < 7 i / 4 ; 
2.4. x = a{t-sinO; у = a{\-cost), 0<t<2n; 
2.5. X =R cost; y=Rsmt; 

-1 . 3 
2.6. jc = acos t, >^ = (5(8111 t; 
2.7. r = а(1 + со8ф); 
2 . 8 . r = а ф , 0 < Ф < 2 7 t . 
3. Найти объем тела, полученного вращением около указанной 

оси криволинейной трапеции, ограниченной кривыми: 

Ъ.\.у^=Ах, х = \. Ох; 

Ъ.2.у = хе^, = 3^ = 0; Ох; 

3.3. = Оу; 

3.4. = >̂  = 0, Оу; 
3.5. x = a(t-sint), y = a(l-cost). Ox. 
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Домашнее задание 

4.Найти площади криволинейных фигур, ограниченных линиями: 

4 .1 . ; ; = smx , y = cosx, у~0; 

4.2. у = (х^ у = 0; 

4.3. х = y = 3t-t^; 

4.4. х = y = 
4.5. г = а с о з З ф ; 
4.6. г = а 8 ш 2 ф . 

Найти длину дуги кривой: 

4.7. = 0 < х < 1 / 2 ; 
4.^. х = R(cost+ tsint), y = R{sint-tcost), 0<t<Ti; 
4.9. р = 1/ф; 3 / 4 < ф < 4 / 3 . 

Найти объем тела вращения: 

4.10. х^ - у ^ ' x = a + h (h>0), Ox ; 
4.11. J); ==arcsinjc, 0<JC<1, OX; 
4.12. x = acost, y-as\n2t. Ox. 

Ответы. 

4.1. 2 - л / 2 ; 4.2.4; 4 . 3 , ^ ^ ; 4.4.8/15; 4.5. па 2 

4 . 6 . ^ ; 4 . 7 . 1 n 3 - i ; 4 . 8 . ^ ; 
4 ' 2 ' 2 ' 

2 2 
4 . 1 0 . — ( З а + А ) ; 4.11. 2 ) ; 4Л2. 

3 4 15 
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З а н я т и е 8 

Несобственные интегралы 

Аудиторная работа 

1. Вычислить несобственные интегралы или установить их рас-
ходимость: 

1.1. I хе "" dx; 

dx 

1.2. 
- 0 0 

+00 

dx 
х\пх 

1.3, J 

1.5. f 
dx 

0 л / 4 Т х ' 

1.4. j 
dx 

e 

+00 

^ooX +6jc + 11 - 0 0 

+ 00 

1.7. ( 
dx 

1.6. jxcosxdx; 
0 
0 

2 ' 

2x4-1 

1.8. I 
dx 

1.9. dx; 
2 dx 

1.10. j 

1.11. 

0 sm x 

^ ^ " c o s l / x 
2 

0 
dx-

2 Хл/Ьтис 
2 

1.12. { 
2 x'dx 

44- • x 
2. Исследовать на сходимость интегралы: 

2.2. J — 
1 

dx 
2.1. J - -

1 5x2 + 4 X + 3 

dx 
2.3. \ ~ = ~ — Y -

2 ЫХ + s m x 
2.4. 

^i-cosl/x 

0 ^ 
dx:; 

1 
2.5. 

dx 

0 t g x ~ x 

'^' '^Insinx , 
2.6. } — p ^ i f e . 

0 
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Домашнее задание 

3. Вычислить несобственные интегралы или установить их рас-
ходимость: 

1 

3.3. T f e ; 3.4. fe; 

1 2 
3.5. jxlnxc/x; 3.6. j—- ^ 

0 0 - + 3 
0 i/x 

3.7. ^ ^ x . 

Ответы. 
2 

3.1, Расходится; 3.2, 3 . 3 . - + — ; 3 . 4 , - ; 3.5. ; 
32 2 4 3 4 

2 
3.6, Расходится; 3.7, . 

e 

З а н я т и е 9 

Частные производные и полный дифференциал функций 
нескольких переменных. 

Производные и дифференциалы высших порядков 

Аудиторная работа 

1. Найти частные производные от заданных функций: 

1.1. z = arctg ; 1.2. z = .^x/{ у + 2ху + х ); 
X "h ^ 
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1.3. z = 1.4. z = (x + 2;;)cos^ ^ 

z 
2. Найти полный дифференциал: 

2.1. г = ; 2.2. z = arcsinCx^y); 

2.3. z = 

2.5. M = ln 

2 .4 .z = x ^ ^ 

/ , x + у 
+ 1 2 .6. и = (x^)' 

3. Найти частные производные второго порядка: 

3.1. z = l n ( x 2 3 . 2 . 2 = ^ 

3.3. z = 3.4. Z ^ 
х ^ ч - / 

3.5. z = 3.6.z = — 
2х-Ъу 

4. Найти дифференциалы второго порядка: 

4.1.z = 2x^-4х> ' + 3 у ^ - 2 х + 3; 4.2. z = 
J' 

4.3. 4.4. z = 

4.5. z = l n ( x 2 - 3 ; ^ ) ; 4.6. z = {x-y)^ 

Домашнее задание 

5.1. г = Найти az . 
Х +у 
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^ „ „ & 5z 5.2. z = arctg —. Наити — , — . 
дх ду 

5.3. 2 = In tg— • Найти dz . 
У 

5.4. и = л/х^ + + z^. Найти du . 

Найти 

••у 
5.6. Z = sinixy ) . Найти d z . 

Ответы 

5.2. dz у _ dz X 
Sx x^+y^' Sy x^+y' 

2{dx-^dy) xdx + lydy + zdz 

У 

д z _ In у (In у +1) У д z _ l n x l n y + l 
^•J* л л ^ > — С , 

x'^ дхду xy 

a^Z ^ l n x ( l n x - l ) 

5.6. s\myd^ +'2{cosKy-xysmxy)dxdy-x^ simyd^. 
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З а н я т и е 10 

Производные сложной функции нескольких переменных. 
Производная функции, заданной неявно 

Аудиторная работа 

dz dz 
1. Найти указанные производные: 

1.1. z ^ a r c s i n — = + V^,>' = MV. Найти , 
у ди av 

1.2. Z = , X = sin It, у = cos Найти ^ • 

dz 
1.3. Z^yjlx^ -ху + у^ ,x = 2t^,y = 3t\ Найти 

dt 

\Л. z = tx^ ~y^x + \,x-zxc\.gt,y = \n{l + t^). Найти ~ 
dt 

dz 
1.5. z = x^ \ny,x = 4t^h У = arcsin^. Найти 

dt 

1.6. M = : I n ( j c ^ = J = = Найти ~ 

cosv и dz dz 1.7. z = x''°^y;x = ~;y = uv. Наити — ; ~ 
V du ov 

2. Найти частные производные от неявно заданных функций: 
2 2 2 

2.1. ^ + + = Найти 
Ь^ с^ 

2.2. ~ + zxy + -Ar = i- Найти 
2 

2.3. Z + е^^^ = XcosZ. Найти 

2.4. 1п(х + x̂ yz + _у) = е^ . Найти 

dz dz 
дх' ду 
Э2. dz 

дх' ду. 

dz_ dz 
дх' ду 
dz dz 
а х ' ду 
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, ^^ ^ dz dz 
2.5. z arctg xy + —- = I. Наити — ; — , 

1 + dx dy 
z „ .. dz dz 

2.6. sin(x + 22') + z cos(x + 2^) = e . Найти 

2.7. z^^y + cosz = 0. Найти 

dx dy 
dz dz 
dx' dy 

Домашнее задание 

3. Найти указанные производные: 
2 2 dz dz Ъ.\.г-и V ,и = х- y,v~x + y. Найти — ; — , 

dx dy 
dz 
Yt' 

3.2. z = л sin It, ^ I n Н а й т и 

3.3. z = + = = Найти ^^ 
dt 

1 1 1 dz dz 3.4.x y + y z + z x = l . Найти — ; — , 
dx dy 

ri) 9 9 ^^ ^^ 3.5. ze""-̂  +zxy-' Найти 

3.6. x_y In z + xz In у + jvz In X = 1. Найти 

dx' dy 
dz dz 
dx dy 

Ответы. 

3.1. - = 2UV2 + 2vu 2; — = - 2 u v ^ + 2VM ̂ ; 
dx dy 

^ ^ dz 1 
3.2. (2x cos 2 r+ >>/?); 

3.3. — = (sin - J sin х)2г' + 3(x cos у + cos x)t ^; 
dt 
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dz x^ + 2yz dz 2xy + z^ 
3.4. — = ; — = r ; 

dy y^ + 2zx ox + 2zx 

3.5. 
dz _ yze^^ + zy'^ _ dz xze""^ + 2xyz _ 
dx e"^ +xy^ ' ^y e"^ + xy^ 

ylrLz + z]xiy +yz ! x dz _ x\az + z\nx + xz! у 
' ' dx x\ny +y\nx + xy I z' dy xhxy ^ y\nx +xy I z 

З а н я т и е 11 

Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 
Производная по направлению, градиент 

Аудиторная работа 

1. Написать уравнение касательной плоскости и нормали к по-
верхности в точке M(XQ, YQ,ZQ)\ 

x + l . , 7Г, 
1.1. z = arctg ; М ( 0 ; 1 ; - ) . 

У 4 

1.2. 2х^ +3у^ +2xz^ -zx = l5; M{l;2;l). 

1.3. z = -xy; M ( 3 ; 4 ; - 7 ) . 

1.4. x^ +xyz~6 = 0; M ( l ; 2 ; - 1 ) . 
3 2 2 

1.5. Найти производную функции z = x л-Ъх ул-ху + 3 в 
точке М(1;2) в направлении, идущем от этой точки к точке 
iV(4;5). 

1.6. Найти производную функции z-xy^x'^ в точке 

М(3; 4) в направлении, составляющем с осью Ох угол 60°. 

1.7. Найти производную z = arctg— в точке М(1 / 2; л/зТЯ), 
JC 

2 2 
принадлежащей окружности х Л- у - 2х = О, по направлению 
этой окружности. 
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v2 
1.8. Доказать, что производная функции z = в любой точке 

X 
2 7 

эллипса 2х + у = 1 по направлению нормали к эллипсу равна 
нулю. 

1.9. Найти градиент функции в указанной точке: 

а ) 2 = д/4 + х2 М(2;1); 
6} х^ -xyz = 5; М(1;0;2). 
1.10. Каково направление наибольшего изменения функции 

и = xsinz - у cos Z в начале координат? 
? 2 

1.11. Даны две функции: z = ln(x - 1 ) и 
2 2 

Z = х + у - 2ху . Найти угол между градиентами этих функций в 
точке М(1; 1). Домашнее задание 

2.1. Написать уравнение касательной плоскости и нормали к по-
верхности в точке M(xQ,yQ,ZQ): 

а) z^4 +х^ М(1;0 ;5) : 
б) Z - xlny + ylnx; М(е; е; 2е) : 

в) х^+2у^+3z^ =6- М(1;1;1). 
X 

2.2. Дана функция 2 = arcsin . Найти угол между градиен-
х + у 

тами этой функции в точках M j (1; 1) и М2 (3; 4) . 
2.3. Найти точки, в которых модуль градиента функции 

z = (x^- равен 2. 
2.4. Найти производную функции z = ln(x + >') в точке 0 ; 2 ) , 

принадлежащей параболе у^ = 4 х , по направлению этой парабо-
лы. 
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Ответы ̂  
'2z + x~9 = 0, 

2.1. а) z - 2x - 3 = 0; 

l l = 2 
I 

x-l 

X - e у ~e z -2e 
б) z-2x-2y + 2e = 0; = = 

в) X + + 3z - 6 = 0; ^ ^ ^ , 

2.2. cos a «0,99; a « 8 ° ; 

2.3, Точки на окружности 2.4. л/2 / 3 . 

З а н я т и е 12 

Экстремум функции нескольких переменных. 
Наибольшее и наименьшее значения функции нескольких 
переменных в замкнутой области. Условный экстремум 

Аудиторная работа 

1. Исследовать на экстремум следующие функции: 

1.]. z = -\5x~\2y, 

\.2. Z х'^ + ху + у^ - 2х - у, 

1.3. z = + у'^ - Ъхл-2у, 

1.4. г = Х л / у - j ; + 6x + 3. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
z = f ( x , у) в замкнутой области, ограниченной линиями: 

2.1. z = +4ху~6х + 5; х = 0; >> = 0; х + = 

2.2. z = x^• +2ху -4х + %у, х = 0; у = 0; х = 1; у = 2; 

2.3. z = +3>;2); х^ =4 ; 

2.4. z = x^ - у ^ ; х^ = 4 . 
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3. Исследовать функции на экстремум при заданном условии: 
2 2 3.1. 2 = X + при условии х + у = 5 ; 

1 1 1 1 1 
3.2. 2 = — + при условии —— + 

^ а^ 

3.3. Z = — н— при условии X + у = 2; 
X у 

X - у ~4 2 2 ч 
3.4. Z = = — при условии х + у = 1 . 

4i 

Домашнее задание 

4.1. Исследовать на экстремум: 

а) Z = 2х^ - ху"̂  + Sx^ + у'^; 
2 2 б) Z = X +ху + у -Ъх-бу. 

4.2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции в области: 

а) z = x у{4 - х- УУ, Х = 0, У = о, Х + У ~б; 

б) z^x^- +2xy-4x + Sy; х = 0, у = 0, х = 1, у ==2. 
4.3. Исследовать функцию на условный экстремум: 

2 2 а ) z = x + у -ху + х + у-4 при х + у + 3 = 0; 

б) z = ху при X + 2>' = 1. 

Ответы . 

4.1, а) zjnin = z(0; 0) = О; б) z^^in = z(0; 3) = - 9 ; 

4-2. а) Zh^hm = г(4; 2) = - 6 4 ; 2наиб = ^(2; 1) = 4 ; 

б) 2наим = 2(1; 0) = - 3 ; z^a^e = 2) = 17; 

4.3. а) z^in = z ( - 3 / 2; - 3 / 2) = - 1 9 / 4 ; 

б) = z^ax = z ( l /3 ; 1/3) = 1 / 2 7 . 
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З а н я т и е 10 

Интегрирование дифференциальных уравнений первого порядка 
с разделяющимися переменными и однородных 
дифференциальных уравнений первого порядка 

Аудиторная работа 

1. Решить уравнения: 

1.1. {\-x)dy-ydx = 0-, 1.2. хуу' = \-х^-, 

1.3. + = \А. у'= 
1.5. xdy - ydx = О, у(1) = О; 1.6. у' ^ycosx, >'(0) = 1; 

/ \ 

1.7. >; 'smx = у\пу, у = е; 1.8. у' = (х^-х)(1 + у^); 
\ / 

1.9. / = 4 - 2 ^ = 
л: .2 х ^ - у 

1.11. (y + ^fx^'^^)dx-xdy = 0, у(1)-=0; 

1.12. ху' = х + ^у, у(0)=:0; 

1.13. (y-x)dx-(y + x)dy = 0; 
1.14 ху'= у{1пу-Inx); 

У + 2ху - х 

Домашнее задание 

2. Решить уравнения: 

2.1. y'^ll^^ = 1 + у^; 2.2. ye^''dx-{\ + e^'')dy = 0-, 
2.3. 3;' = cos(x + ;^); 
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2.4. (ху^ + x)dy + {х^у - y)dx = О, у{\) = 1; 

2.5. y'Xgx = y,y 
/ л Я 

ч2у 
= 1; 2.6. / = + 

J' 
2.7. - x)dy + ydx = {), ;;(!) = 1; 

_Z 
2.8. y' = ^ + e y(l)=^0. 

x 
Ответы. 
2.1. arctg у - arcsin x = C; 

2.2. = 

2 . 3 . t g ^ ^ - x = C; 2.4. ^ ) + In 

2.5. >> = sinx; 

2.6. >̂  = ±^ :721n | j c |+C; 

- 1 ; 

2.7. In I j; I = 2 ; 2.8. J = л ln(l + In x) . 

З а н я т и е 14 

Интегрирование линейных дифференциальных уравнений 
и уравнений Бернулли. Уравнения в полных дифференциалах 

Аудиторная работа 

1. Решить дифференциальные уравнения: 

1.1. у' + 2ху = хе "" ; 1.2. + ^ = 
X 

\3.y' + ytgx = ~ , у(0) = 0; 1.4. + = 
cosx X 

1.5. = + у(0) = \ ; + y(\) = l-. 
х 
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\.l. у' = ycigx + ~—; l.S.y' + 4xy = 2xe ^ Jy 
sinx 

1.9. xy'- 4y = x ^ ; 1.10. y' +2xy = 

1.11. = Я 0 ) = 0 ; 1-12. = Я 0 ) = 0; 
1.13. (2x +y)dx + ix + 2y)dy = 0-, 

1.14. e^dx + ixey -2y)dy = 0-

1.15. —dx + {y^ = 
X 

1.16. 2xcos^ ydx + {2y-x^ sm2y)dy = Q-, 

1.17. 2 2 
dx; 

1.18. (Jc^ + \ )dx + {2xy + x + ey)dy = Q\ Я 0 ) = 0 . 

Домашнее задание 

2. Решить дифференциальные уравнения: 

2.1. + = + 2.2. = 
X 

23. у' ^ = у{ё) = ~е^\ 2.4. 4ху' + 3у = -е''х^у^; 
xlnx ' 2 

2.5. + у(0)Л; 2.6. у ' ^ = е^^'у^; 
2 4 

2.7. ye''dx + (у + е"" )dy = О ; 

2.8. е'Чх ~ {хе^У + 2y)dy - О, у{5) = О. 

Ответы. 
1 С^ 1 

2.1, (\ + х^){х + С) = у,2.2. у = -х'^ = Inx; 
о Х^ 2 
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2.4. = (е^ + ; 2 . 5 . у = е -X 1 е^+1 

2.6. у = 
2 8 

1 
; 2.7. = 

2.8. хе ^̂  + = 5 . 

З а н я т и е 15 

Дифференциальные уравнения высших порядков, 
допускающие понижение порядка 

Аудиторная работа 

1. Решить дифференциальные уравнения, допускающие пониже-
ние порядка: 

1.1. у" = 1пх + х; 
1.3. >'" = a r c tgz ; 

1.2. у"' = х4х-, 
1.4. ху"^у'; 

1.5. I x y y ^ i y ' f + 1 ; 1.6. ху" = у'1п У 
X 

1.7. y"tgy = 2 ( y ' f -

1.9. 2yy"-3(y'f =4у^; 

Домашнее задание 

1-8. yy" = i y ' f ; 

1Л0. yy'-yy'lny^iy'f; 

2. Проинтегрировать уравнения: 
2.1. = 2 . 2 . = 

2.3. xy" + ctgy'::^0; 2.4. ху" + у'= -х+ 2; 

2.5. у^у" = 1; 2.6. уу" = УХУ' + 1). 

Ответы, 
2.1. у = -(х + + Cix^ + С2Х + С3; 
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1 I 
Z-S.y = xarccosCiX + — -yJl-Cix +C2', 

Q 

2.4, = 2x - — + Q In X + C2; 2.5. Qy^ -1 = ( Q x + Ca)^: 
4 

2 . 6 . C , Y - L = C 2 E ^ ' \ Y = ^ C I - X . 

З а н я т и е 1 6 

Решение линейных однородных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами. Метод Лагранжа 

Аудиторная работа 

1. Решить дифференциальные уравнения: 
1Л. у" + 4у'^5у^0-, 1.2. у" + 4у'^0; 
1.3. 4у''-4у' + 1 = 0; 1.4. у"-6у'+ 9у = 0; 

1.5. +3у"'+ у" = О; 1.6. - / " = 0; 

1.7. у^^ +5у'' + 4у = 0-, 1.8. +>' = 0; 
1.9. >̂ " + 6;;' + 9 = 0, з/'(0) = Я 0 ) - 1 ; 
1.10. у'-2у" + 2у = 0, >>(0)-0,)^'(0) = 1. 

2. Решить дифференциальные уравнения методом Лагранжа: 

е^ 1 
2Л.у''-у = ; 2.2. + = — 

е^ cos2x 

2.3. 2.4. >̂ " + 3;;' + 2 ) ; ^ ^ 
х^ 1 + е ' 
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2.5. у"-2у' + у = -

Домашнее задание 

3. Решить уравнения: 
3.1. у" + 3у'--4у = 0; 3.2. у"-2у' + у = 0; 

1 
3.5. + 4у' = ; 3.6. j;" + + = 

sin X 

Ответы. 

ЗЛ. у ^ Qe-* + Cje''^^; 3.2. = е^(Cj + Сгх) ; 

3.3, у = е'^^(Cj cos Х + С2 sin х); 

3.4. у = Qe'^^ + + С3 s inx + С4 cosx; 

3.5. y = (Ci - l n | s i n j c | ) c o s 2 x + (C2 - x - ^ c t g x ) s i n 2 A ; ; 

3.6, y = (Ci + C2x)e~-^ + xe"^ In | x |. 

З а н я т и е 17 

Линейные неоднородные дифференциальные 
уравнения с постоянными коэффициентами 

с правой частью специального вида 

Аудиторная работа 

1. Решить дифференциальные уравнения: 

1.1. з;'' + 4>' = 2х^ + З х + 1; 1.2. у" Л-2у' + у ^Ъе'"'; 

1.3. у" -Ау' + + 1.4. у" + З3 ; ' - = Ss inx ; 
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1.5. у" + 6/ + = 1.6. у" + у = 2 + cos2x ; 

1.7. >;" + 3>;' = l + sin3x + 4e^^; 1.8. j;" - 43; = 2 s i n x + cos2x ; 

1.10. y" + 9y'=^3cos3x; у(0) = 0, ^ ' (0) = !. 

Домашнее задание 

2. Решить дифференциальные уравнения: 
2.1. + = 

2.2. - Зз^' + 23; = (34 - \ 2 х ) е ' ' ' ' ; 

2.3. 3 ;"-23; ' + 3; = - 1 2 c o s 2 x - 9 s m 2 x ; у(0) = -2, з/'(0) = 0 ; 

2.4. у"+ 16у = ; 3^(0) = 2, з;'(0) = О; 

2.5. У - 4 3 ; = = у'(0) = - 8 . 

Ответы. 
2.1. y = Ci+ С2е~^ -Зх; 

2.2. у = Q e ^ + Сге^^ + (4 - 2х)е~''; 

2.3. у = - 4хе~^ + 3 sin 2х; 

2.4. 3; = c o s 4 x - s m 4 x + / ' ' ; 2.5. 3; = Зе"̂ "" 

З а н я т и е 18 

Решение систем дифференциальных уравнений. 
Метод исключения 

Аудиторная работа 

1. Решить системы дифференциальных уравнений: 

1.1. 

dx у. 
dt t 
dy у(х + 2у-1)_ 1.2. 

dt tix-\ 

dx 
dt 

dt 

= 2y-5x + e^; 

= X -бу + e -It. 
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1.3. 
xzz' + x^ =0; 

1.5. К = ^ + 
1У = х-У; 

1.7. 
х' = 2х + у; 

у' = 3х + 4у; 

1.4. 

1.6. 

1.8. 

= х(0) = 0; 
у' = -х + 1, у(0) = 1,5; 

х' = 2х + у + cost, 

y'--x + 2smt; 

У 

X 

Домашнее задание 

2. Решить системы дифференциальных уравнений: 

2 . 1 . 

2.3. 

У Z 
1 

у-х 

х = 3х - 2у, х(0) = 1; 
\у=^Ах + 1у, >;(0) = 0; 

2.2. < 

2.4. 

X •=-

X 
У' = -

У 
х = х~ 4_у; 

у = х-Ъу. 

Ответы. 

2.2. = - С з е " ^ ' ; 

2.3. X = е^' (cos 2t - sin 2t), y = 2e^^ sin 2t; 

2.4. x = (2Ci^ + 2C2 + l ) e ~ \ y = {C^t + C2)e^'. 

Т и п о в о й р а с ч е т № 3 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ И ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛЫ 

В заданиях: 
№1-№6 найти неопределенные интегралы; 
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№7 - вычислить определенный интеграл; 
№8 - вычислить несобственный интеграл или доказать его расхо-

димость. 

Ч 
xdx 

2х + \' 

Вариант 1 

2. {{2x-l)mi^ xdx-, 

. Т О 
4. sin 2д:cos 1х dx\ 5. 

х^ + 3 

7. 
'e^^dx +00 

oVe'^ + l 

- 8 

xdx 

3 . [ 

dx", 6. 

xdx 
2 + Vx + 4 

arctg 2x 

1 + 4;C2 

n 4 + x^ 
9. Вычислить площадь трапеции, ограниченной линиями 

р = асо8ф, р = 2 а с о 8 ф . 
2 2 2 

10. Найти длину полукубической параболы у = — ( х - 1 ) , за-

ключенной внутри параболы У^ 

1. J x ^ e ^ dx-. 

4. f s in^ — xdx; 

Вариант 2 

. 2 
^ f^/—, , ^ fSm x + x s i n 2 x , 
2. Jvx lnxf lx ; 3. J — — - d x ; 

x s i n ^ X 

7. 

2 

dx 

5. 
2x + 3 

с л/4 + I n 
8. 

X 

xCx'̂  + 2 x - 3 ) 

dx 

-dx; 6. 
Vx + 1 

dx; 

0 ix-iy 
9. Найти площадь криволинейной трапеции, ограниченной ли-

ниями >̂  = х^,_у = 2 - х . 
10. Найти длину кардиоиды р = 2(1 - sin (р). 
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ч 

4. 

sinxdx 

4 + cos^ x' 

dx 

Вариант 23 

2. coslxdx-, 

cosx + 3s inx' 
{x^ +\)dx_ 

x^+Ax^ ' 

3. sin xcosxfiJx; 

•yfxdx 
6. 

V ^ + i ' 

7. 
+00 

dy. 
1 

8. jxe^"" dx. 
0 

9. Найти площадь криволинейной трапеции, ограниченной лини-
ей р = а{\ - со8ф). 

10. Найти объем тела, полученного вращением криволинейной 
трапеции, ограниченной линиями у = ^ х ^ , у - 2 - х , >" = 0, вокруг 
оси Ох . 

Ч 
x^dx 

9-х 3 ' 

4. 

Вариант 4 

2. dixcxglxdx-, 

x^dx 
5. 

{х^ + А) 

3. 

6. 

dx 
J ' 1 + sin X 

xdx 

л[х +A 
я/4 

7. з т л : 
dx-

О COS X 
8.1-

1 xln X 
9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

ху = 6, хл- у =•!. 
10. Найти периметр фигуры, ограниченной линиями 

Ч -
dx 

sm x л / l " ctgx 

Вариант 5 

2. 3. J- dx 

arccos X V i ^ 
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^ r6s inx + cosx , ^ .x^dx г х + 1 , 4. j dx; 5. — ; 6. dx, 
l + cosx x^+\ ^x^ +2 

7. f —dx- 8. 
1 ^ 0 + 

9. Найти длину дуги кривой >> = е* - 1 от точки (0; 0) до точки 

10. Найти объем тела, полученного вращением фигуры, ограни-

ченной линиями у у = О, X = 2, вокруг оси Оу . 

Вариант 6 

, . c o s ^ x d x - f 2 t g x + 3 
1. J- ; 2. Jxarccos2xd:x;; 3. J—у—^ ^ a x ; 

sm x ^ X ' sin X + 2 cos X 

. r • о с ( X ^ + ^ X - I , ^ f л/2х + Ых 
4. f x s m ( l - 3 x Wx; 5. dx; 6 .1 —̂ 

n/3 dx 
1. J s i n xdx\ 8. J — . 

0 0 ^ +1 
9. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой 

x = ;; = l + c o s r , 0<Г<7Г. 
10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу 

криволинейной трапеции, ограниченной линиями ху = \, х = 3, 
3̂  = 3. 

Вариант № 7 

1. f i ^ ^ J x ; 2. \ ^ d x - , 3. f x ^ V T ^ J x ; 
c o s X COS X 

. dx . r x ^ + 3 x + l , , r V x + 1 
4 .1 - ; 5. J—r dx\ 6. - = = — — a x ; 

J c o s x - 3 s i n x x 4 2 x 2 - 3 x 
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I Хл1\ПХ I l + x^ 
9. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией 

р = 2 cos Зф. 

10. Вычислить длину кривой X = cos^ t, у = sin^ t . 

1 - f 

4. 

6. 

x^dx 

4 Г 7 ' ' 

dx 
5 + 2 sin д: + 3 cos x ' 

Вариант 8 

2. \\n{\ + x'^)djc-, 

5 - 1 

3. 

-dx', 

V^ dx 

-1 , n ^ , ^ I dx -dx ; 7. dx- 8. j 
V 7 + T ( ^ / x + T +1) ' i ' 0 л / 9 - л ^ 

9. Вычислить длину кривой у = \ ш отточки (1;0) до точки (е;1) . 
10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох 

фигуры, ограниченной линией х = cos t, = 3 sin Q<t<Ti/2. 

1. 

Вариант 9 

4x 2. (2x - \)e dx; 

4. Jsin"^ 2xcos^ 2xdx-, 5. 4 - З д ; 
dx\ 

3 - J 

6. 

x^dx 

10 + Jc 
dx 

1 ' 

x ^ x + 2 ' 

7. 

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линией р = 2 a s i n 9 . 
10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу 

фигуры, ограниченной линиями у^ - х, х = 4. 
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Вариант 23 

о e^ '+l 
9. Найти длину кривой р = 4s in9. 
10. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

X = 4cos/ , у = 3 s i n t 

Вариант 11 

1. + 2.l(x^+l)lnxdx; 
sin x 

4 f _ — 5. [— dx; 6. J — 

nil . 2 y^^y 
7. j 8. ^ "" 

0 / 1 6 - И ' 

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

х^ ^\6х-Ay, jc = 4 + 3; . 
10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох 

2 2 2 
фигуры, ограниченной линиями л - у -а , х = 2а . 

Вариант 12 
, fCOS^Jx , - Лпх , о г 3 л 
1. j — - ^ d x \ 2. J — й б с ; 3. jx е dx\ 

Гх 

4. 

X 

2х + 9 , ^ г ^ d x 
4. Jtg Зхй^х; 5. J - - dx; 6. f- ; 
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7 f x ^ 7. J dx-, 8. I 

9. Найти длину кривой у = In cos x от точки (0; 0) до точки 

,Т1 , V2. 

10. Найти площадь фигуры, ограниченной одним витком 
р = 2ф . 

Вариант 13 

1. jtgSxdx; 2. j(4x -1)cos^ Ixdx; 3. dx ; 

.f dx , 3 x + 4 , ^ .4xdx 4. J ^ ^ ; 5. J ^ ^ ^ . 6. J ^ ; 
5sin x - 3 c o s Ж X + 5 x -6JC l - ^ x 

^ 2 
1. j x 4 \ + x^dx; 8.j 

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями у = х + 5, 

=4-х. 

10. Найти длину кривой x = cos y = e*sint ( 0 < ^ < 1 ) . 

Вариант 14 
dx ~ г, 2 

1 . 2 . l l n ^ 2 x d x ; 3./е"" c o s e V x ; 
xslx^ + 1 

4. ctg 5 . / — dx-, 6. j 1 dx; 
X ^ - X ^X + L - V x + l 

j l + Vx 1 
9. Найти площадь фигуры, ограниченной линией р = 4 8 т 2 ф . 
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10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу 

фигуры, ограниченной линиями =9 —х, х = 0. 

Вариант 15 

1. j c o s x V T - svaxdx ; 2. 
sin^ 2x 

dx 
2 + cosx 

5. 
2x-\ 

dx; 6. 

3. dx; 

dx; 
л / ^ - 1 

л/3 +00 s i l l - у 
-dx. 7. J s inxcos xdx-, 8. 

0 1 ^ ^ 

9. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
, 2 1 

. 2 ' 1 + 2 
10. Найти длину кривой х = 2(cos f +? sin , 

у = 2(smf - гcosO, О < Г < Tt. 

Вариант 16 

1 - 1 
VI - 2 In X , - г . 2 J o f dx ; 2.\e sin xdx\ 3. J ^ 

2x + 3 

X 

4. Jsin^ 2xcos'* 2xrfx; 5. 

7l/3 

+ 4 x - l 
J x ; 6. 

x ^ + X + 2 

-Jx +1Гх 

-dx; 

X + Tx 
dx; 

7. tg xdx; 
л/6 

2 , „ f xc/x 8. 
+1 X - 1 

2 3 9. Найти длину кривой у = (х - 1 ) от точки (1; 0) до точки 

10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу 

фигуры, ограниченной линиями = у - О . 
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Вариант 17 

cos Зх 

^ f sinlxdx ..x^+x^+l , ^ f л/х-^'л , 
4. j. — ; 5 — dx; 6. — d x ; 

7. J s m ^ l x d x -
0 1Д: - 1 

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
у'^ =-9х, у=Ъх. 

10. Вычислить длину кривой x=5co^t, y=5s\T£-t (0<? <7t/2) . 

Вариант 18 

1 . 1 ^==dx; 2. {х arctgZxrfx; 3. Jsin2х cos^ xdx; 
h x ^ - х + З 

4. ; 5. ^ / т Ф ^ " ^ ' 

0 3 + 5COSX o ^ 2 - 4 x 
9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
= >> = 1, ;; = 4 , х = 0. 
10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг осиОу 

фигуры, ограниченной линиями >' = 2х,> ' = х , х = 3. 

Вариант 19 

1 - J — 2 . \ — ~ d x - , 3. J - — ; 
sm X 2 x ^ + 1 
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7 t / 4 + 0 0 2 

7. J sin^ xdx ; \ x dx. 
0 1 

9. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох 
фигуры, ограниченной линиями = sin х , у = 0 (0<х <п). 

10. Найти длину кривой д: = 8sin? + 6cos^, j = 6 s i n f - 8 c o s ? 
(0<t<n/2). 

Вариант 20 

, f^tgSA: dx r. e 2 3 x , Ax + \ , 1. — - — ; 2.\x e dx\ 3. —c/x; , ^ . J л VbJV , J 
COS Ъх x + 2 

. r dx . r x^+x-1 , s.l— dx; 
sin A: + 6s inA:cosx-16cos X X -2x +x 

x-Jx-i Я / 2 4 + C O S ^ X О S I N ^ X 

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линией р = 3 cos ф. 

10. Найти длину кривой = точки (0;1) до точки 

Вариант 21 

2х + 3 
1.J , =dx-, 2. Jarccos2xc?x; 3. J2 ' ' tg2' 'Jx; 

i x ' ^ + 3 x + 5 
, f 2 - s i n x + 3cosx , ^ . 4 x ^ + 3 8 
4. ^ dx-, 5. dx-, 

1 + cosx (x + l ) ( x 2 - 4 x + 13) 

^ J ^dx ^ xdx 8 7 — 

+ " 0 с о з ^ З х ' ' .2 ^ I n x ' 

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линией р = 4со83ф. 
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10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу 
•у 

фигуры, ограниченной линиями у = х , у = 2- х,х = 0(х>0). 

t-l -dx; 

4. jctg^Sxc/jc; 5. [ 

Вариант 22 

2. j(2x + Sjl"" dx; 

6xdx 

3 J 

6. J 

4 x - l 

x'^ + 2 x + 2 

l + ^ j T f S ' 

dx; 

n/9 
7. J c tgSxdx; 

7C/12 
8. J arcsm д: 

dx. 
0 M l - x -

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линией 
X = 4 c o s f , у = 9sm^. 

10. Найти длину кривой р = 4(1 - sin ф). 

Вариант 23 

1. jsin sin^ х dx; 

х - 1 
3. 

5. 

v ; 3 - 6 х + 

З х - 1 

+13x2 + 3 6 

7. J cos 4хс/х; 
я/16 

-dx; 

ч/х; 

2. Jlog2(3x~l)c&; 
dx 

2s inx + 3cosx + 3 

ЗГ 2 •vr , гх + л/х+ух^ , 
6. J — - - — d x ; 

8. 

x(l + 
2 xi/x 

9. Найти длину кривой = In sin x (— < x < —). 
6 3 

10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох 
фигуры, ограниченной линиями х>' = 4 ,> ' = х , х = 1. 
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Вариант 23 

, fSinX , 
1. I dx) J cosjc ' 

^ fxarctgx , - f 3x~4 
2. , ax-, 3. — 

dx 
5. 

x^dx 

x^ +6x + U 

•yfxdx 

dx; 

x"^ +5x^+4 
; 6. 

2 + ^ ' 
I 2 
4sm x + 8 s i n x c o s x 

ell +00 
7. \\n2xdx-, 8. Ixe '^'dx. 

\ 0 
9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями ху = 9, 

у = х, х = 5. 
10. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу 

2 
фигуры, ограниченной линиями у =х, х = 4. 

Вариант 25 

l + x 

rx^ +2x + 3 4. jctg^ 4xdx; 5. l^-^^^^dx; 6. J 

л/х^ +4x + 5 

•Jxdx 

x ^ - 1 6 4x 
л/3 

7. W 4-x'^dx-, 
1 

8 - J 
0 

arcsin x 

U - . 
dx. 

'J 

9. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями у = х , 

у = 4-3х^. 
10. Найти длину кривой р = 5 (1 + cos ф). 
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Т и п о в о й р а с ч е т № 4 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В заданиях: 
№1-№8, №10, №11 найти общее решение дифференциальных 

уравнений. Если даны начальные условия, то решить задачу Коши; 
№9 решить методом Лагранжа; 
№12 - решить систему дифференциальных уравнений. 

Вариант 1 

1. j^'sinx = ; 

+1)у' + 4ху = 3; 

X 

У У 2. ху cos — = з^соз X ; 
JC 

X 

6.2yy" = 3(y'f+4y^; 

7. = ^ ( 1 + I n ^ ) , {>;(1) з_ у . ^ 2 / " + = О; 

9.у" + у = 
Vcos2x ' 

11. у" + 2;;' + 2>; = 1 + 4s inx ; 12. " ^^ + х' = 3х + у, 
у' = х + 3у. 

Вариант 2 

1.>'' = (2>' + I ) t g x ; 

3. х^у' + ху + 1 = 0; 

2.ху' = у(1пу-1пх); 

4.2ху' + 2у = ху^ ; 

5. + + = в.еУ{у"+ { y ' f ) = 2-
\ У / 
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Вариант 5 

fx = 4x + y-36t, 
'\у = у-2х- 2e'. 

X X у 

3 . j v ' c t g j t = 2 c o s xctgA;; 4.xy' + y = y Inx; 

7. x(y" -x) = y', y(l) = yXl) = 1; 8. y^^ - = 0 ; 

9.y" + y=tgx ; 10. y" + 6y' + I3y = Зе^"" s i n x ; 

n.y"-2y' + y = 2e'' +Х-1- 12. < 
x:=2x + 3y + 5t, 
у = Ъх + 2у + . 

Вариант 6 

l . y V l - x ^ - c o s ^ 7 = 0 ; 2.4xydy = {x^ ~y^)dx; 

S.y'-Sx^y-x^e""' =0; 4. y'-9x^у = (х^ + ; 

5. 
xdy 

2 
у 

1 2 л; 
1 dx ; 6. у" = у' + X ; 

7 . - 1 , >^(0,5) = у'(0,5) = 1; 8. у^^ +8у"-9у = О ; 

9.у''-у = 
Лх 

12 {-^^^л-Зз^ + зт^, 
'ly = 2x-y + 2cost. 

l l . > ' " - 4 j ; ' = 2 x - 3 + cos3x; 

Вариант 7 

\.{l + e^y)xdx = e^4y, 

- \)у' -ху = х^ -Х-, 

2. ху' = у + у1п— ; 
X 

4. лу' + = ху^ ; 
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9.у" + 4У + 4 у ^ - ^ ; 10. у" + у'= х^ + I; 
X 

+ = 12. { j : ^ + 1' 

Вариант 3 

!•>'' = - — 2 . y d y = {2y-x)dx-, З.ху' + у + хе ^ = 0 ; 
ту 

6. {\Оху -%y + \)dx + -Sx + 3)dy = О; 

9.у''-4у' + 5у = ; + + = 3cos2x ; 
COSX 

х = 2х- 4у, 
у ^ X -Зу + . 

и.у"+ 4у'+ 5у = 2х + 3 + хе''; 12. 

Вариант 4 

+ е^} cos у dy = О; 
^ d x _ d y 

ху-х 2у - ху 

З.у' = 2х(х^+у); 4.у' + 2ху = 2х^у^; 

5. (2х^ - xy^)dx + (2у^ - x^y)dy = О; = {у')е^ ; 

9. у'' + 2у' + у = Зе-"" ; 10. + 9;; = 4cos3;с; 
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9 . / + 43; = c t g 2 x ; 10. >'" + >'' = 3cosx ; 

Вариант 10 

1. ilxy'^ + x)dx + (Зу - x'^y)dy = О ; 
l.{x-y)dx + {x-^-y)dy = Q-, 

X + 1 X - 1 
1 0 9 

^ J^y" ^ у" + ± = 0-, 6.2xcos'^ ydx + {2y-x sin2y)dy = 0; 
X 

l.y" = 2yy', = = 8 .У ' ' - 8> ; = 0 ; 

9_ у" + 4y = _ J L _ ; 10. y" + 4y' + 29y + ; 
cos2x 

Вариант 11 

-yfx)dy + ydx = 0; 2. xy'- у = xtg^ 

Ъ.ху'+ A.y'-y + y^co^x = Q\ 
f 2 

5.2xydy + ix^+y^+2x)dx = 0-, 6. + ^ ^ - 0 ; 

7.y"-2ctgxy' = sm^ X, y{TilA)^0, = 

8 . 4 / ^ + 4 У " + У' = 0 ; 9 . / + ;; = — ; 

10. -12; ; ' + Ъву = 32cos2x ; 
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l . x f ^ y ' , yil) = y'{l) = 2 ; s.y^^ + 2y"' + 2y" = 0 ; 

9. y" + 4y = 2tgx; 10. y" - 4y' + 4y = Зе^^ ; 

11. j ; ' ' - 6 y + 133; = 4 s i n 2 A : - c o s x ; 12. z 

Вариант 8 

1. (x + 2xy) dx + (\ + x^)dy = 0 ; 2.ydx = (2y[^-x)dy ; 

+ = ; 4. xy'- у = y^ ; 

5. — -Ardy = 0-, e.2yy" + y^={y'f-
У y^ 

g . j ' ^^ + 8 / + 16;; = 0 ; 

9 . y " I 0 . y ' ' + l0y' + 26y=^{3x-l)e'' ; 
e-* +1 

Вариант 9 

1. (1 + )t/x - (2>/+ V l ^ V )(1 + = 0 ; 

2. - Зх;; + 3 x V = 0 ; 3. + ^ = 2 Inx + 1 ; 
X 

cos X 

+y + smy)dx + (e^ +x + cosy-x)dy = 0; 
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Вариант 23 

\.2ey{l + x^)dy-x{ey +\)dx = Q\ 

2. xdy - ydx - + y^' dx ; 

X 

x^- 0 
5.(y + x Iny)dx + (— + X + l)dy = 0; 6. 2xy'y" = (уТ +1; 

7 . = , y(0) = 0, у'(0) = 1; S. y^^ + Ay'" - 5y" = 0 ; 

9. y" + y = tg^ x; 10. 4j '" + 9 > ; - 5 c o s 3 x ; 

^^ | i = 2x + >' + 2e ' , 
• [ j = X + 2^ - Зе'^'; 

12. у" + Si'' + \ly = 2x^ + 3x +1 + . 

Вариант IS 

2 2 
l .x]nx>' ' = ; ; ; 2. j ' ^ ; 3.;^' ^ = l + x ; 

1 - x ^ 

4.xy'-4y~2x^^ = 0; 5.y" ^ = x ( x - l ) ; 
x - 1 

2 3 6. (3x у + sinx)dx + (x - cosy)dy ~ 0; 

7.y" + 2yiyf=0,yi0) = 2,y'(0)=^-, 

8.y"'-6y" + Uy'-%y^0; 

e"" +2 
9.y''-3y' + 2y = -

e-̂  +1 
л 

+ = + 3 c o s 4 x ; 12. 
X = 2x -> ; , 
y = x + 2e'. 
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п.у''-2у+2у=зх+(4х - . 12.1 j : ^ 

Вариант 12 

X 

= 4 . / = 3;ctgx + - ^ ; 
х +1 sm л 

S.lyy'^y"-, 6.{х^ -Зху^ +2)dx-i3x^ у-y^)dy = О; 

-5у" + 4у = 0; 

5.y"(x^+l) = 2xy', у'(0) = 3; 

9.у" + 2у' + у = ; 10.у'' + у' = хе^'' ; 
X 

ll.y" + 3y' + 10y = sinЗх -cosx; 12. | j I 

Вариант 13 

l.y^ +у'х^ =0; 2. = 
X 

V 3. + J = COSX ; 4.у'~~ = — ; 
X у 

5.2(y'f=y''(y-l); 

6.(х^ + у)с1х + (2ху + х + еУ)с1у-:^0; 
l.y-x + y'^lnx, у(1) = 1, / ( 1 ) = 2 ; 
8.у'" + 3у" + 3у' + у = 0; 

9.у''-2у' + у= 10.у" + 6у' + 9у = 2х^ -I-
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1 1 . + + = + C O S X ; 1 2 . ^ 
= 4;; - Зх + е"^'. 



5.(\ny-x)dx + { y)dy = Q- + ; 

-Ъу'" + Ъу" = 

9.y" + y=^cigx- \0.у''~\6у = Ъхе'^'' 

l l . j ; " + 5>'' = 4x + 3 + cos2x; ' = -JC +cos 3?. 

Вариант 19 

У 2.{xy'-y)arctg~ = x; З.ху'+ у = ; 

6. sin2x 
+ X 

. У у 
dx + У--

sin^ д; 
dy = 0; 

1 9.y" + y = 
cos^ л 

\0.y'' + 5y'-6y = {2x + 3)e'' ; 

n.y"-Ay' = {3x + \f +5xe'' ; Л2 \x = -y + t - \ . 

Вариант 20 

Ъ.х'^У + 2xy-\ = Q-, 

5. 1 + У 
X X 

X 

6. y ' = 2 ( / - l ) c t g x ; 
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Вариант 16 

+ = 1. х^ + ху ^ у^ х^ у' 

jt 

5. х^' sinydx + {l + ^c.osy)dy = 0-, 6. у" + Ау' = 2х^ ; 

7.у'' = 2 - у , у(0) = 2, у'(0) = 2; +у" = 0; 

9.у" + 4у = — 1 0 . ; / " Г + 9 > ; = ЗСО83Д: ; 

П.у"-у' = 4х + 3 + 4е^' ; 12. ^ + 

Вариант 17 

= ; 2.(х^ + ху)у' = х^р^^ + ху + у^ ; 

3 . y t g x - ; ; = l ; 4.ху'+ у = л/х ; 

5.e''dy + iye''-2x)dx = 0; 6.x^-y" = (y'f ; 

= У(0) = 1, У'(0) = 0; + 2у'" + у" = 0; 
У 

X 

9. у"-2у' + у = ~~; 10. у" + 2у' + 5у = Зхе^ ' ; 
л 

\\.у" + 4у' + 4у = Ъх + 1 + 5совЪх\ 12. х = 2х-у, 
у^у-2х + т. 

Вариант 18 

X 

^ -six 
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Вариант 23 

l.(\ + x)y' = xy; l.x^y' = y(x + y)• 

3.(l-x)iy'+y)=e-' • 4 . ^ = y' + y, 
У 

S y d x - ^ ^ d y = Q-, 6.{x + \)y" + x{y'f =y'-
x^ ^ 

l.y^^ ^I3y" + 36y = 0-, 

+ у{2) = \, yX2) = 2-, 

9. y" + 6y' + 9y = Ae''{cosx-sinx); 
-2x 

10.y" + 4y' + 4y = 
x' 

n. y" + 4y' ---x^ +2x-3 + 5e^'' ; 12. 

Вариант 24 

X 
z' = у + z. 

2. + + y^)dx + (4у^ + Зху + x^)dy = 0; 

3. у'+ ycosx - sinxcosx ; 4. y'-3y = x^fy 

1 
/ л / 2 

5. 
, 2 x 

' V 
dx + 

/ / 
в.у"{\л-\пх) + ^ = 2 + \пх-

X 

9. у" + 2y' + y=e '''\nx\ 10. 2y" + 9y' = 4sm3x + cos3x ; 
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l.y^^ + 2y'" = 0 ; 8. + ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ . 

10. y" - y' -2y = x c o s x - s i n x ; 

y = x~2y~3e 

Вариант 21 

l.{y~2)dx + x'^dy = 0- = ^ + 
J ^ 

3. xy' - у = x^e"^ ; 4. xy' + + x V ^ e ^ = 0 ; 

5. (5x + xy^)dx + {Ay + x'^y)dy = 0 ; 6. = 2y ; 

1 + e^ 

l l . y " + 4>' = l + 6 c o s 3 x ; 12. 

Вариант 22 

x = y-5cost, 
y = 2x + y. 

I.^3 +y^ dx-ydy = x^ydy; 2. ydy = {2y - x)dx \ 

X + 1 ^ 

5. x(y" -x) = y'; 6. (3xs iny + l)aLT + cosy + l)dy = 0 ; 

T^ylV 8.3y'y" = y + ( y ' ) 3 + l , y (0)= . -2 , y'(0) = 0; 

9 . / ' + 9y = 3 t g 3 x ; 1 0 . ^ + 4 / = (x +1)2 ; 

I I . y " - 3 y ' + 4y = cos3x + 12e2^ . 12. И = ^ + 
[j> = x + r . 
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Вариант 25 

у\ 
- о Х У -е х\ 

3. y'-ytgx = 
COS л 

4. у' - ху = ~у^е 

5. (3x^y~~)dx + (cosy + x^)dy - О; 6. у (у" + 1) = {y'f • 
х 

1.у"хЫх = 2у', у{е) = \, у'{е) = 2- Ъ. у'^-ISy"-\6у = Q • 

9. у" - 4у' + 4у = 
Лх 

4 + X 2 ' 10. 4у"-4у' + у^4х^ +5х-. 

U.y"-8y' + 20y = 4sin2x + xe^''; 12. 
3t х^~у + е , 
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