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НЕЛИНЕЙНЫЙ РАСПАД ТОНКОГО СЛОЯ 
МАГНИТНОЙ ЖИДКОСТИ

Настоящая работа является продолжением исследований устойчи
вости свободной поверхности тонких слоев магнитной жидкости во 
внешнем магнитном поле в приближении «мелкой воды» [1, 2] и по
священа разработке аналитического подхода к изучению динамики 
развития неустойчивости и формы свободной поверхности.

В работе получено нелинейное уравнение для определения формы 
свободной поверхности, на основе анализа которого сделаны выводы 
о возможности существования гистерезиса формы свободной поверх
ности, образования сателлитов и распада тонких слоев магнитной жид
кости.

Задача считается двухмерной. Для цилиндрического слоя, покры
вающего проводник с током [3], это соответствует рассмотрению осе
симметричных возмущений, для плоского слоя [4] — развитию не
устойчивости в виде валов с осью, параллельной тангенциальной ком
поненте магнитного поля.

Пренебрегая вязкостью магнитной жидкости, из уравнения нераз
рывности и граничного условия на твердой поверхности для потен
циала скорости ср

(?Ф
дх^ дг^ ’ dz Z =  —  \

= 0

в рамках приближения «мелкой воды» можно получить выражение [1] 

ф ( х ,  Z, t) = f { x ,  t) — {z~l2 +  z)d^fjdx'^,

где X, z — координаты соответственно вдоль и поперек свободной по
верхности. Неизвестные функции f (x , t )  и отклонение формы свобод
ной поверхности от иевозмущенной c,(x,t) можно получить из гранич
ных условий на свободной поверхности z =  'g{x,t)'.

d ę  (?ф
J _ + v < p V | = ^

(Зф
w

+  F{t,  | , . . . ) = 0 .

Второе уравнение представляет собой граничное условие для давле
ния. Функция F зависит от распределения магнитного поля, коэффи
циента поверхностного натяжения и т. п. Пренебрегая нелинейными 
слагаемыми, в которые входят производные f и g, получаем систему 
уравнений

d^f df
-- ' ‘ - + F { t , l , . . . ) = 0 ,dt дх^ dt

откуда, исключив f {x , t )  и выделив линейную и нелинейную по g части/•', 
можно прийти к следующему уравнению для ^{х, t)\

=  0, (1)

где Ф л (| ,...)  и Фн(Е,. . . )  — соответственно линейная и нелинейная 
функции g и ее производных по х.
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Поскольку длина волны считается большой, в нелинейной части (1) 
можно положить Фн — Л^ ,̂ где А — некоторая постоянная, определяе
мая геометрией системы и распределением магнитного поля в ней. 
В случае, например, плоской двухслойной системы из магнитной и не
магнитной жидкостей (толщины hi и /12, плотности рі и рг соответ
ственно), расположенной горизонтально и ограниченной стенками с 
бесконечной магнитной проницаемостью, выражение для А имеет 
вид [1]

А =
3 р,ор^(р,— l)Mo^/zi
2 (pi —X,2)g'(/ll +  pA2)"

Для каждой конкретной задачи А можно найти, определив решение 
уравнений магнитного поля и подставив его в граничные условия на 
свободной поверхности.

Среди возможных возмущений свободной поверхности будем рас
сматривать только периодические по х и искать решение (1) в виде 
ряда

I (х, /) =  ^^fn{t)COS knx, (2)
n = I

где к'=2лІА — волновое число, fn{t) — амплитуда п-й моды.
Подставив (2) в (1), после несложных преобразований получим 

систему уравнений для определения fn{t):

^ ^  + (H^(nk)fn + Ak^n V ,  mfm(fm+n-f\m-n\) = 0 ,
a r (3)

m— I

где co(^) — частота, которая может быть определена из линейного 
дисперсионного уравнения, т. е. из линеаризованного уравнения (1), 
в котором полагают | e*“*cos йх.

При возрастании напряженности магнитного поля до критического 
значения при кцрфО неустойчивой становится только первая мода. Так 
как неустойчивая мода подчиняет себе устойчивые, то, ограничиваясь 
рассмотрением только /і и [г, из (3) получаем нелинейное уравнение 
для определения fi:

d f
+  (a^(k)fi

2АЧ^
(х>Ц2к) (4)

Если начальная амплитуда возмущений мала ( f i (0) =е<С  1), то в те
чение небольшого промежутка времени можно считать, что f i «  
ж еехр(О ^). Тогда из (4) получаем выражение для Q:

2A^k^ 
0)2 (2й) (5)

Порог неустойчивости определяется критическими значениями опи
сывающих задачу параметров k̂ p, 5кр (S — критерий устойчивости 
поверхности), которые могут быть получены из линейной теории. При 
к =  кщ, и е > 0  из (5) и о)2(йкр)=0 следует, что Q 2>0, т. е. при крити
ческом значении поля амплитуда сколь угодно малого возмущения 
возрастает. При 5 < 5 к р  из линейной теории следует устойчивость не
возмущенной поверхности. Нелинейная теория позволяет рассмотреть 
вопрос об устойчивости возмущенной поверхности.

Будем считать, что дисперсионное уравнение имеет вид

о)2(/г) = а ( к )  —  (S — 5кр)гр(^),
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магнетит; жидкость-носитель — керосин.

т. е. о) (̂й) пропорционально отклонению критерия устойчивости от кри
тического значения. Тогда условие неустойчивости поверхности
 ̂(О, л:) — е cos йл: при и S',

S > S ' КР' ' Sun

лкр получаем из условия Q^>0:
2Л2̂ :„р%2

СО^ ( 2 ^ к р )  ^  ( ^ к р )
(6)

Здесь 5*кр — критическое значение критерия устойчивости 5  для пер
воначально искривленной поверхности. Таким образом, из 5*кр<5кр 
при g > 0  следует, что начальное возмущение уменьшает критическое 
значение поля.

Приведенный анализ свидетельствует о возможности существования 
гистерезиса формы свободной поверхности магнитной жидкости, пред
сказанной еще в [5], а именно, из (5) и (6) следует, что при возраста
нии поля от нуля до критического значения форма поверхности не ме
няется (g =  0). При дальнейшем увеличении поля эта поверхность ста
новится неустойчивой и развивается некоторая структура с конечной 
амплитудой. Если после этого поле начинает уменьшаться, то при пе
реходе через критическое значение S kp амплитуда не уменьшается до 
нуля, так как критическое значение критерия устойчивости возмущен
ной поверхности 5*кр меньше, чем невозмущенной. При дальнейшем 
уменьшении поля поверхность вновь станет невозмущенной. Оценить 
значение поля, при котором это произойдет, можно, положив в (6) 
е =  1. Аналогичные результаты получены численно в [6].

Амплитудные характеристики неустойчивости поверхности плоского 
слоя магнитной жидкости экспериментально исследованы в однородном 
магнитном поле, нормальном к поверхности. Использована магнитная 
жидкость МК-50; ее основные физические свойства приведены в таб
лице. В экспериментах источником однородного магнитного поля слу
жили катушки Гельмгольца. Методика эксперимента заключалась в 
измерении отклонения поверхности жидкости от равновесного положе
ния при квазистатическом изменении напряженности поля в закрити- 
ческой области вплоть до нарушения сплошности — разрыва слоя на 
отдельно стоящие на подложке конусообразные пики.

На рис. 1 представлена зависимость амплитуды установившейся 
формы поверхности слоя магнитной жидкости от критерия неустойчи-

Рис. 1. Зависимости амплитуды воз
мущений поверхности плоского слоя 
магнитной жидкости от параметра 
надкритичности поля S/S,tp. Зачер
ненные значки показывают увеличе
ние поля, светлые — его уменьше
ние. Л =  5 (А , А) и 10 мм (О, # ) .
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вости 5 =  }хоЛ1̂ /Урбст. Амплитуда обезразмерена по толщине слоя h. 
Длина волны развившейся неустойчивости в данном случае равна 
11,4 мм (диаметр кюветы с жидкостью — 95 мм). Рисунок характери
зует наличие гистерезиса формы поверхности слоя жидкости — ее 
рельефность исчезает в полях, меньших критических значений (5/Дкр =  
=0 ,55 ), что качественно соответствует теоретическим результатам.

Описанный гистерезис формы свободной поверхности характерен 
для плоских слоев магнитной жидкости, не граничащих с ферромаг
нитной средой.

Для тонкого цилиндрического слоя, покрывающего проводник с то
ком, или тонкой двухслойной системы из магнитной и немагнитной 
жидкостей, находящихся между ферромагнитными стенками, гистере
зис формы свободной поверхности отсутствует. Дисперсионное уравне
ние в этих случаях имеет вид

(7)

откуда следует, что волновое число наиболее опасных возмущений ko 

определяется выражением (‘5 —5кр).

Таким образом, k^-^O при 5->-5кр и, если при медленном изменении 
поля длина волны возмущений равна 2nlko, то при уравне
ния (3) преобразуются к виду d /̂„/d^2 =  0, а поверхность стремится к 
равновесной. Если возмущение создано некоторым внешним воздейст
вием, так что k >ko ,  со^(й)>0, то, так как со -̂~А'', а нелинейный член 
пропорционален получаем d^ri/d^^<0, и, следовательно, поверхность 
стремится перейти в равновесное состояние. Это говорит о том, что 
для каждого значения 5  существует одно вполне определенное состоя
ние поверхности: при имеем | =  0, при 5>5кр  у функции |(х)
есть период 2я/^о. Однозначность зависимости формы поверхности от 
S говорит об отсутствии гистерезиса.

Экспериментально цилиндрический слой магнитной жидкости соз
давался в неоднородном магнитном поле цилиндрического проводника 
с током. В условиях гидроневесомости магнитная жидкость распола
гается неподвижным цилиндрическим слоем радиуса а. Устойчивость 
этого слоя жидкости определяется конкурирующим действием объем
ной магнитной силы и силы поверхностного напряжения. Тангенциаль- 
ность магнитного поля к поверхности жидкости обусловливает отсут
ствие магнитного скачка давления на ней и магнитного механизма 
возникновения неустойчивости свободной поверхности.

Неустойчивость цилиндрического слоя магнитной жидкости имеет 
пороговый характер и характеризуется магнитным числом Бонда S =  
=  Bom=poAf I УЯ|а^/а. Если Во,„>1, то слой устойчив, при В о т<1  раз
вивается неустойчивость, в результате чего цилиндрический слой рас
падается на отдельные капли, располагающиеся вокруг проводника, 
и число капель определяется величиной числа Во^.

В экспериментах использовалась также магнитная жидкость МК-23 
(см. табл.). Гидроневесомость создавалась с помощью водного раст
вора глицерина, плотность которого равна плотности магнитной жид
кости.

Показано, что конфигурация распавшегося слоя магнитной жид
кости, соответствующая заданному промежуточному числу Во'т, лежа
щему в пределах интервала 0 < В о 'т < 1 , не зависит от характера из
менения числа Бонда. В эксперименте изменение Вот определялось 
соответствующим изменением тока в проводнике. Промежуточное зна
чение Во'т можно получить двумя способами (рис. 2). Первый способ 
состоит в полном выключении тока / (Во^^О) и затем через некото
рый промежуток времени повторном включении его со значением Г. 
которому соответствует промежуточное значение числа Бонда Во'ш
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Рис. 2. Закон изменения Вот во времени (слева) и изображение 
слоя при соответствующих значениях ВОт (справа). Пояснения 
в тексте.

(сплошная линия на рис. 2). По второму способу число Бонда изме
няется сразу скачком от закритического значения (В о т > 1 ) до проме
жуточного Во'т, и в результате равновесный цилиндрический слой 
сразу распадается на число капель, соответствующее данному Во'т- 
На рис. 2 штриховая линия соответствует числу Бонда, обеспечиваю
щему распад равновесного слоя при Во'т =  0,66.

Факт однозначности капельной формы цилиндрического слоя ил
люстрирует рис. 3, на котором приведены зависимости длины волны 
развивщегося возмущения Х*1(2па) от чисел Вот, полученных двумя 
способами. При первом способе задания закона изменения ВОщ ци
линдрический слой вначале распадается на максимальное число ка
пель. Образовавшаяся конфигурация слоя является начальной перед 
дальнейшим изменением Вот- Если ВОт увеличивается скачком до не
которого значения В о 'т < Е  происходит перестройка конфигурации слоя 
за счет перетекания жидкости между каплями, так что их число умень
шается до количества, соответствующего распаду равновесного слоя 
при том же значении Вот- Данная перестройка капельной конфигура
ции слоя становится возможной вследствие существования тонкой 
пленки магнитной жидкости на поверхности проводника, которая сое
диняет капли между собой.

Система уравнений (3) позволяет рассмотреть некоторые вопросы, 
касающиеся динамики развития неустойчивости. В частности, когда 
справедливо выражение (7) и период развивающейся неустойчивости 
равен длине волны наиболее опасных возмущений Л =  2л//го, неустой
чивой, кроме первой моды (ко) < 0 ) , оказывается и вторая, так как 
(о^(2^о)=0 и из (3) следует, что ń^f2/dt^>0. Неустойчивость второй 
моды, по-видимому, свидетельствует о возможности образования са
теллитов, которые неоднократно наблюдались в экспериментах.

Можно также показать, что для тонких слоев единственным стацио
нарным рещением (3) является тривиальное — | =  0. Это означает, 
что, когда поверхность ^ = 0  становится неустойчивой, возмущения раз
виваются по крайней мере до тех пор, пока справедливо используемое 
приближение, т. е. пока амплитуда не станет равна толщине слоя и 
не произойдет его распада.

Рис. 3. Однозначность капельной формы 
цилиндрического слоя магнитной жид
кости; #  — 2-vBo'm; о — 2-^Во'т-

-ML
2lta

О о » о *о  

со«о с*

ł)  о •  *о о* ело оо оо В0„
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Таким образом, неустойчивость тонких слоев неизбежно ведет к их 
распаду на отдельно стояихие пики с разрывом сплошности жидкости. 
Это подтверждается экспериментами по неустойчивости тонких цилин
дрических и плоских слоев [7].
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