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1. Представление модели опорных корней протеза в виде составного эллиптического 
гиперболоида, произвольно ориентированного в пространстве. Как известно, корни зу­
бов могут отклоняться в ту или иную сторону от вертикали. Кроме того, плоскость симмет­
рии каждого вертикального корня также наклонена под различными углами по отношению 
к основной вертикальной плоскости симметрии человеческого тела. Обозначим угол накло­
на плоскости симметрии вертикального корня к основной плоскости симметрии тела через 
“а”. Угол поворота корня зуба вокруг горизонтальной оси, лежащей в плоскости симметрии 
зуба обозначим через “р”. Наконец, угол поворота вокруг горизонтальной оси, перпендику­
лярной к плоскости симметрии зуба, обозначим через “5”. Итак, определяем положение 
корня зуба по отношению системе координат xyz, жестко связанной с основной плоско­
стью симметрии тела, тремя координатами хо, уо, zq начала локальной координатной систе­
мы X*, у*, Z*, жестко связанной с определенным корнем зуба, и тремя углами поворота ло­
кальной системы (а, р, 6).

Переход от основной системы координат х, у, z к локальной х*, у*, z* осуществляем 
перемножением матриц.
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Окончательно (формулы перехода с учетом переноса начала координат запишутся:
X* = (х - X Q )(cos а  cos 5 -  sin а  sin Р sin 5) -г (у -  уд )(sin а  cos 5 -г cos а  cos Р sin 5) -  (z -  Zq ) cos p sin 5,

-(x - X(,)sinacosP-i-(y- yo)cosacosP + (z -  Zo)sin P, ( 1)
z* = (x - x„ )(cos« sin -t- sin «  sin Д cos (5) + (y -  Уо )(sin a  sin -  cos a  sin Д cos <5) -r (z -  Zq ) cos Д cos Ó.

Уравнение поверхности эллиптического гиперболоида в локальных координатах запи­
сывается в (рорме [1].
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Следовательно, чтобы получить уравнение поверхности эллиптического гиперболоида в 
основных координатах х, у, z нужно заменить х*, у*, z* по формулам перехода (1).

2. Вычисление интегралов при задании формы опорных корней протеза в виде со­
ставного эллиптического гиперболоида. Для вычисления интегралов нам понадобятся 
сначала частные произвольные от функции F (х, у, z). Поскольку будем вычислять интегра­
лы в обобщенных цилиндрических локальных координатах х*=акГСО80, y*=brsin6,

z* = Ял/г^ , то производные запишем в цилиндрических координатах.
(cos а  cos 5 -  sin а  cos р sin 5) cos 0 sin а  cos P sin 0dF • s • • Q s—  = co sasin o -t-s in asin p co so — ,----------

Эх

ЭС . . 5. R S—  = sina  sin o -c o s  a  sin pcoso— , ■ —

a .

(sin a  cos 8 + cos a  cos P sin 5) cos 0 ^ cos a  cos P sin 0
a .

dF ^  ̂ Hr—  = cos p cos o — , ■cosPsin8cos0 ^ sinpsin0
OL,

Итак, нам нужно вычислить следующие 54 интеграла:
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dr 0Л, Л ’ Лг dv X ’

f dF dF ds f dF dF ds r dF dF ds r
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| Л -------------
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Следует заметить, что для вычисления координат центров сопротивления нужны первые 24 
интеграла, а для вычисления коэффициентов уравнений равновесия -  все 54. Ввиду того, что 
интегралы вычисляются в локальных координатах, а некоторые подынтегральные выражения 
содержат основные глобальные координаты х, у, z, то следует получить формулы перехода 
от координат х*, у*, z* к координатам х, у, z. Это можно осуществить либо перемножением 
соответствующих матриц, либо разрешить формулы (1) относительно координат х, у, z. Вы­
полним переход путем перемножения матриц поворотов.
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X  — X q co s« ,-s in « ,0 1 ,  0 ,  0
f cos <5,0, sin <5 X *

\

У-Уо > =  « sin«,cos«, 0 - 0, cosp, - siny5 • 0 ,  1, 0 X у  * •

Z - Z o  _ 0 ,  0 ,  1 0 ,  S iny^ ,  COSy^ V -  sin ^,0, cos S Z * У

cos« ,-sin  «,0 1, 0, 0 X * cos ̂  +  z * sin ^ co s« ,-sin  «,0
<sin«,cos«, 0 «0, COS^ - siny5 »« у * > = • sin « ,  cos «,0

0, 0, 1 0, Siny^, COSy^ - X *sin<5 + z* co sS 0, 0, 1

X * cos ̂  + z * sin ^  
у * COS/0 - (-X * sin<5 +  z * cos Ó) cos P  
у *siny5 + (-X *sin^ + z *cos<^)cos P  

(x*cos<J + z *sin S') cos or —sin o f  у  * cos ̂  — (-X *sin^ +  z *cos <5̂) sin /5]

(x *cos<5’ + z*sin J)sincir+[y *cos p  -{ -x* ^ \xv5  + z *cos<y)sin /5] cos a  
у * sin + (-X * sin<  ̂+ z * cos 5) cos p.

Итак, формулы перехода

x = Xq+ x*(cosacos<5^-sinarsin P  sin 5) - y* sin or cos P  + z* (cost? sin <5̂ + sin «sin  Pcosd), 
у = Уо + jc’ (sin «cos <5'+ cos «sin  y^sin S) + y* cosacosP  + z* (sin «sin  cos «sin  pcosS ) ,

Z = Zq-X* cos y5sin <5’+ y* siny^+ z* cos PcosS.

Прежде, чем перейти к вычислению интегралов в целях компактной записи, введем обо­
значения коэффициентов в формулах преобразования координат.

T* = « ^ x - X o ) - h « ^ y - y o )  + « ^ z -Z o ) ,
У* = Р Р х -Х о )  + р р у - У о )  + P P z -Z o ) ,  

z*=7Ax-XQ) + yp y-yQ ) + ypz-Zo),  где
= cos «  cos <5 -  sin «  sin P  sin S, «,, = sin cos S  -i- cos «  sin P  sin S, - - cos P  sin S,

sin «  cos p, p̂ , = cos «  cos P, P^ = sin p,
= cos «sin J-I-sin «sin  y5 cos <5, = sin «sin  cos «sin  ŷ  cos J , ŷ  = c o s c o s

Формулы перехода координат x*, у*, z* к координатам х, у, z в этих обозначениях запи­
шутся соответственно:

х = х ^ л - х * а ^ + у *  P^+z*y^,  
у = Уо-Гд:*«^ -Ну*у5^ -hz*7^, 

z -Z Q -^x * a ^^ -y*  P^^rz*y^.

^  dF dF dF
Производные — , — , —  в новых обозначениях запишутся
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i — —  + ̂ - — X

3F
dz

Hr a^cosG  p^sinG
■Jz , ■ ■ , (— ------- + ̂4r ^ + d ^
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Фактические все 54 поверхностные интегралы представляют комбинацию следующих про­
стейших однократных определенных интегралов.

^ / ^  1_^2 4 ^  Г г ' , 2 ,  l - d -
J ( ) - \  rdr = --------, У, = J Ы г  + d dr = -------

о 2 о 3

= r(r^+ d^)dr
4 ^  /1 -»2ч2

,У з = 1 r ^d r^
4  о 4

A  = J r V r  = *‘ - j ^ Ł  = i ( l - 3 r f ’ +2rf’ ),
О 2) о у + d^ ^

Je = l
^  r^dr l - d ^  .2

6 r^+ d ^
+ d ^ \n d .

y? -  I
r U r

ó r'^+d^
- d ^ ^ | l ^ d^ 4-y^arctg V l^

^9 -  I
к ^r ^ r  { \ - d ^ f  d ^ { \ - d ^ )  ^4

5
У ІпУ,

Ую =  J r ^ ^ r ^ + d
7^  y^Уг

8 8
In

d \  \ + ̂ |\-d

Однако нам нет необходимости вычислять и выписывать все 54 интеграла. Достаточно вы­
числить лишь три типа интегралов. Остальные получаются в результате перестановки ин­
дексов.
Первый тип интегралов;

*  d l  O J  А 1  п  л  h2 а,Й2 Ь

Второй тип интегралов:

, r d F d F  ds  ̂ ,, f2 , , 2 2
•̂ ijp = + «2)^ |-«pY /Y y(« i - а 2 ) У 4 + ^ ^ ^ ( а ,  У?

ЗкЬ^

+У20С,)ЯУ5 - ^ ( Y / p 2  +YyP/)^-/5 +Y/Y;Y/,^Y, -ьУ;^(^^У^-ь ^ ) Я " У 5  К ро-̂ у^
Y„ a ,g ;   ̂ P/|3y^,,3

2 a ,«2
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Третий тип интегралов;

, . d F d F  ds , ,, [, ( а , - 02) .  2 (а ,- 02)
Jijpą = + « 2 )^ |(A )S  + ^ o« p )[2Y/Y2----------- А  + ^^^2 ^

хр,р^Я^7 -(Y,oc2 +Y2a,) -^]-(PoP<? +^«Pp)y(Y,P2 +YvP/)-^5 +(PoY^ + ^ Л р )х

Я%а,ос^. р.р
^ [ Y ,Y /i+ — ( - ^ - ^  + - ; j ^ y 5 ]  + apajY ,Y y(«i - « i« 2 + « 2)

,M2
2 , ^  3

2 8
P,P2
8Z7̂

x(a^-a^a2+al)H^J^ “ "2)(Y,a2 +Y;a,)^-^8] +

a^ab^H^ Зр,.р:Я^

2
+ («рР, + a^P p)[(a ,p2 + a^.p,. У9 - - «2)(Y,p7 + Y^P/)^-^8] +

O 371
2

+ (a Y, +a,Y/,)[-Y,Y2(«i -«2) -̂ îo + ^ -p,p Я^8 -(7,«^ +y а ,)^ У з ]-
71 3tcZ7 "  ̂ 2

Я H \ a ^ a j  p,.p^
-(PpY, +P,Yp)(Y/p2 +Y2P,)— -/3 +Y/,Y^^ [Y/Y2-/2 + ^ ( -----  ̂+ - ^ Л з ]  +Po ô-^

^ ^ Ć7ĵ i2 ^ 1

где p = Po + a. рйі^г cosB + ^pbrsind + у pH y]r^ + d^.

ij'

q = qo +а^а^(,гсо8б + р^Ьг8Іп6 + у^Яд/г^ + d^,  
i, j, p, q, - индексы, пробегающие значения х, у, z.
С помощью этих трех типов интегралов легко записываются все вышеуказанные 54 инте­
грала.

3, Вычисление жесткости одноопорного мостовидного протеза при поступательных пе­
ремещениях для модели опорного корня в виде эллиптического гиперболоида. Жест­
кость протеза вдоль горизонтальной оси х вычисляется с помощью интеграла первого типа и 
равна.

G . ,ЭЯ 2 Л я  2 ,dF 2 -, ds G 
Сх = —  J[Y(— ) + (— ) +  (— ) ] —  =  — iy J ^  +  J y y  + J z z ) ^ho s dx dy dz A ho

KG (a,+a 2 )b^ 2 2 2ч,
— Ч — — i m  + Y v+ Y P -/o +

2 a,a

Н \ у а /  + a l + a l  y p /+ p j+ _ p ^ ^ ^  ^
2■ + - y= 2(1-V) 

l-2 v1“ 2 b^
При вертикальном расположении опорного корня, т.е. при .
Р = 5 = 0 (а^  =со8а, а^, =8іпа,а^. =0,р^ = -8 Іп а ,Р у  = cosa ,p^  =0Л х = Уу = 0 ’Yz =1) жест­
кость Сх равна

nG (ai+ a 2 )b у cos ̂  a-l-sin ̂  а  ysin^ a-bcos^ а
с, =
" k -У о + — (-

2t
- + - - ) J e i

о ^ Ы|С*2 b
В частности при а=0 получим формулу, приведенную в монографии [ ].

с ,  =  -ь  - Ц ) ( 1  -  у  2 )  +  я  2 ( - J L  +  ± )  J

2 ho 2 b^ Ь^i jCi2
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Жесткость протеза вдоль другой горизонтальной оси “у” равна

с ,  XX +  y j  X X + J z z ) = ---------7----- ^ [ ( Y .  +  YYv +  J z  )-^0 +
«0 «0

+
CLx'^+ya]+a] +y(3^^+p^

did )^б].

Для протеза с вертикальным опорным корнем
_ д С (а ,+ 02)^7 7 ,  ̂cos^a +ysin^ а  , sin^a + ycos^ ^
~ г ^ )УвІ-«о 2 0,^2

При а = О получаем известную формулу [ ]:
nG{a,+a.)b^^  уН"

с„ = ---- — - [ ( - ---------- +
2 kо ^d^ d'2̂ 2 b

2 + l) ( \ -d ^ )  + n H - ^  + ̂ )d ^ \n d ] .
d t  d\̂ 2̂

Жесткость протеза вдоль вертикальной оси z

_ TcGCOj+ti^ 2 ,,2
- T “ (Y^ + Yjy+YY^z) -  ,

%
[(Y^+Yv+yyPYo+— (

H \ a x ^ + a l + y a l  , p,^+p;. + yp^
a,a Уб1-

1“2
В случае вертикального опорного корня

TlG{a, + a 2 )b 1
' '^ “ [YYo+ - ^ ( - ^  + tV)Y6]-к 2 'а,Д2

При а=0 имеем [ ]:

ЛС(а, +fl!2)^r/ ,2 х тт2 , 1 1 4j2,  ,1с , = ------ ' [(-------+ ̂  + m - d ^ )  + H \ ------+ — )d^\nd].
IHq 20,02 2Z? 0,02 b

В общем случае расположения опорного корня протеза возникают поступательные 
перемещения не только вдоль линии действия силы, но и поступательные перемещения 
вдоль других направлений, а также повороты вокруг линии действия силы. Поэтому вычис­
лим соответствующие жесткости опорного корня в направлении оси “у” при действии силы 
вдоль оси “х”.

с ^ = (у -1 )У „  =ху
(у-1)С я(а, +й 2 )Ь

[УЛу^о+— (
 ̂ Р.Р,,

2 d^d<2
+ - -)Уб1

Для протеза с вертикальным корнем
лС (у-1)(а, +а2 )ЬН' 1 1

-s in aco sa (-----------т)Уб-
2 hQ 'а,а2 Ь̂

При а=0, т.е. если ось “х” совпадает с осью симметрии* горизонтального поперечного сече­
ния вертикального корня, Сху=0.
Аналогично находим жесткости Cxz и Cyz.

с« =
яС(у-1)(а, ч-а2 )̂ г а^а Р̂(3

ho
-[УхУг^о+~:г(2 dyd2 Ь

лС(у-1)(а,-Ю 2)Ь7„ .. 7 , , P>Pz
hn [YyYzYo+— ( ^  + ̂ У б ] -  2 <3jfl2 b

Для протеза с вертикальным опорным корнем жесткости Cxz и Cyz равны нулю.
Это означает, что при действии горизонтальных сил не возникают поступательные пе­

ремещения вдоль вертикальной оси протеза с вертикальным опорным корнем, и наоборот.
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при действии вертикальных сил не возникают горизонтальные перемещения протеза с вер­
тикальным опорным корнем.

Для вычисления жесткостей при поворотах нам понадобятся формулы для координат 
центров сопротивления.

4. Определение координат центров сопротивления одноопорного протеза для модели 
корня в виде эллиптического гиперболоида. Формулы приводятся в параграфе § 5 [3]. 
Нам остается вычислить соответствующие интегралы;

Hq S Эх Эг А 2 а,а1“ 2

+ — УЛг(«1 - « 2У 4 - Р . ( У Л  +У гР.)^-^5 +
7Г 7Г 2 , Z t

+У,И [УЛД| + 4 г ( ^  + ̂ У 5 і| .2 а ,а2  Ь I

G г г /Э^ ^ 2  д С ( а , 1 J/ 2 2 2х/ , пт ч
=  —  | г [ У ( — )  +  ( — )  +  ( — )  ] —  = ----------- Z-------- -ЧГГх +  У у  +  У г + У г ^ - ^ 1  > +/iq S Эх ^  Эг А 

ya^+ a^v+ «z УРх+Ру+Р^

hr,

•-h- ■)(гоУб + У г^А ) +
2а^ (<3] —  «2 ) г>„,2 , »,2 , „,2

+(■

1“2
_і _  g2 02

| - ^ ) Я  ^ 7  ]  -  Я [ а ^  ( у а ^ У ; т  +  « у У у  +  « г У г  )  +  Р г  ( У Р  Л х  +  Р у У у  +  Р ^ У г  ;

д [УУх+Уу+Уг)Л +

/ід 5 Эх Эг A

2а ,

2 а.аЩ2

(Zo/б +Уг^У5) + ̂ ( « 1  -«2)(УЛг-^4 +«гУ .) + Рг(РЛг + Р Л х )^ 1 ’
я ,

п ЗЬ
G г гтЭЯ,2 ,ЭЯ,2 .dF^2-,ds кС(а,+а2)Ь( 2 2  т ит \

^ й = т -Й ( - ^ )  + + У ( ^ )  ]V  = —  L + ъ  + TfzXXoJo +lxHJi)+/zq i dx dy dz A «0

а ^ + а ^ -ь у ^ г  P^+Pv+yPz 2a^(<2i - « 2)
C l, ClЩ2

Ку'+ У у+ л 'У 4 + (  "
р^-ь(3у-і-у(3^

3---- ) Я  Л ,  ] -  Я [ а Д а ^ у ^  -ь а ^ у ^  + y a j^) -ь
3̂ 7̂

+ Р.(РЛх+РуУу+УРгУг)]^Ь
Теперь можно определить Хс и Za по формулам (7) [3]. Для протеза с вертикальным опорным 
корнем имеем; Cxz = 0

( у  -  1 )СЯ7Г(а , + й2 )bĴV =
XZX Ih , S.zz=0’

д С (а ,+ а ,)/7 , , Н Л  ycos а -1-sin а  ysin a-t-cos а , ,  , ттт м
-  — Ч ^  [zoJo + n J \ + ^ i   -------------------+  ------------------- Xzo-^6+ ) } ;Hq 2̂ b

_  дС(а, +a2)b Н Л  1 1 2 (a ,- a 2 )c o s a  Я"
hr. {ухо^о ■^ТТ^Л-^б ------- (УЛ2 ЩП2 Ь п ЗУ
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н ̂
2(а, -А зКуЛ  + — ^7 7 )co sa

'гх _  .  , ЪЬ̂X. = - ^  = Хп+-

я ( Г Л + ^ < — + ;^У «1
2 (3,(32 ^

_ •̂XZ '̂ хгг _  „ .,___-  -  -Zo ^

ycos^a  + s in ^a  y sin ^a  + cos^a- + - )-/5]a, a1̂ 2
, Лсо8^ a  + sin^ a  ysin^ a  + cos^ ,+ (J--------------------+ J -------- ^

2 a,a2 о
Аналогично находим и другие координаты центров сопротивления опорного корня протеза.

с  - . ,j f '2 ^  Л ' 2  W , + i l ) i y o h n , w , ) 4 -

 ̂ Я ^ ^У « х + « у + » г  , УРх+Ру+Р^
2 (ХлСі'у Ъ

+ (

♦11-*2 Д -[(УУх+У>.+Уг)А +

) Я  V 7 ]  -  Я [ а ^  ( у а  +  а у  ̂  ( у р  +  р  } ;

ду ĆZ A «0= — № ^ )  + у(— ) + (— ) ]— =’ k i  S ОХ

Я ^ a ^ y a ^ , + a ^  Р ^ у Р ^ + Р ^
— + ----------------- )йоЛ+Ух'^-^5) +

а,а2
2 , о2

2а^(а, -ат)^, 2 2 2ч ,
Ч ( у. + уу, .+ уР-^4 +п

+( Px+yPv+Pу ” 4 ч гт2
ЗУ

) Я  ^ 7  ]  -  Я [ а ^  ( а  л ^  +  уа^.Уу +  )  +  р ^  ( р  +  у р у  ̂  +  Р  , у ,  ) ]J^ } ;

_  (y - l)G  ЭЯ ЭЯ ds _  nG (y-l)(a , + a , ) b r ^
h„ l i x i y h  Ло m , U „ / , + T , ™ , )  +

cx^a. P^P„ 2a PxPy^^
+ ̂  ( - ^  + + У.ЯУз) + ̂  (a, -  3З2 ) ( у л / 4  + ^7) -

2 a ,a , ж 3b
H

[«X («хУ  V +  «уУ х ) +  Px (РхУ V +  Р у Ух )]-^5 };

(y - l)G  . dF dF ds (у - І )д С (а ,+ a 2>b r 
= Jy -  ‘-----^ІУ хУ у (yoJo +JyHJ,) +У  У  dx dy A ki

нУо-̂ а̂ . p ^ p „ _   ̂  ̂ 2 а Д а , - а 2 ) ^  , p ,.p  Я ^
(У х У у А +  ■ --2 A ) -+ ̂ ( - ^  + ̂ ) ( У 0 - /б + У у ^ - /5 ) + " ''- ' ' '2 fl.a, Z?̂ци-2 ж

Я
-  у [ « у  («хУ.у +  «уУ х ) +  Ру (РхУ>. +  РуУх )]-^5 } •
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Координаты Хі̂  и вычисляем по формулам (8) [3]. Для протеза с вертикальным 
опорным корнем:

n G (a ,+ a j)b ,  ,  ̂vcos^a + sin^ а  ysin^a + cos^ а ,
— ^ { V o + — -------------------+ - --------ГЗ---------+/Zq

2 (а ,- f l 2)s ina^  j a  + cos^а )Я ^  ,
+ 1-/4 + ( гг^л Ъ Ь

'ух
л С (а ,+ ^ 2)^?, , , H ^ c o s  a  + ysin а   ̂ sin a  + ycos ^

Пд 2 <3,02 Ь

2 (а ,-<32)cosa^ J  ̂ ^sin^a  + ycos^а )Я ^  ,
Н [>/4 "Ь ( 2 *̂ 7 J J ’

Л

/lo 2 (3,02 ^ ЗтіЬ

(у - І )л С (о ,+ 02)ЬЯ .
5™, =-^— ----- ------- =------- s i n a c o s a [ ( — 7у)3'о-^б—  ‘ ' '~А ]і•W 2/І0

J ____ !_
0,02

4(о, - 02)s in a
ЗлЬ^

=
_  (^.у;. -  -Уху).) +  І̂ ХУ -^хух) _

с с '̂ ху

4(0, -02)[у(
= Ĵ n +- 3 d

cos а

b'  ̂ . Л -d '^Зл[(у+------)(--------+ <̂ lnd) + — y ( l-^ /  )]
0,0,ł»2 Я^

_^^y^^xy х̂ух̂  ^  ̂ ху^  ̂yx х̂уу̂  _
Уа~ 2 ~

С С — С '̂дr̂ '>’  ̂ху

4(0, -02)[у(
(1 d ^ f ' ^

= Уо+-
d  Я '

Зл[(у + + ̂ / Mn d) + - ^  (1 -  of Ъ]
0,02 ^ Я '

Если а=0, то получим формулы для хь, Уа, приведенные в работе [2]. Координаты ус и 
Zb определяются по формулам (8) [3]. Для протеза с вертикальным опорным корнем форму­
лы упрощаются.

Ус = Ч  =
^yz ŷzy

ŷz к

( __ 2 2COS а - 1-ysin a ^ s i n  -i-ycos а
0,02 b

(̂ 0*̂ 6 +^-^5)]’
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=
_ кС(а, + а2 )Ь

[УУоЛ +
н2 t 1 1+ -

уСІ̂ СІ2 Ь >0-̂ 6 +■
2 (а ,-<22)sina Н*1

п

^yzz ^yz ‘̂угу’
(7-1)лС (а, +a2)bHJ^

4(а, -а2)[ - d ^ 4 ^ 9 "Я
d  + d  a r c t g

|̂\■

Ус^Уо+- (
r/ 1  j 2 ,  . 47I[(1 + ----- X— ^  In d) +

Cl 1 Cl1̂ 2 //■

Я[(1 З і^  I 2i 3)[^os^a + ysin^g   ̂ s in ^a  + ycos^a   ̂ y - l j , 2(1-

Zb=Zo+-
3[(

cos^a  + y sin ^a  ycos^a + s in^a  1- й?̂  2, ,s ^~ d• + ){— ~r- + d ^ \n d )  + ---- - ]
a 'a l  У  2 Н '

При a = О получим формулы для ус и Zb, приведенные в работе [2].

5. Определение жесткости одноопорного протеза при поворотах на основе модели эл­
липтического гиперболоида. Прежде всего, определим жесткость при поворотах, возни­
кающих при действии сил вдоль осей координат. Эти повороты создают винтовой характер 
перемещений, например, при перемещении протеза вдоль оси “X” он поворачивается во­
круг этой оси. Как было сказано ранее, центры сопротивления в общем случае -  это точки, в 
которых сила вызывает поступательные перемещения с одновременным поворотом вокруг 
линии действия этой силы.

Итак, Сх(р -  жесткость поворота вокруг оси “х” протеза при действии силы вдоль этой

'д:ф x̂zy Уĉ xz ^xyz Zb̂ xy
rt(y -l)G (a , +a 2 )b

{ Ух [ Уг  ( Уо -  Ус ) h  -  Y  Д Zo -  ) / о  ] +

+ ̂  -  Ус )•/б+У,^-/5 ] -  + ̂ ) [ ( Z o  -  Zb )Уб + У.ЯУз ] +
2 а ,<22 Ь 2 <2,02 Ь

'2,(q _а ) Н
+ V--^[У;г(а>Уг-«гУу)А+Рх(«уРг-«гР.у)7^Л] + —[а^(Уу«г-«уУг) +^ ІО ^
+Р,Ф л,-Р ,т,)1Л 1.

Для протеза с вертикальным опорным корнем

С  =  '̂дхр
_  rt(y-])G(<2i-<22)^ . 1 1

К

[—  sin а cos а + sin а cos а] = -

{ — sin а cos а(------ -y)[(Zo “  Z* )Уь +  ■^•^5 ] +
2 <2,̂ 2 b

(y -l)T iG (a ,-ь <22)Ш^ 1 1
2Й0

(-------- 5")[(Zo ~  Z b ) J b +  ІУУ5 ] sin a cos a.
01^2 b
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Отметим, что при а  = 0, т.е. когда локальная ось “х” совпадает с осью симметрии се­
чения корня, Схф =0. Это означает, что сила, действующая вдоль оси симметрии сечения кор­
ня, не вызывает вращения вокруг линии действия силы.

Рассмотрим жёсткость

c„„=s..„-c„,z„-s,„. + Х . С , .  ^  - z j - r , (^о ~ ) V o  +yę хуг ху a yzx с yz
К

a a  В В  г п a a  В В   ̂ -л
+ — (— + ̂ ) [ U o -г „ )Л +  Г ^ y j - — + г  ЯУз] + 

2 а.щ Ь 2 Ь'\'̂ 2 
2 (а ,-аЭ Н

^  Ьу (« .7, -  «  П )Л  + А- -  «  Д )^  Л  ] +

Я
+ — - « . П ) + Д ( Д г .  -  Д / J W -

Для протеза с вертикальным опорным корнем

С —>-ф ------------- ;--------------- (------------ r-)[(zo -г^ )7 б  + '^ A ]s in ac o sa .
Д  â U2 Ь

При а=0 с =0, хотя сила Ру перпендикулярна к локальной плоскости симметрии XOZ.

С —
_ (у-1)лС (а, +02)Ь

ho
{Уг^Уу(^О -Ч)-

а у « г  PvP .« .« z  ,
- У х і У о - У а  )Vo + ̂  )Je + УхНУ, ] -  —  X

2 ' «,«2 2 а,а2 Ь

х[(У о-> '^-^б+У у^Д ] +

Я ,

2(а, -а ,ч  Я^
[ У г ( « Л , у - ^ у У х У л  + Р Д « х Р у  - « Л ) : ; 7 Г - ^ 7 ]  +

+ у[«г(У ;сау - а л д + Рг(РуУ;. -Р Л у Ж з І-

При вертикальном опорном корне протезе с^^ = 0 , т.е. под действием вертикальной 
силы отсутствует вращение вокруг вертикальной оси.

Теперь рассмотрим жесткость протеза при поворотах. Выписывать формулы для 
В X' В у  В г' В ху'В XI' В п ® общем случае нет смысла из-за их громоздкости. Как указывалось 
выще в § 5 целесообразнее их записать с помощью интегралов, структура которых известна и 
приводится в том же параграфе.

Для вертикального опорного корня формулы значительно упрощаются и их можно вы­
писать:
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пС{щ-\-а2)Ь, 2Г 7 2 Н 2 1 1
-  7 1 ( 3^0 "З'оЗ'с ~'^0 ~ ^ O ^ b ) J Q  +~7Г~[(>’о “ >'0>с)(-------~ Т ^

«О 2 0,^2

, 2 , ,cos^ а  + Ysin^ а
+ (zo - Z Q Z b ) i -------------------------+

(2̂  CI2

s in ^ a  + y c o s^ a  co s^ a  + y s in ^ a  s in ^ a  + y c o s ^ a , , ,
+ --------- 5̂--------- )V 6 + №  J ---------) У ,И ( 2 г „ - . , )  +

+ Я ( у -  1)(г„ -  г»)7 , - I Z ^ l Z f ^ z l s m ą  ^  « 1  ̂  ^ ^ [  - щ а . + а Ь у п п ^ а  ^
Я 3Z7̂  2

y&^cos^a . , , „ 2  ,c o s^ a  + y s in ^ a+ J-------------4 -(y_i)/y^  + ----- (------------- '----------+
2 2 ajfl2

sin^oc + y c o s^ a .^ , „2  у Г-, ( « і ^ + «^)sin^ а  Z?̂  2+ ------------ ---------- )У 3 + Я ^ 2  + — [3 + ------L ^ _ — Z-------- + ------- cos^ аУ д
8 b ‘ Cl] (X1U2

При a  = 0 и yo = Zo=0

_  яС(й, +a2)b

x ( — — + — )]У з  +H— ~ ( 3 +  _ )J<)}-

{-ZbHJ, + H ^ J 2 + + ̂ ( - ^  + -^ )  + ( y -  1)Я 2 ]Уз -  М . [ у  _  1 + я  2 X

1 Я^
«,02 b 8 о, о 2

Если подставить значения интегралов, то получим результат, приведенный в монографии [2]. 
Для протеза с вертикальным опорным корнем

^ х у ^
TiG(a,+ щ )Ь , . гУ ..9 9 9 я"*

{sinacosa[^(Z9^-aj"+«,a2-«2)A— -------туУз +2 ■ «|«2 Ь
1_  1
,«2

Ь^ a f  -  а,«о +а
+ — (

j с«| с«2 ~  ̂ 2 я "  1 1
8 ' а ,«2 Ь̂ >•^9] -  Уо (^0 -  )[У-^о + — (-------+  7т)-^б ]

2 «,«2 Ь
1 1-U o  -ZoZ^ -ZoZ* + г„г^)(у -1 )Я  (-------- )j^  - ( у - іх г г ^  - z j x

х Я ^ ( — -̂-- - ^ ) У 5] - [ ( д : о - х ^ 8І п а  + у о c o s a ]̂ ^̂ —̂— ilh
«і«9 Ь^ п ЗкЬ^

П р й а  = 0 йло= У о = г о = 0  р„, = 0 .
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к

%С{щ-а2)Ь  ̂ ^cos'^a + ysin^a  s in ^a  + y c o s^ a ^ , , (Y~^)t Я(д:() — х^)[У] Н — ( h-
d\ d1̂ 2

) h + ^ h V

1 1 я - 2 (y -l)(g | - a j )
-(Y-1)(Yo -  YaX-----------^ )— sinacosocYs — -----^ H c o s a J ^  -

a^a2 b 2 3n

1 1 Я^ Я^
- ( Y - l ) ( Y o  -  y J z o ( — — - y ) — s i n a c o s c x Y ^  - Z o ( ; c o  ~ Ч ) У о^1^2 и ^  2л

.cos^a + ysin^a  s in ^a  + ycos^a, , , 2 n . . ,  ̂ ZoH^ , уЯ^ , ,x( + )7g] (a, ^2)cosa[zoY4 + у J-j +HJ^q+ J^}.
щ а 2  b  n  3 b  3 b

При a - 0  и Xq =  >̂ o =  Zq =  0 .

_ ^кG{â  +a2)b
\̂ xz ------ ------------------------------------ ■*'7Г'^“77“ )'^5]“2 01^2 b П2

. , Т . У - Ц , ,
71

ЧТО соответствует коэффициенту при (р. в уравнении на стр. 29 монографии [2].
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