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This work contains development o f solution o f  the problem o f optimization o f the weight o f beams from Hook's 
materials and also solution of this problem for nonlinear materials.

Проблем расчета стержневых систем из нелинейно-упругих материалов не существует 
Если материал не подчиняется закону Гука и имеется диаграмма напряжений о  = /(е), то ре
шений будет столько, сколько вариантов имеем для функции /(£).

Одной из немногих задач нелинейной прикладной механики, подлежащих решению, 
является задача об отыскании оптимальных по весу параметров составной балки. Для её ре
шения формулируется в общем виде физическая зависимость о-е, детализируются вопросы 
расчета балок из нелинейно-упругих материалов, развивается для физически линейных сис
тем существующая теория оптимального проектирования и распространяются далее основ
ные идеи на вопрос оптимального проектирования составных балок из нелинейно-упругого 
материала по двум параметрам.

Рассмотрим задачу о чистом изгибе бруса прямоугольного сечения высотой h и шири
ной Ь , предполагая справедливой гипотезу плоских сечений и, следовательно, линейный за
кон измерения деформации по высоте балки. Известно, что эпюра напряжений в поперечном 
сечении балки при этом совпадает с точностью до некоторого масштабного коэффициента 
с соответствующей частью диаграммы напряжений. Если фибровая деформация равна £ , то 
эпюра напряжений совпадает с участком диаграммы напряжений от начала координат до £ , 
умножаемом по горизонтали на масштабный коэффициент Ы2 £ [1]. Для произвольной точ
ки сечения с координатой у будем иметь;

£ —2у£ lh\ 
у -  £h! 2 e \ 

dy =(hl 2 £ )d £ .

Морская государственная академия им. ад.и. Ф. Ф. Ушакова, Новороссийск.

Выражение для изгибающего момента
Л/2

М =2£ { oydF = 2 \оЬ— y£d£.J ■ J 4?2о о
Обозначим статический момент диаграммы напряжений на участке (О -  £ ) через S :

t
j<7£d£

Тогда окончательно имеем выражение для изгибающего момента;
М =Sbh^/2£^

Для линейно-упругого и жестко-пластического материалов это выражение приводит к 
известным результатам.

Введем обозначение;
т = S/2£^

Коэффициент т, равный изгибающему моменту для единичного квадратного сечения 
при известной фибровой деформации £ , будем называть коэффициентом изгиба. По анало
гии эту зависимость можно назвать диаграммой изгиба. Для прямоугольного сечения изги
бающий момент выражается через коэффициент изгиба следующим образом;
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М = mbh ̂  (1)
При определении оптимальных размеров двутавровой балки из нелинейно-упругого 

материала опираемся на теорию оптимального проектирования балок из линейно-упругих 
материалов.

Вопросы определения двух оптимальных параметров при проектировании наименьшей 
по весу двутавровой балки из материала, подчиняющегося закону Гука, рассмотрены в рабо
те [2]. Речь идет об исследовании функции двух переменных 6 и h для площади поперечного 
сечения балки

F = 2W/h + 25/г/З, (2)
где: F -  площадь поперечного сечения;

W -  требуемый момент сопротивления сечения;
h -  высота сечения;
5 -  толщина стенки.
В существующей литературе по металлическим конструкциям [3], [4], [5J, этой за

даче посвящены несколько вариантов решения при исследовании разных по существу 
кривых, получаемых из (2). В работе [3], предполагая постоянной гибкость стенки 
h/b -  к = const, справедливо получают из условия экстремума формулу для оптимальной 
высоты балки

h — ^'*̂опт Л
Ш к (VII. 15)

а затем пишут на стр. 125: "Если в формулу (VII. 15) подставить значение к = h/Ьст , то можно 
выразить оптимальную высоту сечения в зависимости от толщины стенки 5ст:

К
3W

Здесь нарушено исходное положение о постоянстве гибкости, используемое при диф
ференцировании. Если строго соблюдать исходные положения, то в (VII. 15) можно под
ставлять только некоторое число к, но не соотношение между высотой и толщиной стенки. 
Формула (VII. 15) занимает достойное место в теории оптимального проектирования двутав
ровой балки, но дальнейшие выводы из нее ошибочны, поскольку противоречат математиче
ским предпосылкам, принятым перед отысканием экстремума. Все существующие варианты 
оптимального проектирования двутавровой балки могут быть объединены, если исследовать 
поверхность (2) в осях F, h, 5. Это позволит создать строгую теорию оптимального проекти
рования.

1. Оптимапьное проектирование при постоянной высоте h = h\.
Этому случаю на поверхности (1) соответствуют прямые линии одной переменной 5:

Fi = 2М/гі+ 25/гі/3.

Наименьшее значение функции Fi соответствует наименьшему значению толщины 
стенки 5=5min, назначаемому либо по предельной гибкости стенки, либо из условия прочно
сти по касательным напряжениям.

2. Оптимальное проектирование при постоянной толщине стенки д =t.
Этому случаю соответствует плоская кривая одной переменной h, которая лежит в 

плоскости, параллельной координатной плоскости F  -  /г:

F2 = 2Wlh+2th/3.
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Минимум исследуемой функции соответствует равенству нулю производной:
ЭК2 _
Э/г

2W It 
^  Ъ

(3)

Зная Ьопт и t , следует проверить условие прочности по касательным напряжениям и со
поставить гибкость стенки с предельной гибкостью.

3. Оптимальное проектирование при постоянной гибкости стенки .
В этом случае поверхности соответствует плоская кривая, лежащая в плоскости К -  р, 

где р -  полярная ось. (р = /г -г 5 = 6 (1 + к )), полярный угол 0 tg0 = b/h 
Для малых углов 0 = 5/ /г = 1/к; sin0 = ]/к\ cos 0 = 1 
Выражаем переменные 6 и /г через переменные р и 0:

5 = р sin 0 = р/к 
h = p cos 0 = р

Тогда имеем функцию одной переменной р

К з=2М рч-2р73К

и выражение для первой производной
ЭК 2W 4р
др р^

Приравнивая производную нулю, находим оптимальной значение переменной р:

= 3Ш к

Возвращаясь к переменным 5 и h, имеем:

,  S uо̂пт ~ Л ^ ’ Оопт“  honx • К. (4)

Перед окончательным назначением оптимальных размеров следует проверить усло
вие прочности по касательным напряжениям.

4. Оптимальное проектирование по двум параметрам двутавровой балки из нелиней
но-упругого материала.

Для двутавровой балки из нелинейно-упругого материала изгибающий момент 
можно представить как сумму моментов, приходящихся на полки и на стенку:

M=RFn Ьч-тбЬ^, (5)
Новые обозначения в выражении (5):

М- изгибающий момент;
R-условное расчетное сопротивление для нелинейно упругого 
материала;
Fn -площадь полки;
т-коэффициент, учитывающий нелинейность диаграммы 

напряжений.
Расчетное сопротивление названо условным, поскольку расчет при изгибе следует вес

ти по допускаемому моменту, а расчетное сопротивление есть соответствующее фибровое 
напряжение. Для прямоугольного сечения размерами 5 х h изгибающий момент вычисляется 
следующим образом :

^ cm — ■

Для линейно-упругого материала т =  R/6.
Все члены в (5) разделим на Rh и умножим на 2.

90



2М/ Rh = 2F„ +2m6h/ R
В правую часть полученного выражения добавим и вычтем площадь стенки.

2М/ Rh = 2Fn +5 h- 5h +2m5h/ R

Вводя условный момент сопротивления W=M/R и учитывая, что площадь всего се
чения F равна удвоенной площади полки, сложенной с площадью стенки, получим после 
преобразований:

F=2W/h+25hw/3, (6)
Коэффициент нелинейности т при заданном значении расчетного сопротивления и 

фибровой деформации является постоянной величиной и вычисляется следующим образом:
m =3(1-2 т / R) /2.

Для линейно-упругого материала этот коэффициент равен единице.
Полная аналогия поверхности (7) и поверхности (6) позволяет при отыскании опти

мальных параметров сохранить без изменений изложенную выще методику для линейно
упругих задач, внимательно определяя положение в соответствующих формулах поправоч
ного коэффициента/п.

Вместо формул (3) и (4) будем иметь соответственно:

3W
ш

, . я /к .

(За)

(4а)

Полученный результат есть первое приближение, поскольку условное расчетное со
противление, зависящее от формы сечения и являющееся фибровым напряжением, соответ
ствующим назначаемому допускаемому изгибающему моменту в зависимости от коэффици
ента запаса, нам неизвестно. Перебирая R, определяем размеры сечения, определяем пре
дельный момент по формуле (12), подставляя туда вместо R предел прочности и соответст
вующий предельный коэффициент т ,  и находим коэффициент запаса по моментам делением 
предельного момента на расчетный изгибающий момент. Если в какой-то попытке найден
ный коэффициент запаса по моментам и заданный заказчиком совпадут с требуемой точно
стью, то расчет закончен.
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