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fVe con sider the deform ation  o f  an e la stic  th ree-layer ro d  p a r tia lly  su p p o rted  on elastic  foun dation  
o f  Winkler. To describe  the k inem atics o f  asym m etric  in th ickness o f  p a ck a g e  accep ted  hypothesis ro d  
broken normal. A system  o f  equilibrium  equations an d  its gen era l an alytica l solu tion  in displacem ents. 
The num erical analysis o f  solutions.

Введение
Композиционные, в том числе слоистые элементы конструкций широко ис­

пользуются в транспортном машиностроении: в качестве корпусных элементов 
вагонов, авиационных аппаратов, космических объектов, строительных панелей, и 
т.д. В связи с этим актуальной является проблема их расчета при различных 
внешних воздействиях и внутренней конфигурации. Деформирование трехслой­
ных элементов конструкций не связанных с упругим основанием исследовано в 
[1]. Изгиб трехслойного стержня полностью опертого на упругое основание рас­
смотрен в работах [2, 3]. Здесь исследован изгиб локально распределенной на­
грузкой трехслойного стержня, частично опертого на упругое основание.

Постановка задачи
Рассматривается несимметричный по толщине упругий трехслойный стер­

жень с жестким заполнителем (рисунок 1). Система координат х, у, z связывается 
со срединной плоскостью заполнителя. Для описания кинематики пакета исполь­
зуется гипотеза «ломаной» нормали: в тонких несущих слоях 1, 2 справедливы 
гипотезы Кирхгофа, в несжимаемом по толщине сравнительно толстом заполни­
теле 3 нормаль остается прямолинейной, не изменяет своей длины, но поворачи­
вается на некоторый дополнительный угол v|/(x). Деформации считаются малыми. 
На внешний слой 1 стержня действует локально распределенная поперечная на­
грузка постоянной интенсивности
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ЯІ.х)=Чй {Но{а-х)-Н^{Ь-х)). ( 1)

Частично стержень опирается на упругое основание Винклера, т. е. реакция

q=-KwH{x^-x), (2)

где к -  жесткости упругого основания; w(x) -  прогиб стержня; Hq{xq) -  функция 
Хевисайда.

В силу принятых гипотез прогиб во всех точках поперечного сечения 
стержня одинаков. На торцах предполагается наличие жестких диафрагм, препят­
ствующих относительному сдвигу слоев. Через и{х) обозначено продольное пере­
мещение срединной плоскости заполнителя, hk -  толщина к-то слоя {к= \, 2, 3), 
при этом толщина заполнителя йз = 2с.
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Введенные геометрические гипотезы позволяют выразить продольные пе­
ремещения в слоях через три искомые функции и{х), vj/(x) и w{x):

{c<z<c+l\), (-c<z<c),

u^^^=u-c\\i-zw,^ (-c-h2<z<-c), (3)

где запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования по сле­
дующей за ней координате; z -  координата рассматриваемого волокна.
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Рис. 1. Расчет ная схем а т рехслойного ст ерж ня  

В слоях стержня вводятся внутренние силы и моменты:

J a f  d z , J a f z d z , Q̂ ^^=b, jo ^ Jd z , (4 )

где o f  ̂ -  компоненты тензора напряжений, bo -  ширина поперечного сече­
ния стержня.

Уравнения равновесия трехслойного стержня в усилиях и силовые гранич­
ные условия следуют из принципа возможных перемещений Лагранжа:

8A=5W,

где 5А и 5 fV -  вариации работ внешних сил и внутренних напряжений

I
S^=JJ(9+^r)S^dS'=6o ^{q-\-q^)8wdiX,

s  о

J(<!®8E«+2<T®64>5„)dz dS=

;Г
s *=’ л»

3

Ч І Е  K >S8» 'dz+2jo«>5e® dz
и, h,

dx.

(5 )
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в  результате получаем систему обьпсновенных дифференциальных уравнений 
равновесия и граничные условия рассматриваемого трехслойного стержня в уси­
лиях.

+ Ь о Р = 0 ,

H ,,-Q = 0 , . (6)
, ^ ’хх +Ьо(Я+ЧяІі(Хі-х))=0.

При этом должны вьшолняться следующие силовые граничные условия:

х -О : N  = No, М = Мо, M,x = Qo, Н=0, 
х = 1: N  = Ni, M=Mi, M,x = Qi, Н=0. ( 7 )

Применяя соотношения (3), (4) выразим внутренние усилия и моменты через 
искомые функции и(х), \|/(х), vr(x):

(^’х +(^W,x)-(^+J^)^ >̂хх]>
^ь^к; [h, {и,  ̂-сн /,,)+(c+\h^)h, ] ,

n ^^^=2\k ; cu,,,

=bXx \h  ( c + i \ ) («,. +c\^,x) - (с ' ] ,

м^^^=ъ,к; [ - K  [сЦ К ){^ ’х -(c4ch^+\h^)h, w,^],

, е'^>=2ВДсх1/,

где Gi ,̂Kj  ̂ -  модули сдвиговой и объемной деформации к- го слоя.
С помощью соотношений (3), (4) внутренние усилия и моменты можно вы­

разить через искомые три функции м(х), \|/(х), w(x). Подставив их в силовые урав­
нения равновесия, получим систему дифференциальных уравнений равновесия 
рассматриваемого трехслойного стержня в перемещениях:

+«бМ̂ х̂с -«7^>х«=0, -a,yv,xxx
і̂^̂ ххх ^(^ъ'^’ххх -к>гЯ(Хі-х)=-дЯ(а -х ) , (8)

где а, =к;ь, +К;Ь^  ̂Л-2КІС, =с" [_K̂ h, +К;Ь^  ̂Ц К ^с ] ,

а,=с[к;ь, (с+і /!|)+а:*/ь. { с ц и , , ) ц к ; г  ] ,  

а ,= к:іі,(сЧ сй ,ц ь ,^ )+ к ;іі^ (сЧ с іі^ц н і„ )+ ік ;с \

a,=2G,c, а,=с[л:,*А,-Х*Л„], a^= K ^h,(c+ W )-K lh^(c+ \h^).
Система уравнений (8) имеет разрьшные коэффициенты, обусловленные на­

личием функций Хевисайда в реакции основания (2) и нагрузке (1).
Решение краевой задачи проводится в зонах непрерывности коэффи­

циентов системы (8): I -  х < а, область с нагрузкой и опиранием на упругое осно­
вание; II -  X < хо, область опирания на упругое основание, но без нагрузки; III -  
область без основания и без нагрузки (х > хо).
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в  первой области обе функции Хевисайда обращаются в единицу. Искомые 
перемещения в этой области пометим индексом «1» внизу. Система (8) здесь при­
нимает вид

1̂*̂1 ’хг I ’хг ^7^1 ’йсс ~ Р ’
-«5^1 =0 ,

+«з¥і>х« -KW,=-g , (9 )

Решение системы уравнений (9), при основании средней жесткости [3] будет: 

w, (x)=Ci +С2,е“ '̂" ,
к

6̂1̂ 13̂  '*'̂ 2 x+b-^q^x,к
и,(х)=С„аз,е"'^-С2,а„с-"'^+Сз,а,,с"’̂ -С„аз2е-"’̂ +С5,а2зс"^^-

6̂1̂ 23̂  ’ ■*‘̂ 59'о
Л

^+6з
V К у

х+ Со.х+Со|, ( 10)

где Си, ..., С91 -  константы интегрирования, остальные параметры ау, bi выража­
ются через геометрические и упругие характеристики материалов слоев и совпа

дают с приведенными в [3].
Во второй области нагрузки нет, соответствующая функция Хевисайда в (1) 

обращается в ноль, опирание присутствует и функция Хевисайда в (2) обращается 
в единицу.

Рещение системы (12) (индекс«2» внизу) следует из (9), при q = 6: 

w^(.x)гC„e^^■+C^e-^'•+C„e^^+C„e-^^+C,,e^^+C,,e-^^,
H'2(x)=C,2̂ fl,e ' —CjjflQifi ' +СззД|2£  ̂ —C.jiiije  ̂ ч-СззДіз̂   ̂ ~ ^бг^із  ̂ ’ ’

(x)=C,202ie '̂'' -С2202,е“ *̂ +Сз2а22в '̂' -С'42̂ 22̂ '^’'' +Q2«23̂ ^*'' ~

~^62^23  ̂ ^ 2 ^ + ^ 2 ’ (^І)

где Сі2, ..., С92 -  новые константы интегрирования.
Теперь рассмотрим систему уравнений (8) в области III -  без опирания на 

основание и без нагрузки. Здесь обе функции Хевисайда равны нулю. Система (8) 
здесь принимает вид

+«б'Ті,хх -«7>^.=х«=-/>. 
+«24^1.« -«3>^Рх« -«5¥ і=0 , 

7̂*̂ 1’хи ■'■̂ зМ̂Рх» ”"^4^1’хххх~̂  • ( 12)

Искомые перемещения в этой области (индекс «3») будут [1]:
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¥з =C23sh(p2^)+Q3ch(p2^)-|r (^^+<^13 )»
Рз

w^(x)=- 1 а ,2 C „ch(P ,x)+C 3,sh(P ,x)-:^ f i  ^
-ЯХ+С,з X

^22 - Рг L Р2U  ;

н— х^ +Cj3X+Cg3,

л
Щ0̂ ')~Уз2 ^23^ (̂Р2' )̂"^^33^^ (̂Р2 )̂ Q 3 о2

V Рг У
+

2 а
CjjX +С,^х+С(УЗ' 'S 3  • (13)

22

(14)

Объединяя (10), (11), (13) получим искомое решение краевой задачи:
\|/(х)=\|/, (х)+(\|/2 (х)-\|/, (х))Я(х-а)+(х|/з (х)-уз (х))Щх-х„), 

и ( х ) = щ (jc)+ (m2 ( х ) - щ (х ) ) Н ( х - а ) + ( щ ( x ) - u ^ (х ) )Н (х -х ^ ^ ) , 

и'(л:)=Н', (х)+(>^2(х)-и'з(х))Я(л:-Хо)+(>Уз(х)-н'2(х))Я(л:-Хо).
Константы интегрирования Сц, ... , Сп, Си, , С9 1 , С13, ... , С%з определяются из 
восьми граничных условий на торцах стержня и дополнительных 16 условий равенства 
перемещений и их производных в точках нерегулярностих-а ,х= хо  (Сп= Сп = 0).

8. (м„Лх)-М2,Л^))Ц=0
9. (х = о, ц/, =0)

1. (V 2W -^ iW )L ,= 0

2- (V2>xW-H^p ,W >L_=0

3- {y2.x.W-Vl.x.W>L^=0

4. (^і(х)-Й2(х))Ц=0

5. {w,„ ( ^ ) - w'2..W>L_=0

6. (>^1,«(х)-И2,^(х))Ц=0

7. (мі(х)-М2(х))Ц=0

10. (х = 0: Mj=0)
11. (x = 0: w,=0)
12. (x = 0: Wj,^=0)
13. (x = /: Ц>2=0)
14. (x = /: ^2=^)
15. (x = /: >^2=0)
16. (x = /: >^2,^=0)

Численные результаты
При численной реализации решений (14), (10)-(13) принималась жесткая 

заделка торцов стержня; интенсивность нагрузки qo==2 МПа; пакет материалов 
слоев Д16Т-фторопласт-Д16Т; относительные толщины слоев hi = 0,02, hj = 0,02, 
hi = 0,09; модули упругости материалов (МПа): Gi = G2 = 0,267 • 10̂ ; G3 = 90; 
Яі =Я2 = 0,8- 10 ;̂Яз = 4700.

Рис. 2 показывает изменение прогиба 
вдоль оси при нагрузке распределенной 
по всей поверхности стержня (а = Г): 1 -  
к = 0; 2 -  опирание всего стержня; 3 -  
оперта левая половина нижнего слоя 
(к =100 МПа/м). С увеличением об­
ласти опирания перемещения умень­
шаются, полное опирание приводит к 
уменьшения прогиба на 24 %, частич­
ное -  на 10 %.

Рис. 2. П роги б  т рехслойного ст ерж ня при  
непреры вной нагрузке
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величина прогибов 3 увеличена в 100 раз 
Рис. 3. П рогибы  (х =  0,5) в зависим ост и  

от длины инт ервала нагрузки  а

На рис. 3 приведены графики измене­
ния прогиба по середине стержня 
(х = 0,5) в зависимости от длины ин­
тервала нагрузки а (Ь = 0) при различ­
ных жесткостях упругого основания. 
Линейное увеличение интервала на­
грузки вызывает нелинейный рост про­
гибов. При переходе от основания ма­
лой жесткости к средней (от 1 к 2) про­
гиб уменьшается на 30 %. Если осно­
вание высокой жесткости 3, то макси­
мальный прогиб стержня составляет 
0,23 % от первоначального прогиба (7).

Выводы
Приведенная методика и решение краевой задачи позволяют проводить ана­

лиз напряженно-деформированного состояния при изгибе частично опертого 
трехслойного стержня при локальных нагрузках в зависимости от прочностных и 
геометрических параметров слоев и основания.
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