
КИНЕМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭФФЕКТИВНЫХ 
ТЕРМОУПРУГИХ ХАРАКТЕРИСТИК ПРОСТРАНСТВЕННО 

АРМИРОВАННЫХ СРЕД

Янковский А. П.

Институт теоретической и прикладной механики 
им. С. А. Христиановича СО РАН, Новосибирск

П редлож ена ст рукт урная м одель т ерм оупругого  поведения прост ранст венно арм ирован­
ной среды  при общ ей анизот ропии компонент  композиции. Н а осн ове энергет ического  критерия 
эквивалент ност и и кинем ат ических допущ ений о связи усредненны х деф орм аций т акого компо­
зит а с  деф орм ациям и в  ком понент ах композиции определены т ерм оупругие характ ерист ики эк­
вивалент ного мат ериала. П оказано, чт о на основе полученных уравн ен ий  м ож н о определит ь на­
пряж енно-деф орм ированны е сост ояния во  всех ко.мпонентах композиции, используя известные 
усредненны е деф орм ации  и т ем п ерат уру в композите, что имеет  принципиальное значение при 
расчет ах конст рукций из т аких композиционных м ат ериалов с использование.м ст рукт урных 
т еорий прочности.

Введение
Традиционной структурой композиционных материалов является слоистая, 

когда траектории армирующих волокон лежат в плоскостях слоев, связь между 
которыми осуществляется через прослойки связующего. (Критический анализ не­
которых структурных моделей упругого поведения таких композитов проведен в 
[1,2].) Однако особое внимание к себе привлекают композиционные материалы с 
пространственным расположением арматуры. Целесообразность пространствен­
ного расположения армирующих волокон определяется не только возможностью 
ликвидировать такой недостаток слоистых композитов как опасность расслоения 
вследствие слабого сопротивления сдвигу и поперечному отрыву, но и возможно­
стью локализовать в пределах нескольких пространственных ячеек распростране­
ние трещин. Этим резко повыщается несущая способность материала в толсто­
стенных конструкциях, особенно в зонах приложения локализованных нагрузок и 
концентраторов напряжений при нестационарных термосиловых воздействиях, 
характерных для современных технических устройств [3]. Кроме того, при экс­
плуатации гибких тонкостенных волокнистых конструкций типа пластин изна­
чально плоские структуры армирования могут в процессе деформирования 
трансформироваться в пространственные структуры.

В силу актуальности проблемы определения эффективных упругих характе­
ристик пространственно армированных композитных сред развитию структурных 
теорий расчета таких материалов был посвящен ряд публикаций [3-7 и др.]. Од­
нако все они не лищены определенных недостатков. Так, в [4] предлагаются две 
иерархические структурные модели пространственно армированного композита, 
но со строго ортогонально перекрестными волокнами, что существенно ограни­
чивает область применимости этих моделей. Кроме того, как подчеркивают сами 
авторы, в рамках построенных в [4] моделей существует определенный произвол 
в выборе иерархии структуры, что приводит к неоднозначному определению зна­
чений эффективных упругих констант композита, причем для некоторых характе­
ристик эквивалентного материала разброс полученных таким образом значений 
упругих постоянных может быть значительным. Построенные в [4] соотношения 
во многом базируются на допущении, что модуль упругости арматуры много 
больше соответствующей величины связующего (в 25 и более раз). Такие ситуа­
ции характерны лишь для волокнистых композитов с полимерным связующим [8].
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Однако в настоящее время все более широкое применение находят композиты с 
«жестким» (металлическим) связующим, для которых указанное отношение, как 
правило, не превьппает десяти [8]. Поэтому структурные соотношения, получен­
ные в [4], не могут быть использованы при расчетах армированных сред с метал­
лическим связующим.

В рамках работ [5-7] построены структ}фные модели пространственно ар­
мированных композитов для более общего случая -  при произвольной ориента­
ции в пространстве траекторий армирования. К недостатку этих работ относится 
то, что монолитная в реальности композитная среда представляется в виде от­
дельных однонаправленно армированных стержней, ориентация которых соответ­
ствует заданньш направлениям армирования; при этом указанные армированные 
стержни получаются несвязанными между собой в единое целое (в монолитный 
материал). Кроме того, при таком подходе существует определенная неоднознач­
ность в распределении всего объема связующего по однонаправленно армирован­
ным стержням, что существенно сказьшается на значениях эффективных жестко- 
стных характеристиках композита. Так, в [5] исследованы пять разных способов 
распределения связующего по стержням, приводящих к существенно разным зна­
чениям эффективных упругих констант материала.

В рамках указанных моделей определены лишь эффективные упругие [4, 5] 
или линейно-вязкоупругие [6, 7] характеристики композитных сред, но не опре­
делены их термозшругие свойства, такие как эффективные коэффициенты линей­
ного теплового расширения, что не позволяет решать задачи деформирования 
композитных конструкций при наличии температурных полей. Кроме того, в рам­
ках этих моделей невозможно определить в последующем напряженное состояние 
в материалах компонент композиции по усредненным напряжениям и деформа­
циям в эквивалентной среде, что не позволяет использовать структурные теории 
прочности при расчете конструкций с использованием таких моделей, а также 
рассчитывать нелинейно-упругое и неупругое деформирование пространственно 
армированных композитных конструкций.

Настоящее исследование посвящено построению модели пространственно 
армированного гибридного композита, лищенной указанных выше недостатков.

Структурная модель пространственно армированного гибридного ком­
позита. Так как наличие арматуры с различными жесткостью и прочностью зна­
чительно расширяет дйапгізон свойств композиционных материалов с пространст­
венной схемой армирования [3], то в глобальной декартовой системе координат 
Х],Х2,Хз рассмотрим гибридный композит, армированный в произвольных на­
правлениях К семействами волокон (возможно, разной физической природы) с 
интенсивностями ..., К). Удельное объемное содержание связующего
обозначим через щ , тогда имеет место условие нормировки

+ к = 1,2,..., К). (1)
к

(Здесь и далее суммирование осуществляется по указанному индексу от 1 до К, 
если не указаны пределы.) Кроме условия нормировки (1) должны выполняться и 
физические условия взаимного непроникновения материалов различных компо­
нент композиции. Эти условия накладывают определенные ограничения на пре­
дельно допустимые значения суммарных плотностей армирования (на значение 
суммы в (1)) при плотной зшаковке армирующих элементов. Так, в [3] приведены 
указанные предельные значения для некоторых структур пространственного ар-
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мирования композитной среды, которые меньше единицы. Далее в настоящем ис­
следовании предполагается, что эти ограничения на значения суммарных плотно­
стей армирования выполняются. (При построении модели упругого поведения 
рассматриваемого композита знание конкретных чисел не обязательно, важ­
ным является выполнение условия нормировки (1).)

Рис. I. Л окальная сист ем а координат , связанная с  волокном к-го сем ейст ва  

С каждым ^-м семейством волокон свяжем свою локальную ортогональную
систему координат х ^ \  { к - \ ,  2,..., К)  так, чтобы ось совпадала с

направлением траекторий армирования этого семейства, а оси х ^ \  х^^ бььти 
перпендикулярны этим траекториям (см. рисунок). Углы между глобальными и 
локальными осями определяются таблицей направляющих косинусов.

Все компоненты композиции предполагаются анизотропными материалами, 
причем для удобства изложения (хотя это и не принципиально) термоупругие ха­
рактеристики связующего заданы в глобальной системе координат х- ,̂Х2 ,х-^, а

арматуры к-то семейства -  в локальной системе х^^, х\ '̂ ;̂ эффективные ха­
рактеристики композиции определяются также в глобальной системе координат.

Д)

Направляющие косинусы между глобальной и к-й локальной
Таблица I

О с и X, ^2 ^3

/ f f ) т
42

4 1 ' ]{к) ](к)
'23

^3 4;> Лк)
'32

Лк)
'зз

Так как при затвердевании связующего объем его может измениться, то в 
компонентах композиции, а значит, и в эквивалентном материале в целом могут 
возникнуть начальные напряжения [10]. (Определение начальных напряженных 
состояний в компонентах пространственно армированного композита представля­
ет собой самостоятельную задачу, выходящую за рамки настоящего исследова­
ния. Далее в данной работе предполагаем, что эти напряжения известны.)

Согласно вышеизложенному, определяющие уравнения для эквивалентной 
композитной среды и компонент композиции в матричной форме имеют вид [9]

52



где

а = А { г - а Т )  = дРi д£.,

+ ^ (^ 0  ~®'0^о) ~ dpQ/dzQ,

^ k =Pk + А { ч  - ^ Л )  = Щ k = i,2,

СТ = {сГі, 0 2 , 0 3 , O ą , 0 5 , 0 5 } S  |ctj|, CT22, O33, 023 , ‘^ЗІ’ * 1̂2}»

P* ={/^h Р2’ РЗ’ Р4’ PS’ Pb] = {P\b P22’ Р3 З’ Р2 З’ РЗЬ Рп]^

s =  { s j ,  82, S3, 84, 85, Sg} S  |8ц ,  S22, £33, £23’ ^31’ ^12} ’

a *  =  { a , ,  02, 03, 04, O j , O g }  =  { a , , ,  022, 033, 023, 031, 0, 2} ,

(2)
K,

(3 )

,* _1„(0) „(0) fO)
’ ^2

_(0) (0) (0)) ( (0) (0) (0) (0) (0) (0)̂  ,04 ,05 ,Og I - |U j j  , O22 , O33 , O23, 03, , 0,2

* _ ) „ ( 0) „(0) (0) (0) (0) (0)
Po -  ) /'l  ̂P2  ’ P3   ̂P4  ’ Ps ’ Pb

(0) (0) (0) (0) (0))
I -  ’ P22 ’  P33 ’  P23 ’  Рз\ ’ P\2 ] ’

_ f j , ( 0 )  „(0) (0) (0) (0) (0)) I (0) (0) (0) (0) (0) (0))- |b ,  ,82 ,83 ,84 ,85 , 8g I -  |£n , £22 , £33 , £23 ’ 3̂1 ’ *"12 j ’
«(0) «(0) (0) (0))

*̂■ 0 ~ I *̂ 1 ’ '-*'2 ’ ^̂ 3 ’ *̂ 4 ’ *̂ 5 ’ '̂ b | ~ | ' ^ 1 1 ’ *̂'22’ *̂33 ’ '-*■ 23 ’ *'*'31 ’ **12 f ’

’ *̂ 2 ’ *̂ 3 ’ *̂ 4 ’ *̂ 5 ’ *̂ 6 J ’ *̂ 22 ’ *̂ 33 ’ *̂ 23 ’ ^31 ’ *̂ 12 j ’
jz(k) ~{k) -(Л) ~{k) -(^ )) |-(A ) -{k) -(k) -(k) -(k) -(A))

P a ~\P\ ’ P2 ’ Рз ’ Pą > Ps ’ Рь | ~  | A i  ’ P22 ’  P33 ’ P23 > Рз\ » -P12 j »

P * _ b W  p W  pik) -(A) -(A ) -(A)) (-(A) -(A) -(A ) -(A ) -(A ) -(A))
H "  p i ’ 2̂ ’ *̂3 ’ *̂4 ’ **5 ’ Ц j — p il ’ 2̂2 ’ *̂33 ’ 2̂3 ’ *̂ 1 ’ ^2 j ’

к̂ ~ р і  ’ **2 ’ **3 ’ **4 ’ **5 ’ **6 ) ~  (**11 ’ **22 ’ **33 ’ **23 ’ **31 ’ **12 ) ’

A = ]̂ Ajj ,̂ Aq =I^Â ^ '̂j, -  6 x 6 симметричные матрицы жесткостей

фиктивного материала, связующего и арматуры А:-го семейства соответственно; 
о, Oq, о^, р, Ро, P;t -  векторы-столбцы напряжений и начальных напряжений в 
тех же материалах соответственно; е, Eq, а ,  Oq, -  векторы-столбцы де­
формаций и коэффициентов теплового расширения тех же материалов соответст­
венно (здесь в отличие от [9] для удобетва изложения под 84, 85, 8g и т. п. пони­
маются не полные сдвиговые деформации, а их половины, равные соответствую­
щим компонентам тензоров деформаций S23, £31, £,2 и т. п,); Т, Tq, -  отклоне­
ние температуры композита, связующего и арматуры к-то семейства от темпера­
туры естественного состояния 6; F, Fq,F ĵ -  удельные свободные энергии Гельм­
гольца (инварианты) эквивалентной ереды, связующего материала и арматуры к- 
го семейства, имеющие выражения [11]

F  = 8*Р + 8*Лб /2 -  8*ЛаГ -  СГ -  с^Т'^К 20),— - / V у

■̂0 / 2 -  £oĄ)<Xô o ~ ‘̂qTq !{2Q), (4)

А  = ЧРк + ч А ч і '^ - ч А к ^ к Т к  - 4 Т к К Щ ’ \ < к < к -
ę -  некоторая термомеханическая характеристика композита, смысл которой бу­

дет выяснен ниже; , Cq , с\ -  теплоемкость (при постоянной деформации) фик­
тивного материала, связующего и арматуры ł-ro семейства соответственно; «звез-



(5 )

дочка» означает операцию транспонирования. В соотношениях (2)-(4) и далее 
чертой сверху будем обозначать величины, определенные в локальной системе
координат x[^ \̂ х ^ \  х^^^, связанной с к-и семейством волокон, а те же величины, 
определенные в глобальной системе jcj, ^2, Х3, будем обозначать теми же симво­
лами, но без черты. Равенства (3) задают соответствия между шестью компонен­
тами fi, (г = 1, 6) некоторых векторов f, fo, и компонентами соответ­

ствующих симметричных тензоров второго ранга Ą ,
(/,7 = 1, 2,3; l < ^ < i ^ ) .

В случаях, когда волокна изготовлены из изотропных или монотропных (с 
главной осью анизотропии, совпадающей с направлением армирования) материа­
лов, направляющие косинусы (см. таблицу) можно однозначно определить с 
помощью двух углов сферической системы координат (см. рисунок): полярного 
расстояния и долготы . При этом ось х̂ ^  ̂ удобно получить поворотом оси
JC2 на угол вокруг оси х  ̂ (именно этот случай изображен на рисунке), а на­

правление оси х^^ определяется векторным произведением ортов, задающих на­

правления ■ Направляющие косинусы при таком задании локальной
системы координат вычисляются по формулам

=8ІП0;;.СО8ф;і̂ , /j2  ̂=8ІП0^5ІПф;;., /|з^=СО80^, /^|^=-8ІПф^, =COS(̂ j^

4з^=0, =-СО80^СО8ф^, /̂ 2̂  =-СО80^8ІПф^, /^з^=8ІП0^, \< к<К .
(Соотнощения (5) могут быть использованы и в случае общей анизотропии мате­
риалов арматуры, но тогда все характеристики материала волокон ^-го семейства 
обязательно должны быть заданы именно в этой системе координат.)

Так как установить фактическое распределение напряжений и деформаций в 
композитной среде, где основной материал имеет многочисленные более жесткие 
включения, весьма затруднительно [9], то при нахождении практически пригод­
ных зависимостей для определения всех независимых термоупругих постоянных 
пространственно армированного материала необходимо сделать некоторые допу­
щения в виде исходных предпосьшок, аналогичных принятым в [1, 2, 9].
1. Армированный материал представляет собой сплошное макроскопически ква- 

зиоднородное анизотропное тело. (При достаточно густом равномерном на­
сыщении связующего арматурными стержнями или волокнами это предполо­
жение вполне допустимо. К этому выводу приходят все исследователи, изу­
чающие механические свойства дисперсно-армированных сред [9].)

2. Между связующим и арматурой существует полное сцепление (идеальный 
термомеханический контакт).

3. В пределах представительного элемента, выделенного из композита на миниу­
ровне, деформации, напряжения и температуры во всех компонентах и в ком­
позиции кусочно-постоянны. Эффектами высших порядков, связанными с из­
менением полей деформаций, напряжений и температур на микроуровне в ма­
лых окрестностях границ контакта связующего и волокон, пренебрегаем.

4. Усредненные поля деформаций и температуры в композиции определяются по 
правилу простой смеси -  пропорционально объемному содержанию каждого 
составляющего (кинематическая гипотеза).
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5. Все фазовые материалы линейно упруги и однородны; связь между деформа­
циями, напряжениями и температурой в них определяется соотношениями 
Дюамеля -  Неймана, записанными в матричной форме (2).

6. В качестве условия эквивалентности выступает равенство свободной энергии 
фиктивного однородного анизотропного материала свободной энергии рас­
сматриваемого композита.

При переходе от глобальной системы координат х̂ , Х2, к локальной системе 

Х2 ^ \  х^^  ̂ имеют место преобразования векторов (3):

а , = = І  g f a f ), р , = ( p f  > = f  g f  ),
7=1 7=1

7=1
и обратные им преобразования

(6)

^k=Gk^a,„ Ek=Gk^Ek, 1<к<К, (7)

где -  матрица, обратная невырожденной 6x6 матрице G  ̂ с компо­

нентами (см. табл. (21.40) в [9]):
Лк) _ j i k ) Ak)  (к) _ j i k ) j {k)  (к) _  j {k) j{k)  (к) _  ^ Л к ) А к )  Лк)  _  j j { k ) A k )
611 “ Ml Ml ’ 612 “ М2 М2 ’ 613 “ М3 М3 ’ 614 “  "̂ М2 М3 ’ 615 “  ^Мз Ml ’
Л к ) _ ф ) А к )  ( к ) _ А к ) А к )  Л к ) _ Л к ) А к )  Л к ) _ А к ) , ( к )  „ ( k ) _ j A k ) A k )
616 “ "̂ М2 Ml ’ 621 “ '21 '21 ’ 622 “ ‘22 '22 ’ 623 “ '23 '23 ’ 624 “ ^'23 2̂1 ’
Л к ) _ 2 І ^ к ) А к )  Л к ) _ 2 1 ^ ( к )  „ ( к ) _ А к ) А к )  Л к ) _ А к ) А к )  Л к )  _  Ак ) Ак )
625 “ ^'23 '21 ’ 626 “ "'■'22 '21 ’ 631 “ 'ЗІ 'ЗІ ’ 632 “ '32 '32 ’ 633 “ 'ЗЗ 'ЗЗ ’
Л к ) _ 2 і { к ) Л к )  Л к ) _ 2 і { к ) А к )  А к )  _ 2 і { к ) А к )  Л к ) _ А к ) А к )  Л к )  _  Ак ) Ак)
634 “ ""ЗЗ '32 > 635 “ ""ЗЗ 'ЗІ ’ 636 “  "̂ '32 'ЗІ ’ 641 “ 'ЗІ '21 ’ 642 “ '32 '22 ’
Л к ) _ п к ) А к )  Л к )  _  і і к ) А к )  Ак ) Ак )  ^ ( к )  _  Ак ) Ак )  А к ) А к )  Л к )  _  Ак ) Ак )
643 “ 'ЗЗ '23 ’ 644 " 'ЗЗ '22 + '32  '23 ’ 645 “ 'ЗЗ '21 ^'31 '23 ’ *46 “ 'з і  '22 ^  W
Лк)і{к)  Л к ) _ А к ) А к )  Л к ) _ А к ) А к )  Лк)  _  Ак ) Ак )  ^ к )  _  А к ) А к )  Ак ) Ак )
^'32'21 ’ 651 “ 'ЗІ '11 ’ 652 “ 'З2 'і2  ’ *53 “ 'зз 'іЗ ’ 654 “ 'З3 'і2  + ' 3 2 ' і 3  ’
Лк) _ Лк)Ак)  Ак ) Ак )  (к) _ Ак ) Ак )  Ак ) Ак )  (к) _ Ак ) Ак )  (к) _  Ак ) Ак )
655 “ 'ЗЗ'П ^'31 'іЗ ’ 656 “ 'ЗІ '12 ''■'32'і1 ’ 661 “ '21 'і1 ’ 662 “ 'і2 '22 »
Лк)  _  Ак)Ак)  (к) _  А к ) А к )  Ак ) Ак )  Л к )  _ Ак ) Ак )  Ак ) Ак )
663 “ 'іЗ '23 ’ 664 “ 'іЗ '22 ^ ' і2  '23 ’ бб5 “ 'іЗ '21 + ' і1  '23 ’

Здесь -  направляющие косинусы (см. таблицу и (5)); матрица G  ̂* совпадает с
транспонированной матрицей (21.44) в [9].

В силу второго и третьего допущений и условий сопряжения полей напря­
жений, перемещений и температур на границах контакта волокон со связующим с 
учетом соотношений, аналогичных (6), получим

Г , = 7 Ь  ( I S i S K ) ; (9)

g ( ‘ ) =  =  І  (І =  М .  1 <  i  <  К)- (10)
7=1

=  =  0 ' = ^ ,  \ < к < к у . (1 1 )
7=1

=  ( 1 < ; к < ^ ) , (12)
7=1



где -  напряжения и деформации в связ^тощем, определенные

в локальной системе координат . (Кроме того, из тех же допущений
помимо равенств (9) в пределах представительного элемента с учетом закона теп­
лопроводности Фурье тождественно выполняются и условия сопряжения по теп­
ловым потокам на границах контакта связующего и волокон.)

Согласно четвертому допущению, усредненные поля температуры и дефор­
маций в композиции определяются так:

(13)
к

s = coo6o + S®/tSb (14)
к

(Здесь соотношение (14) записано в глобальной системе координат .)
Из равенства (13) с учетом (9), (1) следует

Т = Т^=Т^ { \<к<Ю,  (15)
т.е. средняя температура композиции в пределах представительного элемента 
равна температуре каждой компоненты.

Из равенств (10), (12) с учетом (2), (11), (15) и пятого допущения вытекает 
6

(16)

(17)

7=1

і ^ і Г б ,  \ < к < К .
j=v j=\ /=С
Эту систему запищем в следующей матричной форме

~ \ < к < К ,

где ненулевые элементы 6 x 6  матриц Ą  = {ъ\Р  j , ~ вектора

согласно (16) определяются так:

< 1  = 1, = о (У = 2 ^ ) ,  B f  = А ІР  ( i  ^ 2 J > , j  = Гб),

C [ f = g \ ' f  (У = Гб), c f ^  = j : g ^ ^ A f  (i = 2^6, 7=  Гб), (18)
/=1

Df‘ ) = о, D f  > = i  f 4 ‘ >am -  g f  i  A f a f
l=\7=1

(/ = 2, 6).

В частном случае изотропных материалов компонент композиции в (2) и 
(18) нужно учесть, что ненулевые элементы матриц Aq и векторов а^ ,ао  
имеют вид [9]:

= 4*) =2G1*1(i - v1*1)/(i - 2 v1*1), 4*1 = 4*1 = 20І*У*У(і-2у1^і),

4 /1  = 4 /1  = 2У*1 = £І*У(і + у(*1) (/, j  = 1, 2, 3, j  I = 4, 5, 6), (19)

а /1 = а /1 = а1 * 1  (/ = 1,2,3, 0<А:<Л:),

где , у1*1, 0.1*1 _ модзшь >чіругостй, коэффициент Пуассона и коэффициент 
линейного теплового расширения к-я компоненты композиции.

В силу (18) detĄ  О, поэтому из (17) получаем
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где
(21)

(20)

Q ’ ^
-  матрица, обратная .
Соотношение (20) определяет деформации А:-го семейства арматуры (за­

данные в локальной системе координат ) через температуру 7’ и деформации 
Eq связующего (заданные в глобальной системе х, ).

Преобразуем равенство (14) с учетом (7), (20), тогда получим
Е =  ЮоЕо + Е ( ^ к ^ к %  =  Юо^о + ( E ĵ Eq + F ĵ T) =

к к
Л (22)

+ Т щ ^ к  ^Ек £о + T ( ^ k G I % ,
, к )  к

где/- 6x6 единичная матрица. Из соотношения (22) следует
Е̂  = Н Е - т Т ,  (23)

где Я -  6x6 матрица, f  -  вектор-столбец вида
V *

Я  = (24)+ Y.^k^k ^к ’ ^ - Ц ^ к ^ к
ч к )  к

Соотношение (23) определяет деформации в связующем Eq через усреднен­
ные деформации композиции е  и  температуру Т .

Согласно первому и шестому допущениям имеем
Я = соо̂ о + Е ® а̂ л-

к
Из этого соотнощения с учетом (4), (15) получаем

Ё * р  +  е * А е  / 2  -  Е * А а Т  - С , Т -  с " г 7 ( 2 0 )  =

-  cOq [^оРо  ̂2 -  EqAqCLqT  -  CqT^ j (20)j  -i-

+!«>* [« ;p t + ч \ ч  /2  - ? ; 4 a * r  - 4 r V ( 2 0 ) ] .

(25)

Выразим в (25) за счет (20) деформации е  ̂ через E q , а затем, используя (23), 
исключим из правой части этого равенства вектор E q , тогда после элементарных 
преобразований с учетом симметрии матриц A j ^ , А ^  будем иметь

Е*р + г *  Ае / 2 -  Е * А а Т  -  -  с"Г 7(20) = соо {е*-^*Ро "  f  *^*Ро^ +  b H*ĄH e / 2 -

-Б*Я% (ао + H f  ) Т  + \ f * H * Ą  (2tto + H f )  -  /0]г^ / 2 } + {е*Я*Я;р^ +
к

+(f; - f * H * E l )р^Г + е* Я * Я ^ 4 4 Я е/2- г Н * Е І А ^  (й  ̂ - +  E , ^ H f ) T  +

( Е ^ Н І -  2 F , + 2 5 j ) -  Г Д .  ( 2 5 j  - F*) - c |  / б ] г ^ п ] .

Так как равенство в (26) должно выполняться при любых е , Г, т о  из него 
вьпекают следующие соотношения:

(26)
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А = Н*
к

Н,

Р = я 1 cooPo+Z%̂ iP>t 
V к

c V e  =  с о о [̂ 0 / 6  -  i * H * Ą ( 2 а о  +  Я Г ) ]  +  Z ® / t  [ ^ 1  / 6  ~ ^ * H * E \ Ą  х  ( 2 7 )

х(£^ЯГ-2Г^. +2a^) + F^Ą(2a^t -F^t)],

С = Юо̂ ’Я*Ро - E % ( f;  -Г Я * £ ;)р ,;
к

Аа = Я* [сооЛ(ао + Hf) + Т^щ К А ,  ( а ,  - F, + E,Hf)],  (28)

где нужно учесть выражения для матриц и векторов (21), (24), (18), (8). 
Из равенства (28) следует

а = А - ' н -  [со„-4„ (ао + fff) + (5* -  F, + Ą W )], (29)

где А ’ = -  матрица, обратная А (см. (27)), -  матрица эффективных коэффи­

циентов податливости композиции .
Первое равенство (27) определяет в матричной форме эффективные механи­

ческие жесткости рассматриваемой композиции; соотношение (28) -  эффектив­
ные температурные жесткости; равенство (29) -  эффективные коэффициенты ли­
нейного теплового расширения; второе соотношение (27) -  усредненное началь­
ное напряженное состояние в композиции; третье равенство (27) -  эффективную 
теплоемкость композиции; четвертое соотношение (27) -  эффективную постоян­
ную ^ .

Помимо первого соотношения (2) на основании первого равенства (4) до­
полнительно получим [11]

S  = -дЕ /дТ = е*Аа + ę + с^т/в,
где S -  удельная энтропия рассматриваемой композиции. Следовательно, посто­
янная ^ определяет удельную энтропию композита в естественном состоянии 
(8 = 0, Т = 0), вызванную наличием начального напряженного состояния во всех 
компонентах композиции.

З а м е ч а н и е  1.В настоящем исследовании метод определения эффектив­
ных характеристик рассматриваемого композита назван кинематическим, так как 
в качестве одной из гипотез (четвертой) использовались кинематические равенст­
ва (14), связывающие между собой средние деформации композиции с деформа­
циями фазовых материалах. При этом никаких допущений о связи средних на­
пряжений а  в композите с напряжениями Oq, в фазовых материалах не дела­
лось. Определить эффективные характеристики рассматриваемого композита 
можно бьшо бы, введя соответствующую гипотезу, позволяющую связать а с 
Oq, , и не делая никаких допущений о связи е с Eq, (1< к < К ). Такой под­
ход целесообразно назвать статическим методом определения эффективных ха­
рактеристик пространственно армированного композита. Изложение этого метода 
выходит за рамки настоящего исследования в силу ограниченности объема статьи.
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З а м е ч а н и е  2. Важной особенностью предложенной модели рассматри­
ваемого композита является возможность определения напряжений Cq, и де­
формаций бд, в компонентах композиции по известным средним деформациям 
е . Действительно, пусть известны деформации е и температура Т, тогда из (23), 
(20), (15) можно определить бд, , Гд, 7)., а из второго и третьего соотношений
(2) можно получить напряжения Од, . Знание напряжений сТд, и деформа­
ций eg,Ej  ̂ { \ < к < К )  имеет принципиальное значение при использовании в
дальнейшем структурных теорий прочности, и кроме того, для изотропных мате­
риалов компонент композиции позволяет построить структурные формулы для 
эффективных характеристик композита при нелинейно-упругом или упругопла­
стическом деформировании материалов компонент композиции, так как реальные 
материалы часто имеют нелинейные зависимости ст ~ е [12]. Для этого можно ис­
пользовать деформационную теорию пластичности и метод переменных парамет­
ров упругости [12], причем на каждой итерации этого метода приближения для 
эффективных характеристик исследуемого композита можно определить по из­
ложенной выше схеме, заменив лишь в (19) на значения (при Т = 0,
P;t=0, Ро=0)

Зб(к)’
l / 2 - ( l - 2 v « )a p ) / (3 £ (^ )£ p > )

1 + ( і -2у(^) )ар> /(3£^£р))  ’
0 < к < К ,

где -  интенсивности напряжений и деформаций в к-й компоненте ком­
позиции, известные из решения на предыдущей итерации (на первой итерации все
материалы предполагаются линеино-упругими с характеристиками

З а м е ч а н и е  3. Полученные в настоящем исследовании соотношения 
(27)-(29) могут быть использованы для определения эффективных характеристик 
композитов, армированных волокнами с покрытиями (типа борных [8]), а также 
при учете переходных зон [10], возникающрк в силу химического взаимодействия 
волокон со связующим на границах их контактов (зоны интерметаллидов в метал- 
локомпозитах и т. п.) или частичного разрушения компонент композиции на этих 
границах. Для этого указанные покрытия или зоны нужно рассматривать как до­
полнительные фиктивные семейства арматуры, удельное объемное содержание и 
физико-механические характеристики которых известны.

Заключение
Предложенная структурная модель позволяет определить все эффективные 

термоупругие характеристики пространственно армированного в произвольных 
направлениях композита при общей анизотропии материалов компонент компо­
зиции. Кроме того, в рамках этой модели можно определить напряженное состоя­
ние во все компонентах композиции, что является важным обстоятельством для 
использования в последующем структурных теорий прочности.

Работа вьшолнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда­
ментальных исследований (код проекта 10-01-90402-Укр_а) и Президиума СО 
РАН (Постановление № 10 от 15.01.09, номер проекта 72).
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