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It is carried out the mathem atical simulation o f  creep o f  the three-layered cylindrical shells, rein
fo rced  by the fibers o f  a constant cross section. It is investigated creep o f  the shells with the unequal 
strong and equal strong stressed  reinforcement, loaded, in the general case, with transverse pressure and 
axial forces. Solution o f  the problem  about creep o f  shells under the action o f  transverse pressure is ob
tained, as an example.

Исследованию равнонапряжённого армирования металлокомпозитных пла
стин по направлениям главных напряжений под действием сил в их плоскости в 
условиях установившейся ползучести посвящены работы [1-2]. В работе [3] сфор
мулированы и решены задачи определения напряженно-деформированного со
стояния (НДС) трехслойных пластинок с равнонапряженным и неравнонапряжен
ным армированием слоев по спиралям Архимеда, логарифмическим спиралям, 
спицам велоколеса симметричного и несимметричного строения в условиях уста
новившейся ползучести под действием поперечных сил и сил в их плоскости. 
Изучению особенности продольно-поперечного изгиба трёхслойных кольцевых 
пластинок с несимметричными структурами армирования и рациональному про
ектированию армированных конструкций посвящены работы [4-5].

В настоящей работе сформулированы и решены задачи определения НДС 
и проведено исследование установившейся ползучести изгибаемых трёхслойных 
цилиндрических оболочек симметричного строения, армированных как равнонап
ряженными, так и неравнонапряженными волокнами постоянного сечения. Выяв
лены некоторые свойства оболочек и влияние краевых эффектов на их напряжен
но деформированное состояние.

Рассмотрим в цилиндрической системе координат осесимметрично нагру
женную трёхслойную цилиндрическую оболочку длиной 2L и радиуса/?, выпол
ненную из двух внешних композитных несущих слоев с толщинами (знак + 
далее относится к величинам, характеризующим верхний слой, 0 < 7 < Я  + 5'^, а 
знак (-) -  нижний, -Н  - 5 “ < z < 0 )  и среднего слоя (заполнителя) толщиной 
2Н, (-Н  < 2 <Н),  вьшолненного из однородного материала, не воспринимающе
го цепных напряжений.

Воспользуемся линейными уравнениями равновесия оболочки [4]:

Здесь

дщ у- d^i , г dm,-Т - = - Л ,  -7^ = - П г 1 г - f „ , - ^  = qylh-mę^.
ох сЬс ах

л, = N J N q , m, = M J M qq, = QJ N q, mo = M^/N q ,

(1)

' Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 11-08-00186-а).

28



Nf = ст+б̂  + a '5 ‘ , Mi = Я(а;5^ - a~6“), Nq = a^H, h = H / L ,

^00 = «/ = Я\ = 2̂ 013 /-^0»
Л* = 5 * /Я , / = 1,2 , / , = F,z/ â o = р7 + РГ + (Coh* + Coh- + 2Со°)а,

Щ =Рі -Р \ +Coh* -Coh~, p f  =qf/oQh, s f  =a f  / cq, r = R/ L,

0̂13 = <̂013 f n=  FnLj p 7 + p ~+ p„+ p^+  {B^h* + B^h~ + 2В^)г, 

Pt=^t l (^o^)^  Bq =p^Oi'^R^lGQ, 5o°=pVi?Voo» Ct^^p^gRjo^,

Co = pV ^ A o. P* = P o f l - S p ^ f f l f  , x = ̂ /Z , - 0 ,5 < x <0,5,
yt=l J k=\

величины Я, и М ^- усилия и изгибающие моменты, — перерезывающая сила, 
M q -  интенсивность распределённого осевого момента, q f и -  интенсивно
сти распределённых осевых и нормальных поверхностных сил, р®, Ро, pf и р*- 
плотность материала заполнителя, связующего, армирующих волокон и приве
дённая плотность несущих слоёв, cĄ -  плотности упаковки армирующих воло
кон, of и Оо1з -  напряжения в несущих слоях и заполнителе, Oq -  предел теку
чести материала одной из фаз композита, F, и F„- суммарные распределенные 
осевые и нормальное усилия, 5 текущая осевая координата, g -  ускорение сво
бодного падения, со -  угловая скорость вращения оболочки, а  = 1 при учете 
влияния собственного веса, а  = 0 -  без учета влияния собственного веса.

Уравнения связи напряжений и скоростей деформаций в армированном слое 
и фазовых материалах (связующем, армирующих волокнах) композитных несу
щих слоёв [5]

к
4  = + 1 ( 4 4 Ф І ’ i , j  = i , 2 j ^ j .к=\

4  = + 4 .Q k i fA \  = cos\/f, І^г = sin v f , (2)

где of, и of -  напряжения в связующем материале и армирующих волокнах.
Кинематические соотнощения, согласно гипотезе прямой линии (гипотезе 

Тимощенко):
f / ( r )  =  W o(r)-l-ZM ,(r), Ж = 1 Г ( г ) ,  8i = S o i + Z , K i ,  8 2 = 802+ ^ 1X2 ,

Здесь
йи

1̂3 -  0̂13

и

, 8і = 8оі±Кі, 82 = 8q2 ±K2. (3)

dw
"01 = ^ : Г ’ 0̂2 =^-»6013 =Мі+Л—-,к,. =ЯА:,.,Кі = /2̂ ,  z^= z! Н ,

dx

— Л н».2 — V ,
Uĉ

dx
Wo— —— 141 ——  • rV —

Я  Я
W
Я

dx

= м±«і.

величины sf -  скорости деформаций в несущих слоях, 8, , 813 -  скорости дефор
маций в связующем и заполнителе, 8о,, 8013 -  скорости деформаций в отсчётной 
поверхности, — характеристики скоростей изменения кривизн отсчётной по
верхности, щ  и Wo -  осевая и нормальная скорости перемещения точек отсчёт
ной поверхности, г̂ і -  скорость наклона прямой линии, которая в начале дефор-
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мирования совпадала с нормалью к отсчётной поверхности, U я U ^-  осевые 
скорости перемещений точек в заполнителе и несущих слоях, W -  нормальные 
скорости перемещения, которые одинаковы для всех точек в нормальном сечении 
слоёв, W = Wq. Кинематические соотношения (3) означают неизменность дефор
маций по толщине несущих слоёв и являются основой модели трёхслойной обо- 
лочкики с мембранными несзчцими слоями [4].

Из равенств (3) следуют уравнения совместности скоростей деформаций

^^013 _  1 (  + ^
dx 2h dx

82 — (4)
К уравнениям (l)-(4) добавим законы установившейся ползучести для фазовых 
материалов композита [2, 6]

4  = 2g^(2ef-£y) ,

—( 1 /6 ) /  (25'qj -Л'02), £2 -  (1 /6 ) /  (2^02 ■̂'оі)’ — ^ОЗ^ОІЗ’

р - - к̂’ f  (^  ) “ ^Оо(^ ^  ‘̂ 01‘̂ 02 (“̂ 02) ] / 3 ’

"013 R  к•° о із Р о із |

g t  =

013» ‘’ ОІЗ

llf-l

“̂оіз — ?і / 2 5 go3 — -вооз|2£ ІЦз-1
013 , go" =  fioo(^^o")

±Mio-l

, я-  = +г̂ г̂  + (е2Ў , ,
■®013 -  ■^оз'^о ’  ’ -^ооз -  -^оз / ®0 B qq =  B q / O q ,

Bk -  Вок /*̂ 0 » -̂ ООА: -  Воіс<уЦ'‘ , = (Bq) »

Вок ~ (Bqî ) , Bq2 = (-S03) Р і = 1 / [Хз = 1 / Ш3, Ро — 1 / ^о ’

величины Bq, Bq̂ , Bq̂ , п ў ,п ў ,п і 2  -  коэффициенты и показатели ползучести. 
Выражения для напряжений (2), с учётом равенств (5), примут вид

11*-1
4  = 'кк

± /'7± \2
^kk^kQkU >

(5)

(6)
где

4  -  i h \ ( 2 ‘S'oi ~  '^02) +  Q k i  У  (2-^02 -̂ О! )> ~  (-^ооі )  (-®оо / 6)*^*, -  { thq -  1)р^^
/± \2

Постановка задачи установившейся ползучести трёхслойной армиро
ванной цилиндрической оболочки в скоростях перемещений

Постановка задачи установившейся ползучести рассматриваемой оболочки в 
напряжениях осложнена дифференциальным уравнением совместности скоростей 
деформаций второго порядка (4). Поэтому сформулируем задачу в скоростях пе
ремещений. Подставив в усилия и моменты уравнений равновесия (1) напряже
ния, согласно равенствам (1), выразим напряжения в несущих слоях через напря
жения в связующих материалах и армирующих волокнах несущих слоёв на осно
вании равенств (2). Затем выразим напряжения в фазах композитных слоёв через 
скорости деформаций и скорости перемещений посредством равенств (3) и зако
нов ползучести (5)— (6). В результате получим для оболочки с неравнонапряжён
ными армирующими волокнами постоянного сечения следующую нелинейную 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений шестого порядка

d r  р
(7)

где
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у  = (Уі,У2>Уз^У4’У5>УбУ> F = .

=
dwj &u

Уг = : Г ’>'з a x
Щ ,У 4 = г г , у ^ = м > , У ( , = -

dw

d x ' ^ "  d x " ^  dx
Элементы вектора F  имеют вид

fi ~ (ĄF  ̂ -  ^ 4 ^ ) / A, /2 --- (A4B2 -  A 2 B f ) l /3 =  J i ,  /4  = Уг̂  f$ -  У

Д = А , В г - А Л , Л  = (!/* ){ /„ /(2г 4Цз|евГ’" ') -з 'і> . 4  = *(**4 t) + * '4 o ).

A^=h(h'A^^-h  = 2a*[B |,„(2£ f + 8f )  + 2g J) + 2 ^S^(ofnf

•®3 ~ ~ , ^з = A^qĤ  + ^зоЛ , Ą = А2 , В2  = Aj,

м^l

±..± w -i + 
Д * -4*0 = 2о*£>Й [B*,o(2ef + e t )  + g„*] + 2 ;S ,* [B i

- 2 » f |4 r ‘‘‘4'»V?2^5il. Л* =[2>Й('н)" + 2 4 V |2 (4

A4  = - f  -  A^, B4  = qj Ih -  Mq -  B^, rij= h'*'Sj + h~Sj , «3 = ^ 2  ’
mj = h'^Sj -  h~Sj , ГП2  = Sj - h~sj , = dcô  / dx, = dy^ / dx,

f  Jo = % ? /3 sf =2£4(tiS -1){Я*)>'«"42бГ + e f ) ,

® j2 0 = 3 S o /* t  = 2 5 4 (ц^ - 1)(Я*)'‘" (2 £ |+ c f ) , D ^ , ^ = i Ą l i x  = h y^ l r . (8) 
В случае равнонапряженного армирования волокнами постоянного поперечного 
сечения в уравнениях (7) и равенствах (8) следует принять = const'*'.

Входящие в равенетва (8) характеристики армирования примем в елучае:
а) армирование по образующим цилиндра -  vj/̂  = О, ю* = со*о = consĄ ;
б) армирование по окружностям -  = л /2, со̂  = ©*q = constf;

в) армирование по винтовым линиям -\j/^ = ~ const^^, (sĄ = со*о constf
Граничные условия. В силу симметрии, рассмотрим половину оболочки 

0<х<0,5.
а) Жёсткая заделка краев.
qj(0) = О, у4(0) = О, у5(0) = Wo. УбФ) = О, Гз(0,5) = О, У5(0,5) = 0. (9)

Для решения начальной задачи остаются неопределенными условия Уі(0), 
У2(0)иу5(0) = Wq. Последнее определим из условия пДО) = Нд. переменные 
У2(0)иу2(0)заданы. Неизвестной переменной является Уз(о) и ее можно опреде
лить из первого и четвертого граничных условий (9) с помощью равенства для 
^i(O) (3) и (5) как Уз(о) = 0. В результате в начале интервала интегрирования 
имеем два неизвеетных начальных значениях У|(о)иу2(о). являющимися свобод
ными задаваемыми вырьируемыми параметрами для удовлетворения последних 
двух граничных условий (9) методом приетрелки.

б) Шарнирное опирание краев.
î(O) = о, У4(0) = о, У5(0) = Wo, Уб(0) = о, mi(0,5) = 0, У5(0,5) = 0. (10)

Здесь также определим уj (0) = Wq и з  условия щ (0) = щ с учетом равенств 
для qj (3) и (5), причем уз(0) = 0. Свободными параметрами являются 
Уі(0) = 0йу2(0)=0 для удовлетворения поеледних двух граничных условий (10).

в) Свободные края
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^i(0) = 0,;;4(0) = 0,:)^5(0) = Wo=>̂6(0) = 0, Wi(0,5) = 0, q-i(0,5) = 0 . (11)
В этом случае свободными граничными условиями у,(о) = Оиу2(о) = О 

удовлетворим последним двум граничным условиям (11).

Численные методы и алгоритмы решения задач установившейся ползу
чести трёхслойных армированных цилиндрических оболочек, примеры, вы
воды.

Согласно постановке задачи требуется определить скорости перемещений и 
их производные по координате. По найденным скоростям перемещений и их про
изводным нетрудно определить скорости деформаций ползучести, интенсивности 
скоростей деформаций, напряжения в несущих слоях и заполнителе, интенсивно
сти напряжений в связующих материалах и армирующих волокнах, усилия и мо
менты, согласно равенствам (1)-(3), (5) и (6).

Постановка задачи отличаются существенной нелинейностью системы диф
ференциальных уравнений. Аналитических решений такой задачи не найдено. 
Для численного решения поставленных задач принят метод пристрелки, когда 
варьированием по определенному алгоритму двух свободных параметров с из
вестными четырьмя граничными (начальными) условиями в середине решением 
серии начальных задач удовлетворяются два граничные условия на краю оболоч
ки. Решение начальньк задач осуществлено методом Фельберга с контролем точ
ности и устойчивости [7]. Варьирование свободных параметров выполнено мето
дом сканирования с предварительным наиболее трудоёмким определением облас
ти таких параметров.

В примере рассмотрены жесткозаделанные по краям оболочки под действи
ем внешнего равномерного давления с параметрами и механическими характери
стиками материалов -  медного связующего, заполнителя и стальных армирующих 
волокон

h = 0,07, =h~ = 0,01, а~ = 1, jof = 0, /?* = -0,43524-10"^, со = р* = pg = 0,
5оз =ЗД9 10-“МПа

=6,32-10"^'МПа
о — "‘3 — 2,16,

■ч'‘, = 6,24, Оо = 50МПа,щ= 0.
Расчёты вьшолнены для симметрично армированной оболочки, несущие 

слои которой армированы одинаковыми волокнами постоянного поперечного се
чения по винтовым линиям с начальными параметрами cof = 0,3, \|/̂  = л / 4, Ре
зультаты численного решения в первом примере для оболочкики с неравнапря- 
жённым армированием представлены на рис. 1 и 2, а для оболочкики с равнонап
ряжённым армированием -  на рис. 3 и 4. Анализ полученньк зависимостей при
водит к следующим выводам.

1) В первой оболочке (с неравнонапряжённьш армированием) реализуется 
состояние продольно-поперечного изгиба. Граничные условия жёсткой заделки 
выполнены точно на краях оболочки.

2) Согласно зависимостям 5^ (х), sf  (х), (^) на рисунке 2, в достаточно
большой области средней части оболочки напряжённо-деформированное состоя
ние армирующих волокон близко к равнонапряжённому.

3) Во второй оболочке (с равнонапряжённым армированием, 
= 6 , s^ = - 6 ) реализуется состояние поперечного изгиба.
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4) Для обеих оболочек зависимости интенсивностей скоростей деформаций 
Н*{х) характеризуются краевыми эффектами неодинаковой интенсивности (рис. 1,3).

5) В первой оболочке имеет место более интенсивный краевой эффект для 
интенсивности напряжений в связующем материале верхнего слоя (рис. 1), чем 
для второй оболочки (рис. 4).

6) В армирующих волокнах верхнего слоя первой оболочки напряженно- 
деформированное состояние характеризуется интенсивным изменением знака 
напряжений.

7) На рис. 1 показана наибольщая интенсивность скорости деформаций в 
связующем материале верхнего слоя по сравнению с интенсивностью скорости 
деформаций в связующем материале другого слоя, который, следовательно, менее 
подвержен разрущению.

Рис. I. Зависимости интенсивностей напряже
ний ^0 в слоях, интенсивности скорости де
формаций Н'̂ , скорости прогиба w, усилия 

«, и момента /и.

Рис. 2. Зависимости напряжений sf и Si в
слоях, напряжений sf в армирующих 

волокнах от координаты

Ю̂н-
10̂ «,
lÔ s:

2

1,5

1

Ю̂е*-
-0,5
Рис. 3. Зависимости интенсивностей 

скоростей деформаций Н* = Н~ в связующем, 
скорости прогиба w, параметра щ и скоростей

деформаций 8  ̂армирующих волокон от 
координаты

Рис. 4. Зависимости интенсивностей 
напряжений в связующем Sq , напряжений 
в слоях j f  = -Sy , «2  и изгибающего момента 

ту от координаты

Вьшолненные аналитические и численные исследования показали, что поста
новка задачи определения НДС рассматриваемой оболочки в скоростях перемеще
ний приводит к более простому численному рещению, чем постановка такой же 
задачи в напряжениях, в отличие от задачи для трехслойных армированных круг
лых пластин [3]. Предпочитаемый способ армирования зависит от выбранного 
критерия эффективности. Например, интенсивность краевого эффекта для напря
жений в связующем материале верхнего слоя оболочки с равнонапряженным вин
товым армированием меньше, чем для оболочки с неравнонапряженным армирова
нием, которое, следовательно, менее предпочтительно. Однако, по интенсивности 
краевых эффектов для скоростей деформаций, наоборот, неравнонапряженное ар
мирование более предпочтительно. Поэтому предпочитаемый способ армирования
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зависит также и от физических свойств материалов элементов композита. Варьиро
ванием параметров армирования со^,\|/^,л'^,ао можно удовлетворить различным 
критериям эффективности проектируемой оболочки. Отметим также, что принятое 
предположение о постоянстве толщин несзчцих слоев и дрзтих параметров не явля
ется существенным. Нетрудно обобщить полученное решение и поставить задачу 
оптимизации оболочки с переменными толщинами несущих слоев и другими пара
метрами слоев по весу или стоимости и выбором различных способов армирования 
(по образующим, по окружностям, по винтовым линиям и др.) и строения (симмет
ричного, несимметричного) слоистого композита.
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