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ОПЕРАТОРНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ

Гончарова С.В,

Белорусский национальный технический университет, Минск

In article the opera tio n a l m eth od  o f  the decision  o f  system  o f  the d ifferen tia l equations o f  therm oe
lasticity is considered.

Представим дифференциальные уравнения термоупругости [1]

\iû  jj + (X + \f)Uj jt -\-X^=pui + у © , (1)

-О /х )0 -л ё  = -і2 /х . (2)
в более удобном для дальнейпшх рассуждений операторном виде

Ly(uj) + L ,,(e) = -F^, (3)
Ці (щ ) + ^44® = - б  / X. Л У = 12,3. (4)

Здесь введены следующие обозначения:
Ly =U\by+ad,dj,  L „ ^ -y ,d ,, L,, = 0 ^,

F i=Xf /p ,  Уо = у /ц , а = (Х + ц)/ц.
Уравнения (3) и (4) можно записать также в виде слебдующей таблицы, со-

Ul U2 из 0
I и\-^ад] ад-̂ д2 ad^dj -Yo^i -̂ 1
II ад^д^ D 2 '̂ ~ад2 о525з -Уо^2 -F2

III адт̂д̂ ад 2 8 2 и\+ад\ -Уо^з -Б ъ
IV -х\д,д 2 □з - Q i f

(5)

Введем четыре функции Х; (г = 1, 2, 3, 4), связанные с перемещениями и 
температурой следующим образом:

Хі А 2 Аз А4 Al Xi Аз А 4
Х2 A 2 Аз А 4, М2 = Al Х2 Аз А 4
Хз A 2 Аз А 4 Al Хз Аз А 4
Хз A 2 Аз А4 Al X4 Аз А 4
Al Аг Хі А4 Al A 2 Аз Хі
Al А 2 Х2 А 4, 0  = Al A 2 Аз Х2
Al А 2 Хз А4 Al A 2 Аз Хз
Al А 2 Х4 А 4 Al A 2 Аз Х4

(6)

Остановимся более подробно на нахождении u i . Раскладывая определитель по 
первому столбцу, запишем

^22 Б  2 3 ^24 ^12 ^13 І14 ^12 ^13 ^14
U1 = ^ 3 3 ^34 ^ 1 - ^33 ^34 ^2 + ^22 ^23 ^24

i  42 ^ 4 3 І44 ^42 ^43 Z-44 L42 i  43 ^44
^ 3 -
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^ 1 2 X 13 ^ 1 4

i  22 i  23 ^  24

^ З З ^ 3 4
Прежде, чем вычислить эти определители установим зависимость между

Л+2м fi _-  = (а  +  1)с^ или Cj =  —  где а = —
С£+1

2 2 тт ~2 _ 2 Л+2/t□з и Имеем Cj — —; q  = 
тогда
□I = 7 ^ - 4  ^  -  aV^= (а + l } ( v^  “  “Cj Cĵ Cł \ Cj/
сгУ^= (a + l ) a f  — a V \
Таким образом Oj =  (a  + l)cif ~ или a |  T- aV^= (a +  і)Пі.

Найдем эти определители, рассматривая операторы, как числа. Это даст 
следующие выражение для перемещения ui:

м, =  ( Q  -  a f Г ) ф і  -  д і д 2 Г Ф2 -  а і а з Г Фз +  Уо^і □  2 Ф4 •

Используя симметрию операторов по аналогии устанавливаем другие со
отношения:

U2 = - д 2 д ,Г Ф і  -  ( Q  -  а 2 Г ) ф 2  -  а 2 а з Г Ф з  +  Уод2 □  2  Ф 4 .

uj = -дздіГфі -  аза2Гф2 -  (Q -  азГ)фз + уо^з ? 2 Ф4 »

(7)

0  =  Л а ^ а і П г Ф і  + л 5 А 0 2 Ф 2  + ' П 5 ^ а з 0 2 Ф з  + ( 1  +  а ) П і  □ 2 Ф 4 -

Здесь
Q = (l + a)D i □з-yoЛ5^V^, Г = аП ^-уол5 ,.

Введем обозначение ф = П2Ф4 и запишем соотношения(7) в более ком
пактном виде

м,- =  ( Q 6 y  -  а , а ^ г ) ф у  +  у  о а , ф ,  (8)

0  = T]d^dj02(pj + (1 + а)ПіЦ/, i j  = 1,2,3, 
или в векторной форме

« = Q ф-grad сііу(Гф) + уо gradv|/, 0  = л^г с1іуП2Ф+ (1 + а ) . (9)

Функции м и 0  выражаются через векторную функцию ф и скалярную 
функцию ф, функцию ф можно рассматривать как обобщение на динамические 
задачи термоупругости векторной функции Галеркина. Подставляя соотношения 
(7) и (8) (или (9)) в уравнения (3) и (4) (или (5), после преобразований получим 
систему четырех уравнений

( 10) 

(И)

□ 2[Пі □з~/иЛ^;'^^]ф/ + / (^fp) = 0’
[ □ 1 □ 3 -mr\dtW^ ]ф + Gp  / (Xcj p) = 0.

К уравнениям (10), (11) следует добавить тепловые краевые условия, крае
вые условия для перемещений или напряжений и начальные условия. Решение 
уравнений (10), (11) существенно упрощается в случае неограниченной термоуп
ругой среды. Здесь нет краевых условий в точном смысле этого слова; вместо них 
вьщвигается постулат обращения в ноль напряжений и температуры на бесконеч
ности, если массовые силы и тепловые источники действуют в ограниченной об
ласти.
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