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D ifficu lt m ovem en t o f  an e llip tic  pendulum  is considered. A re  m ade a n d  s o lv e d  the differential 
equations describ in g  m ovem ents o f  a  s lid er  a n d  a  ball. In w ork  it is accepted , that during the in itial mo
m ent an angle o f  ro ta tion  o f  an  a rrow  o f  a  pendulum  fro m  a  ve r tica l a n d  sp e e d  o f  a  s lid er are equal to 
zero , angle s p e e d  o f  ro ta tion  o f  an a rrow  are  n o t equ a l to  zero . With the accoun t a ccep ted  in itia l condi
tions the equations o f  m ovem en t o f  a  s lid er  an d  sm a ll flu c tu a tion s o f  a  pendu lum  are  received.

В работе [1] получено дифференциальное уравнение гармонических колеба
ний эллиптического маятника, состоящего из ползуна, шарика и стержня. При 
этом используется координатный способ задания движения ползуна и шарика. 
Вертикальная ось проведена через начальное положение центра тяжести системы, 
который движется ввиду отсутствия горизонтальных внешних сил по вертикали. 
Принято, что в начальный момент ползун находится в покое, угловая скорость 
вращения шарика ф =  = 0 , угол отклонения «р = ^  О.

Рассмотрим эллиптический маятник, который состоит из ползуна I, переме
щающегося без трения по горизонтальной прямой, и шарика II, подвешенного к 
ползуну I нерастяжимым стержнем (рис. I). Масса ползуна I равна М, масса ша
рика -  т, длина нерастяжимого стержня -  /, момент инерции шарика относитель
но точки 0 ^ -1 .

По расчетной схеме рис. I принимаем, что в начальный момент угол 
ф = cPjj = О, а угловая скорость ф =  ф  ̂ О, Найдем закон движения ползуна и ша
рика в зависимости от заданных начальных условий, при которых ф  ̂=  щ  Ф О,

Для решенрія воспользуемся уравнением Лагранжа. Принимаем, что на 
маятник не действуют силы тяжести и потенциальная энергия системы П =  0.
Система обладает двумя степенями свободы, а значит двумя обобщенными коор
динатами JC и ф. Тогда уравнения Лагранжа примут вид
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Рассчитаем кинетическую энергию Т системы:

T = Ti+Tu,
где Tj -  кинетическая энергия первого тела, Тд - кинетическая энергия второго 
тела.
Кинетическая энергия ползуна определяется из выражения

М  ̂ Мх^
 ̂ 2 * * 2

Так как центр массы шарика не совпадает с осью подвеса, то кинетическая энер
гия второго тела определится по формуле [2]

1
Т„ =. „ -  - m V f  -f- mViV^ + Т̂ .

где -  кинетическая энергия шарика в его движении относительно поступатель
но перемещаюш;ихся осей

1
(3)

= жіфісозф. (4)
С учетом (3) и (4) кинетическая энергия шарика определяется из выражения:

1 ,  1 łГ„ =  —mV{ 4- m[xę cos ф + -  Тф .2 2
Тогда полная кинетическая энергия системы будет равна

М m  _ 1 3
Т -  —X Н— X + m l x ę c o s ę .

2 2 2
Рассмотрим уравнение (1), найдем частные производные кинетической 

энергии по координате и скорости:

т  = M r + -m(i: + lę  cos ę), (5)д х
дГ
дх

= О. (6)
Подставляя (5) и (6) в уравнение (1), получим 

d
— 0 d x  -Р т х  + m ię cos ф) =  0. (7)
dt

Интегрируя уравнение (7) будем иметь
(М -р т )х  +  m ię  cos<p = Cj. (8)

С учетом принятых начальных условий при t =  = Q, ф =  ф ,̂ <р = = О,
г  = Гд = о из уравнения (8) полу'чим' =  mlę^. Тогда уравнение (8) примет

вид
( М  - f  п г ) г  4 -  n d ę  c o s  ф  =  ( 9 }

Из равенства (9) скорость движения ползуна определяется из выражения
■ _ тг(ф д-ф с°5ф } (10)

М + т
Уравнения (10) выражает зависимость скорости ползуна от угловой скоро

сти вращения и угла очклонения стержня / от вертикальной оси.
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Интегрируя (10), получим
(М + т ) х  + m l sin <p = (11)

С учетом принятых начальных условий при t  = tg =  О, ф =  ф ,̂ — О,
X = Хд =  О из уравнения (11) получим = 0.

Тогда уравнение (11) примет вид
m l(ę .t  — діпф)^  = — Ш --------- ZŁ_ (12)

М + m
Уравнение (12) выражает закон движения ползуна в зависимости от угла 

отклонения стержня I от вертикальной оси, угловой скорости и времени.
Рассмотрим уравнение (2), найдем частные производные кинетической 

энергии по координате и скорости:
ЗТ—  =  mix cos <р +
Эф
ЭГ
Эф

= —тіхф зіпф .

Подставляя (13) и (14) в уравнение (2), получим 
d .
— [mix cos ф +  5ф1 + шіхф sin ф = О. 
a t

Подставив в (15) выражение (10) имеем

(13)

(14)

(15)

dt

Обозначая

im iy  . (mi)^ . 2 .
— -----ф  СОЗф -  — ------- Ф COS^<p +  3 ęМ + т  ̂ М +  т

ф  ̂sin ф cos ф =  0.

+
jm iy

М + m
фдфвтф

М + m
(16)

=  В, интегрируя уравнение (10), будем иметьМ + m
—Вфдф sin. ф — В(фсо5 ̂  Ф — ф^2 cos ф sin<p) +• 5ф + Вф^ф sin ф —

—Вф  ̂sin ф созф = О.
После преобразований получим дифференциальное уравнение маятника в виде:

—B ę  cos® ф +  Вф® sin ф cosф +  5ф =  О. (17)
Для решения дифференциального уравнения (17) понизим порядок уравнения пу
тем замены р = ф, тогда

dp Эф dp
q> = ------- = р- .

Эф d t Эф
С учетом (18) уравнение (17) примет вид

dp _ В  ̂ . dp
—B p — cos^ Ф + —р “ sin 2ф + Jp —  =  0.

Эф 2 Эф
Сократив каждое из слагаемых уравнения (19) на р, получим

dp , _  ̂  ̂ В
( j  -  ifeos“<p) +  —рз1п2ф = 0.Эф 2

Разделяя переменные уравнения (20), будем иметь
В sin 2ф

-----;;-------Эф.
2 В соз®ф — 7

Рассмотрим интеграл правой части уравнения (21). Так как
Э (В cos® ф — 7) =  В2 cos <р (— sin ф)Эф =  —В sin

(18)

ІтЧ'
(20)

( 2 1 )



Следовательно, 

Тогда
В5іп2фс£я>= —d(B cos^ę  — 3).

d ( B c o s ^ m — 3 )  1  „
——---- г------ — =  - -Ы Я с о в ^ ф -З І .
2 { B c o s ^ ę  — 7 )  2

Подставляя (22) в уравнение (21) и учитывая, что Г — = 1п1р|, получим:р

1п|р[ = -----InjScos^tp — Jj +  ІП С3 .

/ (22)

(23)

Из уравнения (23) следует, что

Р =
д/Всо5^ф — J

Учитывая, что р =  ф, получим

Ф = 7 = = = -  (24)
у  В cos^ ę  — 3

С учетом принятых начальных условий при t  = tj, =  О, ф =  ф = *фц =  О из 
уравнения (24) получим Cj = В — 3.
Тогда уравнение (24) примет вид

Ф =
— 3 ф VjS -  3

С учетом равенства В

-^5 cos^tp — 3 
(іпіу^

М + т
последнее примет вид

(2S)
(mZ)^ — 7(М + ти)

(mZ)^—(тпі)^ sm^ ę  — 3 (М + m ) '

Уравнения (25) выражает зависимость угловой скорости вращения маятни
ка от угла отклонения стержня / от вертикальной оси и заданной начальной угло
вой скорости.

Из уравнения (25) найдем закон движения эллиптического маятника, счи
тая угол ф малым. Так как для малых углов sin <р ф, cos <р л? 1, тогда 
sin^ Ф = ср^(справедливо в диапазона от -20° до 20°). Тогда уравнение (25) примет 
вид

(mZ)“
d<p = ф-d t. (26)(mt)^ — j(jlf +  7п) °

Введем замену (mZ)^/[(?nZ)^ -  3(М  + m )| = а , тогда зфавнение (26) примет 
вид

л/ l  4- dm = ©. dt. Г273\
Для решения уравнения (27) воспользуемся заменой ^  1 + аф^ = р . Получим

Ф =  I- (р* -  1), а dtp = d |- (р 2  -  1) =  р / .^ а (р 2 -  1) <£р.

Тогда уравнение (27) примет вид

1 р - 7 = = = ^ ^ Р = 1J уаСр'-—1} J
(28)



Рассмотрим лев)то часть уравнения (28):

Рf Р
^а (р ^  — 1)

dp =1 / Р‘ d p , (29)

Введем замену — 1 =  t  тогда р — + 1, ^ dp = +  l)d t.
Тогда уравнение (29) примет вид

Ё Г ! ! ± 1  '
л |а і  t  V F + 1

(30)
Введем замену t = tgx тогда Vt^ + 1 =  1/cosif, a dt =  (1 /cos^x ) dx. 
Тогда уравнение (30) примет вид

1 
, а

f i  1 1 f 1J---------^dx = -  I — ^dx =[J cosxcos'^x J a j  cos'^x
1 f cosx 
-  I ----- ---- dx =a j  (cos^x)^

1 f  dsinx 
a j  (1 —sin^x)^

Введем замену sinx == cosy. Тогда уравнение (31) примет вид

d cosy
^ a j  ( l - c o s 2 y )2

1 f  sinydy _  | l  f  
a J  (sin^y)^ J ^ J  siSin® у

dy.

(31)

(32)
(sin®' y)®

Так как для малых углов siny ^  у, то sin^y ^  у^. Тогда уравнение (32) примет 
вид

1 1
а 2у 2 ' (33)

Введем обратную замену:
у  ^  s i n  у  =  л / 1 — C O S ^ y  =  C O S X .

Тогда уравнение (33) примет вид

N a2 co s^ x
^ ( l  +  tg®x). (34)

Учитывая, что tg x =  £, а t = yjp^— 1, где = 1 + aę^, из (29) и (34) будем 
иметь

/ :dp —
Va(p" -  1)

С учетом (35) уравнение (28) примет вид

11
- - ( 1  +  а Ло2

- -  (1 + а-ф )̂ = ф(,£ + С*4. I

(35)

(36)

С учетом принятых начальных условий при t = tg = 0, ф =  ф̂  = 0 из уравнения

(36) получим ^ 4 ~

Тогда уравнение (36) примет вид

- ^ ( 1  + аф2) =  фо£ +
а2

11
а2* (37)
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Подставляя в равенство (37) а =  (7пІ)^/|(ітЦ)^ — 5(М + -т)] получим

Г
Ф =

4|(ттг/)^ — J (М +  тгі)]
—  Фо̂(тпО^ Ф

(ЗВ)

Уравнение (38) выражает закон движения малых колебаний эллиптическо
го маятника.

Подставляя уравнения (38) в (12) получим закон движения ползуна в зави
симости от времени и заданной начальной угловой скорости вращения маятника.
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