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The a n a ly tica l so lu tion  o f  approxim ate natural frequ en cies f o r  the f r e e  vibra tion  o f  cylindrical 
shells o f  G F R P (g lass f ib e r  re in forced  p la stic )  w ith  c lam ped  bou ndary conditions at one en d  and sim ple  
su pported  boundary con ditions a t another en d  is p re sen ted  using the R ayleigh-R itz method, while the 
w inding angle varies. F requency varia tion s f o r  different vibra tion  m odes w ith  certa in  s h e ll’s  geom etrica l 
param eters are discussed. The effect o f  s h e ll’s  geom etrica l p a ra m e te rs  is a lso  in vestiga ted  on natural 
frequencies.

Введение
Одной из важнейших задач на стадии проектирования тонкостенных оболо

чечных конструкций, широко применяемых в авиационной, ракетно-космической 
технике и различных областях промьппленности, является динамический расчет. 
Необходимым элементом исследования динамики оболочек является определение 
собственных частот и форм малых колебаний, причем наибольший интерес для 
приложений представляют частоты из нижнего спектра. Использование в инже
нерной практике полимерных материалов, в частности стеклопластиков, делает 
обязательным учета анизотропии упругих свойств при исследовании низкочастот
ных колебаний оболочек. Результаты нахождения собственных частот свободных 
колебаний для ортотропных оболочек представлены в работах [1]. В то же время, 
сведения о частотах свободных колебаний в случае, когда основные направления 
упругости составляют некоторый угол с координатными линиями, практически 
отсутствуют, что обусловлено высокой сложностью соответствующих опреде
ляющих соотношений. В настоящей работе представлены результаты определения 
собственных частот свободных колебаний цилиндрических оболочек из ориенти
рованного стеклопластика на основании метода Рэлея -  Ритца для случая шар
нирного опирания двух концов оболочки, а также при граничных условиях, соот
ветствующих заделке одного конца и шарнирному опиранию другого конца обо
лочки.

Уравнение частот
В случае заделки на одном конце и шарнирного опирания другого конца 

оболочки имеем граничные условия

и =v = w = —  = 0 п р и а  = 0,
да (1)

v = w = Mj, =7Vjj=0 при а  = ///?.
Для защемленной двумя концами оболочки граничные условия сформулиру

ем следующим образом;
dwu = v = w = —  = 0 .при а  = 0 и a  = ///f, 
да

(2)

где W, V и w -  перемещения срединной поверхности оболочки в продольном, ок
ружном и радиальном направлениях соответственно, / -  длина оболочки, R -  ра
диус срединной поверхности оболочки, а -  выраженное в долях радиуса средин
ной поверхности оболочки R расстояние по образующей, Мц и Мц -  внутренняя
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сила и момент.
Компоненты перемещений и, v и w, удовлетворяющие граничным условиям 

(1) и (2), а также приближенно описывающие форму изогнутой поверхности ко
леблющейся оболочки, зададим следующим образом:

и = ^^„(p(a)cos(n0)sin(to?),

v = j5^^V|/(a)sin(n0)sin(co?), (3)

w = C^„v|/(a)cos(«0)sin(co?),
Здесь n -  число волн в окружном направлении, 0 -  угловая координата в ок

ружном направлении, А^п, и -  амплитуды колебания вдоль соответст
вующих направлений, ю -  циклическая частота колебаний, t -  время, 
\|/(а) = cosh(X^i?7i a / / ) -  cos(X ^R na/l)-

-G f„(sin ti{X ^R na/l)-sin(X ^R na/iyj -  балочная функция, описывающая про

дольные колебания оболочки, ф (а) = — —̂ V (ot)’ ~ число, которое зависит
X„Rn

от числа волн вдоль образующей цилиндра и определяется граничными условия
ми на концах оболочки, -  величина, определяемая коэффициентом Хт.

Потенциальная энергия, накапливаемая всей оболочки при ее упругой де
формации, имеет следующее выражение [5]:

2 2тс I/R
и  =—R J J (iVjjS,, + N 22̂ 22 1̂2̂ 12 ^ ІіХ п  ^ 2 2 X2 2  -^ 12X12)^Oti^0 • (4)

Z 0 0
Выражения для внутренних сил и моментов имеют вид [4]

V2 V2
^ ij=  I (О у+^w,y)6? z ,M ii= -  \ [Oij + Wyz\zdz, (5)

-А/2 -Л/2
1 ~ Ą  iXl 1 + ^ 2X22 + АбХі2 ’ ^22 = ^2Хі 1 + Щ2 Х2 2  + ̂ 2вХ\2 ’

Wj2 = W21 = В^(Х\ 1 + ЩбХ22 + ̂ 6бХі2 ,
Здесь напряжения сг,у и деформации 8 -̂, , i ,  7 = 1, 2 в срединной поверхности
в соотнощениях (5) определяются следующим образом [4, 5]:

*̂11 +^2^22 +^6^12’ *̂ 22 ="^2^11 +^22^22 +-^26^12’
^12 =^6^11 +-^26^22 +^66^2’

(6)I ди I ( dv  ̂ \ ( ди dv^
Rda  R[dQ J R[d6 д а /

1 d^w 2 d^w
~ R^ да^ ’ ~ R^ д в ^ ’ ~ R^ dado '

Постоянные упругости зависят от угла (р намотки стекловолокна и опреде- 
ляютс.я следующим образом [4]:

1 Л
sin (2ф),В і^ = Ь ц  COŜ  ( ф )  4- 622 s in ^  ( ф )  +  ^66 + - b i2

\  ^
/  I \

В22 =  1 sin"̂  (ф) + ^22 cos^ (ф) + [̂ 6̂6 + 2 ̂ 2 sin  ̂(2ф),

■®12 =(^11 +^22 “ 2^ ?5б)8т“ (ф )с0 8 ^ (ф )-Ь  >̂|2̂ 3Іп '* (ф )-|-С08 '^ (ф ) ] ,



h e  =  ( ^  1 +  ^22 -  2г>12 ) s i n ^  ((p )cos^  (ф )  +  г>бб cos^  (2 ф ) , 

h e = \ [ h i  cos^  (ф )  -  s in ^  (ф ) )8 І п ( 2 ф )  -  +  ^̂ ee ) s in  (4 ф ) ,

h e  = ^(^22 sin^ (ф) -  Z>H cos^ (ф))8іп(2ф) -  ̂ (^12 + 2^бб)зіп(4ф),

где b\\, Ьгі, bn и Z>66 -  основные модули упругости ортотропного материала, ф -  
угол между основными направлениями упругости и координатными линиями 
(угол ориентации стекловолокна относительно основы стеклоткани).

Кинетическая энергия всей оболочки
,2 2̂ ч2Л

1 А/2 2п UR ̂ -2
Г  =  - рЛ  ̂ I J I

z  - М 2  о о

^ д и \  ( d v \  (
\ d t )

+
\ d t  j

+
\ d t  j

daclBdz, (7)

где p -  плотность стеклопластика, h -  толщина оболочки.
Подставим соотношения (5) и (6) в выражения (4) и (7) с учетом равенств

(3). После соответствующих преобразований будем иметь потенциальную энер
гию и кинетическую энергию всей оболочки. Подставим полученные выражения в 
следующее уравнение движения оболочки [4]

dt
дТ дТ д и  ^ -ь------= 0-

Т
Здесь зт {ш ), 8Іп(со/), 8Іп(ю/)} .

Приравняв нулю определитель, составленный из коэффициентов при пере
менных q„„ полученной системы уравнений, будем иметь следующее характери
стическое уравнение для нахождения собственных частот свободных колебаний

(8)М ( д - К = 0 ,
где М -  матрица массы, К -  матрица жесткости.

Расчет частот при жестком защемлении концов оболочки
Для нахождения параметра Хт в этом случае подставим выражения (3) в гра

ничные условия (1). После несложных преобразований будем иметь
1ап(лХ,^)-1апЬ(7гЯ,^) = 0. (9)

Из уравнения (9) получим (случай = 0, соответствующий тривиальному 
случаю нулевых перемещений не рассматриваем):

Xf„ =  m  +  l / Ą,  т =  \ ,2 ,3 , . . .  . 

cosh (тгА. )̂ -  со8(дА-̂  ) 
sinh {тіХ̂ ) -  sin )

Подставив различные значения Хт в соотношение (8), получим »1.
Расчет собственных частот на основании численного решения уравнения (8) 

с учетом решений (10) и (11) проведем для оболочки из тканевого стеклопластика, 
упругие свойства которого описываются основными константами упругости 
6,J =18.3, Z>22=25.2, b^^=3.5, bn=2.11 ГПа; плотность р = 1850 кг/м^ Геомет
рические размеры оболочки описываются постоянными /г = 1 мм, = 0.5 м, 
/ = 10 м. Зависимость собственных частот (йт„ от угла намотки стекловолокна ф 
при /и = 1, п = \,5 и при п = \,т  = 1.2 для различных мод колебаний представлены 
на рис. 1 и 2.

( 10)

(И)
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Рис. I. Зависим ост ь собст венных част от  
свободных колебаний (в„„ от у гл а  намот ки ф 

при т =  \ : 1 - п  =  I; 2  -  п = 2 ;
3 -  п =  Ъ; 4 ~ n = Ą ;  5 —п =  5

Рис. 2. Зависим ост ь собст венны х част от  
свободны х колебаний ы>„„ от угп а  нам от ки ę  

при п = 1 : 1 - т  =  1 ; 2 - т = 2

Из рис. 1 видно, что минимумы частот для различных мод колебаний соот
ветствуют различным углам намотки. В частности, минимум частот ®п и соп со
ответствует углу ф = 40°, для других мод минимум частоты достигается при 
ф » 50°. Зависимости низших собственных частот от угла намотки ф аналогичны.
При w = 1 и « = 3 получаем частоту основного тона.

Из рис. 2 видно, что зависимости частот от угла намотки аналогичны для 
двух рассмотренных мод колебаний. В то же время, при п = т = \ минимум час
тот достигается при ф = 39°, тогда как при п — \ и т = 2 наименьшее значение 
частоты соответствует углу ф = 0°. Также отметим, что минимальное значение 
собственной частоты CO3J наблюдается при ф = 90° и составляет «78 10  ̂ 1/с.
Таким образом, можно сделать вьгоод, что влияние изменения параметра т  на 
величины собственных частот свободных колебаний более существенно, чем па
раметра п .

На рис. 3 и 4 показаны зависимость частоты СО̂ j от утла намотки ф для раз
личных отношений h/R vi RH.

Рис. 3. Зависим ост ь собст венных част от  
свободных колебаний со„„ от угл а  намот ки ф 
при т =  п =  \ для различных от нош ений h/R: 

1 - h /R  = 0.001; 2  -  h/R = 0.002; 
3-h/R=0.004;4-h/R^0.O\

Puc. 4. Зависим ост ь собст венных част от  
свободны х колебаний от у гл а  намот ки ф 
при т — п =  \ для различны х отнош ений RH: 

I - R / r  1/30; 2 - R / 1 ’ 1/20;
3 - R / r  1/10
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Из рис. 3 следует, что зависимости собственных частот свободных колеба
ний от угла намотки стекловолокна имеют различный характер для различных от
ношений h !R  . Значения частот с увеличением значений отношения h !R  умень
шаются.

Как видно из рис. 4 при малых значениях отношения R ! I величины собст
венных частот свободных колебаний практически не изменяются для различных 
углов намотки стекловолокна. При увеличении значения R ! I зависимость 
03j J (ф) приобретает более сложный характер, и возрастают значения частот.

Расчет частот при жестком защемлении одного конца и шарнирном за
креплении другого конца оболочки

В этом случае параметр найдем, подставив выражения (3) в граничные 
условия (2). В результате получим

cos (яА,^) cosh ( -1  = 0.
Отсюда

= т  + 1/2,где w = l, 2,3 ,... (12)
Параметр определяется выражением (11). Так же как и в предыдущем случае, 
для различных значений А ^ , определяемых равенством (12), будем иметь » 1.

С учетом полученного решения (12) выполним расчет собственных частот на 
основании численного решения уравнения (10) для цилиндрической оболочки из 
тканевого стеклопластика (при вычислениях принимаем прежние постоянные уп
ругости и геометрические размеры оболочки). Зависимости собственных частот

от угла намотки стекловолокна ф при т  = 1, п — \,5  и п — \ ,  т — \,ЪСОтп
представлены на рис. 5 и 6 соответственно.

Рис. 5. Зависим ост ь собст венны х част от  
свободны х колебаний Ют„ от  у гл а  намот ки ср 

при т =  I: 1 - п  = 1; 2 - п  =  2;
3 - п  =  Ъ ; 4 - п = А ; 5 —п =  5

Рис. 6. Зависим ост ь собст венных частот  
свободны х качебаний от у гл а  намотки <р

при п =  \ : ] - т  =  ] ; 2 - т = 2 ;
3 - т  = 3

Из рис. 5 видно, что с увеличением угла намотки частоты COjj и C0j2 посте
пенно уліеньшаются, достигая минимума при ф » 40°. Для других мод наимень
шее значение частоты наблюдается при ф » 5 0 ° . Таким образом, минимальные 
значения частот для различных мод имеют место при различных углах намотки. 
Также заметим, что из рис. 5 следует, что частота Ю̂з является частотой основно
го тона.
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Как показывает рис. 6 , характер изменений частот аналогичен для различных 
мод. Частоты СО21 и 0031 достигают минимальных значений при углах намотки 
ф = 0° или ф = 90* .̂ Частота oOj | имеет наименьшее значение при ф = 40°. 
Сравнивая зависимости частот представленные на рисунках 5 и 6 , можно
сделать вывод, ч-го влияние изменения параметра т на изменение собственных 
частот более велико, чем изменения параметра п .

На рис. 7 и 8 показаны зависимость частоты С0 | j от угла намотки ф для раз
личных отношений hj  R и R j l .

Рис. 7. Зависим ост ь собст венны х част от  
свободных колебаний от у гл а  намот ки (р 

при т -  п -  \ для различны х отнош ений hIR:
1 - h / R  = 0.001;2 - h / R  = 0.002; 3 - h ! R =  0.004; 

4 - Ш  = 0.01

Рис. 8. Зависим ост ь собст венны х частот  
свободны х колебаний со„„ от  у гл а  намот ки ф 

при т -  п =  I для различны х от нош ений RJI: 1 
R/1 ■ 1/30; 2 - R i r  1/20;

3 - R i r  1/10; 4-/?//■ 1/4

Из рис. 7 видно, что при увеличении отношения h/R  значение угла намот
ки, соответствующее минимальному значению частоты свободных колебаний из
меняется, в частности, при /г/і? = 0 .0 0 1  и /г/і? = 0 .0 0 2  наименьшее значение COjj

наблюдается для угла ф « 40°. При дальнейшем увеличении отношении hjR

минимум частоты имеет место для ф = 0° и ф = 90°; для углов намотки близких

к 45° частота свободных колебаний приобретает наибольшие значения. Как сле
дует из рисунка 8 , при значениях Rj l  = І/ЗО и Rj l  = 1/20 угол намотки на час
тоту свободных колебаний практически не влияет; при увеличении значений от
ношения R j I наименьшие частоты наблюдаются при углах ф = 0° и ф = 90°, а

максимальная частота наблюдается для углов ф «  45°.

Заключение
Приближенный расчет собственных частот свободных колебаний нижнего 

спектра цилиндрических оболочек из стеклопластика, выполненный на основании 
метода Рэлея -  Ритца, показывает, что значения частот существенно зависят от 
угла намотки стекловолокна. Полученные результаты можно использовать при 
проектировании таких оболочек в случае жесткого защемления двух концов обо
лочки, а также жесткой заделки одного из ее концов и шарнирного опирания дру-



того конца. Также отметим, что значения собственных частот для одних и тех
же углов намотки стекловолокна, находятся в соотношении, которое соответствует
результатам натурных экспериментов и результатам, полученным для анизотроп
ных и изотропных оболочек [4].
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