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к 80-ЛЕТИЮ ИВЛЕВА ДЮИСА ДАНИЛОВИЧА

Климов Д.М., Ковалев В.А., Радаев Ю.Н.

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН
Московский городской университет управления Правительства Москвы 

Самарский государственный университет

6 сентября 2010 
г. исполняется 80 лет 
Дюису Даниловичу 
Ивлеву -  доктору фи
зико-математических 
наук, профессору, за
служенному деятелю 
науки Российской Фе
дерации. Д.Д. Ивлеву 
принадлежит свыше 
двухсот опубликован
ных научных работ, в 
том числе семь моно
графий. Его вклад в 
математическую тео
рию пластичности и 
механику деформиру
емого твердого тела с 
полным правом можно 
назвать выдающимся.

Д. Ивлев -  основатель и руководитель научной школы механики идеально 
пластических тел и конструкций, базирующейся в университетских и академиче
ских центрах Воронежа, Самары, Владивостока, Чебоксар. Огромная часть науч
ной и педагогической деятельности Д.Д. Ивлева связана с подготовкой кадров 
высшей квалификации в области механики деформируемого твердого тела. В на- 
стояшее время в рамках возглавляемой им научной школы работает свыше 
20 докторов и более 100 кандидатов наук. Главное в творческой деятельности 
Д.Д. Ивлева -  бескомпромиссное служение научной истине и неустанный поиск 
на самых передовых рубежах современной науки. 55 лет его научной и общест
венной деятельности, выдающиеся научные достижения позволяют причислить 
Д.Д. Ивлева к категории мыслителей, являющихся национальным достоянием 
России.

Д.Д. Ивлев родился 6 сентября 1930 г. в г. Чебоксары в семье преподавателя 
Чувашского Педагогического института Ивлева Данила Осиповича. В августе 
1941 года Ивлев Д. О. бьш призван в ряды Красной Армии, среди его правитель
ственных наград медаль «За взятие Берлина».

После окончания средней школы в 1948 г. Д.Д. Ивлев покидает Чебоксары и 
поступает на механико-математический факультет Московского государственного 
университета им. М.В. Ломоносова, который заканчивает в 1953 г. В 1956 г., по
сле окончания аспирантуры при Институте механики МГУ, он успешно защитил 
диссертацию “Приближенное решение упруго-пластических задач методом мало
го параметра” в совете при МГУ (оппонентами по этой работе выступили В.В.



Соколовский и Г.С. Шапиро; председательствовал на защите Ю.Н. Работнов) и 
получил ученую степень кандадата физико-математических наук. С февраля 
1957 г. по октябрь 1958 г. он работает в должности младшего научного сотрудни
ка Института механики АН СССР. В 1959 г., после защиты диссертационной ра
боты «Пространственная задача теории идеальной пластичности», которая также 
представлялась в совет при МГУ, Д.Д. Ивлев получает степень доктора физико- 
математических наук. Оппонентами по докторской диссертационной работе вы
ступили Л.А. Галин, Л.М. Качанов и Г.С. Шапиро, председательствовал на защите
A. Ю. Ишлинский.

В октябре 1959 г. Д.Д. Ивлев, будучи 29-летним доктором физико- 
математических наук и уже достаточно широко известным ученым в области ма
тематической теории пластичности по приглашению ректора Воронежского уни
верситета Б.И. Михантьева приезжает в г. Воронеж. В декабре 1959 г. Д.Д. Ивлев 
возглавил созданную им в ВГУ кафедру теории упругости и пластичности. Та
лантливый ученый, прекрасный организатор и педагог Дюис Данилович сумел в 
короткий срок активизировать научную и педагогическую работу. Лекции и науч
ные семинары под руководством профессора Д.Д. Ивлева отличались способно
стью глубоко проникать в суть обсуждаемых вопросов. В 60-е годы в Воронеж
ском государственном университете на математико-механическом факультете 
Д.Д. Ивлев работал вместе с профессорами М.А. Красносельским, С.Г. Крейном,
B. И. Соболевым. Творческое взаимодействие механиков и математиков Воронеж
ского университета было заложено именно в те годы.

Созданная Д.Д. Ивлевым воронежская школа механики деформируемого 
твердого тела быстро получила всесоюзное признание. Проводимые в те годы на
учные исследования бьши связаны с рядом фундаментальных и прикладных про
блемам механики сплошных деформируемых сред. Работы Д.Д. Ивлева и его уче
ников постоянно были в фокусе внимания ученых как нашей страны, так и за ее 
пределами; их существенное влияние на формирование математической теории 
пластичности бьшо и остается общепризнанным и ощущается до сих пор. В 
1961 г. Д.Д. Ивлеву было присвоено ученое звание профессора. Под руководством 
профессора Д.Д. Ивлева ежегодно проводились научные конференции и школы, в 
работе которых принимали участие ученые из Москвы, Ленинграда, Киева, Ново
сибирска, Ростова-на-Дону, Казани, Перми, Харькова, Краснодара, Куйбьппева, 
Риги и других городов СССР.

Параллельно с заведованием кафедрой теории упругости и пластичности в 
ВГУ профессор Д.Д. Ивлев в течение ряда лет заведовал кафедрой сопротивления 
материалов в Воронежском политехническом институте, куда его пригласил рек
тор В.С. Постников. В эти же годы Д.Д. Ивлев по предложению ректора 
Л.Н.Талова читает лекции в Воронежском педагогическом институте. Следует 
отметить, что уже в годы работы в Воронежском университете началось сотруд
ничество Д.Д. Ивлева с одним из своих аспирантов_Геннадием Ивановичем Бы- 
ковцевым, которое вскоре дало превосходные плоды - научные результаты, 
имеющие фундаментальное значение для механики деформируемого твердого те
ла. Одним из талантливых учеников Д.Д. Ивлева тех лет также был В.В. Дудука- 
ленко. Г.И. Быковцев стал первым деканом нового факультета прикладной мате
матики и механики, возглавил созданную им кафедру технической кибернетики и 
теории автоматического регулирования.

В 1966 г. Д.Д. Ивлев возвращается в Москву, где сначала работает профес
сором МВТУ им. Н.Э. Баумана (1966-1970 гг.) и заведует кафедрой высшей ма
тематики, а затем (1971-1982 гг.) —заведующим кафедрой высшей математики во



Всесоюзном заочном политехническом институте (сейчас Московский государст
венный открытый университет). Вместе со своими учениками профессорами Г.И. 
Быковцевым и И.А. Бережным параллельно он активно участвует в создании на
учной школы механики деформируемого твердого тела в г. Куйбьппеве.

В 1982 г. Д.Д. Ивлев приезжает на родину в г. Чебоксары, где в период с 
1982 г. по 1993 г. работает сначала заведующим кафедрой математического ана
лиза, а затем -  заведующим кафедрой механики деформируемого твердого тела 
в Чувашском государственном университете им. И.Н.Ульянова. В 1985-1993 гг. 
он является деканом физико-математического факультета. В 1993 г. Д.Д. Ивлев 
переходит на работу в Чувашский государственный педагогический университет 
им. И.Я. Яковлева, где в настоящее время заведует кафедрой математического 
анализа.

Работы Д.Д. Ивлева посвящены механике деформируемого тела, в основном 
математической теории пластичности. Ряд результатов Д.Д. Ивлева имеет фунда
ментальный характер для всей механики деформируемого твердого тела. Далее 
нам представляется уместным дать необходимые сведения о развитии математи
ческой теории пластичности и ее современном состоянии.

Первая математическая теория пластичности бьша создана Сен-Венаном 
(В. Saint-Venant, 1870 г.) [1], [2] на основе гипотезы о пропорциональности девиа- 
тора тензора напряжений и тензора скоростей пластических деформаций при ус
ловии текучести Треска (H.Tresca). Сен-Венаном на основании опытов Треска по 
истечению металлов через отверстия бьшо предложено условие пластичности, за
ключающееся в том, что пластическое состояние наступает, как только макси
мальное касательное напряжение достигает некоторого определенного предельно
го значения к. Впрочем, идея такого условия принадлежит Кулону и бьша выска
зана им в работе ”0  применении правил максимззиа и минимума к некоторым во
просам статики, имеющим отношение к архитектуре” [3], представленной во 
Французскую Академию наук в 1773 г. В этой работе Кулон указывает на то, что 
разрушение сжатой призмы происходит в результате скольжения одной ее части 
относительно другой по некоторой плоскости, составляющей угол в сорок пять 
градусов с направлением сжатия. Скольжение возникает при достижении состав
ляющей сжимающей силы в указанной плоскости предельной величины, доста
точной для преодоления обусловленного сцеплением сопротивления скалыванию 
по этой плоскости. Сен-Венан рассматривал задачу о пластическом плоском де
формированном состоянии и шел по пути обобщения уравнений движения вязкой 
жидкости Навье-Стокса, опираясь на гидродинамическое представление о тече
нии металлов. Сен-Венан ограничился исследованием плоского деформированно
го состояния и поэтому его теория нуждалась в дальнейщем обобщении на случай 
трехмерного состояния. Соответствующее обобщение бьшо сразу же выполнено; 
уравнения пространственной задачи теории идеальной пластичности впервые бы
ли получены Леви (М. Levy, 1871 г.) [4]. Статьи Сен-Венана и Леви появились 
одна за другой в Journal de Mathrematiques Pureset Appliqurees за 1871 г. Леви 
принял в качестве условия текучести уравнение грани призмы Кулона-Треска и 
присоединил в качестве определяющего уравнение, выражающее пропорциональ
ность девиатора тензора напряжений и тензора скоростей пластических деформа
ций. Теория Леви, поскольку она основана на ’’неассоциированном” законе пла
стического течения, не нашла применения и представляет ныне лишь историче
ский интерес, отчетливо указьшая на то, что на ранних этапах развития математи
ческой теории пластичности условие пластичности и определяющий закон тече
ния рассматривались совершенно независимо друг от друга.



Соотношения Сен-Венана для плоской пластической деформации -  статиче
ски определимая система уравнений гиперболического типа, что и позволило 
позднее развить теорию полей скольжения, связываемую обычно с именами Ген
ки (Н. Непску, 1923 г.) и Гейрингер (Н. Geiringer, 1930 г.). Математический аппа
рат, соответствующий соотношениями Сен-Венана для плоской задачи, оказался, 
таким образом, вполне адекватным экспериментальньш и теоретическим пред
ставлениям о течении идеально пластического тела. Заметим, что уравнения тео
рии плоского напряженного состояния (в отличии от случая плоской деформации) 
не могут быть получены как частный случай пространственных уравнений.

Уравнения пространственной задачи математической теории пластичности 
длительное время оставались неизученными. И в настоящее время теория трехмер
ной задачи математической теории пластичности далека от завершения. Йліеется 
весьма ограниченный круі’ методов и результатов, которые проливали бы свет на 
свойства пространственного пластического напряженно-деформированного состоя
ния. Оценивая состояние пространственной задачи теории идеадгьной пластичности 
Л. Прандгль (L. Prandtl) в 1921 г. указьшал, что для разработки пространственной за
дачи до сих пор еще не найдено надлежащего пути и пока, пожалуй, имеется мало 
перспектив ее решения. “Задачи трехмерного пластического течения трудны и мало 
изучены”. Так сформулировано отношение к вопросам пространственной задачи ма
тематической теории пластичности авторов известной обзорной статьи; Вакуленко 
А.А., Качанов Л.М. Теория пластичности/ В кн.: Механика в СССР за 50 лет. Т. 3. 
Механика деформируемого твердого тела. М.: Наука, 1972. С. 79-118.

Пространственная задача в общем случае при условии пластичности Мизеса 
(R. Von Mises) и ассоциированным с ним законом течения Леви-Мизеса является 
статически неопределимой, и, кроме того, уравнения пространственной задачи не 
гиперболичны. Так, система уравнений пространственной и осесимметричной за
дачи теории идеальной пластичности при условии пластичности Мизеса, вообще 
говоря, не имеет вещественных характеристических направлений (см., например, 
[5], с. 144-146). Точнее говоря, уравнения пространственной задачи либо полно
стью эллиптичны (т.е. не существует действительных характеристических на
правлений), либо (если в рассматриваемой точке медианная главная скорость пла
стической деформации равна нулю) имеется только два поверхностных характе
ристических элемента, совпадающих с площадками максимального касательного 
напряжения. Все это свидетельствует о том, что в подавляющем большинстве 
пространственных состояний, описываемых согласно условию пластичности Ми
зеса и ассоциированному с ним закону течения Леви- Мизеса, действительные ха
рактеристики отсутствуют. Все это не оставляет шансов обобщить методы интег
рирования (см. [6]-  [11]), развитые ранее для плоской задачи, соотношения кото
рой формально статически определимы и гиперболичны, что в конце концов и по
зволяет построить теорию полей скольжения, адекватно представляющую сдвиго
вой механизм пластического течения.

Принципиально иная ситуация наблюдается в пространственной задаче при 
использовании критерия текучести Кулона-Треска. Здесь уравнения пластиче
ского равновесия в ряде важных случаев становятся гиперболическими. Суще
ствование действительных характеристических поверхностей является большим 
математическим преимуществом. Если еще учесть, что характеристические по
верхности суть поверхности скольжения, то с физической точки зрения трудно 
объяснить отсутствие действительных характеристических поверхностей в слу
чае уравнений пространственной задачи при использовании критерия текучести 
Мизеса.



Поверхности и линии скольжения не являются только математическим поня
тием. Они существуют в действительности и их можно выявить травлением отпо
лированной поверхности или разреза деформированного металла. Фйіуры сколь
жения часто появляются в виде узоров с правильной лучистой симметрией на по
верхностях или на разрезах твердых тел, испытавших деформации за пределом 
упругости. Линии скольжения (линии сдвигов) играют чрезвычайно важную роль 
как в теоретических, так и в прикладных исследованиях напряженного состояния 
пластически деформированного тела. Геометрия линий скольжения во многих 
случаях вполне определяет напряженное состояние, и такое напряженное состоя
ние реализуется в условиях предельного равновесия тела. На этот факт, по- 
видимому, впервые указал Д.К. Чернов. Фигуры скольжения, которые наблюда
лись Д.К. Черновым при различных схемах нагружения (например, при растяже
нии плоских образцов, при пробивке круглых отверстий), воспроизводятся в из
вестной монографии: Фридман Я.Б. Механические свойства металлов. М.: Обо- 
ронгиз, 1952. 556 с. (см. с. 103). Значительно позже линии скольжения стали ис
следоваться за рубежом. В начальный период развития теории пластичности при 
изучении пластического течения широко использовались представления о линиях 
и поверхностях скольжения, подчиняющихся поразительным законам, установ
ленным математиками и инженерами в начале XX столетия. В предисловии мы 
уже говорили о соответствии между изменениями в структуре сильно деформиро
ванных металлов и при формации горных пород, отмечаемыми и описываемыми в 
петрографии. Поэтому теория линий скольжения в руках геологов может служить 
средством расшифровки процессов образования горных цепей и континентальных 
плато, восстановления истории движения земной коры (в том числе и ее конти
нентальной части). Таким образом, теория скольжения находит свое подтвержде
ния на двух существенно отличающихся масштабных уровнях.

К настоящему времени уже стало ясно, что предельные состояния твердых 
тел должны так же описьшаться статически определимыми уравнениями гипербо
лического типа. Теория предельного состояния первоначально развивалась в рам
ках механики сыпучих сред. Основоположник теории К. Кулон сформулировал 
(1773 г.) основные положения теории предельного состояния и ввел представле
ние о поверхности сползания, которые бьши применены для решения ряда важ
ных прикладных задач. Систематическое изложение теории предельного состоя
ния сыпучих сред на основе представления о сетке скольжения было дано 
В.В. Соколовским в 1942 г. (см.: Соколовский В.В. Статика сыпучей среды. М., 
Л.: Изд-во АН СССР, 1942. 208 с.; третье издание: Соколовский В.В. Статика сы
пучей среды. М.: Физматгиз, 1960. 244 с.). Теории предельного состояния и иде
альной пластичности, таким образом, имеют общие основы, однако они далеко не 
тождественны. Теория идеальной пластичности основана на представлении об ус
ловии пластичности, которое, вообще говоря, может приводить либо к статически 
определимым, либо к статически неопределимым состояниям. Теория предельно
го состояния в качестве своего предмета исследования берет лишь статически оп
ределимые состояния, которые могут быть достигнуты, скажем, при пропорци- 
нальном возрастании внешних нагрузок. Для предельного состояния все "преды
дущие” свойства материала не играют никакой роли, поскольку предельное со
стояние определяется из замкнутой системы формально статически определимых 
соотношений, не имеющих ничего общего с допредельным поведением тела.

Экспериментальные исследования показьтают, что условие пластичности 
Мизеса значительно лучше согласуется с опытными данными, чем условие пла
стичности Кулона-Треска. Сомневаться в достоверности данных многочисленных



экспериментов не приходится, тем более, что они указывают на систематическое 
отклонение поведения металлов в состоянии тек)діестй от условия Кулона-Треска. 
Тем не менее, можно предположить, что лучшее соответствие условия Мизеса 
опытным данным объясняется влиянием различных посторонних факторов, таких 
как упрочнение, деформационная анизотропия, поврежденность, элиминировать 
которые при проведении экспериментов до конца не удается. Известно также, что 
чем ярче у материала на диаграмме одноосного растяжения выражена площадка 
текучести (т.е. чем ближе его поведение к идеально пластическому), тем лучше 
данные испытаний согласуются с критерием пластичности Кулона-Треска. Таким 
образом, критерий текучести Кулона-Треска, по-видимому, действительно лучше, 
чем все остальные мыслимые критерии, выражает сущность идеальной пластич
ности. В пользу этого вывода, т.е. большего соответствия условия Кулона-Треска 
физике пластической деформации, высказывались многие авторы.

Итак, формально статически определимая задача о плоской пластической 
деформации вместе с ее гиперболическими соотношениями послужила отправной 
точкой развития всей математической теории идеальной пластичности. Распро
странение математического аппарата гиперболических уравнений, описывающего 
плоское течение идеально пластического материала на общий трехмерный слу
чай, явилось предметом целого ряда исследований.

В 1909 г. Хаар и Карман (А. Нааг, Th. von Karman) вьщвинули условие «пол
ной пластичности» [13], которое, по существу, устанавливает соответствие на
пряженного состояния ребру призмы Кулона-Треска, и оказалось, что соотноще- 
ния пространственной задачи теории идеальной пластичности при условии пол
ной пластичности являются статически определимыми.

В 1923 г. Генки (Н. Непску) [14] предложил использовать условие полной 
пластичности Хаара-Кармана в случае осесимметричного напряженного состоя
ния, что привело его к статически определимой системе уравнений равновесия, 
которая, как он установил, оказьтается гиперболической. Позднее уравнения осе
симметричной задачи с условием текучести Кулона-Треска исследовались 
Р. Шилдом (R.T. Shield) [15] для ребер и граней призмы Кулона-Треска. Осесим
метричные автомодельные решения, соответствующие течению на ребре призмы 
Кулона-Треска, бьши построены Р. Шилдом (R.T. Shield) в той же самой работе 
[15]; в частности, им было произведено вычисление автомодельного поля сколь
жения вблизи свободной прямолинейной границы.

В 1944 г. А.Ю. Ишлинский [16] исследовал осесимметричную задачу теории 
пла-стичности, предполагая вьшолнение условия полной пластичности Хаара- 
Кармана, доказав статическую определимость и гиперболичность основных урав
нений. С помощью численного метода в этой же работе было получено решение 
задачи о вдавливании твердого шарика в идеально пластическую среду. Решение 
А.Ю. Ишлинского вызвало критические замечания Р. Хилла, полагавшего, что ’’та
кие вычисления имеют небольшое или не имеют никакого значения, так как гипо
теза Хаара-Кармана для металлов физически нереальна и она вводит ошибку неиз
вестной веотчины” (см.: Хилл Р. Математическая теория пластшшости. М.; Гостех- 
теоретиздат, 1956. С. 321). Свои возражения Хилл основывал на невозможности в 
рамках теории течения Леви-Мизеса определить связанного с распределением на
пряжений, удовлетворяющим условию полной пластичности, поле скоростей из-за 
неправильной определенности (переопределенности) системы соотношений кине
матики. Выход из сложившейся ситуации, как показало последующее развитие ма
тематической теории пластичности, состоял в последовательном использовании



гипотезы Хаара-Кармана и замене закона течения Леви-Мизеса на обобщенный ас
социированный с условием пластичности Кулона-Треска закон течения.

Соотношения пространственной задачи теории пластичности, когда, анало
гично условию полной пластичности Хаара-Кармана, имеется два соотношения 
между главными напряжениями, были предложены и проанализированы А. Ю. Иш- 
линским [17], который использовал определяющие зависимости в форме соотно
шений перестановочности тензора напряжений и тензора приращений пластиче
ских деформаций, следующие из обобщенного ассоциированного закона пластиче
ского течения в случае течения на ребре призмы Кулона-Треска и не предпола
гающие столь жестких ограничений на скорости пластических деформаций, уста
навливаемые традиционным для того времени требованием пропорциональности 
тензора скорости пластических деформаций и девиатора тензора напряжений. 
Впервые, в явной форме он указал на необходимость при построении теории про
странственной задачи двух условий пластичности, уравнении несжимаемости и ус
ловий соосности тензора напряжений и тензора приращений пластических дефор
маций, которые он принял в форме трех уравнений, следующих из перестановочно
сти этих тензоров [22]. В своей работе А.Ю. Ишлинский пишет: ’’Согласно предла
гаемой теории идеалыюй пластичности два главных напряжения должны быть не
пременно равны друг другу, а третье отличаться от них на удвоенное критическое 
значение 2к. Таким образом для пространственной задачи пластичности имеют ме
сто два соотношения между главными напряжениями, подобно гипотезе полной 
пластичности Хаара и Кармана. Этим предлагаемая теория отличается от теорий 
Леви и Мизеса, в которых принимается единственное соотношение.” Таким обра
зом, А.Ю. Ишлинский отказался от ’’неассоциированного” определяющего закона 
Леви [4] и дал корректное обобщение теории течения Сен-Венана [1], [2] на трех
мерный случай. Пространственные соотношения Ишлинского полностью сохраня
ют свое значение в современной математической теории пластичности и их можно 
использовать при постановке и решении задач теории идеальной пластичности, по
скольку они являются следствиями обобщенного ассоциированного закона течения 
в случае течения на ребре призмы Кулона-Треска.

Результаты А.Ю.Ишлинского предвосхитили более поздние исследования 
Д.Д. Ивлева [18], [19], в которых было показано фундаментальное значение усло
вия полной пластичности Хаара-Кармана для всей теории пластичности и был 
развит соответствующий вариант теории пластичности: сингулярное условие те
кучести (в частности, ребро призмы Кулона-Треска) и обобщенный ассоцииро
ванный закон пластического течения.

Ассоциированный закон течения однозначно определяет направление векто
ра, представляющего приращения пластических деформаций в пространстве глав
ных напряжений, только в регулярных точках поверхности текучести. Если на
пряженное состояние соответствует ребру (угловой точке) или конической осо
бенности на поверхности текучести, то необходимы дальнейшие предположения 
для вывода корректного определяющего закона. Обобщение ассоциированного 
закона на случай поверхности текучести с угловой точкой предложено Койтером 
(W.T.Koiter) в 1953 г.[14]. Это обобщение основано на следующем принципе су
перпозиции: особые точки поверхности текучести представляются как пересече
ние конечного числа гладких поверхностей текучести, каждая из гладких поверх
ностей текучести дает аддитивный вклад (с соответствующим неопределенным 
множителем) в величину приращения пластической деформации.

Обобщенный ассоциированный закон течения, сформулированный на основе 
условия пластичности Треска, устанавливает, что пластические деформации по



являются в результате сдвига (скольжения) на тех площадках, где касательные 
напряжения по абсолютной величине достигают предельно возможного значения, 
причем скольжение происходит в направлении действия максимального касатель
ного напряжения так, что оно совершает положительн>то работу.

В работах Д.Д. Ивлева бьшо установлено, что при условии полной пластич
ности (т.е. когда напряженное состояние соответствует ребру призмы Кулона- 
Треска) уравнения пространственной задачи теории идеальной пластичности яв
ляются статически определимыми и принадлежат к гиперболическому типу. Нор
мали к характеристическим поверхностным элементам уравнений статики при 
этом образуют конус, касающийся площадок максимальных касательных напря
жений, построенньк в вершине конуса. Характеристическими будут также по
верхностные элементы, нормали к которым ортогональны главной оси тензора 
напряжений, соответствующей наибольщему (наименьшему) главному напряже
нию. Кинематические уравнения пространственной задачи теории идеальной пла
стичности в случае, когда напряженное состояние соответствует ребру призмы 
Кулона-Треска, также гиперболичны и имеют точно такие же директоры характе
ристических поверхностных элементов, как и статические уравнения.

Было таким образом доказано, что именно условие полной пластичности и 
только оно позволяет сформулировать общую теорию идеальной пластичности с 
единым математическим аппаратом статически определимых уравнений гипербо
лического типа, соответствующим сдвиговой природе идеально пластического де
формирования. Эта точка зрения разделяется далеко не всеми. Так, А.А. Вакуленко 
и Л.М. Качанов полагают, что доводы физического характера в пользу схемы пол
ной пластичности ’’продиктованы скорее заманчивой простотой математического 
анализа, нежели существом вопроса” (см.: Вакуленко А.А., Качанов Л.М. Теория 
пластичности/ В кн.: Механика в СССР за 50 лет. Т. 3. Механика деформируемого 
твердого тела. М.: Наука, 1972. С. 100). Тем не менее они замечают, что решения, 
полученные по схеме полной пластичности, могут иметь несомненный интерес, по
лемизируя при этом с Р. Хиллом, критически оценившим условие полной пластич
ности Хаара-Кармана как ’’искусственное и нереальное условие текучести” (см.: 
Хилл Р. Математическая теория пластичности. М.: Гостехтеоретиздат, 1956. С. 320, 
321). Не вызьшает возражений высказьтаемая ими мысль о том, что ценность того 
или иного решения пространственной задачи устанавливается возможностью либо 
построить согласованное кинематически допустимое поле, либо продолжить поле 
напряжений в жесткие зоны, не нарушая условия текучести. В противном случае 
вопрос о значимости решения остается открытым. Ясно, что исключительную цен
ность представляют полные решения, когда удается построить согласованное ки
нематически допустимое поле и продолжить поле напряжений в жесткие зоны, не 
нарушая условия текучести. Таким образом, неполные решения обладают лишь от
носительной ценностью, а полные -  абсолютной. На практике, однако, чаще всего 
удается построить неполное поле напряжений (поле напряжений в пластической 
зоне) и возникает проблема его продолжения в жесткую зону так, чтобы в жесткой 
зоне и на границе раздела вьшолнялись условия равновесия и не превьппался пре
дел текучести. Общая процедура такого продолжения (или хотя бы существование 
такого продолжения) для сколько-нибудь широкого класса задач в настоящее время 
неизвестны. Учитывая все сказанное, нетрудно заключить, что по большому счету 
неполные решения с теоретической точки зрения вообще никакой ценности не 
представляют. Однако их практическая ценность часто может быть очень высокой. 
Так, или иначе, но большинство прикладных задач решены по идеально пластиче
ской схеме не полно.
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Подобным же образом дело обстоит и в пространственной задаче: в случае 
грани произвольного кусочно-линейного условия текучести характеристические 
поверхности касаются главных направлений тензора напряжений.

В 1971 г. Д.Д. Ивлев и Г.И. Быковцев предприняли исследование общих со
отношений теории пластичности как идеального, так и упрочняющегося тела, как 
с учетом упругих деформаций, так и без их учета, на предмет их классификации, 
определения характеристических поверхностей и поверхностей разрыва скоро
стей, скоростей деформаций и напряжений. Полученные ими результаты устанав
ливают, что (1) дифференциальные уравнения теории устойчивого упрочняюще
гося упругопластического тела не имеют действительных характеристик, т.е. эл
липтичны; (2) если в качестве критерия текучести взят критерий, отличный от 
критерия текучести Треска, то для большинства пространственных состояний 
дифференциальные уравнения теории идеально упругопластического тела эллип
тичны.

В 1966 г. выходит в свет монография Д.Д. Ивлева “Теория идеальной пла
стичности”. В этом оригинальном сочинении с высоким мастерством бьши изло
жены новые результаты и принципы математической теории идеальной пластич
ности и, прежде всего, теория пространственной и обобщенной плоской задачи. 
Заметим, что эта монография стоит в одном ряду с замечательными руководства
ми по теории пластичности, написанными советскими учеными-механиками, ко
торые по мастерству изложения и богатству результатов до сих пор остаются не
превзойденными образцами. И в настоящее время “Теория идеальной пластично
сти” Д.Д. Ивлева служит незаменимым руководством для тех, кто пытается глуб
же проникнуть в основы математической теории идеальной пластичности, опира
ясь на блестящее и последовательное изложение, данное грандом этой науки.

В механике упрочняющихся пластических тел Д.Д. Ивлев (совместно с 
Г.И. Бьпсовцевым) последовательно развивал представления, основанные на 
трансляционном механизме упрочнения, предложенные ранее в исследованиях 
А.Ю. Ищлинского и В. Прагера (W. Prager). Результаты их совместных исследо
ваний легли в основу классической монографии, которая по сути представляет 
собой каноническое изложение математической теории пластичности упрочняю
щегося тела в случае малых деформаций. В этой монографии читатель найдет ис
черпывающий анализ общих уравнений теории течения и свойств их рещений, 
включая анализ сильных и слабых разрывов с помощью аппарата геометрических 
и кинематических условий совместности Адамара-Томаса (J. Hadamard, Т.Tomas).

Исследования Д.Д. Ивлева в области математической теории пластичности 
подытожены в фундаментальной двухтомной монографии ’’Механика пластиче
ских сред”.

Помимо перечисленных, Д.Д. Ивлеву принадлежат различные результаты в 
области предельного состояния конструкций, статики и динамики сыпучих сред, 
устойчивости равновесия упругопластических тел, гидродинамики, теории тре
щин и механики разрущения. Следует отметить обстоятельный обзор работ по 
механике разрущения с изложением основных результатов этой части механики 
деформируемого твердого тела, сделанный им в момент острой дискуссии, по
священной механике трещин (см.: Ивлев Д.Д. О теории трещин квазихрупкого 
разрущения // Журнал прикл. механики и технич. физики. 1967. № 6. С. 88-128). 
Дискуссиям в механике посвящена важная и весьма поучительная статья: Ивлев 
Д.Д. Три дискуссии в механике //Вестник Самарского гос. университета. Естест
венно-научная серия. 2007. №4(54). С. 115-123. В ней Д.Д. Ивлев с присущей ему 
корректностью, тактом и бережным отнощением к научным фактам затрагивает
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важную тему о дискуссии по механике квазихрупкого разрушения и дает свою 
оценку имевшим место событиям, тем более, что Д.Д. Ивлев лично участвовал в 
этой дискуссии. Мы также ранее высказьшались по этому поводу в статье: Рада
ев Ю.Н. К 75-летию Д.Д. Ивлева // Вестник Самарского гос. университета. Есте
ственнонаучная серия. №5(39). 2005. С. 5-32. Наши оценки результатов имевшей 
место более сорока лет назад дискуссии совпадают. В частности, Д.Д. Ивлев в 
указанной выше статье пишет: ’’Прав Ю.Н. Радаев, когда написал: ’’Через сорок 
лет после этой дискуссии стало очевидным, что она нанесла значительный ушерб 
российской науке”.

В течение трех последних десятилетий рядом ученых проводятся исследова
ния в рамках научного направления, вектор которого был задан Д.Д. Ивлевым в 
его работах по теории пространственной задачи математической теории пластич
ности конца 50-х годов. Как уже указывалось, это один из самых сложных и наи
менее изученных разделов механики деформируемого твердого тела. Тем не ме
нее за последние два десятилетия удалось сушественно продвинуться в создании 
обшей теории трехмерных уравнений математической теории пластичности с ус
ловием пластичности Треска и ассоциированным законом течения для напряжен
ных состояний, соответствуюших ребру поверхности текучести, и предложить 
обшую схему интегрирования пространственных статических уравнений. Осно
вой теории выступает ряд геометрических результатов по исследованию поля 
главных направлений тензора напряжений, характеризуемых наибольшим (или 
наименьшим) главным нормальным напряжением, полученных в [23] и [24]. Ис
следования в области пространственной задачи теории идеальной пластичности 
бьши подытожены в монографиях: Радаев Ю.Н. Пространственная задача матема
тической теории пластичности. Самара: Изд-во Самарского гос. университета, 
2006. 340 с.; Ивлев Д.Д., Максимова Л.А., Непершин Р.И., Радаев Ю.Н., Сена- 
шов С.И., Шемякин Е.И. Предельное состояние деформируемых твердых тел и 
горных пород. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2008. 832 с.

В первой из указанных монографий сделана попытка дать полное и система
тическое изложение методов и результатов, связанных с исследованием трехмер
ных уравнений математической теории пластичности в изостатической коорди
натной сетке, делая акцент на новых общих методах, которые обеспечивают ре
шение прикладных задач механики деформируемого твердого тела. Исходной 
точкой построения общей теории пространственных уравнений выступает одна 
замечательная инвариантная векторная форма пространственных уравнений, ана
лиз которой позволяет сделать заключение о расслоенности поля направлений, 
соответствующих наибольшему (наименьшему) главному нормальному напряже
нию. Затем рассматриваются уравнения обобщенного ассоциированного закона 
течения, основные кинематические соотношения для приращений перемещений, 
следующие из него, а также исследуется кинематика течения на поверхностях 
максимальной скорости сдвига. Показано, что скольжения на указанной поверх
ности (сильные разрьгеы приращений перемещений) могут происходить только 
вдоль асимптотических направлений, если поверхность максимальной скорости 
сдвига имеет отрицательную Гауссову кривизну. Поэтому сдвиговое пластиче
ское течение вблизи поверхности максимальной скорости сдвига (отрицательной 
Гауссовой кривизны) реализуется как результат микроскольжений в асимптотиче
ских направлениях. Получены интегрируемые соотношения для разрывов каса
тельных составляющих приращений перемещений вдоль асимптотических линий 
поверхности максимальной скорости сдвига. Рассмотрены кинематические соот
ношения в областях эллиптичности, т.е. когда гауссова кривизна положительна.
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на поверхности максимальной скорости сдвига. Интеграты уравнений равновесия 
для расслоенного поля напряжений вдоль изостатических траекторий выводятся 
преобразованием векторного уравнения равновесия к изостатической координат
ной сетке. Устанавливается возможность отделения одной из изостатических ко
ординат, поверхности уровня которой как раз и являются слоями поля направле
ний, соответствующих наибольшему (наименьшему) главному нормальному на
пряжению.

Значительное внимание уделяется исследованию трехмерных уравнений ма
тематической теории пластичности в триортогональных изостатических коорди
натах [25]. Основной интерес здесь представляют уравнения совместности при
ращений деформаций и пространственные соотношения Коши. Уравнения совме
стности для приращений малых деформаций в триортогональной изостатической 
системе координат исследуются вместе дополнительными соотношениями, свя
зывающими физические компоненты тензора несовместности. Существенных 
уравнений совместности шесть. Для напряженных состояний, соответствующих 
ребру призмы Кулона-Треска, имеется лишь три независимьк уравнения совме
стности. Явно указываются и рассматриваются системы независимых уравнений 
совместности, сформулированные в изостатической координатной сетке. Опреде
лены условия, достаточные для того, чтобы при вьшолнении трех независимых 
уравнений совместности удовлетворялись три оставшихся уравнения совместно
сти. Показано, что нарушения сплошности на поверхности идеально пластическо
го тела распространяются вглубь тела вдоль асимптотических линий на слоях 
векторного поля, указывающего направления наибольшего главного нормального 
напряжения. Поскольку асимптотические линии наименее искривлены по сравне
нию с любыми другими линиями на поверхности (в том смысле, что нормальная 
кривизна асимптотических линий равна нулю), то нарушения сплошности прони
кают вглубь идеально пластического тела по наименее искривленным траектори
ям. Именно в этом смысле можно вести речь о минимальном искривлении траек
торий распространения трещин в твердых телах.

Анализ плоской и осесимметричной задач выполнен с использованием аппа
рата производящих функций, определяющих канонические преобразования про
странственных координат. Альтернативный вариант вывода всех основных гео
метрических соотношений теории плоской деформации идеально пластического 
тела, исходя из условия интегрируемости трехмерных пространственных уравне
ний, сформулированных для напряженных состояний, соответствующих ребру 
призмы Кулона-Треска, простым понижением на одну единицу их размерности 
был выполнен в статье [26].

В рамках построения математической теории пластичности с уравнениями 
гиперболического аналитического типа был вьшолнен групповой анализ уравне
ний пространственной, плоской и осесимметричной задачи. В отношении про
странственных уравнений эта работа еще далека от завершения и продолжается 
поиск новых симметрий пространственных уравнений Д.Д. Ивлева. Методы груп
пового анализа все шире проникают в механику деформируемого твердого тела, 
позволяя в некоторых случаях получать точные решения важнейших прикладных 
задач. Получены новые результаты применения классических методов Ли к нели
нейным уравнениям теории пластичности. Определены группы симметрий урав
нений в частных производных теории пластичности, алгебры симметрий (алгебры 
Ли) и оптимальные системы одномерных подалгебр для пространственной, пло
ской и осесимметричной задач. Оптимальные системы позволяют найти ряд но
вых решений трехмерных уравнений теории пластичности инвариантно
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групповой природы. Применение групповых методов (особенно это касается про
странственной задачи) требует выполнения огромного объема рутинных преобра
зований и вычислений, которые были проведены с помощью систем символьных 
вычислений. Чтобы оценить примерный объем вычислительной работы заметим, 
что лишь для одной естественной конечномерной (размерности 12) подалгебры 
алгебры симметрий, соответствующей группе симметрий трехмерных уравнений 
просгранственной задачи теории идеальной пластичности, оптимальная система 
одномерных подалгебр насчитывает один трехпараметрический элемент, 12 двух
параметрических, 66 однопараметрических элементов и 108 индивидуальных 
элементов. Алгебра симметрий уравнений осесимметричной задачи имеет раз
мерность 5; оптимальная система одномерных подалгебр состоит из одного одно
параметрического элемента и двадцати двух индивидуальных элементов. Алгебра 
симметрий уравнений плоской задачи (плоское деформированное состояние) име
ет размерность 7; оптимальная система одномерньк подалгебр состоит из одного 
двухпараметрического элемента, 11 однопараметрических и 20 индивидуальных 
элементов.

Преподавание математической теории пластичности в российских универси
тетах имеет свою историю и традиции. В настоящее время они прочно связанны с 
именами Д.Д. Ивлева и Г.И. Быковцева. Отличительной чертой их преподаватель
ской деятельности является сочетание прикладного содержания теории пластич
ности с глубоким и изящным математическим исследованием гиперболических 
задач для дифференциальных уравнений в частных производных, к которым при
водит изучение полей напряжений и скоростей деформаций в зонах пластическо
го течения. Такой синтез требовал также прочтения особого курса по теории 
дифференциальных уравнений частных производных математической физики, в 
котором излагались такие редко освещаемые в современной учебной литературе 
темы, как общая теория характеристик для нелинейных уравнений первого и вто
рого порядков, метод каскадного интегрирования Лапласа, метод тангенциально
го преобразования, метод фазового преобразования.

Д.Д. Ивлев -  член Национального комитета РАН по теоретической и при
кладной механике, член редколлегии журнала “Известия РАН: Механика твердого 
тела”, член экспертного совета по математике и механике ВАК Минобразования и 
науки РФ, председатель диссертационного совета по присуждению ученой степе
ни доктора физико-математических наук, действительный член Национальной 
академии наук и искусств Чувашской Республики, заслуженный деятель науки и 
техники РФ (1992 г.), лауреат Государственной премии Чувашской Республики в 
области науки и техники (2006 г.) Среди учеников Д.Д. Ивлева -  доктора и канди
даты наук, которые работают в различных городах России: Москве, Воронеже, 
Самаре, Чебоксарах, Владивостоке.

Мы поздравляем Дюиса Даниловича с 80-летием -  замечательной датой, ко
торая является важнейшей вехой на пути его научного поиска. Мы желаем ему 
здоровья и творческих успехов в научной и педагогической деятельности.
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ДАВЛЕНИЕ ПЛОСКОГО ШТАМПА НА ОРТОТРОПНОЕ ИДЕАЛЬНО 
ПЛАСТИЧЕСКОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО

Ивлев Д.Д., Непершин Р.И.

Чувашский государственный педагогический университет им. И.Я. Яковлева 
Московский государственный технологический университет “Станкин ”

Аннотация
Рассматривается задача о давлении плоского штампа на ортотропное иде

ально пластическое полупространство. Зависимость напряжения текучести от на
правления главного напряжения задается эллипсоидом анизотропии. Угловая точ
ка штампа и прямолинейная граница полупространства порождают центрирован
ный веер прямолинейных характеристик, как и в случае изотропного тела, с ана
логичной кинематикой пластического течения. Но давление на штамп существен
но зависит от пластической анизотропии.

Ключевые елова: идеальная пластичность, плоская задача, ортотропное по
лупространство, эллипсоид анизотропии, давление плоского штампа.

УДК: 539.374
Анйзотропрія пластических свойств материала, проявляющаяся в зависимо

сти напряжения текучести от направления, существенно влияет на несущую спо
собность деталей машин и элементов конструкций при контактных нагрузках. 
Анизотропия может быть как результатом технологии обработки металлов, соз
дающей направленную текстуру, например, после многопереходной прокатки за
готовок или направленной кристаллизации слитков, так и результатом естествен
ного волокнистого строения материала. Анизотропия тонкого листа, полученного 
прокаткой, существенно влияет на предельную пластичность до разрушения в 
технологических операциях вытяжки тонкостенных оболочек. Методы экспери
ментального исследования пластической потери устойчивости при сложной вы
тяжке с использованием модифицированного квадратичного условия пластично
сти Мизеса для ортотропного материала [1] приведены в [2]. Нормальная анизо
тропия по толпщне листа с модифицированным условием пластичности Мизеса и 
ассоциированным законом течения использовалась в [3] при моделировании пла
стического обжима тонкостенной трубы с учетом изменения толпщны стенки. 
Теоретические исследования моделей идеальной пластичности ортотропных ма
териалов с использованием модифицированного квадратичного условия пластич
ности Мизеса [1] приведены в [4-6]. Общие соотношения двз^ерных задач для 
неоднородного сжимаемого анизотропного идеально пластического тела при ус
ловии полной пластичности приведены в [7]. Задача о вдавливании жесткой четы
рехгранной пирамиды в анизотропное идеально пластическое полупространство 
при квадратичном условии пластичности [1] решается методом малого параметра 
в [8].

1. В настоящей работе рассматривается идеально пластическая анизотропия 
при условии полной пластичности [9]. В случае пространственной анизотропии 
напряжение текучести представим радиусом-вектором сг ,̂ в декартовых коорди
натах x,y ,z  модуль которого определяется направляющими косинусами и,, 
«2, «3 С осями координат х, у  и z . Если главные оси анизотропии ортотроного 
тела совпадают с направлениями осей х ,у  и z , то пространственную идеально 
пластическую анизотропию можно представить эллипсоидом анизотропии в виде
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^2 _2 _2(Tę, (Т j, (Tę,■S’* I I _ 1-1— Г-Н— Г-
'il ^s2

(1)

где а^,, a^2, a^j -  значения напряжения текучести при одноосном растяжении- 
сжатии вдоль главных осей анизотропии;  ̂ ^sz ~ проекции вектора <т̂  на 
направления осей координат, определяемые направляющими косинусами , «2 > 
«3. Модуль напряжения текучести определяется (формулой

 ̂ "  (2).2 + ̂ sy+^sz
В случае изотропного тела эллипсоид анизотропии (1) представляет сферу с 

постоянным радиусом а^, не зависящим от направления. Рассмотрим плоскую 
деформацию ортотропного тела в плоскости х, у  . При плоской деформации эл
липсоид анизотропии (1) изображается эллипсом на плоскости х, у  с полуосями 
а 1̂ и ст̂ 2 по направлениям осей х н у .  Напряжение текучести , при парамет
рическом представлении эллипса с помощью угла наклона в  первого главного 
напряжения с осью х имеет вид

аДэ) = д /(тcos  ̂6 + с 2̂ sin 0 . (3)
Направляющие косинусы определяются формулами

и, = COS0, «2 = sin0 , «3 = 0 . (4)
Отличные от нуля компоненты тензора напряжений при условии полной 

пластичности [9] принимают вид
(5)ст, =a-A^ + 2A:cos 0, =a-A:-i-2A:sin 0 , =A:sin20,л  у  л у

. сг,+а а , 
а  =<у-к, <у =---------, к = ■ (6)2 2

Уравнения (5) удовлетворяют квадратичному условию пластичности при 
плоской деформации

(f^x-<^3-!f+4xJ,=(7^0) (7)
с напряжением текучести зависящим от направления первого главного на
пряжения для эллипса анизотропии по формуле (3).

Введем угол ср между осью х и максимальным касательным напряжением
7tф = 0 ------. Замена угла 0 на угол ф приводит уравнения (3) и (5) к виду
4

= -«у'2)8Іп2ф , (8)

=ст-А:8Іп2ф, Оу = а  + А:8Іп2ф, =А:со82ф. (9)
Подстановка напряжений (9) в дифференциальные уравнения равновесия 

плоской задачи приводит к гиперболической системе уравнений относительно пе
ременных а  и ф с ортогональными характеристиками ^ и rj с углами наклона а  
и р к оси X

tga = /, (ф) + /2 (ф), igP = / , (ф) -  /2 (ф), (10)

^  А:'8Іп2ф +  а , с о 8 2 ф  ^ J k ' ^ + а

— i w — ■ ' = = п і м
(И)
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g = A:'cos2(p-a^ sin2(p, k'= (12)

7CПри Ф = ± — производная к' равна нулю и характеристики ^ и г| совпадают

с линиями скольжения -  направлениями максимального касательного напряжения 
при = а^, и • Вдоль характеристик выполняются дифференциальные
соотношенрія [9]

da -  ̂ к'^ + а]с?ф = О вдоль da + ^jk'^ + а ] ^̂ ф = О вдоль 7,(13) 
обобщающие интегралы Генки в виде

da ± F(ф) = const, F  = j-yjk'  ̂+ а^ d̂ >. (14)
Так как, при к' ф О , характеристики ^ и ц не совпадают с направлениями макси
мального касательного напряжения, то нормальные и касательные на
пряжения на характеристиках связаны с переменными а  и ф уравнениями рав
новесия

а^ = а  -  ^(ф) sin 2у, а^ = ст + А:(ф) sin 2у , =A:(ф)cos2y, у = а - ф  (15)
Дифференциальные уравнения для скоростей перемещений V ,̂ получаемые из
ассоциированного закона пластического течения, относятся к гиперболическому 
типу с характеристиками ^ , ц , совпадающими с характеристиками для напряже
ний [9]. Вследствие пластической несжимаемости материала и ортогональности 
характеристик вдоль них выполняются соотнощения Гейрингер для проекций 
вектора скорости на направления характеристик ^ и 7

dV  ̂-  V^da = О вдоль ^ , dV^ -  V^da = О вдоль ц , (16)
К  -  со ва -  sina , Vy = V̂  sina -  сова , (17)
Vf = F cosa + F s in a , F = F  c o s a -F  sina. (18)

2. Рассмотрим задачу Прандтля о давлении плоского щтампа на ортотропное 
идеально пластическое полупространство, в котором главные оси эллипса анизо
тропии совпадают с направлениями осей координат х, у . Начало координат со
вместим с центром О границы контакта щтампа с полупространством и рассмот
рим правую часть пластической области от линии симметрии х = О, показанную 
на рис. 1.

На хранице AD напряжения а^ и равны нулю и напряжение отрица-
7tтельно. Эти условия и уравнения (9) определяют Ф = ’ а =- к , а^ = -2к а. Из

уравнений (8) и (12) находим 2к = а^^, к’ = 0, где ст̂ , -  напряжение текучести 
вдоль оси X . Постоянные значения а , ф , к и к' = О на прямолинейной границе 
AD и дифференциальные соотнощения (13) определяют однородное напряжен-

пное состояние при а ^  ̂ ф = — в треугольной области ACD. Из уравнений

(10)-(12) следует совпадение характеристик ^ и ц с направлениями максималь
ных касательных напряжения -  линиями скольжения в этой области.
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При давлении плоского гладкого штампа на полупространство угол ф изме-
7С Яняется в угловой точке А от + —на границе AD до — на границе ОА Л ак  как rj
4 4

характеристика АС прямолинейна с постоянными значениями а  и ф , и соотно
шения (8) -  (14) зависят только от ф , то интегрирование уравнений (10) -  (12) с 
дифференциальными соотношениями (13) приводит к центрированному вееру 
прямолинейных г] характеристик и ортогональных к ним ^  характеристик в об
ласти АС В , как и в случае изотропного тела. Однако в этой области характери
стики ^ и т| не совпадают с линиями скольжения изотропного тела вследствие
изменения напряжения текучести от в области ACD до а 2̂ ® области одно
родного напряженного состояния ОАВ с прямолинейными характеристиками  ̂ и 
ц. Давление q на штамп определяется интегралом (14) с граничным условием

ф :
%

4

я
о  = на /1C с изменением угла до ф = — на А В и вторым соотно

шением (9) при к =

+(s]d<s;>. (19)
/ а

При численном решении уравнений (10) -  (13) используем циклические 
процедуры расчета сетки характеристик для последовательности элементарных 
задач Гурса [9]. На рис. 2 показан регулярный узел Р на пересечении характери
стик ^ и г|, проходящих через точки 1 и 2. Обозначим известные значения пере
менных в этих точках нижними индексами 1 и 2, и представим дифференциаль
ные соотношения (13) между точками Р и 2 вдоль ^ и между точками Р и 1 
вдоль т) конечными разностями

а -02  = F -  р2, а  - а ,  = -  F , (20)
где F , F̂  я р2 -  значения интеграла (14) в точках Р , 1 и 2. Из уравнений (12) 
находим (т и F в точке Р

= F = ]^(.^x- ^ 2  + Fx+Fi )- (21)

Представляя дифференциал dF вдоль ^  конечной разностью между точками
? и 2:
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Р-Г^=^к'^+а]іц>-ц>^) 
и исключая F по второй формуле (21) находим

^ " ^ 2+ - 7 = = ^ = Ў ^ . Ф і = ^ ( ф+Ф2)- (22)
2#  (фі) + сгДф,) 2

Угол ф вычисляется по уравнению (22) простыми итерациями с использова
нием формул (8) и (12) для (У̂ я к ' . Координаты точки Р определяются из ли
нейной системы уравнений, получаемых конечно-разностной аппроксимацией 
уравнений характеристик (10) с использованием средних значений угла ф между 
точками 1 и 2 и точкой Р . После расчета сетки характеристик определяется поле 
скоростей перемещений графическим построением годографа скоростей с исполь
зованием ортогональности характеристик на физической плоскости х, у  и на 
плоскости годографа V ,̂ V^, или численным решением дифференциальных соот
ношений (16) аналогично задачам для изотропного идеально пластического тела
[9]-

3. На рис. 1 показана сетка характеристик ^ , ц при давлении штампа на ор- 
тотропное полупространство с отношением напряжений текучести эллипса анизо

тропии ^ ^  = 2 с максимальным напряжением текучести по нормали к границе
а 5І

полупространства. В области АВС сетка получена численным решением вырож
денной задачи Гурса от угловой точки А с равномерным шагом 0.025 по углу ф и

от прямолинейной характеристики АС с тсграничными условиями Ф ~ =

а = ■, F = 0. Численные результаты показывают вьшолнение условия орто

гональности характеристик с точностью 10”̂ . В зонах однородного напряженного 
состояния ОАВ и ^С£) характеристики совпадают с направлениями максималь
ного касательного напряжения вследствие равенства нулю производной к' в экс
тремальных точках эллипса анизотропии.

В области АВС характеристики ^ , ц не совпадают с линиями скольжения 
для изотропного тела, что видно из неравномерности шага по углу а  между пря
молинейными характеристиками г\, которые сгущаются около границы АС . Для 
приведенного примера анизотропии предельное давление д на штамп равно 
3.9890^1, что существенно выше предельного давления 2.571а^, для изотропного

тела. При обратном отношении = 0.5 предельное давление на штамп равно

1.994о^, и характеристики г\ сгущаются около границы А В , что показывает на 
существенное изменение напряженного состояния в пластической области. В таб
лицах 1 и 2 приведены зависимости угла а , безразмерных значений а , и ин
теграла F от угла ę  на круговой характеристике ^ , определяющие распределе
ние напряжений по уравнениям (15) в области АВС для эллипсов анизотропии с

отношениями ’ s2 _= 2 И ’s2
(У. а .

= 0.5. Эти результаты показывают существенное
'л ^л

влияние анизотропии на напряженное состояние в пластической области и на
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предельное давление на штамп, определяемое вторым соотношением (9) при
%

На рис. 3 показаны зависимости безразмерного предельного давления на 

штамп —  от отношения полученные интегрированием уравнения (19), ко-
«̂ .1 СУ,,

торые показывают сушественное влияние анизотропии на предельное состояние 
материала полупространства.
4. На рис. 4 показан годограф скоростей перемещений на плоскости F,, V^, полу
ченный ортогональным отображением характеристик %, ц физической плоскости 
(рис. 1а). В случае образования жесткой области ОАВ, движущейся со скоростью 
штампа = -1 , в точке В возникает разрыв скорости сохраняющий

постоянное значение вдоль жесткопластической границы BCD при = О по ус
ловиям несжимаемости и непрерывности нормальной компоненты скорости на 
этой границе. В этом случае область ACD скользит как жесткое тело по наклон

ной границе CD со скоростью [F] под углом ^  к границе полупространства. Од

нородному напряженному состоянию в области ОАВ с гладкой границей штампа 
может соответствовать однородное поле скоростей перемещений с линейным из
менением скорости Vy от -  1 до нуля на линии симметрии х = О и линейным из
менением скорости F, от нуля до единицы при скольжении по гладкой границе
штампа ОА. Этим условиям соответствует линейное изменение скоростей на ха
рактеристике А В , которое вместе с условием непрерывности скоростей 
V^=V^=Q на жесткопластической границе BCD определяет непрерывное линей
ное изменение скоростей вдоль прямолинейных характеристик г] в области и не
прерывное линейное изменение скоростей в области ACD . Годограф с непрерыв
ным полем скоростей показан штриховыми линиями на рис. 4. В этом случае точ

ки границы AD смещаются под углом — к границе полупространства с линей-
4

ным увеличением модуля вектора скорости от нуля в точке D до единицы в точке 
А . Таким образом, при давлении гладкого плоского штампа на ортотропное по
лупространство кинематика пластического течения остается такой же, как и для 
изотропного тела, включая возможность реализации различных полей скоростей в 
зависимости от кинематики движения области однородного напряженного со
стояния под штампом [10].

Таблица 1
а .’ s2 =  2
а .

ф а -<т F
0.7854 0.7854 0.5000 1.000 0.0000
0.6807 0.7576 0.6058 1.016 0.1058
0.5760 0.7078 0.7170 1.063 0.2170
0.4712 0.6363 0.8374 1.177 0.4015
0.3665 0.5448 0.9685 1.223 0.4685
0.2618 0.4395 1.111 1.323 0.6107
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Окончание табл. 1
ф а -<7 F

0.1571 0.3255 1.264 1.427 0.7638
0.0524 0.2064 1.427 1.531 0.9272
0.0000 0.1457 1.512 1.581 1.012
-0.0524 0.0845 1.600 1.630 1.100
-0.1571 -0.0390 1.781 1.721 1.281
-0.2618 -0.1632 1.970 1.803 1.470
-0.3665 -0.2876 2.166 1.872 1.666
-0.4712 -0.4122 2.Ъ61 1.927 1.867
-0.5760 -0.5366 2.527 1.967 2Л12
-0.6807 -0.6610 2.780 1.992 2.280
-0.7854 -0.7854 2.989 2.000 2.479

Таблица 2
s2 _= 0.5

'л
Ф а - а F

0.7854 0.7854 0.5000 1.000 0.0000
0.6807 0.6610 0.6046 0.9959 0.1046
0.5760 0.5366 0.7185 0.9837 0.2085
0.4712 0.4122 0.8110 0.9365 0.3110
0.3665 0.2876 0.9115 0.9359 0.4115
0.2618 0.1632 1.009 0.9014 0.5092
0.1571 0.0390 1.104 0.8607 0.6038
0.0524 -0.0845 1.194 0.8150 0.6945
0.0000 -0.1457 1.238 0.7906 0.7382
-0.0524 -0.2064 1.281 0.7654 0.7809
-0.1571 -0.3255 1.363 0.7135 0.8625
-0.2618 -0.4395 1.439 0.6614 0.9391
-0.3665 -0.5448 1.510 0.6116 1.010
-0.4712 -0.6363 1.576 0.5671 1.076
-0.5760 -0.7078 1.636 0.5314 1.136
-0.6807 -0.7556 1.692 0.5081 1.192
-0.7854 -0.7854 1.744 0.5000 1.244
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КАФЕДРА ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 
В ЮБИЛЕЙНЫЙ ГОД БПИ-БГПА-БНТУ

Чигарев А.В., Горбач Н.И.

Белорусский национальный технический университет, Минск

История кафедры теоретической механики неразрывно связана со становле
нием и развитием Белорусского политехнического института -  одного из старей
ших вузов республики. Он был создан 10 декабря 1920 года.

Кафедра теоретической механики в составе БПИ начала функционировать с 
1934 года. У истоков ее создания стоял крупный ученый того времени, профессор 
Николай Александрович Столяров (1870-1942 г.г.), который заведовал кафедрой 
до начала Великой Отечественной войны 1941-1945 гг.

После освобождения г. Минска от фашистских захватчиков и началом рабо
ты БПИ в 1945 году была создана объединенная кафедра теоретической механики 
и теории механизмов и машин. Заведующим кафедрой был избран кандидат тех
нических наук, доцент Федор Капитонович Околковский (1887-1965 гг.)

В августе 1954 года из состава этой кафедры выделилась самостоятельная 
кафедра теоретической механики, заведующим которой был избран кандидат фи
зико-математических наук, доцент Николай Александрович Бессонов (1904- 
1984 гг.). На момент разделения кафедры в ее составе бьш 1 доцент (Бессо
нов Н.А.), два старших преподавателя (Ничипорович Ф.В. и Ким А.Х.), 1 асси
стент Свистун А.Н. и совместители Миткевич С.П., Ширшов В.М., Халимонович. 
К началу 1954-1955 учебного года на кафедру бьши дополнительно зачислены в 
качестве ассистентов Аксенович Д.А., Прохорова А.Н., Проскурина З.Н. и Григо- 
вич В.С. Бессонов Н.А. руководил кафедрой до конца 1956-1957 учебного года.

С сентября 1957 года до июля 1958 года обязанности заведующего кафедрой 
исполнял кандидат технических наук, доцент А.Х. Ким.

В июле 1958 года заведующим кафедрой бьш избран замечательный ученый, 
педагог и методист, доктор технических наук, профессор Геннадий Кузьмич Та- 
тур (1902-1979 гг.), который заведовал кафедрой до июля 1963 года.

В июне 1963 года заведующим кафедрой был избран талантливый ученый и 
педагог, кандидат техн. наук, доцент Алексей Харитонович Ким (1914—1992 гг.), 
который возглавлял кафедру до июня 1978 года. За это время он подготовил и в 
июне 1966 года успешно защитил докторскую диссертацию, стал профессором, 
одним из крупных ученых-реологов страны.

В июне 1978 года на должность заведующего кафедрой бьш избран кандидат 
технических наук, доцент Диомар Антонович Аксенович (1930-2010) который 
возглавлял кафедру до апреля 1984 года, а с 1 апреля 1984 года по 1 июня 1991 
года кафедрой заведовал кандидат технических наук, доцент Николай Иванович 
Горбач (1934 г.р.).

В июне 1991 года кафедру возглавил доктор физико-математических наук, 
профессор Анатолий Власович Чигарев (1941 г. р).

За 76 лет кафедры в ее составе в качестве преподавателей теоретической 
механики работало и продолжает работать 81 человек.

В составе кафедры за все время бьшо 10 докторов наук, профессоров; канди
датов наук, доцентов -  41 человек.

Численный состав кафедры с 7 человек в 1955 г. увеличился до 41 препода
вателя в 1991 г., затем с каждым годом число преподавателей сокращалось (см.
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диаграмму). В настоящее время на кафедре работает 24 преподавателя, из них 18 
человек с учеными степенями и званиями.

Диаграмма изменения 
состава кафедры с 1954 по 2009 гг.
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со степенями и званиям и

Научно-исследовательская работа
На кафедре развивались научные направления:

• Реология вязко-пластических и неньютоновских систем.
Научным руководителем этого направления был д-р техн. наук профессор

А.Х. Ким. Под его руководством защищена одна докторская и 14 кандидатских 
диссертаций, из них 9 -  сотрудниками кафедры.

• Механика деформируемого твердого тел.
Начала развиваться с приходом на кафедру д-р техн. наук, профессора 

Г.К. Татура. В 1976 г. это направление возглавил канд. техн. наук, доцент 
А.Е. Крушевский (1932-2007). В 1998 им была защищена докторская диссертация 
и присуждена ученая степень д-р физ.-мат. наук.В рамках этого научного направ
ления с 1978 г. проводились также исследования под руководством профессора 
Г.Ф. Ерщова (1922-1997) по расчету оболочек. Под руководством и консульта
тивной поддержке Т.К. Татура было подготовлено и защищено 6 докторских и 9 
кандидатских диссертаций, под руководством А.Е. Крущевского две докторские и 
10 кандидатских, Г.Ф. Ершова -  две кандидатские диссертации. Из общего числа 
диссертаций 8 защищено сотрудниками кафедры.

В 1991 г. научное направление «Механика деформируемого твердого тела» 
возглавил д-р физ.-мат. наук, профессор А.В. Чигарев и оно является основным 
научным направлением на кафедре до настоящего времени.

Под руководством профессора А.В. Чигарева в 1992 г. начал работу специа
лизированный совет по механике деформируемого твердого тела по защите кан
дидатских и докторских диссертаций. На заседаниях Совета защищено 12 доктор
ских и 16 кандидатских диссертаций.

Под руководством А.В. Чигарева подготовлено и защищено 5 докторских и 
15 кандидатских диссертаций, из них 7 сотрудниками кафедры.

• Механика неголономных систем и, в частности, динамика сис
тем с качением.

Научное направление по механике неголономных систем начиная со средины 
60-х годов развивал д-р техн. наук, профессор М.А. Левин (1937-1993). В настоящее 
время в этой области продолжает работать канд. техн. наук, доцент Ю.А. Гурвич.
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• Исследования по педагогике учебного процесса в вузе.
Исследования в области педагогики учебного процесса в ВУЗе были начаты 

в 1976 г. под руководством профессора Г.К. Татура, а с 1979 г. продолжены под 
руководством канд. техн. наук, доцента Н.П. Имашевой (1929г.р.). Были выполне
ны исследования по междисциплинарным связям, по определению содержания 
обучения и повышению эффективности учебного процесса.

При активном участии сотрудников кафедры организованы и проведены I и 
II Белорусские конгрессы по теоретической и прикладной механике в 1995 г. и 
1999 г., проведены международные конференции, в 1993 г. «Вибрация и волны»  ̂
г. Минский в 1996 г. «Экологическое моделирование и оптимизация в условиях 
техногенеза» (г. Солигорск).

Кафедра имеет тесные научные связи с ведущими учеными в России, Поль
ше, Германии, Литве, Украине и СЫ1А.

Сотрудниками кафедры опубликованы десятки монографий по различным 
направлениям, сотни статей, сотрудники принимают участие в конференциях, 
проводится ежегодно международный научно-методический семинар, издается 
научно-технический журнал «Теоретическая и прикладная механика». На кафедре 
действует научная школа по механике деформируемого твердого тела (руководи
тели проф. А.В. Чигарев, проф. И.С. Куликов), учениками которой, в рамках ма
гистратуры, аспирантуры и докторантуры защишено 5 докторских и 16 кандидат
ских диссертаций из них 7 сотрудниками кафедры. При кафедре действует семи
нар под руководством проф. Чигарева А.В. по предварительной экспертизе дис
сертаций, представляемьк в совет при БНТУ для защиты по специальности «Ме
ханика деформируемого твердого тела» и при кафедре (зав. лабораторией Мик- 
лашевич И.А.).

Учебно-методическая работа
Кафедра проводит учебные занятия по теоретической механике на 13 фа

культетах университета для студентов 56 специальностей дневной и заочной 
форм обучения. Ежегодно около 9 000 студентов под руководством 24 преподава
телей изучают курс теоретической механики и его применение к решению прак
тических задач.

Начиная с 1960 г. и до настоящего времени сотрудниками кафедры издано 
более 160 учебных и учебно-методических пособий общим объемом более 
640 п.л. Только в 2010 г. Издано с грифом Министерства образования четыре 
учебных пособия по теоретической механике общим объемом 120,6 п.л. Учебный 
процесс по преподаваемым дисциплинам на кафедре обеспечен необходимыми 
методическими разработками, наглядными пособиями и различного рода ТСО.

С 2002 года на кафедре бьша начата подготовка студентов по специализации 
«Компьютерная механика», которая представляет собой синтез дисциплин меха
нико-математического профиля с компьютерными технологиями, базирующимися 
на применении пакетов программ в инженерии и научно-исследовательском мо
делировании.

С 2009 года специализация «Компьютерная механика» реформирована в 
специальность «Компьютерная мехатроника», которая органично включает в себя 
подготовку по трем основным базовым направлениям: механика, информатика, 
электроника. Будущие специалисты будут профессионально сочетать знания по 
различным предметам из этих базовых дисциплин при проектировании, конст
руировании, производстве современных мащин, приборов, различных техниче
ских систем.
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УСТАНОВИВШАЯСЯ ПОЛЗУЧЕСТЬ ТРЁХСЛОЙНЫХ 
АРМИРОВАННЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК С ЛЁГКИМ

ЗАПОЛНИТЕЛЕМ*

Вохмянин И.Т.*, Немировский Ю.В.^

Новосибирский государственный архитектурно-строительный университет
(Сибстрин) ^

Институт теоретической и прикладной механики им. С. А. Христиановича
СО РАНа

It is carried out the mathem atical simulation o f  creep o f  the three-layered cylindrical shells, rein
fo rced  by the fibers o f  a constant cross section. It is investigated creep o f  the shells with the unequal 
strong and equal strong stressed  reinforcement, loaded, in the general case, with transverse pressure and 
axial forces. Solution o f  the problem  about creep o f  shells under the action o f  transverse pressure is ob
tained, as an example.

Исследованию равнонапряжённого армирования металлокомпозитных пла
стин по направлениям главных напряжений под действием сил в их плоскости в 
условиях установившейся ползучести посвящены работы [1-2]. В работе [3] сфор
мулированы и решены задачи определения напряженно-деформированного со
стояния (НДС) трехслойных пластинок с равнонапряженным и неравнонапряжен
ным армированием слоев по спиралям Архимеда, логарифмическим спиралям, 
спицам велоколеса симметричного и несимметричного строения в условиях уста
новившейся ползучести под действием поперечных сил и сил в их плоскости. 
Изучению особенности продольно-поперечного изгиба трёхслойных кольцевых 
пластинок с несимметричными структурами армирования и рациональному про
ектированию армированных конструкций посвящены работы [4-5].

В настоящей работе сформулированы и решены задачи определения НДС 
и проведено исследование установившейся ползучести изгибаемых трёхслойных 
цилиндрических оболочек симметричного строения, армированных как равнонап
ряженными, так и неравнонапряженными волокнами постоянного сечения. Выяв
лены некоторые свойства оболочек и влияние краевых эффектов на их напряжен
но деформированное состояние.

Рассмотрим в цилиндрической системе координат осесимметрично нагру
женную трёхслойную цилиндрическую оболочку длиной 2L и радиуса/?, выпол
ненную из двух внешних композитных несущих слоев с толщинами (знак + 
далее относится к величинам, характеризующим верхний слой, 0 < 7 < Я  + 5'^, а 
знак (-) -  нижний, -Н  - 5 “ < z < 0 )  и среднего слоя (заполнителя) толщиной 
2Н, (-Н  < 2 <Н),  вьшолненного из однородного материала, не воспринимающе
го цепных напряжений.

Воспользуемся линейными уравнениями равновесия оболочки [4]:

Здесь

дщ у- d^i , г dm,-Т - = - Л ,  -7^ = - П г 1 г - f „ , - ^  = qylh-mę^.
ох сЬс ах

л, = N J N q , m, = M J M qq, = QJ N q, mo = M^/N q ,

(1)

' Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 11-08-00186-а).
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Nf = ст+б̂  + a '5 ‘ , Mi = Я(а;5^ - a~6“), Nq = a^H, h = H / L ,

^00 = «/ = Я\ = 2̂ 013 /-^0»
Л* = 5 * /Я , / = 1,2 , / , = F,z/ â o = р7 + РГ + (Coh* + Coh- + 2Со°)а,

Щ =Рі -Р \ +Coh* -Coh~, p f  =qf/oQh, s f  =a f  / cq, r = R/ L,

0̂13 = <̂013 f n=  FnLj p 7 + p ~+ p„+ p^+  {B^h* + B^h~ + 2В^)г, 

Pt=^t l (^o^)^  Bq =p^Oi'^R^lGQ, 5o°=pVi?Voo» Ct^^p^gRjo^,

Co = pV ^ A o. P* = P o f l - S p ^ f f l f  , x = ̂ /Z , - 0 ,5 < x <0,5,
yt=l J k=\

величины Я, и М ^- усилия и изгибающие моменты, — перерезывающая сила, 
M q -  интенсивность распределённого осевого момента, q f и -  интенсивно
сти распределённых осевых и нормальных поверхностных сил, р®, Ро, pf и р*- 
плотность материала заполнителя, связующего, армирующих волокон и приве
дённая плотность несущих слоёв, cĄ -  плотности упаковки армирующих воло
кон, of и Оо1з -  напряжения в несущих слоях и заполнителе, Oq -  предел теку
чести материала одной из фаз композита, F, и F„- суммарные распределенные 
осевые и нормальное усилия, 5 текущая осевая координата, g -  ускорение сво
бодного падения, со -  угловая скорость вращения оболочки, а  = 1 при учете 
влияния собственного веса, а  = 0 -  без учета влияния собственного веса.

Уравнения связи напряжений и скоростей деформаций в армированном слое 
и фазовых материалах (связующем, армирующих волокнах) композитных несу
щих слоёв [5]

к
4  = + 1 ( 4 4 Ф І ’ i , j  = i , 2 j ^ j .к=\

4  = + 4 .Q k i fA \  = cos\/f, І^г = sin v f , (2)

где of, и of -  напряжения в связующем материале и армирующих волокнах.
Кинематические соотнощения, согласно гипотезе прямой линии (гипотезе 

Тимощенко):
f / ( r )  =  W o(r)-l-ZM ,(r), Ж = 1 Г ( г ) ,  8i = S o i + Z , K i ,  8 2 = 802+ ^ 1X2 ,

Здесь
йи

1̂3 -  0̂13

и

, 8і = 8оі±Кі, 82 = 8q2 ±K2. (3)

dw
"01 = ^ : Г ’ 0̂2 =^-»6013 =Мі+Л—-,к,. =ЯА:,.,Кі = /2̂ ,  z^= z! Н ,

dx

— Л н».2 — V ,
Uĉ

dx
Wo— —— 141 ——  • rV —

Я  Я
W
Я

dx

= м±«і.

величины sf -  скорости деформаций в несущих слоях, 8, , 813 -  скорости дефор
маций в связующем и заполнителе, 8о,, 8013 -  скорости деформаций в отсчётной 
поверхности, — характеристики скоростей изменения кривизн отсчётной по
верхности, щ  и Wo -  осевая и нормальная скорости перемещения точек отсчёт
ной поверхности, г̂ і -  скорость наклона прямой линии, которая в начале дефор-
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мирования совпадала с нормалью к отсчётной поверхности, U я U ^-  осевые 
скорости перемещений точек в заполнителе и несущих слоях, W -  нормальные 
скорости перемещения, которые одинаковы для всех точек в нормальном сечении 
слоёв, W = Wq. Кинематические соотношения (3) означают неизменность дефор
маций по толщине несущих слоёв и являются основой модели трёхслойной обо- 
лочкики с мембранными несзчцими слоями [4].

Из равенств (3) следуют уравнения совместности скоростей деформаций

^^013 _  1 (  + ^
dx 2h dx

82 — (4)
К уравнениям (l)-(4) добавим законы установившейся ползучести для фазовых 
материалов композита [2, 6]

4  = 2g^(2ef-£y) ,

—( 1 /6 ) /  (25'qj -Л'02), £2 -  (1 /6 ) /  (2^02 ■̂'оі)’ — ^ОЗ^ОІЗ’

р - - к̂’ f  (^  ) “ ^Оо(^ ^  ‘̂ 01‘̂ 02 (“̂ 02) ] / 3 ’

"013 R  к•° о із Р о із |

g t  =

013» ‘’ ОІЗ

llf-l

“̂оіз — ?і / 2 5 go3 — -вооз|2£ ІЦз-1
013 , go" =  fioo(^^o")

±Mio-l

, я-  = +г̂ г̂  + (е2Ў , ,
■®013 -  ■^оз'^о ’  ’ -^ооз -  -^оз / ®0 B qq =  B q / O q ,

Bk -  Вок /*̂ 0 » -̂ ООА: -  Воіс<уЦ'‘ , = (Bq) »

Вок ~ (Bqî ) , Bq2 = (-S03) Р і = 1 / [Хз = 1 / Ш3, Ро — 1 / ^о ’

величины Bq, Bq̂ , Bq̂ , п ў ,п ў ,п і 2  -  коэффициенты и показатели ползучести. 
Выражения для напряжений (2), с учётом равенств (5), примут вид

11*-1
4  = 'кк

± /'7± \2
^kk^kQkU >

(5)

(6)
где

4  -  i h \ ( 2 ‘S'oi ~  '^02) +  Q k i  У  (2-^02 -̂ О! )> ~  (-^ооі )  (-®оо / 6)*^*, -  { thq -  1)р^^
/± \2

Постановка задачи установившейся ползучести трёхслойной армиро
ванной цилиндрической оболочки в скоростях перемещений

Постановка задачи установившейся ползучести рассматриваемой оболочки в 
напряжениях осложнена дифференциальным уравнением совместности скоростей 
деформаций второго порядка (4). Поэтому сформулируем задачу в скоростях пе
ремещений. Подставив в усилия и моменты уравнений равновесия (1) напряже
ния, согласно равенствам (1), выразим напряжения в несущих слоях через напря
жения в связующих материалах и армирующих волокнах несущих слоёв на осно
вании равенств (2). Затем выразим напряжения в фазах композитных слоёв через 
скорости деформаций и скорости перемещений посредством равенств (3) и зако
нов ползучести (5)— (6). В результате получим для оболочки с неравнонапряжён
ными армирующими волокнами постоянного сечения следующую нелинейную 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений шестого порядка

d r  р
(7)

где
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у  = (Уі,У2>Уз^У4’У5>УбУ> F = .

=
dwj &u

Уг = : Г ’>'з a x
Щ ,У 4 = г г , у ^ = м > , У ( , = -

dw

d x ' ^ "  d x " ^  dx
Элементы вектора F  имеют вид

fi ~ (ĄF  ̂ -  ^ 4 ^ ) / A, /2 --- (A4B2 -  A 2 B f ) l /3 =  J i ,  /4  = Уг̂  f$ -  У

Д = А , В г - А Л , Л  = (!/* ){ /„ /(2г 4Цз|евГ’" ') -з 'і> . 4  = *(**4 t) + * '4 o ).

A^=h(h'A^^-h  = 2a*[B |,„(2£ f + 8f )  + 2g J) + 2 ^S^(ofnf

•®3 ~ ~ , ^з = A^qĤ  + ^зоЛ , Ą = А2 , В2  = Aj,

м^l

±..± w -i + 
Д * -4*0 = 2о*£>Й [B*,o(2ef + e t )  + g„*] + 2 ;S ,* [B i

- 2 » f |4 r ‘‘‘4'»V?2^5il. Л* =[2>Й('н)" + 2 4 V |2 (4

A4  = - f  -  A^, B4  = qj Ih -  Mq -  B^, rij= h'*'Sj + h~Sj , «3 = ^ 2  ’
mj = h'^Sj -  h~Sj , ГП2  = Sj - h~sj , = dcô  / dx, = dy^ / dx,

f  Jo = % ? /3 sf =2£4(tiS -1){Я*)>'«"42бГ + e f ) ,

® j2 0 = 3 S o /* t  = 2 5 4 (ц^ - 1)(Я*)'‘" (2 £ |+ c f ) , D ^ , ^ = i Ą l i x  = h y^ l r . (8) 
В случае равнонапряженного армирования волокнами постоянного поперечного 
сечения в уравнениях (7) и равенствах (8) следует принять = const'*'.

Входящие в равенетва (8) характеристики армирования примем в елучае:
а) армирование по образующим цилиндра -  vj/̂  = О, ю* = со*о = consĄ ;
б) армирование по окружностям -  = л /2, со̂  = ©*q = constf;

в) армирование по винтовым линиям -\j/^ = ~ const^^, (sĄ = со*о constf
Граничные условия. В силу симметрии, рассмотрим половину оболочки 

0<х<0,5.
а) Жёсткая заделка краев.
qj(0) = О, у4(0) = О, у5(0) = Wo. УбФ) = О, Гз(0,5) = О, У5(0,5) = 0. (9)

Для решения начальной задачи остаются неопределенными условия Уі(0), 
У2(0)иу5(0) = Wq. Последнее определим из условия пДО) = Нд. переменные 
У2(0)иу2(0)заданы. Неизвестной переменной является Уз(о) и ее можно опреде
лить из первого и четвертого граничных условий (9) с помощью равенства для 
^i(O) (3) и (5) как Уз(о) = 0. В результате в начале интервала интегрирования 
имеем два неизвеетных начальных значениях У|(о)иу2(о). являющимися свобод
ными задаваемыми вырьируемыми параметрами для удовлетворения последних 
двух граничных условий (9) методом приетрелки.

б) Шарнирное опирание краев.
î(O) = о, У4(0) = о, У5(0) = Wo, Уб(0) = о, mi(0,5) = 0, У5(0,5) = 0. (10)

Здесь также определим уj (0) = Wq и з  условия щ (0) = щ с учетом равенств 
для qj (3) и (5), причем уз(0) = 0. Свободными параметрами являются 
Уі(0) = 0йу2(0)=0 для удовлетворения поеледних двух граничных условий (10).

в) Свободные края
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^i(0) = 0,;;4(0) = 0,:)^5(0) = Wo=>̂6(0) = 0, Wi(0,5) = 0, q-i(0,5) = 0 . (11)
В этом случае свободными граничными условиями у,(о) = Оиу2(о) = О 

удовлетворим последним двум граничным условиям (11).

Численные методы и алгоритмы решения задач установившейся ползу
чести трёхслойных армированных цилиндрических оболочек, примеры, вы
воды.

Согласно постановке задачи требуется определить скорости перемещений и 
их производные по координате. По найденным скоростям перемещений и их про
изводным нетрудно определить скорости деформаций ползучести, интенсивности 
скоростей деформаций, напряжения в несущих слоях и заполнителе, интенсивно
сти напряжений в связующих материалах и армирующих волокнах, усилия и мо
менты, согласно равенствам (1)-(3), (5) и (6).

Постановка задачи отличаются существенной нелинейностью системы диф
ференциальных уравнений. Аналитических решений такой задачи не найдено. 
Для численного решения поставленных задач принят метод пристрелки, когда 
варьированием по определенному алгоритму двух свободных параметров с из
вестными четырьмя граничными (начальными) условиями в середине решением 
серии начальных задач удовлетворяются два граничные условия на краю оболоч
ки. Решение начальньк задач осуществлено методом Фельберга с контролем точ
ности и устойчивости [7]. Варьирование свободных параметров выполнено мето
дом сканирования с предварительным наиболее трудоёмким определением облас
ти таких параметров.

В примере рассмотрены жесткозаделанные по краям оболочки под действи
ем внешнего равномерного давления с параметрами и механическими характери
стиками материалов -  медного связующего, заполнителя и стальных армирующих 
волокон

h = 0,07, =h~ = 0,01, а~ = 1, jof = 0, /?* = -0,43524-10"^, со = р* = pg = 0,
5оз =ЗД9 10-“МПа

=6,32-10"^'МПа
о — "‘3 — 2,16,

■ч'‘, = 6,24, Оо = 50МПа,щ= 0.
Расчёты вьшолнены для симметрично армированной оболочки, несущие 

слои которой армированы одинаковыми волокнами постоянного поперечного се
чения по винтовым линиям с начальными параметрами cof = 0,3, \|/̂  = л / 4, Ре
зультаты численного решения в первом примере для оболочкики с неравнапря- 
жённым армированием представлены на рис. 1 и 2, а для оболочкики с равнонап
ряжённым армированием -  на рис. 3 и 4. Анализ полученньк зависимостей при
водит к следующим выводам.

1) В первой оболочке (с неравнонапряжённьш армированием) реализуется 
состояние продольно-поперечного изгиба. Граничные условия жёсткой заделки 
выполнены точно на краях оболочки.

2) Согласно зависимостям 5^ (х), sf  (х), (^) на рисунке 2, в достаточно
большой области средней части оболочки напряжённо-деформированное состоя
ние армирующих волокон близко к равнонапряжённому.

3) Во второй оболочке (с равнонапряжённым армированием, 
= 6 , s^ = - 6 ) реализуется состояние поперечного изгиба.
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4) Для обеих оболочек зависимости интенсивностей скоростей деформаций 
Н*{х) характеризуются краевыми эффектами неодинаковой интенсивности (рис. 1,3).

5) В первой оболочке имеет место более интенсивный краевой эффект для 
интенсивности напряжений в связующем материале верхнего слоя (рис. 1), чем 
для второй оболочки (рис. 4).

6) В армирующих волокнах верхнего слоя первой оболочки напряженно- 
деформированное состояние характеризуется интенсивным изменением знака 
напряжений.

7) На рис. 1 показана наибольщая интенсивность скорости деформаций в 
связующем материале верхнего слоя по сравнению с интенсивностью скорости 
деформаций в связующем материале другого слоя, который, следовательно, менее 
подвержен разрущению.

Рис. I. Зависимости интенсивностей напряже
ний ^0 в слоях, интенсивности скорости де
формаций Н'̂ , скорости прогиба w, усилия 

«, и момента /и.

Рис. 2. Зависимости напряжений sf и Si в
слоях, напряжений sf в армирующих 

волокнах от координаты

Ю̂н-
10̂ «,
lÔ s:

2

1,5

1

Ю̂е*-
-0,5
Рис. 3. Зависимости интенсивностей 

скоростей деформаций Н* = Н~ в связующем, 
скорости прогиба w, параметра щ и скоростей

деформаций 8  ̂армирующих волокон от 
координаты

Рис. 4. Зависимости интенсивностей 
напряжений в связующем Sq , напряжений 
в слоях j f  = -Sy , «2  и изгибающего момента 

ту от координаты

Вьшолненные аналитические и численные исследования показали, что поста
новка задачи определения НДС рассматриваемой оболочки в скоростях перемеще
ний приводит к более простому численному рещению, чем постановка такой же 
задачи в напряжениях, в отличие от задачи для трехслойных армированных круг
лых пластин [3]. Предпочитаемый способ армирования зависит от выбранного 
критерия эффективности. Например, интенсивность краевого эффекта для напря
жений в связующем материале верхнего слоя оболочки с равнонапряженным вин
товым армированием меньше, чем для оболочки с неравнонапряженным армирова
нием, которое, следовательно, менее предпочтительно. Однако, по интенсивности 
краевых эффектов для скоростей деформаций, наоборот, неравнонапряженное ар
мирование более предпочтительно. Поэтому предпочитаемый способ армирования
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зависит также и от физических свойств материалов элементов композита. Варьиро
ванием параметров армирования со^,\|/^,л'^,ао можно удовлетворить различным 
критериям эффективности проектируемой оболочки. Отметим также, что принятое 
предположение о постоянстве толщин несзчцих слоев и дрзтих параметров не явля
ется существенным. Нетрудно обобщить полученное решение и поставить задачу 
оптимизации оболочки с переменными толщинами несущих слоев и другими пара
метрами слоев по весу или стоимости и выбором различных способов армирования 
(по образующим, по окружностям, по винтовым линиям и др.) и строения (симмет
ричного, несимметричного) слоистого композита.
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ОБ ИСПОЛЬЗОВАНИИ CKM «МАТНЕМАТІСА» В КАЧЕСТВЕ
ПРОГРАММНОЙ СРЕДЫ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ДВИЖЕНИЙ 

АНТРОПОМОРФНОГО РОБОТА

Чигарев А.В.\ Борисов А.В.^

Белорусский национальный технический университет, г. Минск^
Филиал ГОУ ВПО «Московский энергетический институт 

(Технический университет)»,г. Смоленск^

In the article the technique o f  the autom ated compiling o f  differential equations o f  motion o f  the 
anthropomorphic robot is reviewed. The technique o f  activity with the results o f  num erical calculations in 
the system o f  com puter m athem atics "Mathematica", its animation capabilities and the export o f  the re
sults in the generally accepted  form at o f  saving and reviewing o f  the video information "«.gif' is de
scribed.

В настоящее время приходится делать сложные численные расчеты и анали
тические преобразования, для описания механических систем с большим числом 
степеней свободы, сложными геометрическими связями, наличием деформируе
мости и т.д. Применение систем компьютерной позволило делать численные рас
четы, которые ранее бьши практически недоступны ученым. Громоздкие анали
тические преобразования можно провести во много раз быстрее и эффективнее, 
представив результаты в удобном виде с помощью различных систем компьютер
ной математики, и, в частности, «Mathematica»*. В данной статье рассмотрен один 
из вариантов таких аналитических преобразований на примере ходьбы антропо
морфного механизма. Этот метод является универсальным и его можно приме
нять для описания других механических систем.

Рассмотрим приближенную к человеку одиннадцатизвенную антропоморф
ную модель. Для рассмотрения плоского движения биомеханической системы в 
одноопорной фазе введем неподвижную правую декартову систему координат xyz 
с началом в точке О и плоскостью ху, в которой происходит движение центра 
масс. Система имеет две трехзвенные весомые ноги, две двухзвенные весомые 
руки и весомый корпус. Предполагаем, что правые и левые конечности являются 
одинаковыми. Все элементы структуры являются жесткими. На рис. 1 схематично 
изображен механизм, и введены соответствующие обозначения [1,4].

Пусть 0\А\ = О2 А2  — 1\, А\В\ = А 2 В2  — І2 , В\С = BjC = І2 , CG = li, 
DE\ = DE2  -  h, E\F\ -  E2 F2  = I9 -  длины звеньев биомеханической системы, мо
делирующей человека. Положение в одноопорной фазе однозначно определя
ется углами ф, (І = 1, ..., 11), поэтому рассматриваемая система имеет одинна
дцать степеней свободы. Обозначим через Mi моменты, развиваемые в г-том 
шарнире (І = 1, ..., 11).

Центры масс находятся в точках: Ci -  стопы опорной ноги, С2 -  голени 
опорной ноги, Сз -  бедра опорной ноги, С4 -  бедра переносной ноги, С5 -  голени 
переносной ноги, Св -  стопы переносной ноги. С? -  корпуса, Cr, Сю -  плеч. Cg, Си 
-  предплечий. Их положение будем задавать в виде отношений длины от начала 
соответствующего звена до центра масс ко всей длине звена, через множители «„ 
0 =1, ..., И), (0< Пі < 1) (если все звенья перенумеровать по номерам индексов у 
соответствующих углов). Такой способ задания положений центров масс пред
почтительней, так как в биомеханике человека положения центров масс конечно-

’ Лицеюионная версия данной программы приобретена за счет средств Гранта Президента Рос
сийской Федерации, номер МК-2524.2008.1.
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стей определяются эмпирическим путем и задаются в процентном отношении од
ной части звена к другой.

Рис. 1. Модель плоского движения стержневой механической 
системы с изменяемой геометрией звеньев в одноопорной фазе

Массы: т\, m2 , т^, т%, т% m-j -  масса стопы, голени, бедра, плеч, предплечий 
и корпуса, соответственно. Моменты инерции; 1\, /2, /3, h , /9, /7 -  стопы, голени, 
бедра, плеч, предплечий и корпуса, соответственно. Правую и левую конечности 
механизма будем считать одинаковыми.

Составление дифференциальных уравнений движения происходит следую
щим образом. Все строим в векторно-матричной форме. Справочную информа
цию об используемых командах программы «Mathematica» можно найти в рабо
тах [2,3].

Вводим вектор обобщенных координат (команды, вводимые в программе 
«Mathematica» будем вьщелять моноширинным шрифтом), для удобства обозна
чим индексы 10 и 11 через 8р и 9р:

q = { { 9l[t]}, {cp2[t]}, {cp3[t]}, {cp4[t]}, {(p5[t]}, {cp6[t]},
{cp7[t]}, {cp8[t]}, {(p9[t]}, {cp8p[t]}, {cp9p[t]}}

Формируем вектор угловых скоростей, дифференцируя вектор обобщенных 
координат:

qv = D[q, t]
Формируем таблицу производных по времени от обобщенных координат, 

необходимую для составления функции Лагранжа.
DS[T_, q_] := {Table[D[T, q[[i, 1]]], {i, 1, Length[q]}]} 
Формируем таблицу производных по времени от производных обобщенных 

координат, необходимую для составления функции Лагранжа.
DV[X_, q_] := Table[D[X[[i, 1]], q[[j, 1]]], {i, 1, Length[X]),

{j, 1, L e n g t h [ q ] }]
Вводим координаты центров масс звеньев механизма 
С1 = {{ll*nl*Cos[(pl[t]] }, {ll*nl*Sin[(pl[t] ] } };
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С2 = {{ll*Cos[(pl[t] ] + 12*n2*Cos [ф2 [t] ] }, {ll*Sin [<pl [t] ] + 
12*n2*Sin[(p2 [t] ] }};

C3 = { {ll*Cos [<pl [t] ] + 12*Cos [(p2 [t] ] + 13*n3*Cos[(p3[t] ] }, 
{ll*Sin[(pl [t] ] + 12*Sin[tp2 [t] ] + 13*n3*Sin[(p3 [t] ] } } ;

C4 = {{ll*Cos [cpl [t] ] + 12*Cos [cp2 [t] ] + 13*Cos [cp3 [t] ] + 13*(1 - 
n3)*Cos[n + (p4[t]]}, {ll*Sin[(pl [t] ] + 12*Sin[cp2 [t] ] + 13*Sin [cp3 [t] ] + 
13* (1 - n3)*Sin[n + (p4[t]]}};

C5 = { {ll*Cos [cpl [t] ] + 12*Cos [ф2 [t] ] + 13*Cos [фЗ [t ] ] + 13*Cos[n
+ Ф5[t]]}, { 1 1 * 3 і п [ ф 1 [ 1 ] ] + 1 2 * 3 і п [ ф 2 [ 1 ] ] 
ф4[1]] + 12*(1 - п 2 ) * 3 і п [ п  + Ф5[1]]}}; 
1 2 * C o s [ ф 2 [t]] + 1 3 * С о з [ ф З [ 1 ] ] + 13*Cos[n 
+ 11*(1 - n l ) * C o s [ n  + ф6[t]]},
] + 13*3іп[ф3[t]] + 13*3in[n + ф4[t]] +

+ ф4[1]] + 12*(1 - n 2 ) * C o s [ n  
+ 1 3 * 3 i n [ ф З [t]] + 1 3 * 3 i n [ n  + 

C6 = { { l l * C o s [ ф 1 [t]] +
+ ф 4 [t]] + 1 2 * C o s [ n  + ф5[1]] 
{11* 3 1 п [ ф 1 [ 1 ] ] + 12*3in[ф2[t]
12*3in[n + ф5[1]] + 11*(1 - nl)*Sin[n + фб[1]]}};

C7 = {{11*Соз[ф1[1]] + 1 2 * С о з [ ф 2 [ 1 ] ] + 13*Соз[фЗ[1]] + 
1 7 * п 7 * С о з [ ф 7 [ 1 ] ] }, {11*3іп[ф1[1]] + 1 2 * 3 і п [ ф 2 [t]] + 1 3 * 3 i n [ ф З [t]] + 
1 7 * п 7 * 3 і п [ ф 7 [t]]}};

C8 = {{11*Соз[ф1[1]] + 1 2 * С о з [ ф 2 [ 1 ] ] + 1 3 * С о з [ ф З [ 1 ] ] +
17*n7R*Cos[ф7[t]] + 18*(1 - п8)*Соз[п + ф8[1]]}, {ll*3in[ф1[t]] + 
12*31п[ф2[1]] + 13*31п[ф3[1]] + 17*п7Н*31п[ф7[t]] + 18*{1 - п8)*31п[п 
+ Ф8[1]]}};

С9 = { { 1 1 * С о з [ ф 1 [t]] + 1 2 * С о з [ ф 2 [t]] + 1 3 * С о з [ ф З [t]] +
1 7 * n 7 R * C o s [ ф 7 [t]] + 18*С о з [ п  + ф8[1]] + 19*(1 - п 9 ) * С о з [ п  + ф9[t]]}, 
{ 1 1 * 3 1 п [ ф 1 [t]] + 1 2 * 3 і п [ ф 2 [t]] + 1 3 * 3 1 п [ ф 3 [ 1 ] ] + 1 7 * n 7 R * З i n [ ф 7 [t]] + 
18*3in[n + ф8[1]] + 19*(1 - п9) * 3 і п [ п  + ф9[1]]}};

С8р = {{11*Соз[ф1[1]] + 12*Соз[ф2[1]] + 13*Соз[фЗ[1]] + 
17*n7R*Co3[ф7[t]] + 18*(1 - п8)*Соз[п + ф8p[t]]}, {ll*3in[ф1[t]] + 
12*3іп[ф2[t]] + 13*3in[ф3[t]] + 17*n7R*Зin[ф7[t]] + 18*(1 - n8)*3in[n
+ ф8р[1]]}} ;

C9p = {{11*Соз[ф1[Р]] + 12*Cos[ф2[t]] + 13*Co3[фЗ[t]] + 
17*n7R*Cos[ф7[t]] + 18*Соз[п + ф8р[1]] + 19*(1 - п9)*Соз[п + ф9p[t]]}, 
{ll*3in[фl[t]] + 12*3in[ф2[t]] + 13*3іп[ф3[1]] + 17*n7R*Зin[ф7[t]] + 
18*Sin[n + ф8р[1]] + 19*(1 - п9)*3іп[п + ф9р[1]]}};

Вычисляем скорости центров масс: 
vCl = D[C1, t] 
vC2 =
vC3 = 
vC4 = 
vC5 = 
vC6 = 
vC7 = 
vC8 = 
vC9 = 
vC8p = 
vC9p =

D[C2, 
D[C3, 
D[C4, 
D[C5, 
D[C6, 
D[C7, 
D[C8, 
D[C9, 
D[C8p, 
D[C9p,

t]
t]
t]
t]
t]
t]
t]
t]

t]
t ]

Определяем квадраты скоростей и сразу упрощаем их:
S i m p l i f y [ T r a n s p o s e [ v C l ] . v C l ]

Находим кинетическую энергию механизма и сразу упрощаем ее:
Т = l/2*ml*(Тгапзрозе[vCl].vCl) + l/2*m2*(Тгапзрозе[vC2].vC2)

l/2*m3*(Transpose[vC3]-vC3) + 
l / 2 * m 2 * ( T r a n s p o s e [ v C 5 ] .vC5) + 
l/2*m7*(Transpose[vC7].vC7) + 
l / 2 * m 9 * ( T r a n s p o s e [ v C 9 ] .vC9) + 
l / 2 * m 9 * ( T r a n s p o s e [ v C 9 p ] .v C 9 p ) ;

T = 3 i m p l i f y [ T ] [[1, 1]] 
1/2*12*0[ф2[1] , 1]*0[ф2[1], t.]

l / 2 * m 3 * ( T r a n s p o s e [ v C 4 ].v C 4 ) + 
l / 2 * m l * ( T r a n s p o s e [ v C 6 ] .vC6) + 
l/2*m 8 * ( T r a n s p o s e [ v C 8 ] . v C 8 )  + 
l/2*m8*(Tr a n s p o s e [ v C 8 p ] . v C 8 p )

1/2*ІЗ*0[ф4[t], 
1/2*11*0[ф6[1], 
1/2*І8*0[ф8[t],
1/2*18*0[ф8р[1]

+ 1/2*І1*0[ф1[t], 
+ 1/2*13*0[фЗ[1] 

1/2*12*0[ф5[Г] 
1/2*І7*0[ф7[t] 
1/2*19*0[ф9[Г]

1]*0[ф4[1], t]
1]*0[ф6[1}, t]
1]*0[ф8[1], t]
1]*0[ф8р[Г], t] + 1/2*19*0[ф9р[1], 1]*0[ф9р[1], t]

+
+
+

1]*0[ф1[1],
1]*0[фЗ[1]
t ]*D[ф5[t ]
t ]*D[ф7[t ]
t ]*D[ф9[t ]

t] + 
t] 
t] 
t] 
t]
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m3

Записываем потенциальную энергию:
П = m l * g * C l [ [2, 1]] + m 2 * g * C 2 [ [ 2 ,  1]] + m 3 * g * C 3 [ [ 2 ,  1]] + 

^g*C4[[2, 1]] + m 2 * g * C 5 [ [ 2 ,  1]] + m l * g * C 6 [ [ 2 ,  1]] + m 7 * g * C 7 [ [ 2 ,  1]]
+ m8*g*C8[[2, 1]] + m 9 * g * C 9 [ [ 2 ,  1]] + m 8 * g * C 8 p [[2, 1]] + m 9 * g * C 9 p [[2,
1] ] ;

Составляем функцию Лагранжа:
L = Т - П;

Записываем уравнения движения в общем виде:
E q = S i m p l i f y [ T r a n s p o s e [ D [ D S [ L , g v ] ,t ] - D S [ L , q ] ]];

Вьшисываем левые части уравнений:
El=Eq[[l,l]]
E2=Eq[[2,l]]
E3=Eq[[3,l]]
E 4 = E q [ [4,1]]
E5=Eq[[5,l]]
E6=Eq[[6,l]]
E7=Eq[[7,l]]
E8=Eq[[8,l]]
E9=Eq[[9,l]]
E 8 p = E q [[10,l]];
E 9 p = E q [ [11,1]] ;

Записываем уравнения с правыми частями:
Eqnl = (El - (Ml[t] - M2[t]));
Eqn2 = (E2 - (M2[t] - M3[t]));
Eqn3 = (E3 - (M3[t] + M4[t] + M7[t]));
Eqn4 = (E4 - (M4 [t] - M5[t]));
Eqn5 = (E5 - (M5[t] - M6[t]));
Eqn6 = (E6 - M 6 [ t ] );
Eqn7 = (E7 - (M3[t] + M 4 [ t ] ));
Eqn8 = (E8 - (M8[t] - M9[t]));
Eqn9 = (E9 - M 9 [ t ] );
E q n 8 p  = (E8p - (M8p[t] - M9p[t]));
E q n 9 p  = (E9p - M 9 p [ t ] );

Окончательно, приравнивая их к нулю, получаем уравнения динамики дви
жения антропоморфного механизма.

Уравнения получаются слишком громоздкими. Чтобы привести их к ком
пактному виду, сначала группируем по членам, содержащим первые и вторые 
производные обобщенных координат. При этом каждый раз, для удобства обра
щения к промежуточным результатам, уравнению присваиваем новое название, 
добавляя в конец имени единицу. Так как команды однотипны, а уравнения полу
чены, дальнейшие преобразования будем вьшисывать только для первого уравне
ния:

Eqnll = C o l l e c t  [Eqnl, {(pl"[t], cp2"[t], (p3"[t], (p4"[t], (p5"[t], 
(p6"[t], cp7"[t] , . cp8"[t] , cp9"[t], cp8p"[t], cp9p"[t], фl'[t]^ cp2'[t]^, 
cp3'[t]^ cp4'[t]^, cp5'[t]^ <p6'[t]^ <p7'[t]^, cp8'[t]^ (p9'[t]^ tp8p'[t]^ 
<p9p'[t]4] ;

Затем упрощаем с помощью команды:
Eqnlll = S i m p l i f y [ E q n l l ] .

В итоге, приравнивая к нулю левую часть, получаем систему нелинейных 
дифференциальных уравнений, описывающих динамику антропоморфного робо
та. Приведем в качестве примера левую часть первого уравнения после группи
ровки и упрощения:

g 11 ml Cos[cpl[t]] + 2 g 11 m2 Cos[cpl[t]] + 2 g 11 m3 Cos[(pl[t]]
+ g 11 m7 Cos[cpl[t]] + 2 g 11 m8 Cos[cpl[t]] + 2 g 11 m9  Cos[(pl[t]] + g 
11 ml nl Cos[(pl[t]] - Ml[t] + M2[t] + 11 12 (ml + m2 + 2 m3 + m7 + 2 
m8 +2 m9 + m2 n2) Sin[(pl[t] - (p2[t]] <p2'[t]^ + 11 13 (ml + m2 + m3 + m7
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+ 2 m8 +2 m9 + m3 пЗ) S i n [ ( p l [ t ]  -  cp3[t]]  cp3'[t]^ -  11 13 (ml + m2 + m3 
-  m3 n3) S i n [ ( p l [ t ]  -  cp4[t]]  cp4'[t]^ -  11 12 (ml + m2 -  m2 n2) S i n [ ( p l [ t ]

+ 11 17 
-m8 -  m9

-  (p5[t]] tp5'[t]^ + 11^ ml ( -  1 + n l )  S i n [ c p l [ t ]  -  cp6[t]]  (p6'[t]^
(m7 n7 + 2 (m8 + m9) n7R) S i n [ ( p l [ t ]  -  cp7 [ t ]  ] cp7'[t]^ + 11 18 (■
+ m8 n8) S i n [ ( p l [ t ]  -  tp 8[t ] ]  (p8'[t]^ + 11 18 (-m8 -  m9 + m8 n8)
Sin[cpl[ t ]  -  <p8p[t]] cp8p'[t]^ + 11 19 m9 ( - 1  + n9) S i n [ ( p l [ t ]  -  cp9[t]]  
(p9'[t]^ + 11 19 m9 ( - 1  + n9) S i n [ c p l [ t ]  -  cp9p[t]]  tp9p'[t]^ + ( I I  + 11^ (ml
+ 2 m2 + 2 m3 + m7 + 2 m8 + 2 m9 + ml nl^) ) cpl"[t] + 11 12 (ml + m2 + 2
m3 + m7 + 2 m8 + 2 m9 + m2 n2) C os [c p l [ t ]  -  cp2[t]]  <p2"[t] + 11 13 (ml + 
m2 + m3 + m7 + 2 m8 + 2 m9 + m3 n3) C o s [ ( p l [ t ]  -  (p 3 [t ] ]  cp3''[t] -  11 13 
(ml + m2 + m3 -  m3 n3) C o s [ ( p l [ t ]  -  (p4 [ t ]  ] cp4"[t] -  11 12 (ml + m2 -  m2
n2) Cos [cpl [ t ]  - 
(p6"[t] + 11 17

■ cp5[t]]  (p5"[t] + 11^ ml ( -  1 + n l )  Cos[<pl[ t ]  -  cp6[t]]
(m7 n7 + 2 (m8 + m9) n7R) Cos[<pl[ t ]  -  cp7[t]]  cp7"[t] + 11

18 (-m8 - m9  + m8 n8) Cos[(pl[t] - cp8 [t] ] (p8"[t]^ + 11 18 (-m8 - m9 + m8 
n8) Cos[cpl[t] - cp8p[t]] cp8p"[t]^ + 11 19 m9 (-1 + n9) Cos[(pl[t] - 
(p9[t]] (p9"[t]^ + 11 19 m9  (-1 + n9) Cos [cpl [t] - cp9p[t]] <p9p"[t]

Таким образом, описана методика составления дифференциальных уравне
ний движения модели антропоморфного робота.

Описанная методика является универсальной и может применяться для со
ставления уравнений динамики разнообразных антропоморфных механизмов, с 
большим или меньшим количеством звеньев, может учитьшать различия между 
правыми и левыми конечностями аппарата, наличие деформаций звеньев.

После того, как уравнения движения составлены, в СКМ «Mathematica», 
возникает необходимость их решения. Так как полученная система обладает 
большим количеством неизвестньк и при этом существенно нелинейна, решить 
аналитически ее не представляется возможным, да и необходимости нет. Поэтому 
проводим ее решение численное решение.

Для того, чтобы решать численно, необходимо все параметры, входящие в 
уравнения, кроме неизвестных функций, определить численно. Сформируем на
бор констант, характеризующих длины, массы, моменты инерции, коэффициенты, 
определяющие положения центров масс звеньев антропоморфного робота и уско
рение свободного падения. Все их зададим в системе «СИ» и все дальнейшие вы
числения будем вести в этой системе единиц;
SS = {ml -> 0.98, m2 -> 3.1, m 3  -> 10.24, m7 -> 36.38, II -> 0.01, 12
-> 0.08, 13 -> 0.43, 17 -> 4.61, g -> 9.81, 11 -> 0.26, 12 -> 0.50, 13
-> 0.51, 17 -> 0.76, nl -> 0.5585, п2 -> 0.5951, пЗ -> 0.5451, п7 ->
0.5000, m8 -> 1.95, 18 -> 0.027, 18 -> 0.3, п8 -> 0.5502, m9  -> 1.16,
19 -> 0.013, 19 -> 0.25, п9 -> 0.5726, n 7 R  -> 0.7, т М  -> 36.38 +
2*(1.95 + 1.16) + 0.98 + 3.1 + 10.24);

Далее, с помощью оператора подстановки «/.» подставим их в левые части 
дифференциальных уравнений движения;

Eqnl = (El - (Ml[t] - M2[t])) /. ss;
Eqn2 = (E2 - ( М 2 [t] - M3[t])) /. ss;
Eqn3 = (E3 - (M3[t] + M4 [t] + M7 [t] ) ) /. ss;
Eqn4 = (E4 - (M4[t] - M5[t])) /. ss;
Eqri5 = (E5 - (M5[t] - M6[tj)) /'. ss;
Eqn6 = (E6 - M6[t]) /. ss;
Eqn7 = (E7 - (M3[t] + M 4 [ t ] )) /. ss;
Eqn8 = (E8 - (M8[t] - M9[t])) /. ss;
Eqn9 = (E9 - M9[t]) /. ss;
Eqn8p = (E8p - (M8p[t] - M9p[t])) /. ss;
Eqn9p = (E9p - M9p[t]) /. ss;

Управляющие моменты определяются в виде функций от времени, на осно
вании разработакшой нами методики [1].
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Также необходимо задать время, на котором численно будет интегрировать
ся система нелинейных дифференциальных уравнений движения; 

tk = 0.3.
Задаем начальное положение и скорости антропоморфного механизма:
(р10 = ф1і[0]; ф20 = ф2і[0]; фЗО = ф3і[0]; ф40 = ф4і[0]; ф50 = 

ф5і[0]; фбО = ф6і[0]; ф70 = ф7і[0]; ф80 = ф8і[0]; фЭО = ф9і[0]; ф80р = 
ф8рі[0]; ф90 р  = ф9рі[0];

Теперь проводим численное ее решение с использованной встроенной функ
ции для численного решения дифференциальных уравнений и их систем NDSolve. 
В ней в качестве аргументов задаются сами уравнения, начальные значения углов 
(положение механизма) и начальные скорости, т.е. ставится задача Коши, также 
задается список неизвестных функций, относительно которых необходимо прово
дить решение системы дифференциальных уравнений, параметр t, являющийся 
аргументом неизвестных функций и пределы его изменения:

ЗОІ7 = N D S o l v e [{Eqnl == 0, Eqn2 == 0, Eqn3 == 0, Eqn4 == 0, Eqn5 
== 0, Eqn6 ==  0, Eqn7 == 0, Eqn8 == 0, Eqn9 == 0, Eqn8p == 0, Eqn9p == 
0, ф1[0] == фІО, ф2[0] == ф20, ф3[0] == фЗО, ф4[0] == ф40, ф5[0] == 
ф50, ф6[0] ==  фбО, ф7[0] == ф70, ф8[0] == ф80, ф9[0] == ф90, ф8р[0] == 
ф80р, ф9р[0] == ф90р, ф1'[0] == о ,  ф2'[0] == 0, ф3'[0] == 0, ф4'[0] == 
о ,  ф5'[0] == О, фб'[0] == о ,  ф7'[0] == о ,  ф8'[0] == 0, ф9'[0] == 0, 
ф8р' [0] == о ,  ф9р' [0] == 0}, {ф1, ф2, фЗ, ф4, ф5, фб, ф7, ф8, ф9, ф8р, 
ф9р}, {t, о ,  tk}]

Ответ получаем в виде интерполяционных функций:
{ {ф1 -> I n t e r p o l a t i n g F u n c t i o n [{{о ., 

ф2 -> I n t e r p o l a t i n g F u n c t i o n [{{о ., 
фЗ -> I n t e r p o l a t i n g F u n c t i o n [{{о ., 
ф4 -> I n t e r p o l a t i n g F u n c t i o n [{{о ., 
ф5 -> I n t e r p o l a t i n g F u n c t i o n [{{о ., 
фб -> I n t e r p o l a t i n g F u n c t i o n [{{о ., 
ф7 -> I n t e r p o l a t i n g F u n c t i o n [{{о ., 
ф8 -> I n t e r p o l a t i n g F u n c t i o n [{{о ., 
ф9 -> I n t e r p o l a t i n g F u n c t i o n [{{о ., 
ф8р -> I n t e r p o l a t i n g F u n c t i o n [{{о . 
ф9р -> I n t e r p o l a t i n g F u n c t i o n [{{о .
В качестве ответа получаем набор интерполяционных функций для каждой 

из неизвестных функций.
Далее, стоит задача извлечения полезной информации из этих интерполяци

онных функций. Конечно, можно пойти традиционным путем и построить их 
графики (рис. 1 а). На них изображены зависимости углов поворота звеньев ан
тропоморфного робота от времени. Так как это аналитические функции, их можно 
продифференцировать. Однократное дифференцирование по времени даст нам 
зависимости угловой скорости звеньев от времени (рис. 1 б), а повторное диффе
ренцирование -  зависимости углового ускорения звеньев механизма от времени 
(рис. 1 в). Построение графиков также имеет свою специфику по извлечению из 
переменной sol7, в которой, хранится все решение данной системы нелинейных 
дифференциальных уравнений движения.

risl = Р1оі[ф1[і] /. sol7, {t, о ,  ік}, B a c k g r o u n d  -> RGBColor[l, 
1 , 1 ] ,  A x e s L a b e l  -> "ф1[і]", PlotStyle -> {RGBColor[0, 0, 0], T h i c k 
ness [.01]}, D i s p l a y F u n c t i o n  -> Identity];

risll = Plot[фl'[t] /. sol7, {t, 0, t k ] , B a c k g r o u n d  ->
RGBColor[l, 1, 1], A x e s L a b e l  -> "ф1'[і]", Pl o t S t y l e  -> {RGBColor[0, 0, 
0], T h i c k n e s s [.01]}, D i s p l a y F u n c t i o n  -> Identity];

rislll = Plot[фl''[t] /. sol7, {t, 0, tk]. B a c k g r o u n d  -> 
RGBColor[l, 1, 1], A x e s L a b e l  -> "ф1''[Ь]", P l o tStyle -> {RGBColor[0,
0, 0], T h i c k n e s s [.01]}, D i s p l a y F u n c t i o n  -> Identity];

0.3}}, "<>"],
0.3}}, "<>"],
0.3}}, "<>"],
0.3}}, "<>"],
0.3} }, "<>"],
0.3}}, "<>"],
0.3}}, "<>"],
0.3}}, "<>"],
0.3}}, "<>"],
0.3}}, "<>"]
0.3} }, "<>"]
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ris2 = Plot[(p2[t] /. sol7, {t, 0, tk}, B a c k g r o u n d  -> RGBColor[l, 
1, 1], A x e s L a b e l  -> "(p2[t]", P l o tStyle -> {RGBColor[0, 0, 0], T h i c k 
ness [.01]}, D i s p l a y F u n c t i o n  -> Identity];

ris22 = Plot[cp2'[t] /. sol7, {t, 0, tk], B a c k g r o u n d  ->
RGBColor[l, 1, 1], A x e s L a b e l  -> "cp2'[t]", P l o tStyle -> {RGBColor[0, 0, 
0], T h i c k n e s s [.01]}, D i s p l a y F u n c t i o n  -> Identity];

ris222 = Plot [cp2'' [t] /. sol7, {t, 0, tk). B a c k g r o u n d  -> 
RGBColor[l, 1, 1], A x e s L a b e l  -> "(p2''[t]", Pl o t S t y l e  -> {RGBColor[0,
0, 0], T h i c k n e s s [.01]}, D i s p l a y F u n c t i o n  ~> Identity];

ris9p = Plot[cp9p[t] /. sol7, {t, 0, t k } , B a c k g r o u n d  ->
RGBColor[l, 1, 1], A x e s L a b e l  -> "cpll[t]", P l o tStyle -> {RGBColor[0, 0, 
0], T h i c k n e s s [.01]}, D i s p l a y F u n c t i o n  -> Identity];

ris99p = Plot [cp9p' [t] /. sol7, [t, 0, tk}, B a c k g r o u n d  -> 
RGBColor[l, 1, 1], A x e s L a b e l  -> "(pll'[t]", Pl o t S t y l e  -> {RGBColor[0,
0, 0], T h i c k n e s s [.01]}, D i s p l a y F u n c t i o n  -> Identity];

r i s999p = Plot [(p9p'' [t] /. sol7, {t, 0, tk]. B a c k g r o u n d  -> 
RGBColor[l, 1, 1], A x e s L a b e l  -> "(pll''[t]", P l o t S t y l e  -> {RGBColor[0,
0, 0], T h i c k n e s s [.01]}, D i s p l a y F u n c t i o n  -> Identity];

Для непосредственного вывода графиков на экран, используется следующая 
функция:

S h o w [ G r a p h i c s A r r a y [{r i s l , r i s l l , r i s l l l }]];
S h o w [ G r a p h i c s A r r a y [{r i s 2 , r i s 2 2 , r i s 2 2 2 }]];

S h o w [ G r a p h i c s A r r a y [{r i s 9 p , r i s 9 9 p , r i s 9 9 9 p } ]];
В результате, получаем следующие графики (рис. 2), для примера приведены

зависимости координаты а) и ее производных б), в):
»11«)

»11 м »11' 14 *11-‘[*1

Рис, 2

Однако из них можно получить и анимационную визуальную информацию. 
Для этого зададим в явном виде:

fil = <р1 /. S017 [ [1] ] ; 
fi2 = ф2 /. S 0 1 7 [[!]];

fi9p = ф9р /. З О І 7 [[!]];
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Замечание: вообще говоря, анимационно визуализировать таким способом 
можно не только решение дифференциальных уравнений для антропоморфного 
робота, но и любое движение, заданное интерполяционными функциями, напри
мер, если экспериментально определить углы поворота звеньев человека при 
движении, затем по этой экспериментальной информации построить интерполя
ционные функции. Разница будет состоять только в значениях соответствующих 
констант, которые необходимо будет определить для человека и в том, что функ
ции fil и т.д. должны будут задаваться по-другому, например, так: 

fil = фіі; 
fi2 = ф2і;

fi9p = ф9рі;
ВСЯ остальная методика, описьшаемая ниже, будет оставаться прежней.

Затем задаем углы поворота звеньев в виде функций времени в виде отло
женного задания функции пользователем:

Fil[t_] := fil[tk/2 + S i g n [ t ] * (-tk/2 + Abs[t] - 
t k * I n t e g e r P a r t [ A b s [ t ] / t k ] )];

Fi2[t_] := fi2[tk/2 + S i g n [t]* (-tk/2 + Abs[t] -
t k * I n t e g e r P a r t [ A b s [ t ] / t k ] )];

Fi9p[t_] := f i 9 p[tk/2 + S i g n [t]* (-tk/2 + Abs[t] - 
t k * I n t e g e r P a r t [ A b s [ t ] / t k ] )];

Определим еще одну вспомогательную функцию пользователя, необходи
мую для более построения изображения антропоморфного робота:
PS7[t_] := If[t > О, I n t e g e r P a r t [ t / t k ] , IntegerPart[t/tk] - 1];

Вычислим длину робота по горизонтали, необходимую для задания более 
компактного задания команд построения изображения:

Lk7 = A b s [11[0]* C o s [ф10] + 1 2 [ 0 ] * C o s [ф20] + 1 3 [ 0 ] * C o s [фЗО] -
1 1 [ 0 ] * C o s [фбО] - 1 2 [ 0 ] * C o s [ф50] - 1 3 [ 0 ] * C o s [ф40] ] /. ss

Задаем функцию определения координат антропоморфного робота: 
robotzwet7[fil_, fi2_, fi3_, fi4_, fi5_, fi6_, fi7_, fi8_, fi9_, 

fi8p_, fi9p_, a_, b_, t_] := ( R G B C o l o r [ M o d [Abs[PS7[t] - 1 ] ,  2], 0,
M o d [ A b s [ P S 7 [ t ] ], 2]], T h i c k n e s s [.02], L i n e [{{Lk7*PS7[t] + 0 ,  0}, 
[Lk7*PS7[t] + l l [t]*Cos[fil], l l [ t ] * S i n [ f i l ] }, [Lk7*PS7[t] + 
ll[t]*Cos[fil] + 1 2 [ t ] * C o s [ f i 2 ] , ll[t]*Sin[fil] + 1 2 [ t ] * S i n [ f i 2 ] }, 
[Lk7*PS7[t] + ll[t]*Cos[fil] + 12[t]*Cos[fi2] + 1 3 [ t ] * C o s [ f i 3 ] ,
1 1 [t]*Sin[fil] + 1 2 [t]*Sin[fi2] + 1 3 [ t ] * S i n [ f i 3 ] }}],

R G B C o l o r [ M o d [ A b s [ P S 7 [ t ] ], 2], 0, M o d [Abs[PS7[t] - 1], 2]], 
T h i c k n e s s [.02], L i n e [{{Lk7*PS7[t] + 11 [t]*Cos[fil] + 1 2 [t]*Cos[fi2] +

+ 12 [t]*Sin[fi2] + 1 3 [ t ] * S i n [ f i 3 ] },
1 2 [t]*Cos[fi2] + 13[t]*Cos[fi3] - 
+ 1 2 [t]*Sin[fi2] + 1 3 [t]*Sin[fi3] - 
ll[t]*Cos[fil] + 12[t]*Cos[fi2] + 

1 5 [ t ] * C o s [ f i 5 ] , 1 1 [t]*Sin[fil] +

13 [t]*Cos[fi3] , 1 1 [t]*Sin[fil] 
[Lk7*PS7[t] + 1 1 [t]*Cos[fil] +
14 [ t ]*Cos[fi4], 1 1 [t]*Sin[fil] 
14 [ t ] * S i n [ f i 4 ] }, [Lk7*PS7[t] + 
13[t]*Cos[fi3] - 1 4 [t]*Cos[fi4]
12 [t]*Sin[fi2] + 1 3 [t]*Sin[fi3] - 1 4 [t]*Sin[fi4] - 1 5 [ t ] * S i n [ f i 5 ] }, 
[Lk7*PS7[t] + ll[t]*Cos[fil] + 1 2 [t]*Cos[fi2] + 1 3 [t]*Cos[fi3] - 
1 4 [t]*Cos[fi4] - 1 5 [t]*Cos[fi5] - 1 6 [ t ]*Cos[fi6], 1 1 [t]* S i n [f i l ] + 
12[t]*Sin[fi2] + 13[t]*Sin[fi3] - 1 4 [t]*Sin[fi4] - 1 5 [t]*Sin[fi5] - 
1 6 [ t ] * S i n [ f i 6 ] }}],

RGBColor[0, 1, 0], T h i c k n e s s [.05], L i n e [[(Lk7*PS7[t] +
1 1 [t]*Cos[fil] + 1 2 [t]*Cos[fi2] + 13[t]*Cos[fi3] + 1 7 [ t ] * C o s [ f i 7 ] ,
11 [t]*Sin[fil] + 1 2 [t]*Sin[fi2] + 1 3 [t]*Sin[fi3] + 1 7 [ t ] * S i n [fІ 7 ]}, 
[Lk7*PS7[t] + 1 1 [t]*Cos[fil] + 1 2 [t] *Cos[fi2] + 1 3 [ t ] * C o s [ f i 3 ] ,
11 [t]*Sin[fil] + 1 2 [t]*Sin[fi2] + 1 3 [ t ] * S i n [ f i 3 ] }}],

R G B C o l o r [1, 0.8, 0.2], T h i c k n e s s [.02], L i n e [{[Lk7*PS7[t] + 
ll[t]*Cos[fil] + 12[t]*Cos[fi2] + 13[t]*Cos[fi3] + 1 7 [t]*n7R*Cos[fi7] 
- 1 8 [t]*Cos[fi8] - 1 9 [ t ] * C o s [ f i 9 ] , 11 [t]*Sin[fil] + 1 2 [t]*Sin[fi2] + 
13[t]*Sin[fi3] + 1 7 [t]*n7R*Sin[fi7] - 1 8 [t]*Sin[fi8] -
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1 9 [ t ] * S i n [ f i 9 ] }, 
13[t]*Cos[fi3] + 
12[t]*Sin[fi2] + 
18 [t]*Si n [ f i 8 ] }, 
13[t]*Cos[fi3] + 
13[t]*Sin[fi3] + 

R G B C o l o r [0.

{Lk7*PS7[t] + ll[t]*Cos[fil] + 1 2 [ t ]*Cos[fl2] +
1 7 [t]*n7R*Cos[fi7] - 1 8 [ t ] * C o s [ f i 8 ] , 1 1 [t]*Sin[fil] 
1 3 [t]*3in[fi3] + 1 7 [t]*n7R*Sin[fi7] - 
{Lk7*PS7[t] + 11 [t]*Cos[fil] + 1 2 [t]*Cos[fi2]
1 7 [t] * n 7 R * C o s [ f i 7 ] , 1 1 [t]*Sin[fil]
1 7 [ t ] * n 7 R * S i n [ f i 7 ] }}] ,
8, 0.5, 0.9], T h i c k n e s s [.02], L i n e [{
12[t]*Cos[fi2] + 13[t]*Cos[fi3] + 17

1 1 [t]*Sin[fil]

+ 1 2 [t]*Sin[fi2] +

Lk7*PS7[t] + 
t]*n7R*Cos[fi7]
+ 1 2 [t]*Sin[fi2]

ll[t]*Cos[fil] +
- 18p[t]*Cos[fi8p] - 19p[t]*Cos[fi9p]
+ 13 [t]*Sin[fi3] + 1 7 [t]*n7R*Sin[fi7] - 1 8 p [ t ]* S i n [fi8p] - 
1 9 p [ t ] * S i n [ f i 9 p ] }, [Lk7*PS7[t] + 1 1 [t]*Cos[fil] + 1 2 [t]*Cos[fi2] + 
13[t]*Cos[fi3] + 1 7 [t]*n7R*Cos[fi7] - 1 8 p [ t ] * C o s [ f i 8 p ] , 1 1 [t]*Sin[fil] 
+ 12[t]*Sin[fi2] + 13[t]*Sin[fi3] + 1 7 [t]*n7R*Sin[fi7] - 
1 8 p [ t ] * S i n [ f i 8 p ] }, [Lk7*PS7[t] + 1 1 [t]*Cos[fil] + 1 2 [t]*Cos[fi2] + 
13[t]*Cos[fi3] + 17[t]*n7R*Cos[fi7], 1 1 [ t ] * S i n [fil] + 1 2 [t]*Sin[fi2] + 
13[t]*Sin[fi3] + 1 7 [ t ] * n 7 R * S i n [ f i 7 ] }}]} /. ss

Задаем функцию формирования изображения антропоморфного робота: 
RBF7[fil_, fi2_, fi3_, fi4_, fi5_, fi6_, fi7_, fi8_, fi9_, 

fi8p_, fi9p_, a_, b_, t_] := G r a p h i c s [{[robotzwet7[fil, fi2, fi3, fi4,
fi5, fi6, fi7, fi8, fi9, fi8p, fi9p, a, b, t]}}, P l o t R a n g e  -> {{-1,
2 ) ,  (-1, 2}}, A s p e c t R a t i o  -> 1, G r i dLines -> Automatic,
Display-Function -> Identity]

Строим начальное положение антропоморфного робота:
S h o w [ R B F 7 [ F i l [0], Fi2[0], Fi3[0], Fi4[0], Fi5[0], Fi6[0],

Fi7[0], Fi8[0], Fi9[0], Fi8p[0], Fi9p[0], 0.2, 0.18, 0.0], Display- 
Function -> $ D i s p l a y F u n c t i o n ] ;

Иллюстрация работы этой команды приведена на рис. 3.

Рис. 3

Задаем функцию подготавливающую анимацию антропоморфного робота: 
mis7F[t_] := R B F 7 [ F i l [ t ] , Fi2[t], Fi3[t], Fi4[t], Fi5[t], Fi6[t], 

Fi7[t], Fi8[t], Fi9[t], Fi8p[t], Fi9p[t], 0.2, 0.18, t]
Вводим функцию, формирующую n кадров анимации движения:
R e s 7 [п_] := T a b l e [ S h o w [ m i s7F[tk/n*i], D i s p l a y F u n c t i o n  -> $Dis-

p layFunction], (i, n}]
Выводим тридцать кадров анимации командой:
R e s 7 [30]

Результаты работы описанной методики иллюстрируются рисунком 3, на ко
тором приведено четыре кадра анимации ходьбы антропоморфного робота.

Экспорт анимации с разными параметрами в распространенный видео фор
мат «.gif» осуществляется следующими командами:

S e t D i r e c t o r y [ " D : \\Robot"] rbtmovie = Res7[30];
E x p o r t [" R o b o t D e f o r m . g i f ", rbtmovie, C o n v e r s i o n O p t i o n s  -> {"Loop" 

-> T r u e }];
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E x p o r t [" R o b o t D e f o r m l .g i f ", rbtmovie, C o n v e r s i o n O p t i o n s  ->
{"Loop" -> False}, A n i m a t i o n D i s p l a y T i m e  -> 1] ;

Таким образом, описана методика численного решения системы дифферен
циальных уравнений движения модели антропоморфного робота и его анимаци-

Описанная методика является достаточно универсальной, и может приме
няться для решения систем дифференциальных уравнений динамики разнообраз
ных объектов, с большим или меньшим количеством степеней свободы. Анима
ционная визуализация также может применяться для визуализации движений раз
личных объектов, но при этом она требует изменения текстов функций, опреде
ляющих непосредственно геометрическую структуру антропоморфного робота. 
Необходимо будет задаватъ соответствующие новой модели геометрические свя
зи. Но сам подход при этом может оставаться прежним.
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CRITICAL PHENOMENA SOFT MODES AND NEGATIVE
POISSON’ RATIO

Nemtsov V.B., Shirko A.V., [Belov V.V

Belarusian State Technological University, Minsk

The article phenomena, soft modes and negative P oisson ’ ratio are considered on bases at 
statistical theory

For description of the elastic properties of elastomers the stress ensemble is used. 
The distribution function for this ensemble is obtained by means of the method of 
maximum informational entropy. At first we introduce the microscopic field of 
displacements [1] as

rv
Ui (x) = ( 1)

V = 1

and the we construct the microscopic tensor of deformation (for simplicity we consider 
the linear case)

1 dui  ̂ duk 
ydx, ar, ^

Mean value of this tensor is
г.к ) = ne,,,

where
^ du. du, ^
\ ^ k  j

(2)

(3 )

(4 )

is macroscopic tensor of deformation, n is the particle number density.
Quasiequilibrium distribution function defined as

p^=exp Ф - j . (5)

îk -  is stress tensor, ^ = k T , к is Boltzmann constant.
The expression type (5) may be apply for the nonlinear measure of deformation

[2-5].
In linear approximation we have

p, = p. [l -  '( я  (x ') -  ( я )  J ( p  -  p .) + J s .  (^ ') (^ ') * ' ]  ■ (6)
Using this distribution function we obtain 

or in the local approximation
MO   /Г r/o  ̂ Г* , . t * Г04J^oy ул fЦЛ.Х , уо)

where j^Sy (x)ew [x')^dx' is correlation function of the strains fluctuation.
Therefore

£ y = ^ w W ^ U ^ ) .  (9)
where



Щы = Р « '^  j(sy  {х)гкі ( 10)

is the tensor of the isothermal elastic compliances.
The tensor of the elastic module cormected with the tensor of compliances

the next relation
îjmn̂ mnkl ~^ik^jl (^1)

It is very important that the tensor of compliances defined by the correlation 
function of the strain fluctuations.

Now we consider the simple case of the isotropic medium. Then we have
1̂2 (^) ~ И ”̂12’ (12)

where p is shear modulus
к Т п \ц=- (13)

| | ( e i 2 ( x ) s i 2 [x '^ jd x 'd x

In liquid case Sjj oo, and therefore p 0. That is the shear deformation s,2 is 
the soft mode, v is the body volume.

It is interesting that in case of the no compressibility of elastomers when Tr 
Zy = 8,2 -> 0 we obtain according to (10) that compressibility also go to zero.

In isotropic ase the relations between elastic moduli and corresponding 
compliances directly follows from formulas [7]

Xy=Kz„by +2p(8.. -І5^.8„ J, (14)

8 = — ^ 5  T,, + - ^ (  X —  —  6 X m I.
9к  " 2p \ 3  ̂ " I (15)

Then we obtain the expressions for bulk elastic modulus К and for shear modulus 
(see 13)

n4Tv9K = - (16)
| |^ 8й {x)zkk (x')^dx'dx

The Poisson’s ratio defined by [7]
v = (3 ^ -2 p ) /2 (3 ^  + p) (17)

At calculation corresponding correlation functions in (13) and (16) it may occur 
the next results.

In case, when 3K < 2p, v < 0 and at AT = 0 (the compressibility is infinity) 

v = - l , a t A ^ - > o o o r p ^ 0

It shod be noted that in the work [8] the detailed and stimulated review or materiel 
with negative Poisson’s ratio ism represented.

Let as for analyses of formula (16) take into account the low of conservation
« -  «0 = -ndivv, divM = 8;, (18)

Besides we used the relation (3).
The quantity Ап = п-Пу a fluctuation of density or concentration.
The expression (16) may be rewrite the next manner

9K =
|(А/7(0)А«(г))й?г

(19)
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and we find that denomination is the correlation of density (concentration) which is 
diverge at approach to the critical point.

In result bulk elastic modulus goes to zero and according to (17) Poisson’s ratio 
comes to minus one ( - 1).

Correlation function mae be represented in another form

G(r) = {n{0)n{r))- =i ł  I g ( r ) - l  + -^ 5 (r)

where g(r) is traditional binary distribution function.
Near critical point g(r)-l the Orstein-Zemike form

Now the quantity 9K is

9 K ^ kT

exp
f  \  r
V ^7

(20)

(21)

(22)

where ^ is correlation length, which goes to infinity at approaching to critical point. 
Thereof in this case К ^ 0  and v ^  -1 .

For nonlinear elastic extension of elastomers the low of this deformation defined 
by formula [9]

P* = -  a  + -  b]X~̂ ), (23)
where h . = a / l , ,  b..=alL IS effective length of monomer,
/|i == a(l + 2Q), /j_ = a ( l - Q ) , Q is the scalar order parameter, X is multiplicity stretch
of material fibre, P is force per unit nondeformation area, P* = P / p .

The examples of calculation by formula (23) represented on figures

X
Fig. I
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In an extension of some the polymers, for example DNA molecule and nematic 
elastomers on the extensions curve the soft modes appears in form plateau. This means 
that for deformation in limits plateau Young modules and balk modules are zero. 
Therefore the Poisson’s ratio is negative and may by equal unit.

It is very impotent generalize theory of nematic elastomets on cases whan v < 0 
or V 0.5.

For this end instead of condition volumes invariance we mast use the condition 
variability a volume. The corresponding relation is

ЯД^>, = 1 + (Я -1 )(1 -2 у), Я = (24)
At v = 0.5 we obtain the condition invariants volume = I .
The equation of stretch of nenatical elastomer for v 0.5 have the form 

p* =b^;x-bj^x-^ +b^{\-2v)x-^ -

+ 6 / V ( l - 2 v ) r ^ ' '] +  (25)

-  b^d^X~^ + b^d^ ( l - 2v)J,

where d - yJl + { X - l ) { l - 2 v ) .
The parameters a and p find from experiment. Results of calculations at x> positive 

and negative represent Belov, at Q = O.l and Q = 0.3.

Fig. 2
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КИНЕМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭФФЕКТИВНЫХ 
ТЕРМОУПРУГИХ ХАРАКТЕРИСТИК ПРОСТРАНСТВЕННО 

АРМИРОВАННЫХ СРЕД

Янковский А. П.

Институт теоретической и прикладной механики 
им. С. А. Христиановича СО РАН, Новосибирск

П редлож ена ст рукт урная м одель т ерм оупругого  поведения прост ранст венно арм ирован
ной среды  при общ ей анизот ропии компонент  композиции. Н а осн ове энергет ического  критерия 
эквивалент ност и и кинем ат ических допущ ений о связи усредненны х деф орм аций т акого компо
зит а с  деф орм ациям и в  ком понент ах композиции определены т ерм оупругие характ ерист ики эк
вивалент ного мат ериала. П оказано, чт о на основе полученных уравн ен ий  м ож н о определит ь на
пряж енно-деф орм ированны е сост ояния во  всех ко.мпонентах композиции, используя известные 
усредненны е деф орм ации  и т ем п ерат уру в композите, что имеет  принципиальное значение при 
расчет ах конст рукций из т аких композиционных м ат ериалов с использование.м ст рукт урных 
т еорий прочности.

Введение
Традиционной структурой композиционных материалов является слоистая, 

когда траектории армирующих волокон лежат в плоскостях слоев, связь между 
которыми осуществляется через прослойки связующего. (Критический анализ не
которых структурных моделей упругого поведения таких композитов проведен в 
[1,2].) Однако особое внимание к себе привлекают композиционные материалы с 
пространственным расположением арматуры. Целесообразность пространствен
ного расположения армирующих волокон определяется не только возможностью 
ликвидировать такой недостаток слоистых композитов как опасность расслоения 
вследствие слабого сопротивления сдвигу и поперечному отрыву, но и возможно
стью локализовать в пределах нескольких пространственных ячеек распростране
ние трещин. Этим резко повыщается несущая способность материала в толсто
стенных конструкциях, особенно в зонах приложения локализованных нагрузок и 
концентраторов напряжений при нестационарных термосиловых воздействиях, 
характерных для современных технических устройств [3]. Кроме того, при экс
плуатации гибких тонкостенных волокнистых конструкций типа пластин изна
чально плоские структуры армирования могут в процессе деформирования 
трансформироваться в пространственные структуры.

В силу актуальности проблемы определения эффективных упругих характе
ристик пространственно армированных композитных сред развитию структурных 
теорий расчета таких материалов был посвящен ряд публикаций [3-7 и др.]. Од
нако все они не лищены определенных недостатков. Так, в [4] предлагаются две 
иерархические структурные модели пространственно армированного композита, 
но со строго ортогонально перекрестными волокнами, что существенно ограни
чивает область применимости этих моделей. Кроме того, как подчеркивают сами 
авторы, в рамках построенных в [4] моделей существует определенный произвол 
в выборе иерархии структуры, что приводит к неоднозначному определению зна
чений эффективных упругих констант композита, причем для некоторых характе
ристик эквивалентного материала разброс полученных таким образом значений 
упругих постоянных может быть значительным. Построенные в [4] соотношения 
во многом базируются на допущении, что модуль упругости арматуры много 
больше соответствующей величины связующего (в 25 и более раз). Такие ситуа
ции характерны лишь для волокнистых композитов с полимерным связующим [8].
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Однако в настоящее время все более широкое применение находят композиты с 
«жестким» (металлическим) связующим, для которых указанное отношение, как 
правило, не превьппает десяти [8]. Поэтому структурные соотношения, получен
ные в [4], не могут быть использованы при расчетах армированных сред с метал
лическим связующим.

В рамках работ [5-7] построены структ}фные модели пространственно ар
мированных композитов для более общего случая -  при произвольной ориента
ции в пространстве траекторий армирования. К недостатку этих работ относится 
то, что монолитная в реальности композитная среда представляется в виде от
дельных однонаправленно армированных стержней, ориентация которых соответ
ствует заданньш направлениям армирования; при этом указанные армированные 
стержни получаются несвязанными между собой в единое целое (в монолитный 
материал). Кроме того, при таком подходе существует определенная неоднознач
ность в распределении всего объема связующего по однонаправленно армирован
ным стержням, что существенно сказьшается на значениях эффективных жестко- 
стных характеристиках композита. Так, в [5] исследованы пять разных способов 
распределения связующего по стержням, приводящих к существенно разным зна
чениям эффективных упругих констант материала.

В рамках указанных моделей определены лишь эффективные упругие [4, 5] 
или линейно-вязкоупругие [6, 7] характеристики композитных сред, но не опре
делены их термозшругие свойства, такие как эффективные коэффициенты линей
ного теплового расширения, что не позволяет решать задачи деформирования 
композитных конструкций при наличии температурных полей. Кроме того, в рам
ках этих моделей невозможно определить в последующем напряженное состояние 
в материалах компонент композиции по усредненным напряжениям и деформа
циям в эквивалентной среде, что не позволяет использовать структурные теории 
прочности при расчете конструкций с использованием таких моделей, а также 
рассчитывать нелинейно-упругое и неупругое деформирование пространственно 
армированных композитных конструкций.

Настоящее исследование посвящено построению модели пространственно 
армированного гибридного композита, лищенной указанных выше недостатков.

Структурная модель пространственно армированного гибридного ком
позита. Так как наличие арматуры с различными жесткостью и прочностью зна
чительно расширяет дйапгізон свойств композиционных материалов с пространст
венной схемой армирования [3], то в глобальной декартовой системе координат 
Х],Х2,Хз рассмотрим гибридный композит, армированный в произвольных на
правлениях К семействами волокон (возможно, разной физической природы) с 
интенсивностями ..., К). Удельное объемное содержание связующего
обозначим через щ , тогда имеет место условие нормировки

+ к = 1,2,..., К). (1)
к

(Здесь и далее суммирование осуществляется по указанному индексу от 1 до К, 
если не указаны пределы.) Кроме условия нормировки (1) должны выполняться и 
физические условия взаимного непроникновения материалов различных компо
нент композиции. Эти условия накладывают определенные ограничения на пре
дельно допустимые значения суммарных плотностей армирования (на значение 
суммы в (1)) при плотной зшаковке армирующих элементов. Так, в [3] приведены 
указанные предельные значения для некоторых структур пространственного ар-
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мирования композитной среды, которые меньше единицы. Далее в настоящем ис
следовании предполагается, что эти ограничения на значения суммарных плотно
стей армирования выполняются. (При построении модели упругого поведения 
рассматриваемого композита знание конкретных чисел не обязательно, важ
ным является выполнение условия нормировки (1).)

Рис. I. Л окальная сист ем а координат , связанная с  волокном к-го сем ейст ва  

С каждым ^-м семейством волокон свяжем свою локальную ортогональную
систему координат х ^ \  { к - \ ,  2,..., К)  так, чтобы ось совпадала с

направлением траекторий армирования этого семейства, а оси х ^ \  х^^ бььти 
перпендикулярны этим траекториям (см. рисунок). Углы между глобальными и 
локальными осями определяются таблицей направляющих косинусов.

Все компоненты композиции предполагаются анизотропными материалами, 
причем для удобства изложения (хотя это и не принципиально) термоупругие ха
рактеристики связующего заданы в глобальной системе координат х- ,̂Х2 ,х-^, а

арматуры к-то семейства -  в локальной системе х^^, х\ '̂ ;̂ эффективные ха
рактеристики композиции определяются также в глобальной системе координат.

Д)

Направляющие косинусы между глобальной и к-й локальной
Таблица I

О с и X, ^2 ^3

/ f f ) т
42

4 1 ' ]{к) ](к)
'23

^3 4;> Лк)
'32

Лк)
'зз

Так как при затвердевании связующего объем его может измениться, то в 
компонентах композиции, а значит, и в эквивалентном материале в целом могут 
возникнуть начальные напряжения [10]. (Определение начальных напряженных 
состояний в компонентах пространственно армированного композита представля
ет собой самостоятельную задачу, выходящую за рамки настоящего исследова
ния. Далее в данной работе предполагаем, что эти напряжения известны.)

Согласно вышеизложенному, определяющие уравнения для эквивалентной 
композитной среды и компонент композиции в матричной форме имеют вид [9]
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где

а = А { г - а Т )  = дРi д£.,

+ ^ (^ 0  ~®'0^о) ~ dpQ/dzQ,

^ k =Pk + А { ч  - ^ Л )  = Щ k = i,2,

СТ = {сГі, 0 2 , 0 3 , O ą , 0 5 , 0 5 } S  |ctj|, CT22, O33, 023 , ‘^ЗІ’ * 1̂2}»

P* ={/^h Р2’ РЗ’ Р4’ PS’ Pb] = {P\b P22’ Р3 З’ Р2 З’ РЗЬ Рп]^

s =  { s j ,  82, S3, 84, 85, Sg} S  |8ц ,  S22, £33, £23’ ^31’ ^12} ’

a *  =  { a , ,  02, 03, 04, O j , O g }  =  { a , , ,  022, 033, 023, 031, 0, 2} ,

(2)
K,

(3 )

,* _1„(0) „(0) fO)
’ ^2

_(0) (0) (0)) ( (0) (0) (0) (0) (0) (0)̂  ,04 ,05 ,Og I - |U j j  , O22 , O33 , O23, 03, , 0,2

* _ ) „ ( 0) „(0) (0) (0) (0) (0)
Po -  ) /'l  ̂P2  ’ P3   ̂P4  ’ Ps ’ Pb

(0) (0) (0) (0) (0))
I -  ’ P22 ’  P33 ’  P23 ’  Рз\ ’ P\2 ] ’

_ f j , ( 0 )  „(0) (0) (0) (0) (0)) I (0) (0) (0) (0) (0) (0))- |b ,  ,82 ,83 ,84 ,85 , 8g I -  |£n , £22 , £33 , £23 ’ 3̂1 ’ *"12 j ’
«(0) «(0) (0) (0))

*̂■ 0 ~ I *̂ 1 ’ '-*'2 ’ ^̂ 3 ’ *̂ 4 ’ *̂ 5 ’ '̂ b | ~ | ' ^ 1 1 ’ *̂'22’ *̂33 ’ '-*■ 23 ’ *'*'31 ’ **12 f ’

’ *̂ 2 ’ *̂ 3 ’ *̂ 4 ’ *̂ 5 ’ *̂ 6 J ’ *̂ 22 ’ *̂ 33 ’ *̂ 23 ’ ^31 ’ *̂ 12 j ’
jz(k) ~{k) -(Л) ~{k) -(^ )) |-(A ) -{k) -(k) -(k) -(k) -(A))

P a ~\P\ ’ P2 ’ Рз ’ Pą > Ps ’ Рь | ~  | A i  ’ P22 ’  P33 ’ P23 > Рз\ » -P12 j »

P * _ b W  p W  pik) -(A) -(A ) -(A)) (-(A) -(A) -(A ) -(A ) -(A ) -(A))
H "  p i ’ 2̂ ’ *̂3 ’ *̂4 ’ **5 ’ Ц j — p il ’ 2̂2 ’ *̂33 ’ 2̂3 ’ *̂ 1 ’ ^2 j ’

к̂ ~ р і  ’ **2 ’ **3 ’ **4 ’ **5 ’ **6 ) ~  (**11 ’ **22 ’ **33 ’ **23 ’ **31 ’ **12 ) ’

A = ]̂ Ajj ,̂ Aq =I^Â ^ '̂j, -  6 x 6 симметричные матрицы жесткостей

фиктивного материала, связующего и арматуры А:-го семейства соответственно; 
о, Oq, о^, р, Ро, P;t -  векторы-столбцы напряжений и начальных напряжений в 
тех же материалах соответственно; е, Eq, а ,  Oq, -  векторы-столбцы де
формаций и коэффициентов теплового расширения тех же материалов соответст
венно (здесь в отличие от [9] для удобетва изложения под 84, 85, 8g и т. п. пони
маются не полные сдвиговые деформации, а их половины, равные соответствую
щим компонентам тензоров деформаций S23, £31, £,2 и т. п,); Т, Tq, -  отклоне
ние температуры композита, связующего и арматуры к-то семейства от темпера
туры естественного состояния 6; F, Fq,F ĵ -  удельные свободные энергии Гельм
гольца (инварианты) эквивалентной ереды, связующего материала и арматуры к- 
го семейства, имеющие выражения [11]

F  = 8*Р + 8*Лб /2 -  8*ЛаГ -  СГ -  с^Т'^К 20),— - / V у

■̂0 / 2 -  £oĄ)<Xô o ~ ‘̂qTq !{2Q), (4)

А  = ЧРк + ч А ч і '^ - ч А к ^ к Т к  - 4 Т к К Щ ’ \ < к < к -
ę -  некоторая термомеханическая характеристика композита, смысл которой бу

дет выяснен ниже; , Cq , с\ -  теплоемкость (при постоянной деформации) фик
тивного материала, связующего и арматуры ł-ro семейства соответственно; «звез-



(5 )

дочка» означает операцию транспонирования. В соотношениях (2)-(4) и далее 
чертой сверху будем обозначать величины, определенные в локальной системе
координат x[^ \̂ х ^ \  х^^^, связанной с к-и семейством волокон, а те же величины, 
определенные в глобальной системе jcj, ^2, Х3, будем обозначать теми же симво
лами, но без черты. Равенства (3) задают соответствия между шестью компонен
тами fi, (г = 1, 6) некоторых векторов f, fo, и компонентами соответ

ствующих симметричных тензоров второго ранга Ą ,
(/,7 = 1, 2,3; l < ^ < i ^ ) .

В случаях, когда волокна изготовлены из изотропных или монотропных (с 
главной осью анизотропии, совпадающей с направлением армирования) материа
лов, направляющие косинусы (см. таблицу) можно однозначно определить с 
помощью двух углов сферической системы координат (см. рисунок): полярного 
расстояния и долготы . При этом ось х̂ ^  ̂ удобно получить поворотом оси
JC2 на угол вокруг оси х  ̂ (именно этот случай изображен на рисунке), а на

правление оси х^^ определяется векторным произведением ортов, задающих на

правления ■ Направляющие косинусы при таком задании локальной
системы координат вычисляются по формулам

=8ІП0;;.СО8ф;і̂ , /j2  ̂=8ІП0^5ІПф;;., /|з^=СО80^, /^|^=-8ІПф^, =COS(̂ j^

4з^=0, =-СО80^СО8ф^, /̂ 2̂  =-СО80^8ІПф^, /^з^=8ІП0^, \< к<К .
(Соотнощения (5) могут быть использованы и в случае общей анизотропии мате
риалов арматуры, но тогда все характеристики материала волокон ^-го семейства 
обязательно должны быть заданы именно в этой системе координат.)

Так как установить фактическое распределение напряжений и деформаций в 
композитной среде, где основной материал имеет многочисленные более жесткие 
включения, весьма затруднительно [9], то при нахождении практически пригод
ных зависимостей для определения всех независимых термоупругих постоянных 
пространственно армированного материала необходимо сделать некоторые допу
щения в виде исходных предпосьшок, аналогичных принятым в [1, 2, 9].
1. Армированный материал представляет собой сплошное макроскопически ква- 

зиоднородное анизотропное тело. (При достаточно густом равномерном на
сыщении связующего арматурными стержнями или волокнами это предполо
жение вполне допустимо. К этому выводу приходят все исследователи, изу
чающие механические свойства дисперсно-армированных сред [9].)

2. Между связующим и арматурой существует полное сцепление (идеальный 
термомеханический контакт).

3. В пределах представительного элемента, выделенного из композита на миниу
ровне, деформации, напряжения и температуры во всех компонентах и в ком
позиции кусочно-постоянны. Эффектами высших порядков, связанными с из
менением полей деформаций, напряжений и температур на микроуровне в ма
лых окрестностях границ контакта связующего и волокон, пренебрегаем.

4. Усредненные поля деформаций и температуры в композиции определяются по 
правилу простой смеси -  пропорционально объемному содержанию каждого 
составляющего (кинематическая гипотеза).
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5. Все фазовые материалы линейно упруги и однородны; связь между деформа
циями, напряжениями и температурой в них определяется соотношениями 
Дюамеля -  Неймана, записанными в матричной форме (2).

6. В качестве условия эквивалентности выступает равенство свободной энергии 
фиктивного однородного анизотропного материала свободной энергии рас
сматриваемого композита.

При переходе от глобальной системы координат х̂ , Х2, к локальной системе 

Х2 ^ \  х^^  ̂ имеют место преобразования векторов (3):

а , = = І  g f a f ), р , = ( p f  > = f  g f  ),
7=1 7=1

7=1
и обратные им преобразования

(6)

^k=Gk^a,„ Ek=Gk^Ek, 1<к<К, (7)

где -  матрица, обратная невырожденной 6x6 матрице G  ̂ с компо

нентами (см. табл. (21.40) в [9]):
Лк) _ j i k ) Ak)  (к) _ j i k ) j {k)  (к) _  j {k) j{k)  (к) _  ^ Л к ) А к )  Лк)  _  j j { k ) A k )
611 “ Ml Ml ’ 612 “ М2 М2 ’ 613 “ М3 М3 ’ 614 “  "̂ М2 М3 ’ 615 “  ^Мз Ml ’
Л к ) _ ф ) А к )  ( к ) _ А к ) А к )  Л к ) _ Л к ) А к )  Л к ) _ А к ) , ( к )  „ ( k ) _ j A k ) A k )
616 “ "̂ М2 Ml ’ 621 “ '21 '21 ’ 622 “ ‘22 '22 ’ 623 “ '23 '23 ’ 624 “ ^'23 2̂1 ’
Л к ) _ 2 І ^ к ) А к )  Л к ) _ 2 1 ^ ( к )  „ ( к ) _ А к ) А к )  Л к ) _ А к ) А к )  Л к )  _  Ак ) Ак )
625 “ ^'23 '21 ’ 626 “ "'■'22 '21 ’ 631 “ 'ЗІ 'ЗІ ’ 632 “ '32 '32 ’ 633 “ 'ЗЗ 'ЗЗ ’
Л к ) _ 2 і { к ) Л к )  Л к ) _ 2 і { к ) А к )  А к )  _ 2 і { к ) А к )  Л к ) _ А к ) А к )  Л к )  _  Ак ) Ак)
634 “ ""ЗЗ '32 > 635 “ ""ЗЗ 'ЗІ ’ 636 “  "̂ '32 'ЗІ ’ 641 “ 'ЗІ '21 ’ 642 “ '32 '22 ’
Л к ) _ п к ) А к )  Л к )  _  і і к ) А к )  Ак ) Ак )  ^ ( к )  _  Ак ) Ак )  А к ) А к )  Л к )  _  Ак ) Ак )
643 “ 'ЗЗ '23 ’ 644 " 'ЗЗ '22 + '32  '23 ’ 645 “ 'ЗЗ '21 ^'31 '23 ’ *46 “ 'з і  '22 ^  W
Лк)і{к)  Л к ) _ А к ) А к )  Л к ) _ А к ) А к )  Лк)  _  Ак ) Ак )  ^ к )  _  А к ) А к )  Ак ) Ак )
^'32'21 ’ 651 “ 'ЗІ '11 ’ 652 “ 'З2 'і2  ’ *53 “ 'зз 'іЗ ’ 654 “ 'З3 'і2  + ' 3 2 ' і 3  ’
Лк) _ Лк)Ак)  Ак ) Ак )  (к) _ Ак ) Ак )  Ак ) Ак )  (к) _ Ак ) Ак )  (к) _  Ак ) Ак )
655 “ 'ЗЗ'П ^'31 'іЗ ’ 656 “ 'ЗІ '12 ''■'32'і1 ’ 661 “ '21 'і1 ’ 662 “ 'і2 '22 »
Лк)  _  Ак)Ак)  (к) _  А к ) А к )  Ак ) Ак )  Л к )  _ Ак ) Ак )  Ак ) Ак )
663 “ 'іЗ '23 ’ 664 “ 'іЗ '22 ^ ' і2  '23 ’ бб5 “ 'іЗ '21 + ' і1  '23 ’

Здесь -  направляющие косинусы (см. таблицу и (5)); матрица G  ̂* совпадает с
транспонированной матрицей (21.44) в [9].

В силу второго и третьего допущений и условий сопряжения полей напря
жений, перемещений и температур на границах контакта волокон со связующим с 
учетом соотношений, аналогичных (6), получим

Г , = 7 Ь  ( I S i S K ) ; (9)

g ( ‘ ) =  =  І  (І =  М .  1 <  i  <  К)- (10)
7=1

=  =  0 ' = ^ ,  \ < к < к у . (1 1 )
7=1

=  ( 1 < ; к < ^ ) , (12)
7=1



где -  напряжения и деформации в связ^тощем, определенные

в локальной системе координат . (Кроме того, из тех же допущений
помимо равенств (9) в пределах представительного элемента с учетом закона теп
лопроводности Фурье тождественно выполняются и условия сопряжения по теп
ловым потокам на границах контакта связующего и волокон.)

Согласно четвертому допущению, усредненные поля температуры и дефор
маций в композиции определяются так:

(13)
к

s = coo6o + S®/tSb (14)
к

(Здесь соотношение (14) записано в глобальной системе координат .)
Из равенства (13) с учетом (9), (1) следует

Т = Т^=Т^ { \<к<Ю,  (15)
т.е. средняя температура композиции в пределах представительного элемента 
равна температуре каждой компоненты.

Из равенств (10), (12) с учетом (2), (11), (15) и пятого допущения вытекает 
6

(16)

(17)

7=1

і ^ і Г б ,  \ < к < К .
j=v j=\ /=С
Эту систему запищем в следующей матричной форме

~ \ < к < К ,

где ненулевые элементы 6 x 6  матриц Ą  = {ъ\Р  j , ~ вектора

согласно (16) определяются так:

< 1  = 1, = о (У = 2 ^ ) ,  B f  = А ІР  ( i  ^ 2 J > , j  = Гб),

C [ f = g \ ' f  (У = Гб), c f ^  = j : g ^ ^ A f  (i = 2^6, 7=  Гб), (18)
/=1

Df‘ ) = о, D f  > = i  f 4 ‘ >am -  g f  i  A f a f
l=\7=1

(/ = 2, 6).

В частном случае изотропных материалов компонент композиции в (2) и 
(18) нужно учесть, что ненулевые элементы матриц Aq и векторов а^ ,ао  
имеют вид [9]:

= 4*) =2G1*1(i - v1*1)/(i - 2 v1*1), 4*1 = 4*1 = 20І*У*У(і-2у1^і),

4 /1  = 4 /1  = 2У*1 = £І*У(і + у(*1) (/, j  = 1, 2, 3, j  I = 4, 5, 6), (19)

а /1 = а /1 = а1 * 1  (/ = 1,2,3, 0<А:<Л:),

где , у1*1, 0.1*1 _ модзшь >чіругостй, коэффициент Пуассона и коэффициент 
линейного теплового расширения к-я компоненты композиции.

В силу (18) detĄ  О, поэтому из (17) получаем
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где
(21)

(20)

Q ’ ^
-  матрица, обратная .
Соотношение (20) определяет деформации А:-го семейства арматуры (за

данные в локальной системе координат ) через температуру 7’ и деформации 
Eq связующего (заданные в глобальной системе х, ).

Преобразуем равенство (14) с учетом (7), (20), тогда получим
Е =  ЮоЕо + Е ( ^ к ^ к %  =  Юо^о + ( E ĵ Eq + F ĵ T) =

к к
Л (22)

+ Т щ ^ к  ^Ек £о + T ( ^ k G I % ,
, к )  к

где/- 6x6 единичная матрица. Из соотношения (22) следует
Е̂  = Н Е - т Т ,  (23)

где Я -  6x6 матрица, f  -  вектор-столбец вида
V *

Я  = (24)+ Y.^k^k ^к ’ ^ - Ц ^ к ^ к
ч к )  к

Соотношение (23) определяет деформации в связующем Eq через усреднен
ные деформации композиции е  и  температуру Т .

Согласно первому и шестому допущениям имеем
Я = соо̂ о + Е ® а̂ л-

к
Из этого соотнощения с учетом (4), (15) получаем

Ё * р  +  е * А е  / 2  -  Е * А а Т  - С , Т -  с " г 7 ( 2 0 )  =

-  cOq [^оРо  ̂2 -  EqAqCLqT  -  CqT^ j (20)j  -i-

+!«>* [« ;p t + ч \ ч  /2  - ? ; 4 a * r  - 4 r V ( 2 0 ) ] .

(25)

Выразим в (25) за счет (20) деформации е  ̂ через E q , а затем, используя (23), 
исключим из правой части этого равенства вектор E q , тогда после элементарных 
преобразований с учетом симметрии матриц A j ^ , А ^  будем иметь

Е*р + г *  Ае / 2 -  Е * А а Т  -  -  с"Г 7(20) = соо {е*-^*Ро "  f  *^*Ро^ +  b H*ĄH e / 2 -

-Б*Я% (ао + H f  ) Т  + \ f * H * Ą  (2tto + H f )  -  /0]г^ / 2 } + {е*Я*Я;р^ +
к

+(f; - f * H * E l )р^Г + е* Я * Я ^ 4 4 Я е/2- г Н * Е І А ^  (й  ̂ - +  E , ^ H f ) T  +

( Е ^ Н І -  2 F , + 2 5 j ) -  Г Д .  ( 2 5 j  - F*) - c |  / б ] г ^ п ] .

Так как равенство в (26) должно выполняться при любых е , Г, т о  из него 
вьпекают следующие соотношения:

(26)
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А = Н*
к

Н,

Р = я 1 cooPo+Z%̂ iP>t 
V к

c V e  =  с о о [̂ 0 / 6  -  i * H * Ą ( 2 а о  +  Я Г ) ]  +  Z ® / t  [ ^ 1  / 6  ~ ^ * H * E \ Ą  х  ( 2 7 )

х(£^ЯГ-2Г^. +2a^) + F^Ą(2a^t -F^t)],

С = Юо̂ ’Я*Ро - E % ( f;  -Г Я * £ ;)р ,;
к

Аа = Я* [сооЛ(ао + Hf) + Т^щ К А ,  ( а ,  - F, + E,Hf)],  (28)

где нужно учесть выражения для матриц и векторов (21), (24), (18), (8). 
Из равенства (28) следует

а = А - ' н -  [со„-4„ (ао + fff) + (5* -  F, + Ą W )], (29)

где А ’ = -  матрица, обратная А (см. (27)), -  матрица эффективных коэффи

циентов податливости композиции .
Первое равенство (27) определяет в матричной форме эффективные механи

ческие жесткости рассматриваемой композиции; соотношение (28) -  эффектив
ные температурные жесткости; равенство (29) -  эффективные коэффициенты ли
нейного теплового расширения; второе соотношение (27) -  усредненное началь
ное напряженное состояние в композиции; третье равенство (27) -  эффективную 
теплоемкость композиции; четвертое соотношение (27) -  эффективную постоян
ную ^ .

Помимо первого соотношения (2) на основании первого равенства (4) до
полнительно получим [11]

S  = -дЕ /дТ = е*Аа + ę + с^т/в,
где S -  удельная энтропия рассматриваемой композиции. Следовательно, посто
янная ^ определяет удельную энтропию композита в естественном состоянии 
(8 = 0, Т = 0), вызванную наличием начального напряженного состояния во всех 
компонентах композиции.

З а м е ч а н и е  1.В настоящем исследовании метод определения эффектив
ных характеристик рассматриваемого композита назван кинематическим, так как 
в качестве одной из гипотез (четвертой) использовались кинематические равенст
ва (14), связывающие между собой средние деформации композиции с деформа
циями фазовых материалах. При этом никаких допущений о связи средних на
пряжений а  в композите с напряжениями Oq, в фазовых материалах не дела
лось. Определить эффективные характеристики рассматриваемого композита 
можно бьшо бы, введя соответствующую гипотезу, позволяющую связать а с 
Oq, , и не делая никаких допущений о связи е с Eq, (1< к < К ). Такой под
ход целесообразно назвать статическим методом определения эффективных ха
рактеристик пространственно армированного композита. Изложение этого метода 
выходит за рамки настоящего исследования в силу ограниченности объема статьи.
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З а м е ч а н и е  2. Важной особенностью предложенной модели рассматри
ваемого композита является возможность определения напряжений Cq, и де
формаций бд, в компонентах композиции по известным средним деформациям 
е . Действительно, пусть известны деформации е и температура Т, тогда из (23), 
(20), (15) можно определить бд, , Гд, 7)., а из второго и третьего соотношений
(2) можно получить напряжения Од, . Знание напряжений сТд, и деформа
ций eg,Ej  ̂ { \ < к < К )  имеет принципиальное значение при использовании в
дальнейшем структурных теорий прочности, и кроме того, для изотропных мате
риалов компонент композиции позволяет построить структурные формулы для 
эффективных характеристик композита при нелинейно-упругом или упругопла
стическом деформировании материалов компонент композиции, так как реальные 
материалы часто имеют нелинейные зависимости ст ~ е [12]. Для этого можно ис
пользовать деформационную теорию пластичности и метод переменных парамет
ров упругости [12], причем на каждой итерации этого метода приближения для 
эффективных характеристик исследуемого композита можно определить по из
ложенной выше схеме, заменив лишь в (19) на значения (при Т = 0,
P;t=0, Ро=0)

Зб(к)’
l / 2 - ( l - 2 v « )a p ) / (3 £ (^ )£ p > )

1 + ( і -2у(^) )ар> /(3£^£р))  ’
0 < к < К ,

где -  интенсивности напряжений и деформаций в к-й компоненте ком
позиции, известные из решения на предыдущей итерации (на первой итерации все
материалы предполагаются линеино-упругими с характеристиками

З а м е ч а н и е  3. Полученные в настоящем исследовании соотношения 
(27)-(29) могут быть использованы для определения эффективных характеристик 
композитов, армированных волокнами с покрытиями (типа борных [8]), а также 
при учете переходных зон [10], возникающрк в силу химического взаимодействия 
волокон со связующим на границах их контактов (зоны интерметаллидов в метал- 
локомпозитах и т. п.) или частичного разрушения компонент композиции на этих 
границах. Для этого указанные покрытия или зоны нужно рассматривать как до
полнительные фиктивные семейства арматуры, удельное объемное содержание и 
физико-механические характеристики которых известны.

Заключение
Предложенная структурная модель позволяет определить все эффективные 

термоупругие характеристики пространственно армированного в произвольных 
направлениях композита при общей анизотропии материалов компонент компо
зиции. Кроме того, в рамках этой модели можно определить напряженное состоя
ние во все компонентах композиции, что является важным обстоятельством для 
использования в последующем структурных теорий прочности.

Работа вьшолнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда
ментальных исследований (код проекта 10-01-90402-Укр_а) и Президиума СО 
РАН (Постановление № 10 от 15.01.09, номер проекта 72).
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УДК 621.039.548
МОДЕЛИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 

СОСТОЯНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ 
ПРИ НЕРАВНОМЕРНОМ НАГРЕВЕ И НЕЙТРОННОМ ОБЛУЧЕНИИ

Клус С.А., Куликов И.С., Ширвель П.И.

Белорусский национальный технический университет, Минск

А cylin drica l sh e ll u ndergoing  irregu lar tem perature an d  rad ia tion  has been  considered. The nu
merical solu tion  has been  p r o p o s e d  to  so lve  the p rob lem  f o r  fu e l c ladd in g  under creep, therm al an d  ra 
diation strains. A g ra p h ic  d istribu tion  o f  deflections an d  stresses o f  a  sh o rt cy lin d rica l sh e ll h ave been  
received.

Известно, что в ядерной энергетике широко распространены цилиндриче
ские и сферические тепловыделяющие элементы (твэлы), которые представляют 
собой топливный керамический слой соответствующей геометрии, заключенный 
в тонкостенную металлическую оболочку, препятствующую утечке продуктов 
деления и разрушению элемента. В центре элемента имеется полость, где накап
ливается газообразные продукты деления, что приводит к возрастанию давления

внутри. Таким образом, оболочка нагружена как 
внешним давлением теплоносителя, так и давлением с 
внутренней полости [1]. Твэл работает при высокой 
температуре, поэтому явления упругого деформирова
ния, пластичности, радиационной и тепловой ползуче
сти, газового распухания топлива могут привести с те
чением времени к значительной суммарной деформа
ции металлической оболочки и ее разрушению.

Отметим, что оболочка твэла является наиболее 
ответственной конструкционной деталью активной зо
ны реактора, находящейся в сложных тепловых, меха
нических, радиационных и химических условиях экс
плуатации (коррозия от теплоносителя, распухание от 
пузырьков газообразных продуктов деления, радиаци
онная и тепловая ползучесть, радиационное упрочне
ние, гелиевое охрупчивание). Главным требованием, 
предъявляемым к оболочкам твэлов, является длитель
ное сохранение герметичности. Конструкция оболочки 
и ее толщина должны обеспечивать устойчивость под 
действием внешнего давления теплоносителя, проч
ность при термических и изгибных напряжениях, на
пряжений от давления ГПД и действия распухающего 

топливного сердечника, приходящего в контакт с оболочкой. Таким образом, 
важно знать значения напряжений, под действием которых оболочка еще выпол
няет функцию разделения топлива и теплоносителя (считается, что твэл выходит 
из строя, когда оболочка разгерметизируется).

Изучение характера и степени возможных повреждений оболочек составляет 
одну из самых сложных проблем, >'читывая, что до перегрузки твэлы должны ра
ботать до 9000 -  12 000 часов. Одним из способов решения является исследование 
напряженно-деформированного состояния (НДС) оболочки с целью проверки на
дежной работоспособности конструкции твэла. Данные элементы работают фак

1 -оболочка; 2 -  
(UO2)

т опливо
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тически в экстремальных условиях; подвержены значительным механическим, 
тепловым и радиационным нагрузкам. Заметим, что степень необратимых изме
нений, происходящих в оболочках под влиянием перечисленных факторов, во 
многом зависит от интенсивности и длительности нейтронного облучения, темпе
ратуры облучения и характера ее изменения в процессе работы реактора, от ис
ходной структуры и свойств материалов оболочек, а также от свойств теплоноси
теля и его гидравлических характеристик.

Одно из важных следствий эксплуатации оболочки твэла -  возникновение 
значительных внутренних напряжений. Их появление связано с действием внеш
них статических, динамических и вибрационных нагрузок, со структурными из
менениями под облучением, с распуханием оболочки, с неодинаковым темпера
турным уровнем отдельных участков оболочки (вследствие неравномерности 
энерговьщеления по объему), а также с температурными градиентами по сечению 
оболочки (возникающими благодаря наличию тепловых потоков от топлива к те
плоносителю). Таким образом, в оболочках твэлов в процессе работы ядерного 
реактора могут возникать три типа напряжений [2]: вызываемые давлением теп
лоносителя, а также давлением распухающего топлива, находящегося в контакте с 
оболочкой; обусловленные стационарными и нестационарными температурными 
полями; от неравномерного распухания материала оболочки.

Рассмотрим модель НДС участка оболочки твэла ядерного реактора в пре
делах топливной таблетки (рис. 2), находящейся в неравномерном температурном 
поле под действием внешнего давления теплоносителя в условиях нейтронного 
облучения. Предполагается, что реактор вышел на полную мощность и начальное

распределение температуры в оболочке к момен
ту выхода реактора на заданную мощность из
вестно. Распределение температуры в оболочке 
считается стационарным во время всей компании 
реактора. Моделирование будем производить 
при следующих условиях: температурное поле 
предполагается независимым от напряженного 
состояния оболочки; влияние изменений объема, 
вызванных напряжениями, на тепловое поле счи
тается незначительным и в задаче не учитывает
ся. При этом предполагаем, что теплофизические 
и механические характеристики материала оста
ются неизменными в интервале расчетных тем
ператур. Это относится и к прочностным свойст
вам материала. Принимаем во внимание тот 
факт, что облучение обычно мало влияет на зна
чение упругих постоянных [3] и поэтому модуль 

упругости и коэффициент Пуассона считаются зависящими только от температу
ры, причем Е{Т) и v(7) полагаются известными. В реальности для данного случая 
модуль Юнга, коэффициент Пуассона, а также коэффициент теплового расшире
ния не зависят от температуры, поскольку в процессе работы реактора на посто
янной мощности температура твэла обычно мало меняется, и поэтому можно ис
пользовать средние значения указанных характеристик (за исключением переход
ных процессов, например, выхода реактора на мощность или расхолаживания).

Для компонент деформации и изменений кривизны срединной поверхности 
оболочки и перемещений ее срединного слоя имеют место следующие прибли
женные соотношения:

Рис. 2. М одель уч аст к а  оболочки  
т вэла
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где Ux, Мф -  перемещения в осевом и окружном направлении соответственно, со -  
прогиб оболочки.

Для цилиндрической оболочки, находящейся во внутриреакторных услови
ях, компоненты деформаций и напряжений в общем виде связаны между собой 
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Здесь Siĵ  -  объемные термические деформации; -  объемные деформации ра
диационного распухания. Заметим, что в постановке рассматриваемой задачи 
присутствуют радиационное распухание оболочки. В общем случае оно представ
ляет собой изменение объема материала оболочки под действием потока быстрых 
нейтронов, причем значительно меняет картину распределения деформаций и на
пряжений [4]. Термическое воздействие, в данной задаче, представляет собой не
равномерный стационарный нагрев тонкостенной цилиндрической оболочки. 
Ввиду одновременного действия температуры и облучения происходят неравно
мерные объемные изменения оболочки (термическое расширение и радиационное

распухание). Эти неравномерные объ
емные изменения являются источником 
дополнительных напряжений, которые 
наряду с напряжениями, вызванньпми 
механическим воздействием, оказывают 
влияние на поведение конструкции. Во
прос состоит в том, насколько сильно 
они могут повлиять на прочностные ка
чества исследуемой оболочки.

Спроектируем силы (рис. 3) на оси 
X и z и найдём моменты сил относитель
но оси у. Положим, что внешние силы

'Т'/Ч тт-г гттх тттт  ir-r /-ч гтт» х/» х-г «ч т \ / Ч ' Т ' Т х  /ч тт/чххт/»х т ^ х х х  XX х ^ ™ х х х х1\Э1 lUJlblV-U ЛІГХІ11£> 11V> nc/piviojll'l IV llUOVpA.XlC/V̂lJri V/V/VyjlW'lIVi'I. Jrisi V/mVIiVlWipj'liri iVlV//IV-
HO заключить, что сдвигающие силы ( Л̂ ф̂ = Л̂ф̂ )̂, поперечные силы ( бф ) и кру
тящие моменты (М^=Мфд) равны нулю. С учетом вышесказанного система 
уравнений равновесия примет следующий вид;

Рис. 3. П роекция сил и м ом ент ов  
в тонкостенной цилиндрической оболочке

н ч



dx

dx
dM
dx

rdxdfp + N^^dxdip + qrdxd(^ = 0, 

-rdxdę -  Q^rdxd(p = 0.

r d x d ^  -  0 ,

(7)

Отсюда получаем исходное уравнение равновесия, записанное через приложен
ные нагрузки и образуемые моменты:

dx

^ Q x л^  + (7 = 0, 
dx г

dM^

( 8)

-Q x= 0-dx
Влиянием сил пренебрегаем {N^ = const = 0). Тогда уравнения (8) примут 
вид:

dQ, N .■ + --^
dx г

dM,

-ч>
(9 )

- а = о .. dx
Продифференцируем второе уравнение системы уравнений (9) по х:

d^M , dQ,
dx' dx

Подставим уравнение (10) в первое уравнение системы (9):
d^M , Л̂ф 

dx г

( 10)

(И)

Запишем геометрические уравнения (соотношения Коши). Из симметрии следует, 
что смешение в окружном направлении обрашается в ноль, поэтому в расчетах 
для связи тензора деформаций и вектора перемещений учитываются только им w.

со с/̂ со
Х « = - — • (12)Бфф -■

Выведем физические уравнения. Учитывая, что нормальные напряжения на пло
щадках, параллельных срединной поверхности оболочки, пренебрежимо малы по 
сравнению с остальными напряжениями и при расчёте не учитываются, запишем 
систему физических уравнений (3) в виде

^хх ~ , O f  ,£дд=— - ^ + а д .
(13)

 ̂'фф £

где В{х) -  функция учета неупругих объемных деформаций в оболочке:

В{х) = aAT(x) + ̂ S[T(x),ęt].

Выразим из системы уравнений (13) главные напряжения:

(14)
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= 1-V'

Ф̂Ф 1-V

■ k;c(z)+ е̂фф(г) -  а д о + v)l 

г [бфф(г) +  vs^(^) -  В{х){\ + V)}

(15)

где
х̂х(г) ^хх~^^%хх’ ф̂ф(г) ф̂ф Х̂фф • (16)

Выражение (15) устанавливает зависимость напряжений от упругих и термора
диационных деформаций.

Воспользуемся следующими формулами для определения нормальных сил и 
изгибающего момента:

А Л Л  
2 2 2

= )^хх^^> ^ФФ = I «Уфф̂ ,̂ ^хх=  )(^хх-^-^^- (17)h h h
2 ~2 ~2

Применим выражения (17) к системе (15), учитывая (16). Проведя интегрирова
ние, получим следующую систему физических уравнений:

Eh
^хх =

N  -’ фф

1 -v ^
Eh

1-V
Л^xx=77[x«+vXффl

[е xx+ve ф ф -ад (l + v)J 

гіефф+^е ^ -5 (x )(l + v)J (18)

Eh^где D = --------- ----- цилиндрическая жёсткость оболочки
12(l-v^)

После подстановки в систему (19) соотношений Коши в виде (12) имеем:

—  = - v -  + 5(x)(l + v). (19)
dx г

Подставляя (19) во второе уравнение системы (15), получаем Л'̂ фф. В конечном
итоге получаем следующие выражения для усилии и моментов:

соN^^=Eh

M ^ = -D

-В(х)

d̂ Cd 
dx^

(20)

(21)

Подставляя (20) и (21) в (11), получаем конечное уравнение для прогиба рассмат
риваемой оболочки:

D d^(o Eh Eh i- ^ ^  = д -Щ в { х ) ] (22)
dx^ Г  г

Последнее выражение представляет собой уравнение равновесия для короткой 
цилиндрической оболочки, записанное через ее прогиб в условиях нейтронного 
облучения и термосилового воздействия.

Пример расчета
В качестве конкретного примера будем рассматривать напряженно- 

деформированное состояние участка оболочки твэла (в пределах топливной таб
летки), изготовленной из холоднодеформированной аустенитовой стали
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ОХ16Н15МЗБ (316L -  зарубежный аналог). Механические характеристики мате
риала исследуемой оболочки представлены в табл. 1. Таким образом, имеем, что 
оболочка внутренним радиусом і?і=0,003 м и внешним радиусом R2 =0,0032 м на
ходится под действием: внутренних Рв“ 7,5МПа и внешних =0,1 МПа нагрузок 
в условиях нелинейных температурных и радиационных полей.

Таблица 1

Величина Значение
Р -  внешнее давление со стороны теплоносителя 0,1 МПа
Е -  модуль упругости материала оболочки 1,5-10=’МПа
V -  коэффициент Пуассона материала оболочки 0,3
X -  коэффициент теплопроводности материала обо
лочки

18Вт/(м-К)

Цм -  тепловыделение в единице объёма материала 
оболочки

2,20-1 O'" Вт/м^

а -  коэффициент линейного расширения материала 
оболочки

18,3-10'*’ град''

ф -  плотность нейтронного потока 2,81-10 "'нейтрон/(см''-ч)
Функция радиационного распухания 5'(7’(х),ф0, зависящая от температуры, вре
мени и заданного нейтронного потока (флюенса нейтронов), для стали 
ОХ16М15НЗБ имеет вид [4]:

15490 59810^ 
(̂Г(х))25(Г(х), фг) = 4,9-10‘̂ ‘(фг)’’’* • 1 о ' . (23)

Функция распределения температуры r(x) задается интерполяцией значений экс
периментального распределения температуры по поверхности оболочки твэла 
(табл. 2) для короткого участка оболочки длиной 1=10 мм.

Таблица 2

т, X/, л<

К 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
Та 518 564 639 729 800 847 874 888 893 889 875
Ть 490 525 591 678 748 795 824 843 855 859 855

Отметим, что большинство физических процессов в активной зоне ядерного реак
тора описывается нелинейными уравнениями. Аналитическое решение подобных 
уравнений известно лишь для единичных случаев. Поэтому решение нелинейных 
задач сводится к использованию численных методов [5]. В качестве граничных 
условий задаем жесткое закрепление, где исследуемый слой оболочки зажат меж
ду двумя абсолютно жесткими поверхностями и благодаря взаимодействию со
седних слоев принудительно обеспечивается условие неизменности толщины 
оболочки. Такие граничные условия в математической интерпретации имеют вид:

со = о при X = о, Z,
с/со (24)
—  = о при X = о, L. 
dx

Дифференциальное уравнение (22) с граничными условиями (24) представ
ляет собой краевую задачу. Используя известные методы рещения краевых задач
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[6], проводим модельный расчет задачи в программном пакете MathCAD 14.0. 
Отметим, что на первых этапах расчета были получены значения распределения 
прогибов по длине оболочки (рис. 4) для простейшего случая (упругая механиче
ская задача без учета терморадиационного воздействия), которые необходимо 
сравнить с другими решениями для аналогичной задачи.
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Рис. 4. Распределение прогибов по длине оболочки

Для Проверки правильности и корректности составленного алгоритма программы 
(верификация программы), сравним результаты, полученные для термоупругой

задачи (учитывается действие толь
ко наружного давленрія теплоноси
теля), при ее реализации в пакете 
MathCAD 14.0 с результатами ана
логичной задачи, смоделированной 
в инженерном программном ком
плексе FEM ANSYS. В результате 
сравнения можно заключить, что 
значения прогибов по длине обо
лочки, полученные в расчетном мо
дуле MathCAD (рис. 4) совпадают с 
прогибами, полученными средства
ми САЕ в пакете ANSYS (рис. 5). 
Что, в свою очередь, говорит о пра
вильности составленного алгоритма 
и выбора численного метода реше

ния, который соответственно может применяться и для решения поставленной 
квазистатической терморадиационноупругой задачи.

Результаты, полученные по соелствам компьютеоной поогоаммы. оеализо- ̂  ̂ X ' *  X X X

ванной в пакете MathCAD 14.0 для механического анализа НДС оболочки с учё
том наружного давления, температурного расширения и радиационного распуха
ния для различных временных интервалов нагружения, представлены на рис. 6,7.

Рис. 5. Р аспределение п роги бов в цилиндрической  
оболочке

Ы



Рис. 6. Р аспределение прогибов по длине оболочки: I - при t= 0  ч, 2  — при t^IOOO ч, 
3 - при t= 4 0 0 0  ч, 4 -  при (= 7 0 0 0  ч

Рис. 7. Р аспределение эквивалент ных напряж ений по длине оболочки: і — при i= u  ч,
2  — при (= 1 0 0 0  ч, 3 — при (= 4 0 0 0  ч, 4  — при (= 7 0 0 0  ч

Из полученных графических зависимостей можно заключить, что с увеличе
нием срока эксплуатации оболочки твэла значительно увеличиваются значения 
прогибов и напряжений. Так значения прогибов оболочки после 7000 ч эксплуа
тации претерпели изменения (в сравнении с t=0 ч, где влияние радиационного 
распухания (23) не учитывается), увеличив свое значение в пять раз (см. рис. 6), а 
значения напряжений, в свою очередь, увеличились на 300 МПа (рис. 7). Такие 
большие изменения обусловлены влиянием фактора радиационного распухания, 
которое со временем становится весьма существенно (достигает 15 %), что необ
ходимо учитывать, в первую очередь, при проектировании конструкций, для дол
говременной работы (7000-10 000 ч) во внутриреакторных условиях.

Вывод
• Рассмотрены вопросы расчета тонкостенной оболочки тепловьщеляющего эле

мента ядерного реактора АЭС.
• Дана методика расчета напряженно-деформированного состояния.
• Получены разрешающие выражения в условиях нейтронного облучения и тер

мосилового воздействия.
• Разработана механико-математическая модель и алгоритм нахождения основ

ных характеристик НДС, реализована компьютерная программа нахождения
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решения поставленной терморадиационнои квазистатическои задачи в пакете
MathCAD 14.0.

• Приведены результаты модельных расчётов.
• Построены графические зависимости прогибов и напряжений по длине обо

лочки.
• Проведен сравнительный анализ полученных результатов в программной среде

ANSYS.
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ИЗГИБ ЛОКАЛЬНОЙ НАГРУЗКОЙ ТРЕХСЛОЙНОГО СТЕРЖНЯ, 
ЧАСТИЧНО ОПЕРТОГО НА УПРУГОЕ ОСНОВАНИЕ

Старовойтов Э.И., Поддубный А.А.

Белорусский государственный университет транспорта, Гомель

fVe con sider the deform ation  o f  an e la stic  th ree-layer ro d  p a r tia lly  su p p o rted  on elastic  foun dation  
o f  Winkler. To describe  the k inem atics o f  asym m etric  in th ickness o f  p a ck a g e  accep ted  hypothesis ro d  
broken normal. A system  o f  equilibrium  equations an d  its gen era l an alytica l solu tion  in displacem ents. 
The num erical analysis o f  solutions.

Введение
Композиционные, в том числе слоистые элементы конструкций широко ис

пользуются в транспортном машиностроении: в качестве корпусных элементов 
вагонов, авиационных аппаратов, космических объектов, строительных панелей, и 
т.д. В связи с этим актуальной является проблема их расчета при различных 
внешних воздействиях и внутренней конфигурации. Деформирование трехслой
ных элементов конструкций не связанных с упругим основанием исследовано в 
[1]. Изгиб трехслойного стержня полностью опертого на упругое основание рас
смотрен в работах [2, 3]. Здесь исследован изгиб локально распределенной на
грузкой трехслойного стержня, частично опертого на упругое основание.

Постановка задачи
Рассматривается несимметричный по толщине упругий трехслойный стер

жень с жестким заполнителем (рисунок 1). Система координат х, у, z связывается 
со срединной плоскостью заполнителя. Для описания кинематики пакета исполь
зуется гипотеза «ломаной» нормали: в тонких несущих слоях 1, 2 справедливы 
гипотезы Кирхгофа, в несжимаемом по толщине сравнительно толстом заполни
теле 3 нормаль остается прямолинейной, не изменяет своей длины, но поворачи
вается на некоторый дополнительный угол v|/(x). Деформации считаются малыми. 
На внешний слой 1 стержня действует локально распределенная поперечная на
грузка постоянной интенсивности

УДК 539.3

ЯІ.х)=Чй {Но{а-х)-Н^{Ь-х)). ( 1)

Частично стержень опирается на упругое основание Винклера, т. е. реакция

q=-KwH{x^-x), (2)

где к -  жесткости упругого основания; w(x) -  прогиб стержня; Hq{xq) -  функция 
Хевисайда.

В силу принятых гипотез прогиб во всех точках поперечного сечения 
стержня одинаков. На торцах предполагается наличие жестких диафрагм, препят
ствующих относительному сдвигу слоев. Через и{х) обозначено продольное пере
мещение срединной плоскости заполнителя, hk -  толщина к-то слоя {к= \, 2, 3), 
при этом толщина заполнителя йз = 2с.
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Введенные геометрические гипотезы позволяют выразить продольные пе
ремещения в слоях через три искомые функции и{х), vj/(x) и w{x):

{c<z<c+l\), (-c<z<c),

u^^^=u-c\\i-zw,^ (-c-h2<z<-c), (3)

где запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования по сле
дующей за ней координате; z -  координата рассматриваемого волокна.
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t \ '
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I  3 11 >  in
1 ^

7---------:
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f l i i t i i i t
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Рис. 1. Расчет ная схем а т рехслойного ст ерж ня  

В слоях стержня вводятся внутренние силы и моменты:

J a f  d z , J a f z d z , Q̂ ^^=b, jo ^ Jd z , (4 )

где o f  ̂ -  компоненты тензора напряжений, bo -  ширина поперечного сече
ния стержня.

Уравнения равновесия трехслойного стержня в усилиях и силовые гранич
ные условия следуют из принципа возможных перемещений Лагранжа:

8A=5W,

где 5А и 5 fV -  вариации работ внешних сил и внутренних напряжений

I
S^=JJ(9+^r)S^dS'=6o ^{q-\-q^)8wdiX,

s  о

J(<!®8E«+2<T®64>5„)dz dS=

;Г
s *=’ л»

3

Ч І Е  K >S8» 'dz+2jo«>5e® dz
и, h,

dx.

(5 )

ПЛi i



в  результате получаем систему обьпсновенных дифференциальных уравнений 
равновесия и граничные условия рассматриваемого трехслойного стержня в уси
лиях.

+ Ь о Р = 0 ,

H ,,-Q = 0 , . (6)
, ^ ’хх +Ьо(Я+ЧяІі(Хі-х))=0.

При этом должны вьшолняться следующие силовые граничные условия:

х -О : N  = No, М = Мо, M,x = Qo, Н=0, 
х = 1: N  = Ni, M=Mi, M,x = Qi, Н=0. ( 7 )

Применяя соотношения (3), (4) выразим внутренние усилия и моменты через 
искомые функции и(х), \|/(х), vr(x):

(^’х +(^W,x)-(^+J^)^ >̂хх]>
^ь^к; [h, {и,  ̂-сн /,,)+(c+\h^)h, ] ,

n ^^^=2\k ; cu,,,

=bXx \h  ( c + i \ ) («,. +c\^,x) - (с ' ] ,

м^^^=ъ,к; [ - K  [сЦ К ){^ ’х -(c4ch^+\h^)h, w,^],

, е'^>=2ВДсх1/,

где Gi ,̂Kj  ̂ -  модули сдвиговой и объемной деформации к- го слоя.
С помощью соотношений (3), (4) внутренние усилия и моменты можно вы

разить через искомые три функции м(х), \|/(х), w(x). Подставив их в силовые урав
нения равновесия, получим систему дифференциальных уравнений равновесия 
рассматриваемого трехслойного стержня в перемещениях:

+«бМ̂ х̂с -«7^>х«=0, -a,yv,xxx
і̂^̂ ххх ^(^ъ'^’ххх -к>гЯ(Хі-х)=-дЯ(а -х ) , (8)

где а, =к;ь, +К;Ь^  ̂Л-2КІС, =с" [_K̂ h, +К;Ь^  ̂Ц К ^с ] ,

а,=с[к;ь, (с+і /!|)+а:*/ь. { с ц и , , ) ц к ; г  ] ,  

а ,= к:іі,(сЧ сй ,ц ь ,^ )+ к ;іі^ (сЧ с іі^ц н і„ )+ ік ;с \

a,=2G,c, а,=с[л:,*А,-Х*Л„], a^= K ^h,(c+ W )-K lh^(c+ \h^).
Система уравнений (8) имеет разрьшные коэффициенты, обусловленные на

личием функций Хевисайда в реакции основания (2) и нагрузке (1).
Решение краевой задачи проводится в зонах непрерывности коэффи

циентов системы (8): I -  х < а, область с нагрузкой и опиранием на упругое осно
вание; II -  X < хо, область опирания на упругое основание, но без нагрузки; III -  
область без основания и без нагрузки (х > хо).
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в  первой области обе функции Хевисайда обращаются в единицу. Искомые 
перемещения в этой области пометим индексом «1» внизу. Система (8) здесь при
нимает вид

1̂*̂1 ’хг I ’хг ^7^1 ’йсс ~ Р ’
-«5^1 =0 ,

+«з¥і>х« -KW,=-g , (9 )

Решение системы уравнений (9), при основании средней жесткости [3] будет: 

w, (x)=Ci +С2,е“ '̂" ,
к

6̂1̂ 13̂  '*'̂ 2 x+b-^q^x,к
и,(х)=С„аз,е"'^-С2,а„с-"'^+Сз,а,,с"’̂ -С„аз2е-"’̂ +С5,а2зс"^^-

6̂1̂ 23̂  ’ ■*‘̂ 59'о
Л

^+6з
V К у

х+ Со.х+Со|, ( 10)

где Си, ..., С91 -  константы интегрирования, остальные параметры ау, bi выража
ются через геометрические и упругие характеристики материалов слоев и совпа

дают с приведенными в [3].
Во второй области нагрузки нет, соответствующая функция Хевисайда в (1) 

обращается в ноль, опирание присутствует и функция Хевисайда в (2) обращается 
в единицу.

Рещение системы (12) (индекс«2» внизу) следует из (9), при q = 6: 

w^(.x)гC„e^^■+C^e-^'•+C„e^^+C„e-^^+C,,e^^+C,,e-^^,
H'2(x)=C,2̂ fl,e ' —CjjflQifi ' +СззД|2£  ̂ —C.jiiije  ̂ ч-СззДіз̂   ̂ ~ ^бг^із  ̂ ’ ’

(x)=C,202ie '̂'' -С2202,е“ *̂ +Сз2а22в '̂' -С'42̂ 22̂ '^’'' +Q2«23̂ ^*'' ~

~^62^23  ̂ ^ 2 ^ + ^ 2 ’ (^І)

где Сі2, ..., С92 -  новые константы интегрирования.
Теперь рассмотрим систему уравнений (8) в области III -  без опирания на 

основание и без нагрузки. Здесь обе функции Хевисайда равны нулю. Система (8) 
здесь принимает вид

+«б'Ті,хх -«7>^.=х«=-/>. 
+«24^1.« -«3>^Рх« -«5¥ і=0 , 

7̂*̂ 1’хи ■'■̂ зМ̂Рх» ”"^4^1’хххх~̂  • ( 12)

Искомые перемещения в этой области (индекс «3») будут [1]:

/ j



¥з =C23sh(p2^)+Q3ch(p2^)-|r (^^+<^13 )»
Рз

w^(x)=- 1 а ,2 C „ch(P ,x)+C 3,sh(P ,x)-:^ f i  ^
-ЯХ+С,з X

^22 - Рг L Р2U  ;

н— х^ +Cj3X+Cg3,

л
Щ0̂ ')~Уз2 ^23^ (̂Р2' )̂"^^33^^ (̂Р2 )̂ Q 3 о2

V Рг У
+

2 а
CjjX +С,^х+С(УЗ' 'S 3  • (13)

22

(14)

Объединяя (10), (11), (13) получим искомое решение краевой задачи:
\|/(х)=\|/, (х)+(\|/2 (х)-\|/, (х))Я(х-а)+(х|/з (х)-уз (х))Щх-х„), 

и ( х ) = щ (jc)+ (m2 ( х ) - щ (х ) ) Н ( х - а ) + ( щ ( x ) - u ^ (х ) )Н (х -х ^ ^ ) , 

и'(л:)=Н', (х)+(>^2(х)-и'з(х))Я(л:-Хо)+(>Уз(х)-н'2(х))Я(л:-Хо).
Константы интегрирования Сц, ... , Сп, Си, , С9 1 , С13, ... , С%з определяются из 
восьми граничных условий на торцах стержня и дополнительных 16 условий равенства 
перемещений и их производных в точках нерегулярностих-а ,х= хо  (Сп= Сп = 0).

8. (м„Лх)-М2,Л^))Ц=0
9. (х = о, ц/, =0)

1. (V 2W -^ iW )L ,= 0

2- (V2>xW-H^p ,W >L_=0

3- {y2.x.W-Vl.x.W>L^=0

4. (^і(х)-Й2(х))Ц=0

5. {w,„ ( ^ ) - w'2..W>L_=0

6. (>^1,«(х)-И2,^(х))Ц=0

7. (мі(х)-М2(х))Ц=0

10. (х = 0: Mj=0)
11. (x = 0: w,=0)
12. (x = 0: Wj,^=0)
13. (x = /: Ц>2=0)
14. (x = /: ^2=^)
15. (x = /: >^2=0)
16. (x = /: >^2,^=0)

Численные результаты
При численной реализации решений (14), (10)-(13) принималась жесткая 

заделка торцов стержня; интенсивность нагрузки qo==2 МПа; пакет материалов 
слоев Д16Т-фторопласт-Д16Т; относительные толщины слоев hi = 0,02, hj = 0,02, 
hi = 0,09; модули упругости материалов (МПа): Gi = G2 = 0,267 • 10̂ ; G3 = 90; 
Яі =Я2 = 0,8- 10 ;̂Яз = 4700.

Рис. 2 показывает изменение прогиба 
вдоль оси при нагрузке распределенной 
по всей поверхности стержня (а = Г): 1 -  
к = 0; 2 -  опирание всего стержня; 3 -  
оперта левая половина нижнего слоя 
(к =100 МПа/м). С увеличением об
ласти опирания перемещения умень
шаются, полное опирание приводит к 
уменьшения прогиба на 24 %, частич
ное -  на 10 %.

Рис. 2. П роги б  т рехслойного ст ерж ня при  
непреры вной нагрузке

74



величина прогибов 3 увеличена в 100 раз 
Рис. 3. П рогибы  (х =  0,5) в зависим ост и  

от длины инт ервала нагрузки  а

На рис. 3 приведены графики измене
ния прогиба по середине стержня 
(х = 0,5) в зависимости от длины ин
тервала нагрузки а (Ь = 0) при различ
ных жесткостях упругого основания. 
Линейное увеличение интервала на
грузки вызывает нелинейный рост про
гибов. При переходе от основания ма
лой жесткости к средней (от 1 к 2) про
гиб уменьшается на 30 %. Если осно
вание высокой жесткости 3, то макси
мальный прогиб стержня составляет 
0,23 % от первоначального прогиба (7).

Выводы
Приведенная методика и решение краевой задачи позволяют проводить ана

лиз напряженно-деформированного состояния при изгибе частично опертого 
трехслойного стержня при локальных нагрузках в зависимости от прочностных и 
геометрических параметров слоев и основания.
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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ КОНСТРУКТИВНО АНИЗОТРОПНОЙ ОБОЛОЧКИ 

ПРИ РАЗЛИЧНЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

Ван Чживэй, Босяков С.М.

Белорусский государственный университет, Минск

The a n a ly tica l so lu tion  o f  approxim ate natural frequ en cies f o r  the f r e e  vibra tion  o f  cylindrical 
shells o f  G F R P (g lass f ib e r  re in forced  p la stic )  w ith  c lam ped  bou ndary conditions at one en d  and sim ple  
su pported  boundary con ditions a t another en d  is p re sen ted  using the R ayleigh-R itz method, while the 
w inding angle varies. F requency varia tion s f o r  different vibra tion  m odes w ith  certa in  s h e ll’s  geom etrica l 
param eters are discussed. The effect o f  s h e ll’s  geom etrica l p a ra m e te rs  is a lso  in vestiga ted  on natural 
frequencies.

Введение
Одной из важнейших задач на стадии проектирования тонкостенных оболо

чечных конструкций, широко применяемых в авиационной, ракетно-космической 
технике и различных областях промьппленности, является динамический расчет. 
Необходимым элементом исследования динамики оболочек является определение 
собственных частот и форм малых колебаний, причем наибольший интерес для 
приложений представляют частоты из нижнего спектра. Использование в инже
нерной практике полимерных материалов, в частности стеклопластиков, делает 
обязательным учета анизотропии упругих свойств при исследовании низкочастот
ных колебаний оболочек. Результаты нахождения собственных частот свободных 
колебаний для ортотропных оболочек представлены в работах [1]. В то же время, 
сведения о частотах свободных колебаний в случае, когда основные направления 
упругости составляют некоторый угол с координатными линиями, практически 
отсутствуют, что обусловлено высокой сложностью соответствующих опреде
ляющих соотношений. В настоящей работе представлены результаты определения 
собственных частот свободных колебаний цилиндрических оболочек из ориенти
рованного стеклопластика на основании метода Рэлея -  Ритца для случая шар
нирного опирания двух концов оболочки, а также при граничных условиях, соот
ветствующих заделке одного конца и шарнирному опиранию другого конца обо
лочки.

Уравнение частот
В случае заделки на одном конце и шарнирного опирания другого конца 

оболочки имеем граничные условия

и =v = w = —  = 0 п р и а  = 0,
да (1)

v = w = Mj, =7Vjj=0 при а  = ///?.
Для защемленной двумя концами оболочки граничные условия сформулиру

ем следующим образом;
dwu = v = w = —  = 0 .при а  = 0 и a  = ///f, 
да

(2)

где W, V и w -  перемещения срединной поверхности оболочки в продольном, ок
ружном и радиальном направлениях соответственно, / -  длина оболочки, R -  ра
диус срединной поверхности оболочки, а -  выраженное в долях радиуса средин
ной поверхности оболочки R расстояние по образующей, Мц и Мц -  внутренняя
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сила и момент.
Компоненты перемещений и, v и w, удовлетворяющие граничным условиям 

(1) и (2), а также приближенно описывающие форму изогнутой поверхности ко
леблющейся оболочки, зададим следующим образом:

и = ^^„(p(a)cos(n0)sin(to?),

v = j5^^V|/(a)sin(n0)sin(co?), (3)

w = C^„v|/(a)cos(«0)sin(co?),
Здесь n -  число волн в окружном направлении, 0 -  угловая координата в ок

ружном направлении, А^п, и -  амплитуды колебания вдоль соответст
вующих направлений, ю -  циклическая частота колебаний, t -  время, 
\|/(а) = cosh(X^i?7i a / / ) -  cos(X ^R na/l)-

-G f„(sin ti{X ^R na/l)-sin(X ^R na/iyj -  балочная функция, описывающая про

дольные колебания оболочки, ф (а) = — —̂ V (ot)’ ~ число, которое зависит
X„Rn

от числа волн вдоль образующей цилиндра и определяется граничными условия
ми на концах оболочки, -  величина, определяемая коэффициентом Хт.

Потенциальная энергия, накапливаемая всей оболочки при ее упругой де
формации, имеет следующее выражение [5]:

2 2тс I/R
и  =—R J J (iVjjS,, + N 22̂ 22 1̂2̂ 12 ^ ІіХ п  ^ 2 2 X2 2  -^ 12X12)^Oti^0 • (4)

Z 0 0
Выражения для внутренних сил и моментов имеют вид [4]

V2 V2
^ ij=  I (О у+^w,y)6? z ,M ii= -  \ [Oij + Wyz\zdz, (5)

-А/2 -Л/2
1 ~ Ą  iXl 1 + ^ 2X22 + АбХі2 ’ ^22 = ^2Хі 1 + Щ2 Х2 2  + ̂ 2вХ\2 ’

Wj2 = W21 = В^(Х\ 1 + ЩбХ22 + ̂ 6бХі2 ,
Здесь напряжения сг,у и деформации 8 -̂, , i ,  7 = 1, 2 в срединной поверхности
в соотнощениях (5) определяются следующим образом [4, 5]:

*̂11 +^2^22 +^6^12’ *̂ 22 ="^2^11 +^22^22 +-^26^12’
^12 =^6^11 +-^26^22 +^66^2’

(6)I ди I ( dv  ̂ \ ( ди dv^
Rda  R[dQ J R[d6 д а /

1 d^w 2 d^w
~ R^ да^ ’ ~ R^ д в ^ ’ ~ R^ dado '

Постоянные упругости зависят от угла (р намотки стекловолокна и опреде- 
ляютс.я следующим образом [4]:

1 Л
sin (2ф),В і^ = Ь ц  COŜ  ( ф )  4- 622 s in ^  ( ф )  +  ^66 + - b i2

\  ^
/  I \

В22 =  1 sin"̂  (ф) + ^22 cos^ (ф) + [̂ 6̂6 + 2 ̂ 2 sin  ̂(2ф),

■®12 =(^11 +^22 “ 2^ ?5б)8т“ (ф )с0 8 ^ (ф )-Ь  >̂|2̂ 3Іп '* (ф )-|-С08 '^ (ф ) ] ,



h e  =  ( ^  1 +  ^22 -  2г>12 ) s i n ^  ((p )cos^  (ф )  +  г>бб cos^  (2 ф ) , 

h e = \ [ h i  cos^  (ф )  -  s in ^  (ф ) )8 І п ( 2 ф )  -  +  ^̂ ee ) s in  (4 ф ) ,

h e  = ^(^22 sin^ (ф) -  Z>H cos^ (ф))8іп(2ф) -  ̂ (^12 + 2^бб)зіп(4ф),

где b\\, Ьгі, bn и Z>66 -  основные модули упругости ортотропного материала, ф -  
угол между основными направлениями упругости и координатными линиями 
(угол ориентации стекловолокна относительно основы стеклоткани).

Кинетическая энергия всей оболочки
,2 2̂ ч2Л

1 А/2 2п UR ̂ -2
Г  =  - рЛ  ̂ I J I

z  - М 2  о о

^ д и \  ( d v \  (
\ d t )

+
\ d t  j

+
\ d t  j

daclBdz, (7)

где p -  плотность стеклопластика, h -  толщина оболочки.
Подставим соотношения (5) и (6) в выражения (4) и (7) с учетом равенств

(3). После соответствующих преобразований будем иметь потенциальную энер
гию и кинетическую энергию всей оболочки. Подставим полученные выражения в 
следующее уравнение движения оболочки [4]

dt
дТ дТ д и  ^ -ь------= 0-

Т
Здесь зт {ш ), 8Іп(со/), 8Іп(ю/)} .

Приравняв нулю определитель, составленный из коэффициентов при пере
менных q„„ полученной системы уравнений, будем иметь следующее характери
стическое уравнение для нахождения собственных частот свободных колебаний

(8)М ( д - К = 0 ,
где М -  матрица массы, К -  матрица жесткости.

Расчет частот при жестком защемлении концов оболочки
Для нахождения параметра Хт в этом случае подставим выражения (3) в гра

ничные условия (1). После несложных преобразований будем иметь
1ап(лХ,^)-1апЬ(7гЯ,^) = 0. (9)

Из уравнения (9) получим (случай = 0, соответствующий тривиальному 
случаю нулевых перемещений не рассматриваем):

Xf„ =  m  +  l / Ą,  т =  \ ,2 ,3 , . . .  . 

cosh (тгА. )̂ -  со8(дА-̂  ) 
sinh {тіХ̂ ) -  sin )

Подставив различные значения Хт в соотношение (8), получим »1.
Расчет собственных частот на основании численного решения уравнения (8) 

с учетом решений (10) и (11) проведем для оболочки из тканевого стеклопластика, 
упругие свойства которого описываются основными константами упругости 
6,J =18.3, Z>22=25.2, b^^=3.5, bn=2.11 ГПа; плотность р = 1850 кг/м^ Геомет
рические размеры оболочки описываются постоянными /г = 1 мм, = 0.5 м, 
/ = 10 м. Зависимость собственных частот (йт„ от угла намотки стекловолокна ф 
при /и = 1, п = \,5 и при п = \,т  = 1.2 для различных мод колебаний представлены 
на рис. 1 и 2.

( 10)

(И)
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Рис. I. Зависим ост ь собст венных част от  
свободных колебаний (в„„ от у гл а  намот ки ф 

при т =  \ : 1 - п  =  I; 2  -  п = 2 ;
3 -  п =  Ъ; 4 ~ n = Ą ;  5 —п =  5

Рис. 2. Зависим ост ь собст венны х част от  
свободны х колебаний ы>„„ от угп а  нам от ки ę  

при п = 1 : 1 - т  =  1 ; 2 - т = 2

Из рис. 1 видно, что минимумы частот для различных мод колебаний соот
ветствуют различным углам намотки. В частности, минимум частот ®п и соп со
ответствует углу ф = 40°, для других мод минимум частоты достигается при 
ф » 50°. Зависимости низших собственных частот от угла намотки ф аналогичны.
При w = 1 и « = 3 получаем частоту основного тона.

Из рис. 2 видно, что зависимости частот от угла намотки аналогичны для 
двух рассмотренных мод колебаний. В то же время, при п = т = \ минимум час
тот достигается при ф = 39°, тогда как при п — \ и т = 2 наименьшее значение 
частоты соответствует углу ф = 0°. Также отметим, что минимальное значение 
собственной частоты CO3J наблюдается при ф = 90° и составляет «78 10  ̂ 1/с.
Таким образом, можно сделать вьгоод, что влияние изменения параметра т  на 
величины собственных частот свободных колебаний более существенно, чем па
раметра п .

На рис. 3 и 4 показаны зависимость частоты СО̂ j от утла намотки ф для раз
личных отношений h/R vi RH.

Рис. 3. Зависим ост ь собст венных част от  
свободных колебаний со„„ от угл а  намот ки ф 
при т =  п =  \ для различных от нош ений h/R: 

1 - h /R  = 0.001; 2  -  h/R = 0.002; 
3-h/R=0.004;4-h/R^0.O\

Puc. 4. Зависим ост ь собст венных част от  
свободны х колебаний от у гл а  намот ки ф 
при т — п =  \ для различны х отнош ений RH: 

I - R / r  1/30; 2 - R / 1 ’ 1/20;
3 - R / r  1/10
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Из рис. 3 следует, что зависимости собственных частот свободных колеба
ний от угла намотки стекловолокна имеют различный характер для различных от
ношений h !R  . Значения частот с увеличением значений отношения h !R  умень
шаются.

Как видно из рис. 4 при малых значениях отношения R ! I величины собст
венных частот свободных колебаний практически не изменяются для различных 
углов намотки стекловолокна. При увеличении значения R ! I зависимость 
03j J (ф) приобретает более сложный характер, и возрастают значения частот.

Расчет частот при жестком защемлении одного конца и шарнирном за
креплении другого конца оболочки

В этом случае параметр найдем, подставив выражения (3) в граничные 
условия (2). В результате получим

cos (яА,^) cosh ( -1  = 0.
Отсюда

= т  + 1/2,где w = l, 2,3 ,... (12)
Параметр определяется выражением (11). Так же как и в предыдущем случае, 
для различных значений А ^ , определяемых равенством (12), будем иметь » 1.

С учетом полученного решения (12) выполним расчет собственных частот на 
основании численного решения уравнения (10) для цилиндрической оболочки из 
тканевого стеклопластика (при вычислениях принимаем прежние постоянные уп
ругости и геометрические размеры оболочки). Зависимости собственных частот

от угла намотки стекловолокна ф при т  = 1, п — \,5  и п — \ ,  т — \,ЪСОтп
представлены на рис. 5 и 6 соответственно.

Рис. 5. Зависим ост ь собст венны х част от  
свободны х колебаний Ют„ от  у гл а  намот ки ср 

при т =  I: 1 - п  = 1; 2 - п  =  2;
3 - п  =  Ъ ; 4 - п = А ; 5 —п =  5

Рис. 6. Зависим ост ь собст венных частот  
свободны х качебаний от у гл а  намотки <р

при п =  \ : ] - т  =  ] ; 2 - т = 2 ;
3 - т  = 3

Из рис. 5 видно, что с увеличением угла намотки частоты COjj и C0j2 посте
пенно уліеньшаются, достигая минимума при ф » 40°. Для других мод наимень
шее значение частоты наблюдается при ф » 5 0 ° . Таким образом, минимальные 
значения частот для различных мод имеют место при различных углах намотки. 
Также заметим, что из рис. 5 следует, что частота Ю̂з является частотой основно
го тона.
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Как показывает рис. 6 , характер изменений частот аналогичен для различных 
мод. Частоты СО21 и 0031 достигают минимальных значений при углах намотки 
ф = 0° или ф = 90* .̂ Частота oOj | имеет наименьшее значение при ф = 40°. 
Сравнивая зависимости частот представленные на рисунках 5 и 6 , можно
сделать вывод, ч-го влияние изменения параметра т на изменение собственных 
частот более велико, чем изменения параметра п .

На рис. 7 и 8 показаны зависимость частоты С0 | j от угла намотки ф для раз
личных отношений hj  R и R j l .

Рис. 7. Зависим ост ь собст венны х част от  
свободных колебаний от у гл а  намот ки (р 

при т -  п -  \ для различны х отнош ений hIR:
1 - h / R  = 0.001;2 - h / R  = 0.002; 3 - h ! R =  0.004; 

4 - Ш  = 0.01

Рис. 8. Зависим ост ь собст венны х частот  
свободны х колебаний со„„ от  у гл а  намот ки ф 

при т -  п =  I для различны х от нош ений RJI: 1 
R/1 ■ 1/30; 2 - R i r  1/20;

3 - R i r  1/10; 4-/?//■ 1/4

Из рис. 7 видно, что при увеличении отношения h/R  значение угла намот
ки, соответствующее минимальному значению частоты свободных колебаний из
меняется, в частности, при /г/і? = 0 .0 0 1  и /г/і? = 0 .0 0 2  наименьшее значение COjj

наблюдается для угла ф « 40°. При дальнейшем увеличении отношении hjR

минимум частоты имеет место для ф = 0° и ф = 90°; для углов намотки близких

к 45° частота свободных колебаний приобретает наибольшие значения. Как сле
дует из рисунка 8 , при значениях Rj l  = І/ЗО и Rj l  = 1/20 угол намотки на час
тоту свободных колебаний практически не влияет; при увеличении значений от
ношения R j I наименьшие частоты наблюдаются при углах ф = 0° и ф = 90°, а

максимальная частота наблюдается для углов ф «  45°.

Заключение
Приближенный расчет собственных частот свободных колебаний нижнего 

спектра цилиндрических оболочек из стеклопластика, выполненный на основании 
метода Рэлея -  Ритца, показывает, что значения частот существенно зависят от 
угла намотки стекловолокна. Полученные результаты можно использовать при 
проектировании таких оболочек в случае жесткого защемления двух концов обо
лочки, а также жесткой заделки одного из ее концов и шарнирного опирания дру-



того конца. Также отметим, что значения собственных частот для одних и тех
же углов намотки стекловолокна, находятся в соотношении, которое соответствует
результатам натурных экспериментов и результатам, полученным для анизотроп
ных и изотропных оболочек [4].
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УДК 539.3; 531/534:57

ВЛИЯНИЕ СТРУКТУРЫ МАТЕРИАЛА 
НА ДЕФОРМАЦИОННО-ПРОЧНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

КОМПОЗИТНЫХ КАРДИОИМПЛАНТАТОВ

Хиженок В.Ф., Шилько С.В.

Институт механики металлополимерных систем им. В.А. Белого
НАН Бе.чаруси, Гомель

Введение
Повышение качества жизни и улучшение демографической ситуации в Бе

ларуси и России в значительной степени связано с лечением заболеваний сердеч
но-сосудистой' системы, как основной причины смертности и инвалидности насе
ления. Хирургическое лечение указанных заболеваний невозможно без массового 
испльзования средств протезирования. Приоритетное значение полимеров и эла
стомеров, как материалов для кардиоимплантатов, обусловлено их близостью 
биотканям сердца по химической природе и физико-механически.м свойствам. 
Возможность управления свойствами названных материалов путем направленно
го армирования делает актуальным изучение влияние структуры получаемых ани
зотропных композитов на деформационно-прочностные характеристики.

Клапанные протезы с эластичными замыкательными элементами
Для выполнения требований, предъявляемых к распространенным кардио- 

имплантатам -  искусственным клапанам сердца (ИКС), предложены различные 
конструкции клапанных протезов на основе синтетических и биологических ма
териалов [1]. Перспективны ИКС с композитными замыкательными элементами, в 
основном моделирующие морфологию и деформационные свойства природного 
прототипа (миокарда). В частности, на рис. 1, а представлен вариант конструкции 
ИКС с тремя запирающими элементами (створками), а на рис. 1, б моделируется 
фаза его открытия за счет прогиба створок. Использование эластичных биосо- 
вместимых полимерных материалов в принципе позволяет создать клапанный 
протез, эквивалентный естественному клапану сердца, но, в отличие от биологи
ческого протеза, не подверженный кальцификации [2]. Проблема заключается в 
обеспечении необходимого уровня прочностных характеристик эластичных ИКС, 
что резко сужает ограниченный (по критерию биосовместимости) перечень при
годных для изготовления кардиоимплантатов базовых полимерных материалов.

а б
Рис. I. И скусст венны й клапан сердца с эласт ичными ст воркам и (а) 
и расп ределени е изгибных перемещ ений в ст адии от крыт ия И К С  (б)
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Ниже рассмотриваются композиты на основе полиуретана (ПУ) и политет
рафторэтилена (ПТФЭ)с армирующим наполнителем в виде волокон полиэфира и 
полиамида, бионейтральность которых обеспечивалась капсуляцией в матричной 
фазе.

Определение деформационно-прочностных характеристик матричных 
материалов

Деформационно-прочностные характеристики полиуретана и политетрафто
рэтилена, допущенных для использования в кардиохирургии, определялись на 
машине Instron 5567 по ГОСТ 11262-80 (растяжение). Испытывались образцы ПУ 
в виде полосок размером 10x0,8x50 и ПТФЭ в виде лопаток толщиной 0,96 мм, 
шириной 2 мм и длиной рабочей части 10 мм. Результаты статических испытаний 
приведены на рис. 2 и в табл. 1,2.

Tensile Test

Рис. 2. Д и аграм м а  «нагрузка - перем ещ ение» образц а П У

Механические характеристики ПУ
Таблица 1

.101 x,t

i
Д л и н а  р а б о ч е й  
ч а сти  о б р а з ц а  

(mm)

С к о р о с ть
m m /m in )

М о д у л ь
у п р у го с ти

[М Ра|

М а к с .
напряж .

[М Ра]

Д е ф о р м а ц и я  
в м ом ен т  те куч .

р«)

М а кс .
н а гр у з к а

(N)

Д е ф о р м а ц и я  
при  р а з р ы в е

Р Я

Т о л щ и н а
(mm)

1 5 0 .0 0 1 00 .00 12 .30 52 .33 710 .00 418.61 7 10 .82 0 .80
г 5 0 .00 1 0 0 .0 0 11 .10 44.01 703 .33 352.11 7 03 .33 0 .80
3 5 0 .00 1 0 0 .0 0 9 .55 36 .68 666 .67 293 .46 6 67 ,02 ______ Ł M
i 5 0 .0 0 1 00 .00 10 .37 46 .90 713 .33 375 .17 7 14 .64 0 .80
fi 5 0 .0 0 1 00 .00 11 .19 48.41 710 .00 3 8 7 .2 Г 7 10 .99 0 .80

M e a n 5 0 .00 1 00 .00 10 .90 45.66 700 .67 365 .32 7 01 .36 ______ DLB0,
S .D . 0 .00 0 .00 1 ,02 5 ,05 19 .35 46 .79 19 .63 0 .00
C.V. 0 .00 0 .00 9 .40 12.81 2 .76 12.81 2 .80 0 .00

M in im u m 5 0 .0 0 1 00 .00 9 .55 36.68 666 .67 2 93 .46 6 67 .02 0 .80
M a x im u m 5 0 .00 1 00 .00 12 .30 52 .33 713 .33 418.61 7 14 .64 0 .80

R a n g ę 0 .00 0 .00 2 .75 15 .64 46 .67 ___ 125 .15 47 .62 ______ ЙЛ Д
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Таблица 2

35£HesuHS •>,TeesOTŝ *»3̂ Ssŝ i
p n  l * i W e  ГЖ 1

Механические характеристики ПТФЭ

Д л и н а  р а б о ч е й  
ч а с т и  о б р а з ц а  

(mm)

С к о р о с ть
[m m /m in;

М о о у л ь
у п р у го с т и

[M P a j

М а к с .
н зп р я ж .

(М Р а )

Д е ф о р м а ц и я  
в м о м е н т  т е к у ч . 

РКП

М а к с .
н а г р у з к а

(NJ

Д е ф о р м а ц и я  
при  р а з р ы в е

Р Я

Т о л щ и н а
(m m l

1 ____________1 0 .0 0 1 0 .0 0 3 5 7 ,7 5 3 6 .5 5 2 9 2 .8 3 6 9 .8 2 2 9 3 .4 5 0 .96
____ 2 _ 1 0 .0 0 1 0 .0 0 4 5 1 ,4 4 3 4 .3 4 2 5 9 .0 0 6 5 .5 9 2 6 0 .0 9 0 .96

3 ____________1 0 .0 0 1 0 .0 0 4 00 .74 3 2 .6 0 232 .81 6 2 .2 6 2 3 3 .2 4 0 .96
4 ____________lO P O i lO .OOj 4 7 8 .8 9 3 4 .0 8 2 5 9 .8 5 6 5 .1 0 2 6 0 .8 4 0 .96

M e a n 1 0 .0 0 1 0 .0 0 4 2 2 .2 0 3 4 .3 9 2 6 1 .1 2 6 5 .6 9 2 61 .91 ........ Л Ж
0 .00s .n . ______________Ł M 0 .00 5 3 .8 0 1 .63 2 4 .5 8 3 .1 2 2 4 .6 4

C.V. 0 .00 0 .00 1 2 .74 4 .75 9.41 4 .75 9.41 0 .00
M in im u m 1 0 .0 0 1 0 .00 3 5 7 .7 5 3 2 ,6 0 232 .81 6 2 .2 6 2 3 3 .2 4 0 .96
М ах ігш ігт і 1 0 .0 0 1 0 .0 0 4 7 8 .8 9 3 6 .5 5 2 9 2 .8 3 6 9 .8 2 2 9 3 .4 5 0 .96

R a n o e _____________ О Л И _____Ł M ___ и м  4 3 .96 _________ 60.01 ______ 60.21 ______ о л о

Видно, что указанные гемосовместимые полимеры характеризуются значи
тельными предельными деформациями, что важно для реализации больших из- 
гибных перемещений замыкательных элементов. Вместе с тем, для реализации 
более высокой прочности при малой изгибной жесткости, а также исходя из 
структуры миокарда, содержащего относительно жесткие волокна (хорды), следу
ет изучить возможности направленного армирования указанных биосовместимых 
материалов высокопрочными и высокомодульными волокнами.

Расчет упругих констант армированных материалов
Направленная укладка волокон в одной плоскостей (представляет интерес и 

более сложные, пространственные схемы армирования) описывается моделью ор- 
тотропного материала, деформационные свойства которого описываются набором 
упругих констант Е ,̂ Еу, Е:, v̂ y, Vŷ , у̂ г, Gyy, Gy,, Gxz- Расчет констант, исходя из 
объемного содержания, модуля упругости и коэффициента Пуассона матрицы и 
наполнителя, производили по формулам, приведенным, в частности, в работе [3].

Исходя из описанных выше испытаний на растяжение, задавались модули 
упругости матриц (ПУ и ПТФЭ) Е^у = 10 МПа и = 0,4 ГПа соответствен
но; коэффициенты Пуассона указанных материалов принимались равными 
\’і̂ У = 0,43 и = 0,45. Наполнителем служили волокна полиэфира и поли
амида с модулем упругости и коэффициентом Пуассона соответственно:

Е„ = 1 ГПа, = 0,46; Е^, = 2,4 ГПа, .= 0,4 [4].
Были рассмотрены варианты структуры материала (j )h c . 3), различающиеся 

по объемной доле волокон в продолъном и поперечном направлении, а также углу 
армирования.
1 -  С, = 0,2; Cj = 0; а  = о (рис. 3, а); 2 -  С, = 0; Q  = 0,2; а  = 0 (рис. 3, б);
3 -  С, =0,1; С, =0,1; а  =45° (рис. 3 ,в ) ;4 -  С, =0,1; =0,1; а  = 90° (рис. 3,г),
где С, С, -  объемные доли волокон, опиентиоованнъгх в пподолъном напоавле- 
Н И И  и поперечном направлении; а -  угол ориентации волокон.
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Рис. 3. Вариант ы армирования м ат ериала

Полученные упругие константы для композитов на основе полиуретана и 
политетрафторэтилена приведены в табл. 3, 4 соответственно.

Таблица 3
Упругие константы композита на основе ПУ в зависимости 

от способа армирования

Наименование
параметра

Вариант армирования и материал волокон
полиэфир полиамид

1 2 3 4 1 2 3 4
МПа 208 15,09 112,7 19,14 488 15,23 252,9 20,1

Еу, МПа 15,09 208 112,7 19,14 15,23 488 252,9 20,1
Е„ МПа 15,09 15,09 26,47 26,47 15,23 15,23 30,81 30,81

Gjęy., МПа 5,201 5,201 5,201 45,59 5,227 5,227 5,227 103,7
МПа 4,36 5,201 4,78 9,56 4,366 5,227 4,797 9,593
МПа 5,201 4,36 4,78 9,56 5,227 4,366 4,797 9,593

0,436 0,032 0,059 0,855 0,424 0,013 0,026 0,931

0,73 0,436 0,715 0,121 0,744 0,424 0,73 0,058

V'.z 0,436 0,73 0,715 0,121 0,424 0,744 0,73 0,058
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Таблица 4
Упругие константы композита на основе ПТФЭ в зависимости 

от способа армирования
Наименование

параметра

Вариант армирования и материал волокон
полиэфир полиамид

1 2 3 4 1 2 3 4
МПа 520 466,1 493,4 474,3 800 524,4 666,5 542,4
МПа 466,1 520 493,4 474,3 524,4 800 666,5 542,4

Е.̂  МПа 466,1 466,1 467,3 467,3 524,4 524,4 545,4 545,4
Gjxy, МПа 163,6 163,6 163,6 172,6 184,5 184,5 184,5 243,9
Gyj, хМПа 156,6 163,6 160,1 320,2 165,7 184,5 175,1 350,3
G„, МПа 163,6 156,6 160,1 320,2 184,5 165,7 175,1 350,3

0,452 0,405 0,427 0,256 0,44 0,288 0,348 0,362

0,488 0,452 0,471 0,453 0,582 0,44 0,524 0,427

0,452 0,488 0,471 0,453 0,44 0,582 0,524 0,427

Можно заметить, что даже при использовании эластомерной ПУ матрицы 
исследуемые материалы характеризуются существенно более высоким модулем 
упругости в сравнении с миокардом (на рис. 4 приведены данные, полученные 
авторами на подопытных животных (крысах) хметодом контактного индентирова- 
ния).

Рис. 4. О ценка ст ат ического м одуля уп ругост и  м иокарда в област и передних и задних ст енок
п равого  и левого  ж елудочков сердца, П а

Анализ деформационно-прочностных характеристик композитного
ИКС

Расчет напряженно-деформированного состояния запирающего элемента 
выполнялся в програмхмной среде SolidWorks (Cosmos/Works) на геометрически 
идентичной 3D модели. Задаваемые граничные условия соответствовали свобод
ному краю запирающего элемента и соединению части его контура с относитель
но жестким опорным кольцом (рис. 1а). На поверхности элемента задавалось рав
номерно распределенное давление, равное систолическому р{х)=рс\= 13,33 кПа 
(100 мм рт. ст.) в момент начала открытия клапана (рис. 5, а). Более точное рас
пределение давления р{х) может быть взято из результатов гидродинамического
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анализа, проведенного, например, в [5]. Эквивалентные напряжения определялись 
по критерию Мизеса.

Результаты расчета НДС композитного запирающего элемента постоянной 
толщины Л = 1 мм приведены на рис. 5б,в и в табл. 5. В результате проведенных 
расчетов установлено, что эквивалентные напряжения достигают максимума при 
значении угла армирования а  = 45° (рис. 5). В диапазоне 15°<а<90° зависи
мость перемещения от угла армирования близка к линейной. Оптимальной с точ
ки зрения минимума эквивалентных напряжений при требуемом изгибном пере
мещении кончика запирающего элемента (не менее 2 мм), по-видимому, является 
близкое к однонаправленному (угол ориентации волокон а = 80-90°) армирова
ние полиуретана полиэфирными волокнами. Запирающие элементы на основе 
ПТФЭ при толщине h = 1 мм являются слишком жесткими, что, очевидно, вызо
вет увеличенное гемодинамическое сопротивление при открытии ИКС. Приемле
мая эластичность запирающих элементов при заданной толшине достигается при 
использовании композитов на основе эластомера ПУ. Однако даже в этом случае 
материал имплантата имеет существенно более высокий модуль упругости в 
сравнении с биопрототипом (см. рис. 4).

Рис. І. Р асчет ная схем а запираю щ его элем ент а (а), эквивалент ны е напряж ения (б) 
и перем ещ ения изгиба (в) при максим альном  от крыт ии И К С

Таблица 5
Эквивалентные напряжения и перемещения изгиба запирающего элемента ИКС 

для двух видов матрицы и наполнителя

Матрица
Наполнитель и вариант армирования

Полиэфир Полиамид
1 2 3 4 1 2 3 4

ПУ
(7, МПа 1,14 1,59 1,09 1,44 1,18 2,24 1,17 1,65

и , мм 0,81 1,95 0,75 0,99 0,79 1,1 0,62 0,76

ПТФЭ
<7, МПа 0,95 0,94 0,95 1,11 0,96 0,94 0,95 1,1

и, мм 0,035 0,037 0,036 0,034 0,027 0,033 0,029 0,028
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а, град

а, град
б)

Рис. 6. Зависим ост ь эквивалент ных напряж ений (а) 
и перем ещ ений изгиба (б) от у гл а  арм ирования

Критическим показателем работоспособности ИКС с разрабатываемыми 
эластичными элементами является прочность последних в условиях длительной 
циклической нагрузки (не менее 10 лет функционирования протеза или 400 млн. 
срабатываний запирающих элементов) в области больших деформаций. Для про
гнозирования долговечности по данному критерию проводили расчет на уста
лость при изгибе с использованием программы КЭ анализа SolidWorks/Cosmos. В 
расчете были использованы данные по гига-усталости (усталости в области сотен 
миллионов циклов) полиуретанов (рис. 7), полученные в [2].

Оэкв, МПа

Рис. 7. Уст алост ная кривая для П У  по данны м  [2 ]
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На рис. 8 показана зона возникновения повреждений и расчетная оценка 
ресурса (число циклов до разрушения) замыкательного элемента ИКС в соответ
ствии с гипотезой линейного суммирования усталостных повреждений.

По»режд»«« 

6.204е-001 

”  5.895в-001

5.586е.001

^̂ .̂5278е-001 
^4.969е-001 

4̂.6608-001 
■^,4.3528-001 

■: 4.0438-001 

;з.735в-001 

3̂.426е-001 
3.1176.001 

@ 2.8096 -001  

■12.5006-001

т ,

а)

Срок службы (Іфікл)

4.0008-^008 

3.8018+D08 

^3.602е+008 

-"".3.4038+008 

,3.2048+008 

3.005в+008 

^ 2,806е+ 008  

2.6078+008 

2.4088+008 

2.2098+008 

2 .0108+008 

1.811в+0(й 

1 .6128+008

Рис. 8. Оценка усталостной прочности эластичного ИКС: локализация повреждений 
в замыкательном элементе (а), прогнозируемый срок службы ИКС (б).

Видно, ЧТО усталостная долговечность эластичного кардиоимплантата 
весьма высока и приближается к требуемой. Тем не менеее, существенная неод
нородность в расчетном распределении повреждений, необходимость реализации 
значительных изгибных перемещений и обеспечения равнопрочности конструк
ции с учетом гидролиза эластомера в биологически активной среде, показывает 
необходимость дальнейшей геометрической оптимизации и совершенствования 
структуры материала запирающих элементов для более близкого соответствия 
протезируемым тканям сердца.

Заключение
Направленно-армированные материалы на основе полимеров и эластомеров 

наиболее перспективны для создания кардиопротезов, эквивалентных природным 
по геометрическим и деформационным характеристикам.

Моделирование деформационных характеристик и анализ усталостной 
прочности выявил потенциальную работоспособность эластичных запирающих 
элементов искусственного клапана сердца на основе направленно-армированного 
полиуретана при условии дальнейшей геометрической и структурной оптимиза
ции с учетом гидролиза в биологически активной среде.
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РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ КОНСТРУКЦИОННЫХ ИЗДЕЛИЙ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЭЛЕМЕНТОВ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Василевич Ю.В., Неумержицкая Е.Ю., Язневич А.М., Чигарев В.А.

Белорусский национальный технический университет, Минск

The system a tic  a spec ts  o f  the p ra c tic a l use o f  s ta tis tica l m ethods w ith  the ca lcu la tion  f o r  the 
strength  o f  the p o ten tia lly  dangerous ob jects are  presen ted .

В сопротивлении материалов расчеты на прочность традиционно ведутся в 
детерминированной постановке по двум методам: метод расчета по допускаемым 
напряжениям и методу расчета по предельным состояниям (появление пластиче
ских деформаций, потеря устойчивости и др.). Расчет по предельным состояниям 
основан на сравнении максимально действующей нагрузки с предельной нагруз
кой, соответствующей предельному состоянию, определяемому потерей работо
способности или разрушением элемента конструкции.

Независимо от метода, расчет конструкции связан с тремя группами вели
чин: механическими свойствами материалов; геометрическими размерами попе
речных сечений и наличием концентраторов напряжений; величиной действую
щих нагрузок. В каждой группе величины имеют рассеяние, являются случайны
ми, что должно учитываться при оценке прочности рассчитываемого элемента 
конструкции [1-3]. Расчет по допускаемым напряжениям не учитывает фактора 
случайности величин. Считается, что свойства материалов и внешняя нагрузка 
постоянны. В действительности как нагрузка, так и свойства материалов, а следо
вательно и прочность, являются случайными величинами, определяемыми раз
личными случайными факторами. При неблагоприятных условиях напряжения в 
элементах конструкции могут превышать предел прочности, что приведет к раз
рушению или появлению трешин.

В качестве примера рассмотрим кривые распределения механических 
свойств стали 15XCHD (число случаев п = 1358) (рис. 1). По оси ординат откла
дывается относительная частота появления результата в процентах.

Рис. 1

Из рис. 1 видно, что такие механические характеристики металла, как предел 
прочности Од, предел текучести Qj , относительное удлинение 6  ̂ отличаются
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значительно даже в пределах одного листа, соответственно будет изменяться и 
несущая способность конструкции.

При расчете по предельным состояниям максимальная действующая нагруз
ка не должна превьппать предельной нагрузки. Например, при растяжении стерж
ня напряжения у пластичных материалов не должны превышать предела текуче
сти = CTj-, у хрупких материалов - предела прочности (Sjjp = . В этом случае
предельная нагрузка, определяющая несущую способность стержня будет равна 
Fpjp = а UP ■ А, где А -  площадь поперечного сечения стержня.

Испытания металлов показывают: когда у пластичных металлов напряжения 
достигают предела текучести - появляются пластические деформации, когда у 
хрупких металлов напряжения достигают предела прочности - происходит разру
шение.

Условие прочности при линейном напряженном состоянии имеет вид
а<(Тяр, (1)

где а _ максимальное напряжение в элементе конструкции; о up ~ опасное напря
жение, при котором в материале наступает предельное состояние.

Предельное напряжение (з up зависит от свойств материала и определяется в 
результате испытания материала на растяжение и сжатие. Для пластичных мате
риалов а UP принимается равным пределу текучести <3р, для хрупких материалов 
-  пределу прочности Стд. Чтобы условие (1) вьшолнялось при изменении нагруз
ки в эксплуатации при изменении свойств материала в Сдр вводят коэффициент

безопасности п ,определяющий допускаемое напряжение с г< -^ ^  = [а],где п -
п

коэффициент безопасности; [<т] -  допускаемое напряжение.
Введение коэффициента безопасности связано с разбросом механических 

характеристик материала, со случайным характером внешних нагрузок, с неточ
ностью размеров и формы деталей и т.д. Чем больше значение коэффициента 
безопасности, тем надежнее будет конструкция ,но при этом она будет более тя
желой и более дорогой.

При назначении коэффициента безопасности учитывается опыт эксплуата
ции аналогичных конструкций, качества материала, проектируемая долговеч
ность и значимость, уровень развития технологии изготовления, точность задания 
внешних нагрузок и т.д. На основе обобщения накопленного опыта, с учетом 
влияющих факторов разрабатываются нормативные значения коэффициентов 
безопасности для различньк отраслей машиностроения и даже для отдельных 
машин и деталей, что приводит к значительному разбросу коэффициента безопас
ности даже при расчете однотипных объектов разными организациями. Дать ар
гументированное объяснение различию коэффициента безопасности невозможно, 
поэтому исполъзование коэффициента безопасности в расчетах связано с опреде
ленной величиной неопределенности.

Научно обоснованные величины коэффициентов безопасности могут быть 
установлены только на основе точного знания вероятностных характеристик дей
ствующих нагрузок и прочностных характеристик материала элементов конст
рукций.

Трудность определения несущей способности элемента конструкции состоит 
в том, что механические характеристики материала, геометрические размеры эле
мента и действующие нагрузки являются случайными величинами.
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Для представленных на рис. 2 распределений рабочих <т и предельных 
напряжений определим коэффициент безопасности как отношение математиче
ских ожиданий Аи_ и П̂Р

П  =  -

т, (2)
^̂ПР

где и -  соответственно значения математических ожиданий рабочих и
предельных напряжений. Из формулы (2) следует, что при одном и том же значе
нии коэффициента безопасности вероятность разрушения элемента конструкции 
будет различной в зависимости от параметров распределения.

Рис. 2

В случае а, так как кривые плотности вероятности / ( а )  и / (а ^ ^ )  не пере
секаются, то вероятность разрушения элемента конструкции практически исклю
чена.

В случае б) кривые плотности вероятности пересекаются, образуя области, в 
которых возможны разрушения (на рис. 2, б заштрихованы).

00 Сто

«1 = \f{p)dc5, ©2 = \fi^n p )d ^n p  •
о

Получить приближенную оценку для вероятности разрушения можно, при
няв за исходную координату точку пересечения кривых распределения. Вероят
ность, что одновременно произойдут события а  > G q  и  (Уцр <<̂ о будет равна



произведению площадей coj и сс>2 (рис. 2, б), дающих для искомой вероятности 
оценку снизу

Р(о-> ćTo, ад/, < Go) < СО1Ю2.
где со, СО2 -  вероятность разрушения, при любом значении

^0 ~ ^дро ■ (3)
Вероятность того, что одновременно событие (У <<Jq,Gjjp >Oq не произой

дут, будет равна
1-(1-со,)-(1-со2) = (о,-Кй2-со, (О2. (4)

Формула (4) дает для искомой вероятности оценку сверху.
Двусторонняя оценка вероятности событрія а > а^р, согласно формул (3) и

(4), будет находиться в пределах
со,-1-СО2-со,-С02 > / ’(су >a^p)>co,-coj. (5)

Таким образом, чтобы определить вероятность разрушения элемента конст
рукции требуется знать параметры плотностей распределения вероятностей, дей- 
ствуюших 0 и предельных cŷ jp напряжений, а при назначении коэффициента 
безопасности необходимо учитьшать разброс прочностных характеристик мате
риала, действующих нагрузок и размеров элементов конструкции.

Путь распределения су и о jjp подчиняются нормальному закону

f ( o )  =

f i ^ n p )  -

1
s ^ - 4 ^  

1

exp

<̂ЛР
exp

2- s i

(0^p-w _ Ў

2-S.

(6)

(7)

где и S^^^ — средние квадратические отклонения напряжений .Так как величи
ны (J и (Трр независимы, то вероятность того, что действующие напряжения пре
высят предельный уровень будет:

Р (0> алр) = 1/(сТяр)-| ]f{^)do\d<ynp. (8)
о J

Надежность (вероятность безотказной работы) конструкции, равна
Я  = 1 -  Р{<у >- ^пр). 

Подставляя (6), (7) в (8) получим
(9)

( 10)

Опуская довольно сложные ппеобпазования Люпмулы ПОУ ппивелем конеч- 
ное выражение для вероятности безотказной работы элемента конструкции

п̂р ^
1 1н  = \
2 о

2 Ф ,



где s , J + s l ;  p =

Сравним надежность (вероятность безотказной работы) и коэффициент 
безопасности, являющийся в машиностроении мерой прочностной надежности.

Определим коэффициент безопасности как отношение средних значений 
предельных и действующих напряжений

п = - ^  
а
П Р

Подставляя (6) и (7) в (9), учитывая (11) после преобразований получим

2
1 + Ф(

(п-1)
о

_  1
\ + ф

2 '
J V

(« -!)
2 2 - U2 у

(П)

( 12)
-/2(0,^ +«

коэффициенты вариации действующих и предельных■5агде Uj = ^ ; 0 2 = —
0 0

напряжений для материала элемента конструкции.
Уравнение (12) показывает, что при одном и том же коэффициенте безопас

ности в зависимости от коэффициентов вариации напряжений, имеют место раз
личные значения вероятности разрушения, т.е. получаем различные оценки на
дежности конструкции. Следовательно, учет рассеяния, изменчивости характери
стик материала и внешних нагрузок позволяет создавать конструкции, имеюшие 
большую надежность и ресурс.

Рассмотрим на примере растянутого стержня влияние среднего квадратиче
ского отклонения при постоянном среднем значении, на вероятность разрушения.

Прочность стержня определяется размером поперечного сечения и свойст
вом металла, которые в общем случае имеют рассеяние F = (у  ̂■ А,  
где 0 д -  предел прочности; А -  площадь поперечного сечения.

__ Л
Пусть среднее значение предела прочности равно = 45000— 5-, а среднее

см'^
значение площади Л = 1,5 см^.

Среднее значение силы будет F = <jg-A =45000-1.5 = 67500Н .
Примем, что при рассеянии 0  ̂ и А величина силы F  остается постоянной. 
Положим, что в первом варианте средние квадратические отклонения были

Н .  .22500- ; 5 , =0,015см .
см

Соответственно дисперсии равны

Д . =6.25-10^ J4
VcM^;

Д^=2.25-10“"см '

Так как случайные величины 0  ̂ и А независимы,то дисперсия Др  опреде
ляется выражением

Др = Д а ' Д а +^  Да-
Подставляя числовые значения, получим
Д^=6.25 • 10̂  • 2.25 ■10'^ + 45000^ • 2.25 • 2.25 • 10"'+1.5^ - 6.25 ■ 10^=145195 • 10̂  Н. 
Среднее квадратическое отклонение силы Sp = л]Др =Vl45195-10^ = 381ОЯ.
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Коэффициент вариации и^ -  0.056.
^ F 67500

Кривая распределения плотности вероятности f^{F) представлена на рис. 3.

Во втором варианте средние квадратические отклонения

Д ^ ; =0,04cм^5^ =4000-
см

Соответственно дисперсии будут = 16 • 10‘
VCM ;̂

=16-10"^ см^

2 2Дисперсия силы равна =392656-10 Н .
Среднее квадратическое отклонение силы Sp = 6266 Н.

Коэффициент вариации U/r = 6266 = 0.093.
67500

Коэффициент вариации во втором варианте увеличился на 66 %.
Кривая распределения плотности вероятности f j  (F) представлена также на 

рис. 3 (пунктиром).
Из рисунка следует, что если -предельная нагрузка, соответствующая 

предельному состоянию, то кривая плотности распределения вероятности /j  (F) с 
ней не пересекается и разрушение невозможны. С увеличением рассеяния увели
чивается правая ветвь кривой плотности распределения /2 (F ) , которая пересека
ет F„p, создавая вероятность разрушения, пропорциональную заштрихованной 
площади.

Следовательно, увеличение рассеяние при постоянном среднем значении си
лы F , приводит к увеличению вероятности разрушения стержня. Аналогично 
можно показать влияние концентрации напряжений на вероятность разрушения 
элемента конструкции.
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СЕНСОРНАЯ МИКРОСИСТЕМА СВЕТОЦВЕТОВОГО КОНТРОЛЯ 
ПОЧВЫ: СХЕМОТЕХНИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ

Килешко В.М., Гулай А.В., Гулай В.А., Полынкова Е.В.

Белорусский национальный технический университет, Минск

П редст авлены  разр а б о т а н н ы е схемот ехнические реш ения элект ронно-опт ического м одуля  
для свет оцвет ового конт роля почвы в т ехнологии т очного земледелия. Вы полнен анализ ст рук
туры целей сен сорн ого  конт роля в т очном земледелии, а  т акж е ф ункциональное назначение ос
новных ком понент ов сенсорной  м икросист ем ы  для реализации  целей конт роля почвы. П риведены  
элект рические схемы сенсорны х м одулей  со  ст абилизацией инт енсивност и, а  т акж е с импульс
ной м одуляцией опт ического излучения. О писана интеллектуальная сенсорная м и кросист ем а на 
свет одиодных драй верах  с  реализаци ей  ф ункций сам ореф лексии  и алгорит м  ее функционирования. 
П роанализирован опыт  применения созданной  сенсорной  м и кросист еи ы  при лаборат орн ы х иссле
дованиях и полевых испыт аниях предлож енного сп особ а  свет оц вет ового  конт роля почвы. П ока
зано из-ченение коэф ф ициент а яркост и почвы в различны х диапазонах опт ического спект ра в 
зависимости от содерж ания в ней органических вещ ест в.

Один из наиболее продуктивных методов реализация технологий точного 
земледелия основан на получении и использовании достоверной информации о 
качестве почвы в каждой точке обрабатываемого сельскохозяйственного поля. 
Эффективным инструментом исследования свойств почвы и изменений, которые 
происходят в ней под влиянием человеческой деятельности, является контроль 
цветовых характеристик, которые наиболее полно и объективно определяются 
спектрами отражения. С учетом этого разработан светоцветовой метод контроля 
почвы в режиме реального времени по ее спектральной отражательной способно
сти [1, 2]. Сущность разработанного метода заключается в формировании инфор
мационного образа в виде сочетания оптических параметров почвы и определении 
на его основе характеристик качества, в частности, концентрации в почве органи
ческих веществ. Для реализации данного метода создан ряд электронно
оптических модулей сенсорной микросистемы контроля почвы, схемотехнические 
решения и отличительные особенности которых представлены в настоящей рабо
те.

Структурно-функциональное представление сенсорного контроля 
в технологии точного земледелия

Структура целей сенсорного контроля в точном земледелии
Значимость проблемы проектирования специальных сенсорных систем для 

контроля почвы определяется тем, что подходы, положенные в основу создания 
таких систем, оказывают существенное влияние на формирование структуры це
лей, достигаемых в технологии точного земледелия. Структуру целей на разных 
уровнях планирования и организации сельскохозяйственного производства (ус
ловно приняты оперативный, тактический, стратегический уровни) определим, 
отталкиваясь от интеллектного процесса формирования динамического многопа- 
раметрового информационного образа (комплексного, обобщенного параметра) 
почвы как одного из центральных вопросов реализации технологии точного зем
леделия. Построение структуры целей на основе формирования информационного 
образа почвы с обобщением его к параметру плодородия почвы поясняется схе
мой на рис. 1.
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Рис. L  С т рукт ура целей на р а зн ы х  уровн ях  реализации  т ехнологии т очного земледелия

На оперативном уровне (7) контролируемые параметры почвы используются 
для создания прогнозной модели урожая, на основе которой интеллектуальная 
технологическая система реализует модель конкретной операции аграрного про
изводства. На этой технологической стадии получение информационного сенсор
ного образа почвы является определяющим в реализации идеи точного, адаптив
ного земледелия. На тактическом уровне (//) для создания электронной карты 
плодородия почвы кроме оперативной, текущей сенсорной информации о свойст
вах и состоянии почвы используются также отложенные сведения о предщест- 
вующем урожае на обрабатываемом поле, которые обобщены в виде электронной 
карты урожая предьщущего года. В данном случае текущая информация о состоя
нии почвы используется как корректирующая в уточнении электронной карты 
плодородия. На уровне определения стратегии организации сельскохозяйственно
го производства (Ш) на основе пакета электронных карт физико-химических 
свойств почвы динамический информационный сенсорный образ учитывается в 
модели эволюционных почвенных процессов параллельно со сведениями о гене
тических свойствах почвы.

Таким образом, главными целями на условно принятых технологических 
уровнях являются: на оперативном -  формирование модели конкретной аграрной 
операции интеллектуальной технологической системой; на тактическом — созда
ние электронной карты почвенного плодородия; на стратегическом — получение 
пакета электронных карт физико-химических свойств почвы. Вьщеленные уровни 
целей объединены процессом использования динамического информационного 
образа почвы, а также связаны между собой операциями формирования моделей и 
создания электронных почвенных карт. Так, пакет электронных карт физико
химических свойств почвы анализируется при создании электронной карты пло
дородия почвы, которая, в свою очередь, ложится в основу прогнозной модели 
урожая текущего года.

Функции сенсорной микросистемы контроля почвы
Контроль отражательных характеристик почвы вьшолняется с помощью на

бора светодиодов и фотоприемника, а также устройства обработки информации
ТТЛ 0*4 /^ТЖ’ЧГ'ТТЛ ТТ /> Т> Т т я г  ТТ/> złxZXrr'<-XTT*%TTOlł ЖТТТТТ^П /ЯІТ'Т ТТЧГЯ ЛГЯ'Л я ж Т > Т/-ТЯ ХЯ ТТЯЯ у-\ т т  г л ^ я т я т  т т  т я  гv ^ ir i ix ic u i  і э т л ^ Д с І  v p w x v x ip n w iv i rL n iv a .  w j p a . v a i m j c > a . v i v / i  iv ix iiv p v i ip u i i ,v \ rv % jp x ii5 i iv i

устройством, формирующим сенсорный информационный образ почвы. Мобиль
ная интеллектуальная система технологического уровня оснащается аппаратурой 
спутниковой навигации, что позволяет осуществлять пространственную привязку 
результатов мониторинга почвы и использовать результаты контроля для созда
ния высокоточных электронных почвенных карт. Сенсорная система светоцвето-
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вого контроля может оснащаться подсистемой оценки других физических пара
метров почвы, например, блоком измерения ее температуры.

I G P S -приемник

Блок формирования 
оптических импульсов

j Блок регистрации и ^ 
р ч  I координатной привязки|

' п

Ж
)<=

Блок приема 
отраженных импульсов

Блок интерфейса 
RS-232

Источник вторичных 
напряжений

cynpi
и обработки данных

Рис. 2. С т рукт урно-ф ункциональная схем а сенсорного  м одуля  
для свет оцвет ового контроля почвы

При создании сенсорных систем для контроля отражательных свойств почвы 
учитывается антропоморфный характер метода оценки ее качества по цвету, ко
торая выполняется визуально на протяжении многих веков. Поэтому в соответст
вии с разработанным способом измерение параметров отражения почвы произво
дится на тех длинах волн видимого диапазона, которые соответствуют опреде
ленному чистому цвету. С этой точки зрения выбираются следующие спектраль
ные точки сенсорного контроля: фиолетовый свет (400 нм), синий (470 нм), зеле
ный (520 нм), желтый (590 нм), оранжевый (610 нм), красный (630 нм); дополни
тельно - инфракрасное излучение, белый свет. Количество спектральных точек 
контроля п связано с масщтабом неоднородности q параметра отражения почвы в 
видимом оптическом диапазоне соотнощением п > c/sX/q, где с > 1 — постоянная, 

— щирина оптического диапазона. Учитьшая, что величина q трудно поддает
ся анализу и определению, разработана модификация сенсорной системы, 
в которой точки контроля не соотносятся с определенным цветом, а равномерно 
размещены вдоль спектрального диапазона. Для такого варианта сенсорной сис
темы использованы светодиоды с длиной волны излучения 405; 460; 505; 530; 
570; 620; 660 нм.

Электронно-оптический сенсорный модуль со стабилизацией интенсивности
оптического излучения

Особенности сенсорной микросистемы
Структурная схема сенсорной микросистемы состоит из следующих блоков: 

источника вторичных напряжений, схемы подключения микроконтроллера, схемы 
управления световыми импульсами, схемы обработки сигналов фотоприемника 
(рис. 3). Основной особенностью электронно-оптического блока является то, что 
питание светодиодов осуществляется стабилизированным током. Поскольку ин
тенсивность излучения светодиодов прямо пропорционально току питания, сле
довательно, стабилизация тока позволяет снизить флуктуации интенсивности из
лучения при воздействии побочных факторов и за счет этого повысить точность 
контроля показателя отражения оптического излучения от контролируемого уча
стка почвы.
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Электронно-оптический блок вьщает посредством интерфейсов RS-232 либо 
RS-485 (задается пользователем) восемь чисел в двоично-десятичном представле
нии, соответствующих коэффициентам отражения излучения по каждой из восьми 
спектральных линий. Диапазон каждого значения 0...1000. Значение О свидетель
ствует об отражении поверхностью излучения, более чем в 100 раз меньшего, не
жели от калибровочной поверхности. Значение 1000 соответствует коэффициенту 
отражения излучения исследуемой поверхностью, равному коэффициенту отра
жения от эталонной поверхности, по которой проводится калибровка электронно
оптического блока.

Конструктивно электронная часть сенсорного блока вьшолняется в виде двух 
печатных плат с размерами порядка 48x80 мм, на которых размещены отдельные 
модули сенсорной системы, электрически соединенные между собой с помощью 
разъема. Обе платы механически крепятся к металлической панели, содержащей 
светодиоды и фотоприемники. Разработанная конструкция позволяет использовать 
фотодиоды, обладающие максимальной чувствительностью в разных диапазонах 
видимого спектра. Конструкция электронно-оптического блока оптимизирована 
таким образом, что один из фотодиодов принимает отраженный от почвы свет си
него и фиолетового светодиодов, а другой фотодиод принимает отраженное излу
чение других светодиодов. Для увеличения интенсивности падающего излучения 
возможна установка двух светодиодов фиолетового цвета и двух светодиодов сине
го цвета, имеющих наименьшую излучательную способность. Использование раз
работанной конструкции позволяет выдерживать расстояние между контролируе
мой поверхностью почвы и плоскостью фотоприемников порядка 10 мм, что поло
жительно сказывается на точности контроля качества почвы.

Рабочий диапазон температур электронно-оптического блока
0...-ь30 градусов, температура хранения -20...-ь50 градусов. Электронно
оптический блок питается от стабилизированного источника питания, напряжение 
питания 4.9...5.1 В, ток потребления не превьппает 300 мА. Погрешность измере
ния электронно-оптического блока по каждой спектральной линии не более 1%. 
Длина линии передачи информации не должна превышать: 10 метров при исполь
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зовании интерфейса RS-232, 1000 метров— при использовании интерфейса RS- 
485.

Источник вторичных напряжений предназначен для генерации напряже
ния питания всех блоков сенсорной системы. На вход источника подается напря
жение питания (VCC) +5 В. Преобразователь напряжения дает на линии VDD на
пряжение, необходимое для питания схемы управления световыми импульсами; 
ток источника 60 мА. На микросхеме LE66CD собран источник напряжения 
AVDD, необходимый для питания аналоговой части микроконтроллера и схемы 
обработки импульсов фотоприемника. Напряжение AVDD равно 5,5 В, его откло
нение от нормального значения не превышает 1%.

Микроконтроллер ADuC812 управляет работой электронно-оптического 
блока, проводит логические и математические операции над полученными ре
зультатами, осуществляет информационный обмен с устройством регистрации и 
координатной привязки. Микроконтроллер может находиться в трех режимах ра
боты; программирования, калибровки, снятия и передачи данных.

Схема управления импульсами светодиодов осуществляет регулирование 
тока, протекающего через каждый светодиод. Ток через светодиод прямо пропор
ционален напряжению ЦАП микроконтроллера DAC1. Диапазон регулирования 
тока 0...40мА. При напряжении DAC1, равном 1 В, ток через светодиод состав
ляет 20 мА; для увеличения тока до 40 мА напряжение DАС 1 должно составлять 
2 В. Последовательность включения светодиодов определяется состоянием выхо
дов микроконтроллера А1... А8.

Схема обработки сигналов осуществляет линейное преобразование мощ
ности светового потока, поступающего на фотоприемник, в напряжение воспри
нимаемого диапазона АЦП микроконтроллера. Коэффициент преобразования оп
ределяет ЦАП микроконтроллера DAC0.

Блок интерфейсов. Обмен информацией с электронно-оптическим блоком 
происходит посредством интерфейсов RS-232 либо RS-485. Интерфейс RS-485 
организован на микросхеме МАХ485. Интерфейс RS-232 реализован непосредст
венно на управляющем микроконтроллере.

Алгоритм работы. Режим калибровки выполняется после поступления ко
манды на калибровку от блока регистрации и координатной привязки (код 33h). В 
режиме снятия и передачи данных, после подачи напряжения питания на прибор, 
микроконтроллер инициализируется и переходит в ждущий режим, необходимый 
для завершения переходных процессов. Продолжительность данного режима 
100 мс. При этом напряжение на двух ЦАП микроконтроллера равно нулю, все 
цифровые выходы находятся в состоянии логического нуля. После завершения 
режима микроконтроллер устанавливает на выходе DAC1 напряжение, опреде
ляющее ток через светодиод DS1, на выходе DAC0 — напряжение, определяющее 
коэффициент преобразования схемы обработки сигналов фотоприемника. Микро
контроллер находится в указанном состоянии 5 мс, после чего устанавливает ло
гическую единицу на выводе А1 (включение светодиода DS2), а затем АЦП мик
роконтроллера начинает оцифровку напряжения на выводе ADC0. Получаемые 
данные заносятся в память микроконтроллера.

После завершения шестнадцати циклов оцифровки, микроконтроллер пере
водит вывод А1 в состояние логического нуля, усредняет 16 полученных данных, 
результат заносит в память. На выходе DAC1 устанавливает напряжение, опреде
ляющее ток через светодиод DS2, на выходе DAC0 - напряжение, определяющее 
коэффициент преобразования схемы обработки сигналов фотоприемника при го
рении DS2, и устанавливает логическую единицу на выходе А2 (включение све



тодиода DS2). Через заданный промежуток времени начинается оцифровка сигна
ла ADC0. В дальнейшем цикл повторяется для остальных светодиодов. В резуль
тате, после выключения восьмого светодиода, в памяти микроконтроллера запи
саны восемь усредненных значений АЦП. Затем цикл контроля возобновляется с 
первого светодиода. Восемь чисел, получаемых после включения всех светодио
дов, сохраняются в буфере памяти микроконтроллера. В буфере хранятся данные 
четырех последних циклов контроля; после завершения пятого цикла данные пер
вого цикла удаляются и заполняются данными, полученными во втором цикле. 
При получении запроса от блока регистрации и координатной привязки (код AAh) 
микроконтроллер доводит текущий цикл до конца, начинает новый цикл и во 
время ожидания перед включением первого светодиода усредняет данные, хра
нящиеся в буфере за четыре цикла, и отсылает их в блок регистрации и коорди
натной привязки, сделавший запрос.

Сенсорная микросистема с модуляцией оптических сигналов 
и контролем температуры почвы

Подключение микроконвертора
В схеме использован микроконвертор— специальный гибридный микро

контроллер, предназначенный для выполнения аналого-цифровых и цифро- 
аналоговых преобразований с высокой степенью точности (рис. 4). Для устране
ния фоновых шумов в составе оптического сигнала, которые отрицательно влия
ют на точность контроля, в сенсорной системе используется модуляция излучения 
светодиодов и последующее детектирование принимаемых оптических сигналов. 
Сигнал модулируется с помощью генератора, выполненного на микросхеме 
74НС00, частота настройки которого равна 100 кГц. Таким образом, с микрокон
троллера снята функция генератора (как неосновная функция в работе сенсорной 
системы), он лищь выполняет включение генератора сигналом логической едини
цы на выводе GEN_ON/OFF.

Выводы ADC0 и ADC1 используются для подачи на АЦП сигналов фото
приемника и сенсора температуры. Выводы DAC0 и DAC1 являются выходами 
ЦАП и предназначены для регулирования амплитуды оптических импульсов на 
светодиодах и управления коэффициентом усиления системы обработки сигналов 
фотоприемника. Выводы D1...11 служат для включения определенного светодио
да. Выводы RxD и TxD являются линиями связи с управляющим микроконтрол
лером, С их помощью подютючается также микроконвертор к микросхемам пре
образования интерфейсов RS-422 и RS-232C (СОМ порт компьютера). С исполь
зованием вывода RE/DE при необходимости включается интерфейс RS-422. Для 
получения вторичных напряжений питания применяется микросхема 78L05 -  ста
билизатор постоянного напряжения 5 В.

Модуль интерфейсов
Микросхема МАХ489 преобразует TTL уровни интерфейса RS-232 в диффе

ренциальные сигналы интерфейса RS-422. Микросхема МАХ3232 служит для со
гласования устройства при его подключении к СОМ порту компьютера. Линия 
RE/DE разрещает передачу данных по интерфейсу RS-422.

Схема генерации оптических импульсов
Импульсы частотой 100 кГц с выхода генератора на микросхеме 74НС00 по

сле усиления поступают на вход модуля светодиодов. Ток, проходящий через све-



то диод, создает падение напряжения на резисторе RP1, которое усиливается с по
мощью операционного усилителя U ЮЗА с коэффициентом усиления, равным 5. 
Операционный усилитель U103 В работает в режиме компаратора, на инверти
рующий вход которого подается напряжение с цифро-аналогового преобразовате
ля микроконвертора. Когда уровень напряжения на неинвертирующем входе мик
роконвертора превышает уровень напряжения ЦАП, открывается транзистор Q18, 
коммутирующий выход генератора на землю. Таким образом, ток, протекающий 
через светодиод, определяется напряжением ЦАП, то есть управляется микрокон
вертором; диапазон регулирования тока составляет 5-35 мА.

Схема обработки сигналов фотоприемника
Фотодиод работает в режиме источника тока, при этом его выходной ток 

создает падение напряжения на резисторе R22. Это напряжение усиливается с по
мощью операционного усилителя U104В (коэффициент усиления равен 10). Да
лее, для вьщеления переменной составляющей сигнала используется конденсатор 
С14, а для его усиления— U104A с коэффициентом усиления 100. Детектирова
ние сигнала производится с помощью цепочки D2-C17.

Схема подключения светодиодов
Модуль светоизлучающих элементов состоит из восьми пар светодиодов, 

коммутируемых транзисторами Q46-Q61. На эмиттеры транзисторов подаются 
сигналы с выхода системы управления импульсами светодиодов, а порядок рабо
ты светодиодов определяется микроконвертором.

Блок контроля температуры
Контроль температуры выполняется с использованием микроконтроллера 

PIC16F688T. Источник питания данного блока собран на основе стабилизатора 
напряжения 78L05, а для реализации функций интерфейса использована микро
схема МАХ489. Такое схемотехническое построение блока контроля температуры 
позволяет выполнять его в виде автономного конструктивного модуля в сенсор
ной системе мониторинга почвы.

Алгоритм работы сенсорного модуля
При подаче напряжения питания на сенсорный модуль микроконвертор 

инициализируется и входит в режим снятия данных. Далее при поступлении на 
вход устройства управляющего кода ЗЗЬ производится цикл нормирующих изме
рений. На данном этапе выполняется контроль коэффициента яркости эталонной 
белой поверхности, при этом контроллер генерирует последовательность импуль
сов светодиодов минимальной амплитуды. С помощью аналого-цифрового преоб
разователя снимаются показания фотоприемника, и с учетом полученных данных 
микроконвертор устанавливает амплитуды сигналов светодиодов такими, чтобы 
при следующем цикле контроля амплитуда принятых детектированных сигналов 
была равна 4 В. Если указанный уровень не достигнут, производятся повторные 
циклы подгонки. Уровни нормирующих значений ЦАП заносятся в память мик
роконвертора, и устройство отсылает код о готовности.
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Â d
~ td, f c

Р1.0/А0Ш/Т7
P1.1/A£>C1/T2EX912/Aoa
P1J/AOC3P1.4/AOC4
P13/AOa/SS
fl.«/AOCS
P1.7/ADa

PS.O/KxD
P31/T*0
P3 2/INTOP3.i/INn/MIS0
РЭ.4/ТО
P3-5/CONVST
P3.6/WRP3.7/RD

О oa о 4* оIII

'41 ^ 4h'33oF 33dF
Y2

4 ) ^CS20-11.059MHZ

диодов; в —  блок инт ерф ейсов; г —  блок обработ ки сигналов; д —  ист очник вторичных напря
ж ений; е —  сист ем а управления свет одиодам и

В процессе работы управляющая система посылает запрос о проведении 
контроля, при этом сенсорный модуль производит цикл из четырех измерений. 
Полученные данные об интенсивности отраженного сигнала усредняются и запи
сываются в память микроконвертора. Затем происходит деление полученных дан
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ных на нормировочную величину отраженного от белой поверхности сигнала. В 
результате получаются значения, соответствующие шестнадцати коэффициентам 
отражения. Благодаря использованию пар светодиодов одинаковых спектров ком
пенсируется угол наклона устройства к контролируемой поверхности. Устройство 
отсылает 18 байт информации: 16 первых байт соответствуют восьми коэффици
ентам яркости почвы и два байта используются для проверки достоверности пе
редаваемой информации.

Интеллектуальная сенсорная микросистема на светодиодных драйверах 
с реализацией функций саморефлексии

Схема подключения микроконтроллера и источника вторичных напряжений 
приведена на рис. 5, а схема управления светодиодными импульсами и обработки 
сигналов фотоприемника -  на рис. 6. Представляется важным дать краткую харак
теристику основных компонентов, входящих в состав электронных блоков интел
лектуального светоцветового модуля: источника вторичных напряжений, блока 
интерфейса RS-232, схемы формирования оптических импульсов, блока приема 
отраженных световых импульсов, блока управления и обработки данных.

Отличительной особенностью данной сенсорной системы является то, что 
она реализует функции самодиагностики, например диагностики излучателей све
та, для исключения использования сигналов с выхода неисправных приборов. 
Кроме того, в состав задач, решаемых сенсорной системой введена функция само- 
коррекции — возможность коррекции светового потока, который изменяется при 
изменении температурного режима оптических излучателей. Получаемые резуль
таты сенсорного контроля сопровождаются информацией об их достоверности, 
что составляет функцию самоаттестации сенсорной системы.

Источник вторичных напряжений
Поскольку разработанный сенсорный прибор вьшолняется в мобильном 

варианте и базируется на сельскохозяйственных машинах, его питание осуществ
ляется от источника постоянного напряжения 12 В. В качестве источника опорно
го напряжения АЦП используется внутренний генератор опорного напряжения 
микроконтроллера. Для получения стабилизированного напряжения питания 
цифровых микросхем 5,0 и 3,3 В применяются линейные стабилизаторы напряже
ния LM1117IMPX-5.0 и LM1117ІМРХ-3.3 соответственно. Они характеризуются 
низким минимальным падением напряжения, высоким подавлением помех по пи
танию и высокой точностью. В соответствии со своими параметрами (максималь
ное входное напряжение 20 В; выходное напряжение для LM1117IMPX-5.0: 4,8- 
5,2 В, для LM1117IMPX-3.3: 3,168-3,432 В; нестабильность выходного напряже
ния 1 мВ) данные линейные стабилизаторы напряжения вполне применимы в 
схеме источника вторичных напряжений интеллектуальной сенсорной системы.
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Блок интерфейса RS-232
Данный блок необходим для преобразования TTL-уровней контроллера в 

уровни RS-232. В качестве преобразователя используется микросхема ST232BD, 
которая характеризуется следующими параметрами: входное напряжение прием
ника ±30 В; выходное напряжение передатчика ±7,8 В; максимальная скорость 
передачи 220 кбит/с.

Блок формирования оптических импульсов
В качестве источников монохроматического света используются суперяркие 

светодиоды LED 1-LED 8. Для управления током, протекающим через светодиоды, 
и диагностики их исправности применяется, например, микросхема MBI5171CD. 
Величина светового потока светодиодов имеет сильную зависимость от темпера
туры, поэтому используется обратная связь в виде дополнительного фотодиода, 
позволяющего контролировать световой поток светодиода и при необходимости



увеличить или уменьшить ток, проходящий через светодиод, при помощи свето
диодного драйвера MBI5171CD. Параметры данной микросхемы (8 каналов с по
стоянным током; максимальный ток через канал— 120 мА; максимальная часто
та— 25 МГц; высокая точность стабилизации тока: между каналами < 3%, между 
микросхемами < 6%) удовлетворяют требованиям, предъявляемым к компонентам 
интеллектуальной системы светоцветового контроля.
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Блок приема отраженных световых импульсов
Данный блок состоит из фотодиода и подключенной к нему микросхемы 

операционного усилителя LM833D. Операционный усилитель включен по схеме 
преобразования тока в напряжение. Указанная микросхема состоит из двух опе
рационных усилителей, один из которых используется в связке с фотодиодом, 
принимающим импульсы, излучаемые светодиодом, а второй — в связке с фото
диодом, принимающим отраженные оптические импульсы. Микросхема характе
ризуется достаточно высоким коэффициентом усиления — 110 дБ и низким уров
нем шума — 4,5 нВ.



Блок управления и обработки данных
Указанный блок содержит микроконтроллер C8051F121, который выполняет 

следующие функции: управление световыми импульсами и их коррекцию; прием 
и хранение оцифрованного значения отраженных импульсов; диагностику чувст
вительных элементов; обработку данных и формирование результатов; аттеста
цию результатов контроля; прием и передачу данных по интерфейсу RS-232.

Алгоритм функционирования интеллектуального сенсорного модуля.
После включения питания микроконтроллер приступает к инициализации, 

которая заключается в увеличении его тактовой частоты за счет использования 
встроенной системы автоподстройки. Элементом стабилизации частоты тактового 
сигнала служит кварцевый резонатор с частотой 11059200 Гц. После настройки 
генератора микроконтроллер выполняет настройку периферийных модулей, а за
тем переходит в режим ожидания новой команды. Каждые 50 мкс переполнение 
таймера запускает аналого-цифровое преобразование, по окончании которого 
микроконтроллер переходит к процедуре обработки прерывания по АЦП. Микро
контроллер записывает 16 оцифрованных значений с одного светодиода, гасит его 
и включает другой светодиод. Всего по каждой спектральной линии хранится 
64 значения.

Если микроконтроллер получает команду провести поверку модуля, он 
выполняет следующие действия:

1) включает режим поверки прибора;
2) ожидает окончания поверки;
3) усредняет полученные данные;
4) записывает результаты во Flash-память.

При получении команды определить тип почвы микроконтроллер произ
водит следующее:

1) вычисляет среднее значение коэффициента яркости на определенной спек
тральной линии;

2) определяет коэффициент вариации показателя отражения почвы;
3) среднее значение и коэффициент вариации заносит в память;
4) проводит проверку вычисления средних значений коэффициента яркости и 

коэффициентов вариации; переходит к п. 1, если вычисления не выполнены;
5) вычисляет евклидово расстояние от исследуемого значения до соответст

вующей табличной величины; устанавливает достоверность результата;
6) сравнивает величину евклидова расстояния с его минимальным значением; 

переходит к выполнению п. 8, если полученная величина больще минимального 
значения;

7) записывает номер почвенного образца и евклидово расстояние как мини
мальное;

8) проверяет на окончание чтения таблицы с параметрами почв; переходит в 
п. 5, если чтение таблицы не закончено;

9) определяет достоверность результата (при его зависимости от температу
ры);

10) записывает в буфер передатчика свой адрес, адрес получателя, тип почвы, 
достоверность результата, CRC.

Опыт применения разработанной сенсорной системы 
для светоцветового контроля почвы

Конструктивно интеллектуальная сенсорная система выполняется в виде уни
фицированного модуля, который встраивается в заглубляемый в почву механизм
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сельскохозяйственного агрегата с целью совмещения процедуры мониторинга 
почвы с проведением технологической операции. Сенсорный контроль осуществ
ляется также с помощью разработанной автономной мобильной системы в виде 
прицепного устройства к мини-трактору. Кроме того, модификацией конструкции 
интеллектуальной сенсорной системы является малогабаритное устройство для 
фермерских хозяйств и индивидуальных предпринимателей.

Лабораторные исследования
Для экспериментального исследования способа светоцветового контроля 

почвы в лабораторных условиях разработано устройство, представляющее собой 
механизм для плавного перемещения оптического сенсорного модуля над поч
венным образцом и состоящее из щагового электродвигателя, обеспечивающего 
передвижение оптического модуля по направляющим, и элементов передачи дви
жения к данному модулю (рис. 7). Управление механизмом перемещения и осу
ществление его связи с электронно-оптическим блоком производится с помощью 
микроконтроллера АТ Mega 16. Выбор щагового электродвигателя в качестве 
электропривода дискретного действия в разработанном устройстве обусловлен 
его существенными достоинствами: такой двигатель дает возможность преобра
зовывать унитарный код (последовательность импульсов) в пропорциональное 
перемещение механизма.

\lĄ 11.42 10,44 9,46 8,48 7.5 6,52 5,54 4,56 3,58 2.6

Содерж ание органических вещ еств, %

а) б)
Рис. 7. С т рукт урная схем а эксперим ент ального уст рой ст ва  для исачедования способа  

свет оцвет ового конт роля почвы (а) и зависим ост ь коэф ф ициент а яркост и почвенного образца  
от содерж ания органических вещ ест в (б): Э О Б —  элект ронно-опт ический блок;

К  —  ком пью т ер; П О  —  почвенные образцы ; Ш Д —  ш аговы й  двигат ель;
С У  —  схем а управления ш аговы м  двигат елем

Динамический светоцветовой контроль почвы с использованием данной 
многоканальной сканирующей сенсорной системы осуществляется следующим 
образом. С компьютера на сенсорный блок передается команда запуска измере
ний, сенсорный блок включает светодиоды, передает команду о начале измерений 
на схему управления шаговым двигателем и начинает съем информации. Схема 
управления шаговым двигателем после получения информации о начале измере
ний производит коммутацию обмоток двигателя в необходимом для передвиже

109



ния сенсорного блока порядке. После перемещения сенсорного блока на заданную 
величину схема управления формирует сигнал об окончании цикла измерений и 
передает его на сенсорный блок, при этом прекращается съем информации. Про
должительность процедуры динамического контроля почвенного образца состав
ляет 30 с (144 значения амплитуды 8 информационных импульсов длительностью 
по 1 о мс с временными промежутками между импульсами по 5 мс).

Почвенный образец представляет собой кювету, заполненную смесью почв с 
заранее известным содержанием органических веществ и определенной влажно
стью (~1-2%). Для подготовки почвенных образцов использовались следующие 
типы почв:

• темно-серая почва, содержащая 12,4% органических веществ и вклю
чающая сравнительно крупные частицы сложной формы, вероятнее всего органи
ческого происхождения;

• светло-желтая почва, содержащая 2,6% органических веществ, имеющая 
в своем составе как крупные частицы окрзтлой формы, так и значительное коли
чество мелких частиц.

Зависимости коэффициента яркости от положения электронно-оптического 
блока над поверхностью почвенного образца представлены на рис. 3. Наибольшие 
значения коэффициента яркости характерны для ИК-излучения, наименьшие — 
для синего света, причем все цветовые диапазоны в порядке уменьшения R распо
лагаются в следующий ряд: ИК-излучение, оранжевый и желтый свет, белый, 
красный, зеленый, синий свет. Коэффициент яркости почвы наиболее плавно уве
личивается с уменьшением содержания в ней органических веществ от 12,4% 
до 9,46 % и более резко возрастает при уменьшении этого параметра почвы 
с 9,46 % до 2,6 %. Указанная зависимость R от содержания органических веществ 
характерна для всех цветовых диапазонов оптического излучения, используемых 
в процессе диагностики почвы.

Полевые испытания
Конструкция разработанной мобильной сенсорной микросистемы для ис

пользования в качестве навесного механизма к мини-трактору показана на рис. 8. 
Электронно-оптический модуль сенсорной микросистемы соединен с блоком ре
гистрации и координатной привязки, который осуществляет запись получаемых 
результатов и географические координаты точки контроля. Здесь же представлен 
фрагмент временной последовательности данных в виде коэффициентов яркости 
почвы для разных спектральных точек видимого диапазона. Разные каналы запи
си представленных данных соответствуют измеряемым параметрам при освеще
нии почвы оптическим излучением разного цвета.
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Рис. 8. Внеш ний вид сенсорной  .микросист емы для свет оц вет ового  конт роля почвы (а) 
и ф рагм ен т  врем енной последоват ечьност и данны х с  ее  вы хода  (б)

Оснащение разработанной мультисенсорной системы средствами автомати
ческой навигации позволяет выполнять контроль параметров почвы с определен
ной периодичностью, производить привязку формируемого информационного об
раза почвы к координатам местности, заносить в память результаты контроля, а 
также долготу и широту каждой точки контроля. Механика системы дает возмож
ность выдерживать заданную величину заглубления в течение всего процесса ди
агностики почвы, то есть «копировать» поверхность почвы. Глубина контроля ре
гулируется исходя из особенностей строения профиля почвы и залегания ее гуму
сово-аккумулятивного горизонта.
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ЛОКАЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
ВЯЗКОУПРУГИХ КОНИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Ботогова М.Г.

Белорусский государственный университет, Минск

Р ассм ат ривает ся класс задач  о  свободны х колебаниях вязкоупругих конических оболочек  
средней длины. О болочки не обязат ельно являю т ся оболочками вращ ения, края оболочки в общем  
случае являю т ся не обязат ельно плоскими кривыми. М ат ериал эт ой ст ат ьи опирает ся на р е 
зульт ат ы раб от ы  [1 ], в кот орой  был предлож ен м ет од пост роения реш ения уравнений пологих 
оболочек, сосредот оченного  в окрест ност и «наиболее слабой» асимпт от ической линии.

1. Основные асимптотические формулы
Рассмотрим свободные колебания некруговой конической оболочки.На сре

динной поверхности введем ортогональную систему координат s и ср, причем ко
ординату (р на направляющей выберем таким образом, чтобы первая квадратичная

2 2 / 2  2 2 1  0 ~ 1  Оформа поверхности имела вид do = R \ds -ł-л' c/cp j. Здесь s = s R , s -  рас
стояние до вершины конуса, R — радиус срединной поверхности, ср — коорди
ната на направляющей. Считаем, что оболочка ограничена двумя краями 
5,(ф )<5 < 52(ср), 0<ф <(рі. Материал оболочки -  линейновязкоупругий с 
мгновенным модулем Юнга Е и коэффициентом Пуассона v. Для описания 
спектра колебаний может быть использована система уравнений пологих 
оболочек [1,2], записанная в безразмерной форме:

W -  \Kit-T.)W '{x)dx k U )d ^ 0  d^W  ^ 
5 ds^  ̂ dt^

ЛA = —  ̂+

s ds

1

W -  \K{t-x)W '{x)dx
( 1)

0;

ds s dę
l A

 ̂ 5 & \2R
, W' = e^R-^W*,

Ф = Ф*(е^ЕиУ, /Ир = .

Здесь 8 -  малый параметр. W*, Ф* -  нормальный прогиб и функция напряжений 
соответственно, р -  плотность материала, K { t - r )  -  функция скорости релакса
ции. Слагаемые в (1), содержащие функцию K {t-x )  будем называть «вязкими».

В качестве граничных условий на краях (ф) рассмотрим группу
шарнирного закрепления. Напряженное состояние оболочки состоит из ос
новного напряженного состояния и простого краевого эффекта вблизи кра
ев. Для построения основного напряженного состояния необходимо на ка
ждом крае удовлетворить лишь двум условиям. Для группы шарнирной 
опоры эти условия с точностью до величин порядка 8  ̂ имеют вид [1]

W' = Ф = д при ŝ  = 5,-(ф), i — \ ,  2. (2)
Представим решение системы (1) в виде
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fF' = fV(s,(p,e) exp(/Qr), Ф = F(s,%e)exp(iQt), Q = (o + ?a, (3)
где CO -  искомая частота, a  -  число, характеризующее скорость затухания
колебаний. Подставляя (3) в (1) и замечая, что
/ +00
jF ( / -  т)ехр(іОт)с/т = exp(/Q/)C, где С = f АГ(0)ехр(- /Q0)t/9 получим следую-
-00 о
щую систему уравнений:

(1 -  = О,
 ̂ (4)

^ (c p X i-c )a V  о
5 ds^

Принимая во внимание зависимость радиуса кривизны и краев оболочки 
5,(ф) от ф, мы предполагаем, что оболочка имеет «наиболее слабую» обра
зующую, вблизи которой локализуются собственные формы колебаний [1]. 
Рещение системы уравнений (4) при удалении от «наиболее слабой» обра
зующей может быть представлено в виде ВКБ-функций [1,2]:

fV -  lPj;(5,^)exp] (5)

= Q q+ 8^ ,̂ +8^Q2+•••’ ^(ф)= ^(фо)+Б^'(фо)+^-^^^^"(фо)+— (^)
+00

й=0
где w^{s,^) полиномы по ф = Фо -  «наиболее слабая» образующая, в окре
стности которой локализуются колебания, р, Ь -  неизвестные числа 
{1т р  = 0,1т Ь>0). Число р  определяет изменяемость в направлении ф, а па
раметр Ь характеризует скорость уменьщения глубины вмятины при удале
нии от нее. Функция F  ищется в виде (5). Учитывая (6),

С = 7  •)®йіе = Со + 8Q,Ci ,

где Со = I
о

-(ПпО ,

(8)

Cl = - i  \ QK{Q)e~'̂ '̂̂ '̂ dQ. 
о

Подставляя (5)-(7), предварительно исключив функцию F, учитывая (8) и 
приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 8*''̂ , получим после
довательность уравнений для определения w„(5,^), которая может быть запи
сана в виде

LqWq = О, + I,Wo =0, Zo^2 + + ^2^0 = ^ •
Здесь

V  =
(1-С р)р ‘ г  ̂ * Д ф ,Х і-С ,)  8

ds^

2 f  ; s l \  
3 (7 Z  S

V ds^
-  m Qo'Sz;

LiZ = b ^ ^ - i  
dp

DLq dz dF
dp aą 5фо

(9)

( 10)
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Z-2-̂  =
2r ^aUn 1 d^Li ^ ^ J ±  + 2b-

^2 др^ дрд(ро 2 дщ
+ - 2, 1 a Z.Q d^z Lq  ̂dz

f c -2 aą^ a;?̂  aą

dz i a u o  I ., 5U,—z — — ^ z  + QjA'z;
а/?афо а^ 2 а^асро 2 ф

аюг
z .

Граничные условия для w„ при 5, =5', (ф) получаются из (2) с учетом (5),
(7) и имеют следующий вид:

(^,4)=0, ^ ^ ~  = 0, w ^ { s ,^ )+ l^ s '^ ^ 0 , ^ ^  + ̂ s ' ^ ^  = 0. (11)
ds ds ds^ ds^

2. Краевая задача в нулевом приближении
Рассмотрим краевую задачу (12) в нулевом приближении

(1- C q) / wo  ̂ А:^(фоХі-Ср) а  ̂  ̂ 1 d^w, ^
ds^ ds^

■mQlswo=0; (12)

w
ds^

= 0 при =5і(ф).

Здесь

Cg = B q - iA q , Wg + B q =  I ^(0)e““® cos((co,
+00

^g = J ^(0)e“®® Sin(cOg0)j0 , Qg=COg+/ag.
O

Отделяя вещественную и мнимую части в уравнении (12), получим следую
щую систему уравнений:

t4< P oX i-.B o) Г , а Ч ‘П ^ ^ (ф оК
(  a 2 j2 )4  

„3 Wq

р '  дв^ Г  5 /  , р ^  d s '
^ 0

1 J

О Bq)p  Щд—  AqP Wg----^Д^2 _^2^^,(1) ^ 2WpagC0g^4^  ̂= о,

+

+

(13)

t^(cp„Xi-So)a' ^  д2 (2)47 а ^ '
ds^ ds^

+ ^^(ф оК  \
р"̂  ds^ ds'

-ь

-I- (1 Во)р Wq _ ̂  Ą p _ ^ —  mp(o)g - t t g - 2 m p a g C 0 g = q.

(1) - J 2) _ d ^ _ d ^
wó -  wó = ds^ ds^

0 . (14)

Заметим, что для рассматриваемого варианта граничньк условий имеет ме
сто равенство

S2

. " ds'

f  д2 (2)41 а w v '
d s '

d s  =
а^Й' ds'

ds - П5)

1 1 л
1 х-г



Умножая первое из уравнений (13) на второе -  на складывая и
интегрируя по отрезку получим следующее выражение:

тр Й - а р )
1-5п

= Z . (16)

Если же умножить первое уравнение (13) на - а второе на сложить„(О

их и проинтегрировать, то получим, что
2%ао®о = Z. (17)

где

7 _^Ч^о)
1 - S(О

ds^ ds^
+ w,(2 ) . 5 Ч П

ds^
ds + p^

|5[(w?)4(wP)']c/5

Из (16) и (17) следует, что
2аоСОо _ (юд ttg )

А) 1 -В ,
Учитывая (18), уравнения (13) можно переписать в виде

^ Ч^ о)  Г „3 2гПра^со^ (D _-  г------------ -----
И ds^

кЧ^Ро) 3^

ds^

7̂  ds'̂ ds^

+ -

+
2т^аР Щ І Л д Ю д  ^2) „

-------- 5WA ’ = 0.
Л

(18)

(19)

Отсюда, с учетом граничных условий следует, что, во-первых = M w f\  
где М - произвольная константа; во-вторых

(20)
2адС0д _ 2

0̂
где cOg -  собственная частота колебаний соответствующей упругой конической 
оболочки.
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УДАРНОЕ НАГРУЖЕНИЕ СТУПЕНЧАТОГО СТЕРЖНЯ 
ИЗ РЕОНОМНОГО МАТЕРИАЛА

Холодарь Б.Г.

Брестский государственный технический университет, Брест

C on sidered  is the developm en t in tim e o f  s tresses an d  stra ins in the s tra igh t ro d  o f  tw o different 
cross-sec tion al a reas a n d  a r ig id  m ass (M  >  0) a t the f r e e  en d  during an im pact w ith  an absolu te-rig id  
m otionless ba rrier  o f  infinite weight. M ateria l o f  the r o d  is a  rheonom ic e la stic -p la stic  body described  by 
M axwell's equation  w ith  nonlinear viscosity.

В [1] рассмотрена задача об ударе жесткой массой по свободному торцу пря
мого закрепленного стержня постоянного сечения из реономного упруго
пластического материала, а в [2] -  задача о соударении такого стержня, несущего 
на конце массу М> О, с жесткой преградой. Задачи решены численно в одномер
ном приближении. Описание свойств материала проведено с помощью уравнения 
Максвелла с переменной вязкостью, экспоненциально зависящей от напряжения.

Уравнения, описывающие поведение системы, имеют вид [1-2]

0̂ = Ро, /7" + к (1 + abs(p))exp{abs(p))p' -р"^= 0,

где обозначено: о напряжения в материале, р=Ро, к= р = т/М,

т = pAL -  масса стержня. А, L -  площадь и длина стержня, М ~  величина присое
диненной массы, с =̂ [Щ> -  скорость распространения продольных волн в стержне,
V = V/c, V -  скорость массы М, индексом “0” отмечены параметры на торце с при
соединенной массой, штрихами -  производные по безразмерному времени 
т = t/(L/c), ł -  время, р"̂  -  вторая производная по безразмерной продольной коор
динате ^ = x/L. Материал характеризуется плотностью р, модулем упругости Е и 
структурными параметрами р и Цо, которые контролируют развитие остаточных 
деформа-ций в материале с вязкостью р = Ро едгр(-ра). В расчетах значения констант 
приняты равными:

р -  7.8еЗ Кг/м^, Е - 2 е \  1 Па, ро= \е\ 1 Па/'с, Р = 5е -  8Па'*.
Ниже рассматривается задача, аналогичная [2], но для ступенчатого стержня, 

имеющего вдоль оси два участка с разной площадью поперечного сечения (для 
удобства будем говорить о “тонком” и “толстом” участках кругового сечения), 
которые между собой сопрягаются переходньм участком конической формы с 
углом полураствора 45°. Диаметры участков приняты отличающимися в два раза -  
d =5мм и Z) = 10мм, причем ударяемый торец стержня имеет меньший диаметр. 
При решении задачи стержень (общая длина L = 0.1 м) разбивался на одинаковые 
отрезки числом N=  1000, поэтому длина участка перехода составляет от 1 до 
Np = 25 длин таких отрезков Ах = UN, а положение его задается координатой
^ = Lp.

При решении варьировалась скорость соударения, величина присоединенной 
массы, а также длина и положение переходной зоны на оси стержня.

Целью рассмотрения является вопрос о влиянии реономности материала на 
развитие напряженно-деформированного состояния (НДС) в зоне перехода между 
участками. Хотя одномерный подход применительно к вопросу о концентрации
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НДС не вполне правомерен, задача в первом приближении дает ответы на некото
рые из возникающих вопросов.

Влияние скорости соударения Vo и величины присоединенной массы М  на 
поведение ступенчатого стержня аналогично случаям [1,2], — с ростом Vo ^ М  
продолжительность удара нарастает, возрастает также и уровень максимальных 
напряжений и деформаций. Кратковременные пиковые напряжения, возникаю
щие на ударяемом торце непосредственно после удара, определяются скоростью 
соударения и структурными параметрами материала (|3 и цо), а максимум напря
жений в стержне, реализующийся за время нагружения (до момента смены знака 
напряжений на ударяемом торце), зависит также от волновых процессов на тор
цах и у переходного участка. Поэтому влияние Vo я М  носит немонотонный ха
рактер, более ярко проявляющийся, когда масса М  мала. Величина массы основ
ное воздействие оказывает на длительность ударного процесса и число проходов 
волн напряжений по стержню до момента возникновения Ощах, а также на уровень 
развивающихся остаточных деформаций, обеспечивающих поглощение исходной 
кинетической энергии системы. Как и в [2], время смены знака скорости присое
диненной массы короче времени удара. В проведенных расчетах не имел места 
случай, когда присоединенная масса отделялась бы от стержня раньше, чем он 
сам от преграды.

Вместе с тем, ступенчатый характер распределения погонной массы и поло
жение переходного участка вносят свои особенности в течение волновых процес
сов, более ярко выражающиеся при неодинаковости длин участков стержня.

Сложный характер взаимосвязи результатов ударного нагружения с пара
метрами системы виден на рис. 1-5.

На рис.1 показано изменение во времени напряжений на ударяемом торце 
при нескольких значениях скорости Vo и различной длине ударяемого участка 
стержня.

2 3

Рис.1. Н апряж ения з а  врем я у д а р а  (М =0, N p=25): а -д  — Vo 2, 3, 5, 10  соот вет ст венно, 
Lp=0.475; е — V o = l. Lp=0.675, 0.825, 0 .975  (кривы е 1,2,3 соот вет ст венно)

При скоростях соударения, не вызьшающих заметных пластических дефор
маций, напряжения за врекія первого прохода во.лпы по стерлано мало изменяют
ся (для М = 0), однако с ростом Vo процесс спада высоких пиковых напряжений 
начинает занимать все более значительную долю времени. Это, в свою очередь, 
способствует возникновению переменных напряжений на последующих отрезках 
времени. Сокращение длины ударяемого участка (и сопутствующее этому увели
чение числа отражений) заметно влияет на ход нарастания напряжений, приводя в 
пределе зависимость a{f) к форме плавной кривой. При этом >ъеличивается и >^0- 
векь максимальных напряжений, так как нарастает масса отражающего волну
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второго участка стержня. Существенным отличием рассматриваемой задачи от 
задачи о нагружении прямого стержня при малых скоростях соударения при от
сутствии присоединенной массы {М = 0) является изменение длительности уда
ра -  она становится больше Т — 2.

Распределение по длине стержня максимальных напряжений Ощах (х), воз
никших за время удара, для нескольких значений скорости соударения Vo показа
но на рис.2.

_____ 0.2 0,-1 0,6 о,в 1.0

Lp

Рис. 2:
а —расп ределен и е м акси м ум ов напряж ений вдоль ст ерж ня при L p= 0 .05, 0.1, 0.3, 0.5, 0.65, 0.75, 
0.9, 0.95, 0 .975  и М =0, N p=25; б  — м аксим альны е напряж ения в переходной  зоне: 1-3 - V = l ,  2, 5 

соот вет ст венно, М = 0; 4 — V= l ,  М =2, oo= cpV o

Зависимости Ощах {х) имеют ступенчатую форму, которая хорошо выражена 
на участке стержня большей длины. Каждой ступеньке соответствует свой интер
вал времени от начала удара, а ее длина связана с длиной короткого участка 
стержня, т.е. с эффектом отражения волн от его границ. Количество этих ступенек 
зависит от реализовавшегося до наступления Отах числа отражений волнового 
фронта от торцов стержня и переходной зоны. С ростом скорости соударения и 
появлением остаточных деформаций зависимости Ощах (х) на ударяемом участке 
заменяются плавными кривыми, что более заметно при небольшой длине участка, 
так как в этом случае число волновых отражений возрастает. При использованных 
значениях структурных параметров р и rjo затухание упругих процессов при одно
кратном проходе волны напряжений незначительно [2], поэтому на фоне сокра
щения длины ударяемого участка более важным является факт сопутствующего 
увеличения массы второго участка (для F = 1, М = 0 и изменении относительной 
длины толстого участка от Ls = 0.05 до Ls = 0.975 напряжения увеличиваются 
примерно на 40%). При МфО увеличивается роль отражений от торца с присое
диненной массой. Абсолютный максимум напряжений имеет место на ударяемом 
торце или у начала переходной зоны, а их отношение не равно отношению пло
щадей их сечений. Максимальные усилия, передаваемые участками стержня, не
одинаковы и растут по мере увеличения длины утолщенного участка.

Отношения максимальных напряжений в переходной зоне и на ударяемом 
торце к уровню упругих ударных напряжений оо = cpVo показаны на рис. 3 при 
М = о, Ls = 0.5. Там же приведено соотношение между этими максимумами, ха
рактеризующее концентрацию напряжений возле переходного участка.



1 -

10
Vo

Vo
Рис. 3. Максішальные напряжения на ударяемом торце Si=(r(L)/ao, 

в переходной зоне S2=<r(L/2)/ao и соотношение K„=S/Si в зависимости 
от скорости нагружения Vo

Экстремум при Vq ~ 4.5 связан с тем, что вблизи этого уровня скорости име
ет место изменение характера распределения наибольпшх напряжений по длине 
тонкого участка стержня -  почти равномерное распределение при невысоких ско
ростях соударения заменяется неравномерным, причем с ростом Vo концентрация 
напряжений возникает вначале возле переходной зоны за счет отражения волн от 
толстого участка, а далее максимум переходит на ударяемый торец. Скорость, при 
которой возникает этот эффект, зависит от структурных параметров материала. 
Например, для rio= 1е9 максимум коэффициента концентрации возникает при 
Vo~2.S вместо прежних Vo ~ 4.5. При изменении положения переходного участка 
могут одновременно проявиться экстремумы при нескольких скоростях (напри
мер, для Ls = 0.25 дополнительный экстремум появляется также возле V ~ 2.2).

Варьирование длиной переходного участка мало изменяет величину и рас
пределение напряжений по стержню, что естественно для одномерной модели. 
Однако при высоких скоростях соударения, когда материал получает заметные 
неупругие деформации, уменьшение длины переходного участка (Np = 25 
—*Np = 1) приводит к появлению на стержне диаметра D сразу за переходным >’ча- 
стком небольшой по протяженности зоны, где возникающие максимальные на
пряжения имеют уровень более низкий, чем напряжения в остальных точках. Это 
вызвано, вероятно, особенностями отражения волн, подошедших к переходному 
участку со стороны торцевой массы (Мф 0), -  небольшая масса тонкого участка 
слабо влияет на их отражение.

Развитие деформаций по длине стержня в зависимости от скорости нагруже
ния также проходит несколько этапов -  при малых Vo они примерно одинаковы 
по длине каждого участка, но с ростом Vo на ударяемом участке они становятся 
существенно различными -  перед переходной зоной появляется их максимум, 
который затем переходит на ударяемый торец.

На рис. 4 показана зависимость о(е) на ударяемом торце стержня (М=0, 
Ls = 0.5).
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a  — связь напряж ений и деф орм аций на ударяем ом  т орце 
(кривы е I-IO — Vo=I—IO соот вет ст венно);

6  — длит ельност ь соударения в зависим ост и от Vq

При низких скоростях соударения связь напряжений и деформаций носит 
линейный характер с незначительным проявлением гистерезиса, а при увеличении 
Vo и появлении неупругих деформаций зависимость а(е) принимает пилообраз
ный характер, отражая влияние волновых процессов. С ростом Vo ширина “зуба 
текучести” на кривой a(s) постепенно увеличивается, что в дальнейшем приводит 
к его размазыванию.

Сопровождающие деформацию процессы зарождения структурных дефектов 
в точках стержня связаны как с дифференциальной, так и с интегральной характе
ристиками процесса -  с мощностью рассеяния W и поглощенной энергией А. Рас
пределения максимальных значений этих величин при М =0, Lp = 0.475, Np = 25, 
достигнутых в точках стержня за время удара и отнесенных к своим максималь
ным уровням во всем стержне, показаны на рис. 5, а, а на рис. 5,6  -  зависимости 
W h A o t  скорости соударения V o  (также в относительных величинах).

У=9

Рис. 5: а  -  расп ределен и е максим альны х уровн ей  Амах (хр^вы е 1,2 соот вет ст венно) 
по длине ст ерж ня; 6  -  связь мощ ност и и поглощ енной энергии со скорост ью  нагруж ения: 

fV/ = H''jtfAX (L/2), fV2=Wî AX (L), Kiy=Wi/W2, A]=Aî ax (L(2), A2 =A^ax (Q< VLą= A1/A2
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Видно, что w  почти линейно на обоих участках, а форма кривых А сохраняет 
некоторое подобие с зависимостью Отах W- Как и выше для напряжений и дефор
маций, для W и А также можно отметить возможность возникновения экстрему
мов коэффициентов концентрации возле переходной зоны в некотором интервале 
скоростей соударения.

Отмеченные особенности поведения системы сохраняются и при апериоди
ческом характере движения.

Т.О., в ступенчатом реономном стержне наряду с высоким уровнем НДС на 
ударяемом торце, в начале переходной зоны может иметь место концентрация 
осевых напряжений, деформаций, мощности рассеяния и поглощенной энергии, 
что увеличивает вероятность появления трещин в этом сечении.

Следует также отметить, что из-за большого числа влияющих параметров 
развитие НДС является процессом достаточно сложным и не во всем предсказуе
мым, поскольку роль некоторых факторов носит конкурирующий характер.
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КОЛЕБАНИЯ в я з к о у п р у г о й  ПЛАСТИНЫ 
НА ОСНОВАНИИ ВИНКЛЕРА

Леоненко Д. В.

Белорусский государственный университет транспорта, Гомель

The ax isym m etric f o r c e d  v ib ra tio n s o f  a  v isco e la stic  circu lar san dw ich  p la te  on an e la stic  foundation  
are studied. The p la te  is su b jec te d  to  axisym m etric loads w ith freq u en cy  equ a l to  one o f  the natural f r e 
quencies o f  the p la te . The fo u n da tion  reaction  is d escr ib ed  by  the W inkler m odel. The p ro b lem  on the 
v iscoe la stic  p la te  o sc illa tion s w as s o lv e d  b y  averaging. The num erical resu lts a re  analyzed.

Введение
Колебания упругих сплошных круговых трехслойных пластин с легким за

полнителем на упругом основании изучены в [1]. Здесь рассмотрена поперечно 
нагруженная вязкоупругая круговая трехслойная пластина на деформируемом ос
новании Пастернака под действием динамических нагрузок.

Постановка задачи и ее решение проводятся в цилиндрической системе ко
ординат г, ф, Z. Через hk обозначена относительная толщина к-то слоя. Для изо
тропных несущих слоев, толщиной h\, hi, приняты гипотезы Кирхгофа. Несжи
маемый по толщине заполнитель {hi = 2 с) легкий, т. е. в нем пренебрегается рабо
та напряжений <3гг в тангенциальном направлении. Вертикальная нагрузка q{r, t) 
распределена по внешней поверхности пластины (рис. 1). На границах слоев пе- 
ремешения непрерывны. На внешнем контуре пластины радиуса г\, предполагает
ся наличие жесткой диафрагмы, препятствующей относительному сдвигу слоев. К 
внешней

Рис. 1. Р асчет н ая схем а т рехслойной пластины на уп р уго м  основании

В силу симметрии нагрузки тангенциальные перемещения в слоях отсутст
вуют: = О (А: -  номер слоя), а прогиб пластины, относительный сдвиг в запол
нителе и радиальное перемещение координатной плоскости не зависят от коорди
наты ф, т. е. и{г), ф(г), w(r). В дальнейшем эти функции считаются искомыми.

Связь между реакцией и прогибом примем в соответствии с моделью Винк
лера, согласно которой qr = кov̂ ' (ко -  коэффициент постели основания).

Физические соотношения для материалов слоев выпишем, используя инте
гральный оператор линейной вязкоупругости:

/  = 2 G V <Т* -  3^,8* . (1)



где Gl -  оператор линейной вязкоупругости

G . 7 ( / )  •  G .  (1 -  л ; ) / ( О  -  G .  / ( О  -  ( '  - 1 ) /  ( ' ) л  .
V O  J

Rk (О -  ядро релаксации материала ^-го слоя, Gk, Кк -  модули сдвиговой и объем
ной деформации, ^ц|з,э*р- девиаторы напряжений и деформаций Л-го слоя, Вк -  
объемная деформация.

Система уравнений поперечник колебаний вязкоупругой пластины следует 
из уравнений для упругой пластины, рассмотренной в [1], если в коэффициентах 
а„ (т = 1, ..., 6) модули сдвига Gk формально заменить операторами линейной 
вязкоупругости Gl (1):

І 2 (alu + -  a*w,,.) = О, (а^и + -  a^w,^) = О,

ZjCa’M + ) -  MgW -  k^w = -q  , (2)
где

L,(g) = { \ r g ) A = g , „ + ^ - Ą . L , ( g )  = - { r L M ) . = g . „ + ^ - f y + Ą ,
\ r  J r r r r r r

запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования по следую
щей за ней координате.

В качестве начальник примем следующие условия
0) = / ( г ) , w(r, 0) S g{r).

Если контур пластины защемлен, то при г = гі должны выполняться гранич
ные условия

u = \\f = w = w,  ̂= 0.
При шарнирном опирании контура пластины и наличии на нем жесткой 

диафрагмы должны выполняться требования:
u = \\f = w = =0.

Решение задачи
Для решения применим метод усреднений в динамических задачах линей

ной вязкоупругости [2]. Система уравнений (2) является интегро- 
дифференциальной. Для ее упрощения введем гипотезу о подобии ядер релакса
ции материалов слоев:

t

Riit) = IkRiit)’ h  -  const, 0 < | i ?3 {x )d i« 1, i?3 ( t) > 0. (3)
0

To есть здесь предполагается, что ядра релаксации материалов слоев выражаются 
через ядро релаксации заполнителя, которое в дальнейшем принимается пропор
циональным некоторому малому положительному параметру. Для многих конст- 
рукционньк материалов эта гипотеза выполняется.

Распределенная нагрузка q{r, t) считается малой и записывается в виде раз
ложения в ряд по фундаментальной ортонормированной системе собственных 
функций v„:

q(r,t)= e^M,^v„q„(t),

где Si -  некоторый малый параметр;

(4 )
п=0
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Л К ,г) =
^ (V i)

Jn{r), l„(r) -  функции Бесселя [3].

Операторы линейной вязкоупругости а* в (2) представляем в виде 

где для коэффициентов и справедливы соотношения:

а ,= с ( ,к ,к :-к ,к ;) , к ;  = к ,+ і о „

(5)

*=1

a^=h,{c + \h , )K; -h^{c  + \h^) к ; ,  а, =с^ [h,K  ̂+ 1  сК; ),

a, = c [h , {c+^h, )K;+h, {c+^h, )K;+^^K; ] ,  

a,=h^[c^+ch,+^h^) К; + h ^ [ c ^ + c h ^ + \ h l ) K ^ c k̂ ;  ,

3 t=i 3 3
4—I
3a\ = -z (Ĝ 2 + + ̂ 2̂ 20)) ’ "Ś = t (^ 32 + c(/iG,i -  /2G2,)) ,

о ; = Й '* С « "  G ^=  fG ,z -* , (^ = 0,1,2).
 ̂*=i h.

Решение системы трех интегро-дифференциальных уравнений (2), с учетом 
условий (3)-{5) будем искать в виде

= 1|/(г,о  = *2Е ч>Л (0 , K g O = Z v„t;(0 - (6)

- ' - 1 ,
3

/1=0 /1=0 /1=0

где координатные функции ср„(г)

л  ( А С К О ^ - А  ( К г »
fi ^OV^n^l/'I ÔV'''/і'І/ '1

Подстановка выражений (4)-(6) в третье уравнение системы (2) приводит к 
уравнению относительно неизвестной функции времени Т„(():

+  ̂ зФ/, -^б К ’г К  - K qV„7; =

= + L,(b,a; ф„ + b,a; ę„ -  a' v„ )Л;Т„,

l t ; T , , ' f Ą ( l - z ) T , ( x ) A .
о

Преобразуем уравнение (7) к следующему виду
4 (̂ іДзФ/і + ̂ 2^5% -  ДбУ/1 V) КрГ„ + МрТ„ -  ê Maq„

L ,{ b ,a '2  ф „  +  b^a's Ф „  ~ <  )і?з*

(7 )

(8)
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Так как функции v„ являются собственными, то для них справедливо соот
ношение, следующее из решения динамической задачи теории упругости:

+ ̂ 2̂ 5Ф» -
V„ Т  “

^ К  ^

V
(9 )

где со„ -  частоты собственных колебаний, определяемые через собственные числа 

_ (̂ 1^6 -  Дз )(Qi 4̂ -  ̂ 2 ) -  («1̂ 5 -  Д2Д3)' / 3̂4 , .̂4 4

Подставив выражение (9) в (8), получаем

А  (6,д; ф„ + ф„ -  а ;  У„ „ )  ^  му„т„ +MJ„-  Si^pg»
v„П .т П

= -М ,(о'„\ (10)

Величины типа частот co„' определяются через обобщенные собственные 
числа А.„ для упругой пластины по формуле

со,2 _

Здесь для решения системы (7) используем предложенный в [2] метод ус
реднения для динамических задач линейной вязкоупругости. В этом случае пред
полагается существование в последнем члене уравнения малого параметра е, ко
торый в окончательных результатах следует положить равным единице, так как 
малость интегральных членов обеспечивается условием (3). Поэтому ядро релак
сации і?з (t) заменим величиной е/?з(0 -

Из соотношения (10) для функции времени Г„(0 получаем уравнение

^ n + (^ X = s ,q „ + e (o X ‘f^3(^-'^)^A'^)^^’ (11)
о

Применительно к нашей задаче имеем
Т; = [4 , cos со„ (1 + о, 5Ą„) ̂  + 5„ sin со„ (1 + о, 5Ą„) /] ехр(-0,5co„/iJ) +

( 12)

где Ren, Rsn -  два основных Фурье-образа ядра k^R^it), характеризующие скорость 
возрастания частоты и логарифмический декремент затухания:

« с о  ^
Кп = к  Ji?3(x)cos(co„T)JT, R^ = k„ ji?3(T)sin(ffl„T)i/T, Фо, = a re tg -^

R.

1 1  ̂ 1 1 ^Фо2=агс1в - ^ ,  ^,„= —  U rn- \q„(t)sm((o„t)dt, q^„= —  H m - f^„(0cos(©„0^^i. 
4 2 n 2 5 co„ —“ i  5

Константы A„, B„ определяются из начальных условий движения:

Ą  = jłł-(r, Q ) v „ r d r J p2 '*'%• ^о (̂Фоі - Ф02) .

1ZJ



в. =
(о„(і + о,5іг„)

2 2
Л  + 2 l-^^^^sin((po, -Фо2)+ ]w(r,0)v„rdr .(13)

Первое слагаемое (12) представляет свободные затухающие колебания сис
темы, причем декремент пропорционален синус-образу Фурье Rs„ ядра кЯзіО^ ^ 
возрастание частоты -  косинус-образу ядра Ren- Второе слагаемое описывает гар
монические вынужденные колебания с частотой со„ и амплитудой

(14)2 _  I Ł + Ł

Таким образом, вьшужденные колебания круговой трехслойной пластины, 
набранной из линейно вязкоупругих слоев, описываются выражениями (6) с 
функцией времени (12) и системой функций v„, ę„-

При малых силах порядка 8 излагаемый метод усреднения дает отличную от 
нуля амплитуду (14) только в случае резонанса. Поэтому рассмотрим случай, ко
гда частота нагрузки совпадает с одной из частот щ  собственных колебаний пла
стины:

q{r, t) = qg(Dcos((oJ) + E 8т(ю^/)), (Z), E ,k ~  const).
Начальные условия движения принимаем однородными. Характеристики 

колебаний (12), соответствующие к-й гармонике, в этом случае следующие:

4k (О = Ą  cos + £* sin —  *
2o)i 2̂k =_ A

2(0i Фо2 Aarctg—̂

ІЯт =q2„=^, n ^ k ) ,  Ą  =
^ o (V l)

Ee =
Ш к^і)

(15)

Прогиб, радиальное перемещение и относительный сдвиг в заполнителе 
следуют из соотнощений (6) с учетом (15), (16).

Численные результаты  получены для жестко закрепленной пластины 
(Д16Т-фторопласт-Д16Т) с относительными толщинами слоев h\ = h i - с -0,02. 
Вычисления проводились с использованием пакета MathCAD. Интенсивность ре
зонансной нагрузки qQ=\ Па. Ядро релаксации заполнителя принимается в виде, 
предложенном Ржанициным [4]:

где А, р , ^ -  параметры ядра, определяемые экспериментально.
Изменение резонансного прогиба упругой -  а и вязкоупругих — б, в пластин 

во времени при отсутствии упругого основания (ко = 0) показана на рисунке 2. 
Вязкоупругость материалов приводит к уменьщению амплитуды колебаний и ее 
стабилизации при t > 700 с.

Аналогичная картина для резонансных прогибов упругой -  а и вязкоупру
ги х -  б, в пластин наблюдается при наличии упругого основания ко= Ю* Па/м 
(рис. 3). Вязкоупругость материалов и здесь приводит к уменьщению амплитуды 
колебаний и ее стабилизации, но уже за гораздо больщее время, т. е. при 
t > 2000 с. Влияние упругого основания характеризуется уменьщением скорости 
нарастания амплитуды огибающей в начальный период времени t < 50 с, (см. рис. 
2, б; 3, б) и увеличением периода ее нестационарности.



и вязкоупругих (б), (в) пластин при резон ан се  
при К о~  О

Рис. 3. Зависим ост ь п роги ба уп р уго й  (а) 
и вязкоупругих (б), (в) пластин при резон ан се  

при Ко =  I ( f  П а/м

Выводы
Таким образом решена задача о колебаниях вязкоупругой круговой трех

слойной пластины на основании Винклера, проведен численный анализ, показав
ший, что вязкоупругость материалов пластины приводит к уменьшению и стаби
лизации амплитуды колебаний, инерционность оснований замедляет затухание 
свободных колебаний.
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ДЕФОРМИРОВАНИЕ ТРЕХСЛОИНОГО ТОНКОСТЕННОГО 
СТЕРЖНЯ С ПЕРЕМЕННОЙ ПО ДЛИНЕ ЖЕСТКОСТЬЮ

Косых Э.Г.

У О «Белорусский государственный университет транспорта», Гомель

Sandw ich  thin w a lle d  beam  open  cross sec tion  is considered. F or the kinem atics descrip tion  car
ry ings layers a c c e p te d  the h ypoth eses Broken N orm al. F iller is hard. B oundary p ro b lem  com e to the lin
ear system  o f  d ifferen tia l equations w ith  va r ia b le  coefficients. R ece ived  com bin ed  equations o f  equilib
rium a n d  its a n a ly tica l so lu tion  v ia  moving.

K eyw o rd s a n d  p h ra ses: san dw ich  thin w a lle d  beam, hypotheses Broken N orm al, boundary value  
problem , va r ia b le  rig id ity .

Устоявшаяся ютассификация тонкостенных стержней на конструкции от
крытого и закрытого профилей [1], недостаточна в том смысле, что одна и та же 
конструкция может рассматриваться и закрытой и открытой, Все зависит от соот
ношения размеров поперечного сечения. Тем более, в случае заполнения про
странства между внешними слоями заполнителем, при значительном неравенстве 
размеров - длины профиля и его толпщны - принятие модели открытого профиля 
совершенно естественно.

На рисунке 1. изображен эскиз фрагмента модели крыла планера и его попе
речное сечение. Внешние слои назовем обшивкой - ее верхним и нижним слоями 
соответственно. Пусть толщины этих слоев будут а пространство между
верхним и нижним слоями, будучи заполненное другим материалом, например 
жестким заполнителем, естественно считать внутренним слоем, пусть, толщиной 
2 с. Таким образом, в качестве простейшей модели крыла планера примем кон
сольный трехслойный тонкостенный стержень открытого профиля.

Ограничимся малыми деформациями, которые определяются соотношения
ми Коши

j+Uj
Л ( 1)

Здесь и i J -  производная переменной w, по j  -й координате. Введем криво
линейную ось поперечного сечения -  рис. 1 с соответствующей координатой -  s 
как след пересечения срединной плоскости с поперечным сечением. Координата 
S отсчитывается от произвольно выбранной точки отсчета на срединной линии 
сечения -  криволинейной оси. Пусть это будет точка .

В каждой точке оси s введем местную систему координат -  (т,Я), соответ
ственно направлениям: по касательной и нормали к срединной линии сечения. 
Перемещения вдоль этих направлений обозначим через v, w. В третьеім, продоль
ном направлении перемещение обозначим и.

Учитывая геометрию стержня, гипотезу В.З. Власова об отсутствии сдвига в 
срединной поверхности, а также введенные им понятия секториальных характе
ристик сечения, получим для перемещений v, w, и формулы;

V = ^(z)cos а  -І- r|(z)sin а  + 9(z)/2, 
w = -^(z)sin а + T|(z)cos а  + 0{z)t , 

и = ę(^) -  {z)x -  {z)y -  В (z ) to .

•t  ̂Oizo



Здесь ^(z), T](z), ę(z) -  перемещение профиля как жесткого целого в плос
кости и из плоскости сечения, 0(z) -  угол закручивания, обусловленный деплана- 
цией поперечного сечения и чистым кручением стержня,

h = {x-a^  )sina -{у-О у  )cosa ,
t = { x -a ^)cosa + (у- Oy )sina , 
dx = {ds)cosa, dy = ((iy)sina,

0  -  секториальная площадь.
Учитывая, что для слойной конструкции необходимо учитывать работу про

дольного момента, то с принятием к рассмотрению сдвиговой поправки по Тимо
шенко С.П. -  Т , продольные перемещения по слоям примут вид

и̂ '̂> = ę(z)+ СЦІ -  ̂  Л.г (^Хт(-^)+ ncosa{s))-B  ̂(®(‘5')+

= ę (z )-c \|/-^  2(zXx(^)-«sina(5'))-ri,^(zX>'(^)+«cosa(j'))-0^ ((0(5)+« t{s));
’ >z

= ę{z)-n  v|̂  (x(j')-H зіпа(л’))-гі,2 (zXy(-s')+« соа(л'))-0,̂  (zX(o(i')+«^(^)).
По формулам Коши (1) вычислим деформации. Например, для среднего слоя 

получим
(г)-4  г .iz)(x{s)-nsinа (^ ))-г) (zXy(^)+ /гсоза (5))-

- 6,^(zXro(-y)+«K'^))’ (2)

Z. Z z
Уравнения равновесия получим, применяя принцип Лагранжа.
Вычисляем вариации деформаций, например для 6  получим



5 е2  = б ę Д г)+ с 5 v)/,̂  -5  (^(^)- и sin а  (^))-

-S^,zz(^X>'(‘y)+ «cos a  (5))-5  0,22 (®(‘5')+« (̂■у))-
Аналогично для других вариаций в слоях: бе̂ 2г ,̂ 6 е 2̂̂ , .

Введем внутренние силы, интегрируя по поперечному сечению, т.е. по ко
ординатам -  п , S .

= \ \ < 5 dsdn\ Q = = J Jo^^Jds dn ; = J |cŝ )̂ ydsdrr,
s n  s n  s n

dsdrr, в ( й  dsdn
s n  s n

Необходимо учесть крутящий момент свободного кручения .
Определим вариацию потенциальной энергии, как работу внутренних сил 

деформаций по слоям, и интегрируя по объему получим
б = j X f J (аJ беИ ds dn )dz.

z X s n

Аналогично для вариации работа внешних сил получим 
б ^  = И(/?г + ^'^ + Pw^ w)dsdz + bAQ .

ZS
Здесь 5Aq -  вариации работы внешних сил на контуре.
Подставляя в эти выражения вариации деформаций и преобразуя слагаемые 

с вариациями производных известным образом [2], например,
(N (z )ą ,,) = (Л '(г)ба. -(A'.z W są ).

Удовлетворяя граничным условиям, получим систему уравнений равновесия 
в силах:

N ’ z =  - P z ’

M ,^-Q  = 0,

^y^zz= l ^ x d s - q ^ ,  

^x^zz= \ ~ y d s - q y .

(3 )

l {z )  dz

+M k,z
dp.

L(z) dz
<ads -  m .

Здесь M  -  обобщающий момент, соответствующий сдвигу Т ; /« -  погон
ный крутящий момент; q^, qy, -  погонные распределенные поверхностные 
нагрузки.

Преобразуем условия равновесия в силах (3) в уравнения равновесия в пе
ремещениях.

(f ^,z +5'„vj/,2 -Sy^„, X  = -pPz’
Ł

('̂ n ?’г V’z ~^ny^’ZZ ~•̂ nДcЛ)ZZ nx̂ ẑz )>z — o ,

( -  S y ^ „  - I y „ W , x  + K ^ ^ z z  + dyx^ ^ zz  Izz = ^  4 x  +  } P z ,z ^ d s
в  l {z )



( ^ xn^^^z'^^xy^’z z '^ ^ x ( S > ^ ’z\zz ^

(~ ̂ a>̂ ’Z ~̂ ФП̂ ’2 '̂ (̂O y^’ZZ '*’-̂X(fl Л»22 “*'̂ C0®’22 ~f ̂  ̂ P .̂-

/  Л
Я у- IPz’zy^S

V

 ̂ 1^
L{z

J_
E

у

/И+ jP,,,(Ocis
'ч ‘

Следует заметить, что полученная система уравнений имеет принципиально 
ту же структуру как и в случае сплошного тонкостенного стержня, правда на два 
порядка выше, что обусловлено учетом сдвига во внутреннем слое [3]. Но здесь 
геометрические характеристики вычисляются по слоям и суммируются. Более то
го эти характеристики, а именно моменты инерции , 1у, в связи с тем, что для
любой малой окрестности приращения вида n s in a , «cosа  . Поэтому геометриче
ские характеристики примут вид, например

/ , = ! / ( *  V F + J cosa(5 )d l,

где dF = b(s)ds; dl = .
12

Полученная система уравнений шестнадцатого порядка. В рамках матрично
го метода решения [4] система уравнений может быть приведена к системе вось
ми уравнений второго порядка канонической формы. Тогда решение может быть 
представлено через матричные функции C o (e ( z ) )  и  5 '/(e ( z ) )  с определяющей мат
рицей E (z ) в о с ь м о г о  порядка, что вполне обозримо.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕКУЧЕСТИ НЕЛИНЕЙНО
УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛОВ В УСЛОВИЯХ

ОДНООСНОГО СЖАТИЯ
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Fluidity m odeling o f  а nonlinear elastic viscoplastic m aterial in conditions o f  uniaxial compres
sion has been carried  out. Changes o f  the area o f  cross section o f  a sam ple and linear factor o f  deforma
tion from  time have been taken into account. Results o f  modeling have been com pared to experimental 
data.

Введение
Хладотекучесть, как проявление ползучести, в особенности свойственная 

политетрафторэтилену (ПТФЭ), в определенной степени способствует широкому 
использованию указанного полимерного материала в уплотнительной технике, 
способствуя с течением времени прилеганию контактирующих поверхностей. С 
другой стороны, хладотекучесть приводит к нестабильности геометрической 
формы сопряжений из антифрикционных полимерных композитов при эксплуата
ции. Таким образом, в целях прогнозирования эксплуатационных характеристик 
трибосопряжений на стадии проектирования, необходимо описание и прогнози
рование хладотекучести.

В данной работе описана методика прогнозирования хладотекучести на ос
нове математического моделирования напряженно-деформированного состояния 
материала в условиях растяжения и сжатия.

Постановка задачи
Искомыми функциями задачи являются компоненты вектора скорости. В 

общем случае эти 3 компоненты зависят от 4 переменных (цилиндрических коор
динат и времени):

F, =V^(r,ę,z,t), =V^{r,ę,z,t).
Считаем, что компоненты тензора скоростей деформации связаны с компо

нентами вектора скорости соотношениями Коши, которые в цилиндрической сис
теме координат имеют вид:

дг ’ ^фф г 5ф г ’ “  d z

Ъгф +■
V ^ф1 дУ̂  

г 5ф дг г
■ t  = -’ Ьщ 2

( дУ  ̂ 1 дУ,•-I--
& г 5ф

• ?  =1 
’ 2

дУ  ̂ дГ--h  
дг dz

Последние соотношения верны при малых градиентах компонент вектора 
скорости. Малые градиенты могут быть обеспечены при условии небольшой ско
рости нагружения и относительно большой рабочей длины образца.

Исходной является модель нелинейного упруговязкопластического материа
ла с ненулевым пределом текучести. Аналитическая форма модели имеет сле
дующий вид:
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2 т

г = т^+К Н при Т >= Гр
\ S o  J

о-у = + 2/^̂ у при г < Го

й?/у V = 0.
Здесь Sy и у - соответственно девиаторы напряжений и скоростей деформации, 

Oy,Sy— соответственно тензора напряжений и деформации, х И Н -  интенсивно
сти тензора напряжений и скоростей деформации соответственно, Тд- предел те
кучести, т -  параметр скоростной чувствительности. К - коэффициент вязкости.

So -  некоторая характерная скорость деформации, Я,,ц -  параметры Ламе, div -  
оператор дивергенции.

С помощью векторного и скалярного соотношений модели могут быть полу
чены компоненты девиатора скоростей деформации и напряжений. Тогда уравне
ния движения в цилиндрических координатах относительно 4 неизвестных 
функций V^{x,y,z,t), Vy{x,y,z,t), V^(x,y,z,t), p (x ,y ,z ,t)  в квазистатическом 
подходе имеют вид [1,2].

Граничные условия для этой системы уравнений имеют вид

где а  у -  компоненты тензора напряжений Коши; Г -  подвижная боковая граница 
образца, rij -  нормаль к границе Г.

Предполагаем, что материал однородный по структуре и ширине. Процесс 
движения разобьем на несколько состояний. Для каждого состояния верны сле
дующие предположения:

1) изменением размеров тела можно пренебречь (аналогично квазистатиче- 
скому подходу [3]);

2) на верхнем торце образца задан постоянный вектор скорости, на боковых 
торцах нулевые усилия (свертка тензора напряжений и внешней нормали равна 
нулю), нижнее и верхнее сечения свободно скользят.

При сделанных предположениях относительно продольной скорости сделаем 
допущение:

v. = -
L

- z .

Оператор дивергенции в цилиндрических координатах имеет вид
, dv^

dr
+  - L -  +  .

Далее делаем предположение, что

г 5ф г
дК

dz
= 0 .

и являются функциями только
dr 9ф

времени. В силу сделанных предположений вектор скорости имеет вид
1 V VК = - — г, F = 0 , F = —г  /у ,  ’ Ф ’ г  . ■Z .
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Находим тензор скоростей деформации, для этого воспользуемся соотноше

ниями Коши: =
дК SK.— !-н---^
дх- дхі

, где Vj- компоненты вектора скорости, х, -  де

картовы координаты, г, 7=1,2,3. После несложных математических операций, по
лучаем компоненты тензора скоростей деформации. Они имеют вид

^13=0’ ^23=0.

После того, как компоненты тензора скоростей деформаций известны нахо
дим интенсивность скоростей деформации (второй инвариант тензора) по извест
ной формуле:

3'
Последнее равенство верно для тензора скоростей деформации диагонально

го вида. После подстановки компонент имеем

Я  = — .
L

Воспользовавшись вторым соотношением в определяюш;их соотношениях 
модели, получим интенсивность девиатора напряжений т :

f  Л'"

тг 1 Vx = To-f-K — —
о ffl 7

Согласно векторным соотношениям модели определим компоненты девиа
тора тензора напряжений. После несложных математических преобразований по
лучим

1 V
7

5ц = -  
“ 3

*̂33 “  :

7 чт\

То + К
оv^o 7

7

5 _1J *̂22 “  2

7

То н-АГ
г.

7

То-ьК
7 Л"*
J__r

оV®0 7

, S'j2 — о , S'j3 — о, $22, — о .

Далее находим первый инвариант тензора напряженй. Для этого вьшишем 
уравнение равновесия в цилиндрических координатах:

Ф з з + р ) .
dz

=  0 .

Учитывая, что dS-33 _

&
= о и после подстановки выражений для компонент век

тора скорости получаем систему уравнении в частных производных для опреде
ления р\

др
dz

^О.

Зная компоненты девиатора напряжений и первый инвариант, можем найти 
(7зз по формуле азз р-
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Зная огзз(х,_у,2,г) и S(t) некоторого поперечного сечения по известной фор
муле условия равновесия можем найти зависимость силы от времени t.

/  X чтЛ

Pr(‘i h - Xq+K
Г А”

1 V
L

■рпг^.

Значение р  находим из граничных условий (нулевое усилие на боковой по
верхности образца). После несложных математических преобразований имеем:

/  X \  иг Л

1
/> = -3 Xq + K J__1L

■ L

Таким образом, теоретическое значение силы определяется выражением:

Рт{іі) = тіг̂

/ (  \ тп ^

Т о+^
1 V

• /
V

с  т

)

Аналогичный подход рассмотрен для призматических образцов в работе [5].

Моделирование одноосного сжатия
Для определения параметров модели проведено испытание на сжатие ци

линдрического образца радиусом 10 мм и высотой 30 мм со скоростью движения 
захвата V= 10 мм/мин (Instron 5567). Зависимость «Усилие - перемещение» при
ведена на рис. 1.

Рис. 1. Зависим ост ь «Усилие (Н) —  перем ещ ение (мм)» для м ат ери ала  FLUV1S 2 5  АМ 2

Из зависимости «Усилие - перемещение» методом наименьших квадратов и 
значения точки перегиба кривой получены параметры модели в вязкопластиче
ской области:

Го =16,33 МПа,/^=39,99МПа, 1,118.

Моделирование текучести
При известных параметрах вязкопластической модели проведено моделиро

вание текучести материала FLUVIS 25 АМ2. С этой целью проведено испытание 
на текучесть при постоянной силе Р -  15000 Н, Данное значение силы достига- 
лось движением захватов со скоростью F =  10 мм/мин. Зависимость «Перемеще-
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ние -  время» для цилиндрического образца диаметром 20 мм и высотой 30 мм в 
условиях текучести представлена на рис. 2.

Рис. 2. Зависим ост ь «П ерем ещ ение (мм) — врем я (с)» для м ат ериала FLU VIS 25  АМ 2  
при  дейст вии пост оянной силы Р = ]5 0 0 0  Н

При текучести образца материала имеет место следующая зависимость пе
ремещения текучести от времени:

, duKdt =------ ,
I , - и

где Iq-  высота образца, соответствующая началу текучести ( /q= 25,2 мм), / j-  на
чальная высота образца (/]= 30 мм), tq-  начальный радиус образца (rQ- 10 мм), 
к - коэффициент, определяемый из следующего соотнощения:

f f  Л 

— к

т \

Z q +  K

V у У
Iq- u

После несложных математических преобразований получаем интегральную 
зависимость текущего перемещения текучести от времени, которая имеет вид, 
аналогичный приведенному в работе [4]:

_1_

80

1

:{х ■ ))m
dx = t .

Из последнего соотношения получаем зависимость полного перемещения 
текучести от времени. Результаты сравнительного анализа расчетного и экспери
ментального значения, относительной погрещности представлены в табл. 1.
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Результаты сравнительного анализа
Таблица 1

№ 1 2 3 4 5 6 7

Время, с 2 5 10 15 20 25 30

Расчетное 
значение 

перемещения, мм
5,11 5,56 6,27 6,92 7,53 8,10 8,63

Экспериментальное 
значение переме

щения, мм
5,13 5,43 5,69 5,99 6,28 6,42 6,48

Относительная 
погрешность, % 0,4 ^ , 4 10,2 15,5 19,9 26,1 33,1

Заключение
Приближенное решение квазистатической задачи о сжатии цилиндрического 

образца и разработанная методика моделирования текучести удовлетворительно 
согласуется с экспериментальными данными при малых временах деформирова
ния. Более точное описание предполагает аналитическое решение задачи о сжатии 
цилиндрического образца и учета изменения параметров упруговязкопластиче
ской модели в процессе текучести.

Разработанный подход может быть использован в инженерных методиках 
расчета параметров формоизменения элементов узлов трения из нелинейных уп
руговязкопластических материалов.

Работа выполнена при поддержке БРФФИ ( проекты Т10СО-033, Ф10-240).
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РАСЧЕТ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО МАЯТНИКА С ЗАДАННОЙ НАЧАЛЬНОЙ 

УГЛОВОЙ СКОРОСТЬЮ ЕГО ДВИЖЕНИЯ

Локтионов А.В., Сеньков С.А.

Витебский государственный технологический университет, Витебск

D ifficu lt m ovem en t o f  an e llip tic  pendulum  is considered. A re  m ade a n d  s o lv e d  the differential 
equations describ in g  m ovem ents o f  a  s lid er  a n d  a  ball. In w ork  it is accepted , that during the in itial mo
m ent an angle o f  ro ta tion  o f  an  a rrow  o f  a  pendulum  fro m  a  ve r tica l a n d  sp e e d  o f  a  s lid er are equal to 
zero , angle s p e e d  o f  ro ta tion  o f  an a rrow  are  n o t equ a l to  zero . With the accoun t a ccep ted  in itia l condi
tions the equations o f  m ovem en t o f  a  s lid er  an d  sm a ll flu c tu a tion s o f  a  pendu lum  are  received.

В работе [1] получено дифференциальное уравнение гармонических колеба
ний эллиптического маятника, состоящего из ползуна, шарика и стержня. При 
этом используется координатный способ задания движения ползуна и шарика. 
Вертикальная ось проведена через начальное положение центра тяжести системы, 
который движется ввиду отсутствия горизонтальных внешних сил по вертикали. 
Принято, что в начальный момент ползун находится в покое, угловая скорость 
вращения шарика ф =  = 0 , угол отклонения «р = ^  О.

Рассмотрим эллиптический маятник, который состоит из ползуна I, переме
щающегося без трения по горизонтальной прямой, и шарика II, подвешенного к 
ползуну I нерастяжимым стержнем (рис. I). Масса ползуна I равна М, масса ша
рика -  т, длина нерастяжимого стержня -  /, момент инерции шарика относитель
но точки 0 ^ -1 .

По расчетной схеме рис. I принимаем, что в начальный момент угол 
ф = cPjj = О, а угловая скорость ф =  ф  ̂ О, Найдем закон движения ползуна и ша
рика в зависимости от заданных начальных условий, при которых ф  ̂=  щ  Ф О,

Для решенрія воспользуемся уравнением Лагранжа. Принимаем, что на 
маятник не действуют силы тяжести и потенциальная энергия системы П =  0.
Система обладает двумя степенями свободы, а значит двумя обобщенными коор
динатами JC и ф. Тогда уравнения Лагранжа примут вид
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dt дх дх

=  0. (2)
(1)

d t Зф 3(р
Рассчитаем кинетическую энергию Т системы:

T = Ti+Tu,
где Tj -  кинетическая энергия первого тела, Тд - кинетическая энергия второго 
тела.
Кинетическая энергия ползуна определяется из выражения

М  ̂ Мх^
 ̂ 2 * * 2

Так как центр массы шарика не совпадает с осью подвеса, то кинетическая энер
гия второго тела определится по формуле [2]

1
Т„ =. „ -  - m V f  -f- mViV^ + Т̂ .

где -  кинетическая энергия шарика в его движении относительно поступатель
но перемещаюш;ихся осей

1
(3)

= жіфісозф. (4)
С учетом (3) и (4) кинетическая энергия шарика определяется из выражения:

1 ,  1 łГ„ =  —mV{ 4- m[xę cos ф + -  Тф .2 2
Тогда полная кинетическая энергия системы будет равна

М m  _ 1 3
Т -  —X Н— X + m l x ę c o s ę .

2 2 2
Рассмотрим уравнение (1), найдем частные производные кинетической 

энергии по координате и скорости:

т  = M r + -m(i: + lę  cos ę), (5)д х
дГ
дх

= О. (6)
Подставляя (5) и (6) в уравнение (1), получим 

d
— 0 d x  -Р т х  + m ię cos ф) =  0. (7)
dt

Интегрируя уравнение (7) будем иметь
(М -р т )х  +  m ię  cos<p = Cj. (8)

С учетом принятых начальных условий при t =  = Q, ф =  ф ,̂ <р = = О,
г  = Гд = о из уравнения (8) полу'чим' =  mlę^. Тогда уравнение (8) примет

вид
( М  - f  п г ) г  4 -  n d ę  c o s  ф  =  ( 9 }

Из равенства (9) скорость движения ползуна определяется из выражения
■ _ тг(ф д-ф с°5ф } (10)

М + т
Уравнения (10) выражает зависимость скорости ползуна от угловой скоро

сти вращения и угла очклонения стержня / от вертикальной оси.
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Интегрируя (10), получим
(М + т ) х  + m l sin <p = (11)

С учетом принятых начальных условий при t  = tg =  О, ф =  ф ,̂ — О,
X = Хд =  О из уравнения (11) получим = 0.

Тогда уравнение (11) примет вид
m l(ę .t  — діпф)^  = — Ш --------- ZŁ_ (12)

М + m
Уравнение (12) выражает закон движения ползуна в зависимости от угла 

отклонения стержня I от вертикальной оси, угловой скорости и времени.
Рассмотрим уравнение (2), найдем частные производные кинетической 

энергии по координате и скорости:
ЗТ—  =  mix cos <р +
Эф
ЭГ
Эф

= —тіхф зіпф .

Подставляя (13) и (14) в уравнение (2), получим 
d .
— [mix cos ф +  5ф1 + шіхф sin ф = О. 
a t

Подставив в (15) выражение (10) имеем

(13)

(14)

(15)

dt

Обозначая

im iy  . (mi)^ . 2 .
— -----ф  СОЗф -  — ------- Ф COS^<p +  3 ęМ + т  ̂ М +  т

ф  ̂sin ф cos ф =  0.

+
jm iy

М + m
фдфвтф

М + m
(16)

=  В, интегрируя уравнение (10), будем иметьМ + m
—Вфдф sin. ф — В(фсо5 ̂  Ф — ф^2 cos ф sin<p) +• 5ф + Вф^ф sin ф —

—Вф  ̂sin ф созф = О.
После преобразований получим дифференциальное уравнение маятника в виде:

—B ę  cos® ф +  Вф® sin ф cosф +  5ф =  О. (17)
Для решения дифференциального уравнения (17) понизим порядок уравнения пу
тем замены р = ф, тогда

dp Эф dp
q> = ------- = р- .

Эф d t Эф
С учетом (18) уравнение (17) примет вид

dp _ В  ̂ . dp
—B p — cos^ Ф + —р “ sin 2ф + Jp —  =  0.

Эф 2 Эф
Сократив каждое из слагаемых уравнения (19) на р, получим

dp , _  ̂  ̂ В
( j  -  ifeos“<p) +  —рз1п2ф = 0.Эф 2

Разделяя переменные уравнения (20), будем иметь
В sin 2ф

-----;;-------Эф.
2 В соз®ф — 7

Рассмотрим интеграл правой части уравнения (21). Так как
Э (В cos® ф — 7) =  В2 cos <р (— sin ф)Эф =  —В sin

(18)

ІтЧ'
(20)

( 2 1 )



Следовательно, 

Тогда
В5іп2фс£я>= —d(B cos^ę  — 3).

d ( B c o s ^ m — 3 )  1  „
——---- г------ — =  - -Ы Я с о в ^ ф -З І .
2 { B c o s ^ ę  — 7 )  2

Подставляя (22) в уравнение (21) и учитывая, что Г — = 1п1р|, получим:р

1п|р[ = -----InjScos^tp — Jj +  ІП С3 .

/ (22)

(23)

Из уравнения (23) следует, что

Р =
д/Всо5^ф — J

Учитывая, что р =  ф, получим

Ф = 7 = = = -  (24)
у  В cos^ ę  — 3

С учетом принятых начальных условий при t  = tj, =  О, ф =  ф = *фц =  О из 
уравнения (24) получим Cj = В — 3.
Тогда уравнение (24) примет вид

Ф =
— 3 ф VjS -  3

С учетом равенства В

-^5 cos^tp — 3 
(іпіу^

М + т
последнее примет вид

(2S)
(mZ)^ — 7(М + ти)

(mZ)^—(тпі)^ sm^ ę  — 3 (М + m ) '

Уравнения (25) выражает зависимость угловой скорости вращения маятни
ка от угла отклонения стержня / от вертикальной оси и заданной начальной угло
вой скорости.

Из уравнения (25) найдем закон движения эллиптического маятника, счи
тая угол ф малым. Так как для малых углов sin <р ф, cos <р л? 1, тогда 
sin^ Ф = ср^(справедливо в диапазона от -20° до 20°). Тогда уравнение (25) примет 
вид

(mZ)“
d<p = ф-d t. (26)(mt)^ — j(jlf +  7п) °

Введем замену (mZ)^/[(?nZ)^ -  3(М  + m )| = а , тогда зфавнение (26) примет 
вид

л/ l  4- dm = ©. dt. Г273\
Для решения уравнения (27) воспользуемся заменой ^  1 + аф^ = р . Получим

Ф =  I- (р* -  1), а dtp = d |- (р 2  -  1) =  р / .^ а (р 2 -  1) <£р.

Тогда уравнение (27) примет вид

1 р - 7 = = = ^ ^ Р = 1J уаСр'-—1} J
(28)



Рассмотрим лев)то часть уравнения (28):

Рf Р
^а (р ^  — 1)

dp =1 / Р‘ d p , (29)

Введем замену — 1 =  t  тогда р — + 1, ^ dp = +  l)d t.
Тогда уравнение (29) примет вид

Ё Г ! ! ± 1  '
л |а і  t  V F + 1

(30)
Введем замену t = tgx тогда Vt^ + 1 =  1/cosif, a dt =  (1 /cos^x ) dx. 
Тогда уравнение (30) примет вид

1 
, а

f i  1 1 f 1J---------^dx = -  I — ^dx =[J cosxcos'^x J a j  cos'^x
1 f cosx 
-  I ----- ---- dx =a j  (cos^x)^

1 f  dsinx 
a j  (1 —sin^x)^

Введем замену sinx == cosy. Тогда уравнение (31) примет вид

d cosy
^ a j  ( l - c o s 2 y )2

1 f  sinydy _  | l  f  
a J  (sin^y)^ J ^ J  siSin® у

dy.

(31)

(32)
(sin®' y)®

Так как для малых углов siny ^  у, то sin^y ^  у^. Тогда уравнение (32) примет 
вид

1 1
а 2у 2 ' (33)

Введем обратную замену:
у  ^  s i n  у  =  л / 1 — C O S ^ y  =  C O S X .

Тогда уравнение (33) примет вид

N a2 co s^ x
^ ( l  +  tg®x). (34)

Учитывая, что tg x =  £, а t = yjp^— 1, где = 1 + aę^, из (29) и (34) будем 
иметь

/ :dp —
Va(p" -  1)

С учетом (35) уравнение (28) примет вид

11
- - ( 1  +  а Ло2

- -  (1 + а-ф )̂ = ф(,£ + С*4. I

(35)

(36)

С учетом принятых начальных условий при t = tg = 0, ф =  ф̂  = 0 из уравнения

(36) получим ^ 4 ~

Тогда уравнение (36) примет вид

- ^ ( 1  + аф2) =  фо£ +
а2

11
а2* (37)
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Подставляя в равенство (37) а =  (7пІ)^/|(ітЦ)^ — 5(М + -т)] получим

Г
Ф =

4|(ттг/)^ — J (М +  тгі)]
—  Фо̂(тпО^ Ф

(ЗВ)

Уравнение (38) выражает закон движения малых колебаний эллиптическо
го маятника.

Подставляя уравнения (38) в (12) получим закон движения ползуна в зави
симости от времени и заданной начальной угловой скорости вращения маятника.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ КИНЕМАТИКИ МАНИПУЛЯТОРОВ

Громыко О.В., Царева А.А.

Белорусский государственный университет, Минск

In th is p a p e r  the p ro b lem  o f  m ath em atica l a n d  com puter sim ulation  o f  the k inem atics o f  a  com plex  
m echanism  on the exam ple o f  so lv in g  the d irec t an d  inverse p ro b lem s o f  the k inem atics o f  the m anipula
tor Fanuc M -7 l0 iC /2 0 L  is considered. The results o f  calcu lations in p a ck a g e  M athem atica  f o r  the me
chanism  are  obtained.

При исследовании механики роботов важным аспектом является автомати
зация расчетов и качественная визуализация, как самой твердотельной модели, 
так и полученных результатов. В такой ситуации наиболее рационально примене
ние различных программных комплексов компьютерной математики и механики, 
таких как Mathematica, ADAMS, Visual Nastran, ANSYS WorkBench. Каждый из 
этих пакетов в отдельности позволяет пользователям провести всесторонний ана
лиз и получить достоверные и наглядные результаты, однако наибольшей эффек
тивности можно достичь при совместном использовании данных программных 
комплексов. Рассмотрим подробнее моделирование в пакетах ADAMS, ANSYS 
WorkBench, Visual Nastran и Pro/Engineer. Так в настоящей работе рассматрива
ются основные результаты анализа кинематики манипулятора Fanuc M-710iC/20L 
представленного на рис. 1 в среде пакета Mathematica.

Рис. 1. М анипулятор F anuc М -710iC /20L

Одной из наиболее важных задач на сегодняшний день является исследова
ние кинематики манипулятора. При этом прямая задача кинематики; определение 
положения и ориентации рабочего органа манипулятора по заданным обобщен
ным координатам, - является более простой для исследования, так как имеет од
нозначное и единственное решение, в отличие от обратной задачи кинематики; 
отыскание конфигурации робота по заданному положению рабочего органа мани
пулятора, - которая требует более громоздких и нетривиальных решений. Поэто
му при решении данных задач были испо.льзованы возможности системы компь
ютерной математики Mathematica.
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Для модели M-710iC/20L, имеющей структурную формулу RRRRRR, систе
мы координат, связанные со звеньями были вьшедены следующим образом [3];

Р ис 2. Сист емы координат , связанные со  звеньям и м анипулят ора М -7 10iC /20L

Соответствующая таблица параметров Денави-Хартенберга преобразования 
(/ - 1) -й системы координат в ż-ю имеет вид

N Тип ^звена в S а a
1 R 1 Яі 0 -OqOi - n i l
2 R 2 Я2 0 -0j02 0
3 R 3 Я} 0 -O2O3 - n i l
4 R 4 Я4 0304 0 - n i l
5 R 5 Яз 0 0 - n i l
6 R 6 Яб 0 0

где Кзвена “  номер звена, e = qj,i = l,6 -  углы поворота между осью x,_j и лучом, 
проведенным из точки Oj_i параллельно оси Xj (в данном случае обобщенные ко
ординаты), Sj -  перенос вдоль оси Zj_̂  до тех пор, пока оси Xj_i и х, не окажутся на 
одной прямой. Oj — перенос вдоль оси x,_i до тех пор, пока не совпадут точки 0,_i 
и Oj, or, -  поворот вокруг оси Xj до совмещения систем (ż-l) и i.

Решением прямой задачи кинематики манипулятора, является матрица 
\ о  -  А,о̂ 2 ,іА ,2 ^ , з^ а \ 5  > которая определяет положения и ориентации рабочего
органа по заданной конфигурации манипулятора. Данная матрица является резуль
татом последовательного перемножения матриц преобразования вида

-

COS0,. -  sin 0,-cos a,. sin 0,sina^ a,cos0.
sin0,. COS0, cos a, -  cos 0, sina. a,sin0,.

0 sina,. cos a.
0 0 0 1

, Ż = l,6.

в  силу громоздкости полученного решения q , приведем только четвертый
столбец данной матрицы, так как его значения понадобятся дальше для нахожде
ния матрицы Якоби:

+C2(Ż!2 +С3Л3 +h^S^ -C^h^S^  +  -t-S2(C^(h,^ -С5Л 5)-

-s ,(h , + c ,h ,s ,m - S j( h ,+ S 2 ( C ,h ,- c ,c ,h ,  - ^з)+С2(Й2 +C3A3 + /̂ 4̂ 3- ą h ,s , ) ) +

+ŻI5 (—C2C3C41SJ + C4iS'jiS2<b3 + .̂'i‘S'4 j »̂ 2 (/̂ 2 "t" +  ŻJ41S3 — C^h^S-^  +  C3C4Ż251S5 ) +

+С2(-Сз/г4 +С3С5Й5 +M3 +С 4^3 ‘̂ 5). 1) -̂

j As



Аналитическое решение обратной задачи связано с решением системы шес
ти нелинейных уравнений с п неизвестными, поэтому при ее решении используем 
известный алгоритм [3]. Для упрощения расчетов в качестве опорной выберем 
систему , оси которой параллельны осям системы , а на
чало находится в точке (9g. Данный прием имеет место, поскольку M-710iC/20L
заканчивается тремя вращательными парами, оси которых пересекаются в одной 
точке. С учетом этого получим, что во всех матрицах Ą  j , -0^0^ -  О. Зададим
матрицу:

\ о  -

Тогда матрица, соответствующая системе -  R̂  запишется в виде.
^«11 «12 «13 -«1з/г5 + Х*  ̂ f^ii 1̂2 «13 «14̂

«11 «12 «13 X*'

«21 «22 «23 у *

«31 «32 «33 z*
0 0 0 к

•®6,0 -
hi hi hi Ы
3̂1 hi hi 3̂4
0 0 0 1

«21 «22 «23 -OCj-ihS + y*
«31 «32 «33 -a^ihS + z*

. 0 0 0  1  ̂ ^
Bee элементы данной матрицы являются известными и задают положение и 

ориентацию рабочего органа в базовой системе координат. Для решения обратной
задачи воспользуемся формулами для расчета обратных матриц 4”/-i» которые 
описывают переход из (г -1) -й системы координат в /-ю:

 ̂ /"»«-> о /Э С<1«Л iQ л _у# ^

д',/-1 -

соответствующие параметрам Денави-Хартенберга, заданными выше.
Вычисляя поочередно матрицы Ą , ^ сравнивая соответст

вующие элементы матриц Ą  ,,/ = l,6 , полученных из матриц Ą i,/ = 1,6 при 
= о получим следующее рещение обратной задачи кинематики для манипу

лятора M-710iC/20L (нужно отметить, что полное решение задачи получено на 
третьем шаге при / = 3):

cosdj sin^j 0
-sin^jCosa,- cos cos «j sina, -Sj sina,
sin (9, sin«, -C O S^ j sin«,- cosa,- -5,-cosa,-

0 0 0 1

l̂«24
^̂1

M  + «24

C, - - £"i«14
'-'1

/«14 +«24

Sj ~^4 +̂ 1̂ 14 + ‘̂ 1̂24)̂  +^34)~2/J2(^ +Q^14 + >̂i«24) ̂
+Ci?i4 +5іг24)̂  ~̂ 3 ~̂ 4 +(М +'S'i«24)̂  +«34)̂ 2) ' ^ +*̂ 1̂24)̂  +̂ 34) »

C 2 = ( - ( ^  + Q « 1 4  + ‘^ 1 « 2 4 ) (^  “ ^4 + Q ^ 1 4  +*^ 1̂ 24)^ ■*■̂ 34)^ +  « 3 4 +

+ 4 h ^ t ^ 4 - ( f 4 - h ^ - h i  + ( h  + C i « , 4  + 5 i « 2 4 ) "  + « і 4 ) Ч ) / 2 А 2 ( ( А  + < 7 i «14 + ‘̂ 1 « 2 4 )^  + « 34) ’

*̂3 -(~ ^ ^ 4  "^^li^^i + 4̂«34 +^з/«И +«24^l)~^2(^^4 ~^«34 + 4̂V«И + «24̂ 1))^(^ +^4 )» 

Cj = (.~^2h^i hl^i h^4^1 ^1^4 î4 ~ ̂ 3*̂ 2«34 2̂ 3̂ ̂ «И “*‘«24̂ 1 4̂*̂ 2 V«14 «24̂ 1 )̂ (̂ 3 4̂ ) >
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Сз -CJCзS2̂ lз +CiC2-S3fi3 +Сз5'і5'2?23 +С'25'|5'з<23 +С2СзГзз -525'зГзз,

Q  =(-СіС2Сз^із +Сі5'25'з/із -С2Сз5і?23 + і5'і5'2‘5'з 2̂3 +̂ 3*̂ 2̂ 33 ’̂ ^2^гНз)^^5 ’
= (-<5і̂ іЗ + ̂ 5/23)/

Q  =(С іСз5'2̂ іі +С іС25'з/]і + C'3iS'j5'2?2l + C'2‘S'|5'3̂ 21 +С2Сз?зі -5'2*5'з?з])/

5'б = (-С'(С'з5'2̂ ]2 “  C'iC’2>S'3̂ j2 - С з^і52І22 ~ ^ 2 ‘̂ iĄ^22 +*^2‘̂ 3^32)^“̂5
где 23 = ±1 и для краткости С, =cos0,, 5, = sin^,, / = 1,6. При этом в ходе решения
были получены ограничения на элементы матрицы Ą  2

4(0]О2 Ў  I O qO j + ?̂І4 + І24 j + 4(0i02 3̂4 “ ((^2^3 ■*■ (^3^4 “ ̂ 34 ~

-(-OoO, + -(OiC>2)')̂  ^ 0,
Как видно, из-за присутствия параметров £-і,£:2,«̂ з » решение обратной

задачи не является однозначным и имеет восемь возможных исходов. Можно по
строить дерево решений, которое позволяет вьшолнить проверку полученных ре
зультатов:

Выполнив проверку полученных результатов, мы получили, что обратная 
задача решена верно.

5^ о / \ ТДля вычисления матрицы Якоби рассчитаем элементы - — ^(0;0;0;1) ,
dq,

г = 1,6, которые представляют собой продифференцированный по четвертый 
столбец матрицы Ą  q :
Û ĈIą = (/^^j + с2^2^i ^3^4‘̂1‘̂ 2 ~ ̂ 3^5^‘̂1‘̂ 2 "^^2^4‘̂1‘̂3 ~ ̂ 2^5^1^3 ~ ̂ 3^1^2^3
+С'2^3^^‘̂1‘̂5 “ Q ^ ‘̂1'̂ 2‘̂ 3‘̂ 5 “ Q ^ ‘̂ 4‘̂ 5’ “ Q^2^ ~CiC2 h^S2  +
+Q^3^5^“̂2 ~QC'2 4̂* 3̂ + С'і^С'зАзб'з +Cj/?3iS'2S'3 -C^C2C-̂ CĄĥ Ŝ  -¥C^C^1̂ 828-̂8  ̂-}ц8і8^8 ,̂

0, 1/

Û 23i -(С,А2,^2 +С,СзЛз52 -С,С2СзЛ4 +С,С2СзС5/25 +C,/?4525’3 -  + ̂ С з з̂^  +
+С,СзС4/255255 +С іС2С4Й55з55,Й25і52 +С з/?з5 і52 -^2^3^451 +С2СзС5/255і +;J45,S2Ą -  
-C^hs8 8̂ 2 8 ^+ 0 2 /^8 1 8 ^ +ąC^hs8i828s+C2C^h^8i828^,C2h482 -СзСз^з^^з + ^ 2^2 +
+С2С3Л3 - 113828, +C2h,82-C 2Csh,83+C2C,C,h,8s -С^к,828з8„ \ ^
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^̂ 63̂ 4 “ Ц^'5'^‘̂’2‘̂’3 “ Ц^2^"4 ' ^ ]С'2̂ -'зС5Л5 + С.|СзАгз*'2 +
^hS,S^S,-ąh,S,S2S,-c^,h,s, +

+ C 2 C 3Cj/jjiS] + C-2̂ 3̂ \̂ 2 '*’ ^ 2 ^ 4 ^ ‘̂ 1‘̂ 3'̂ S ^ 3 ^ 4 ^ Ą ‘̂ 2‘̂ 5’ 2̂̂ 4* 3̂ ~ ^ 2 ^ 5 ^ Ą  ~ ^ ‘̂ 2*̂ 3 ^

+ C 2 C 3 /Z3 +C'̂ ĥ S2 -C 2,Ĉ ĥ S2 “ f^4^‘̂ 2‘̂ 3‘̂ 5 ■ *'С'2 С зС 4 Л5 і5'5 , 1 )

і/б4 ^ 4  = {CxC2Cj,ĥ Ŝ Ŝ  -Ciĥ S2S2Ŝ Sf, -Ĉ ĥ S\Ŝ ,C2C2ĥ Ŝ Ŝ Ŝ  - Iî Ŝ S2S2SąŜ  +СіС̂ }цЗ̂ , 

С з/25^2ЗД - 0 2 ^5 5 3 ^4 5 5 , 1 /

^65^4 -(.~С\Сз̂ ^̂ 23ў - С іС 2 /^5 з5 5  - С 1С 2 С 3С 4 С 5 /І5 + С 1С 4 С 5 Л5 5 2 5 3  - C 5 /Z5 5 j5 4 ,

~  ^ 4 ^ 5 ^ ‘̂ 1 ‘̂ 2 ‘̂ 3  “*"0 10 5 / 1554,

“*“^ *^2^ ‘̂ 5 “*" ^з’“4'-'5^'^2 " ' ■ Q Q Q ^ Ą ^ /

ОббЙ4 = ( 0 , 0 , 0 , і /

Векторы =4о(0;0;1;0)^, / = 0,5 представляют собой третьи стпи^иы 
матриц Д о > получим

Д),о̂ з
^ 1,0^3 — ( “ “̂ i  > Q  > о ,  о /

-̂ 2,0̂ 3 =(“‘̂ і)Оі,0,о/

^ 3 , 0 ^ 3  - ( “ С і С 'з 5 2  - 0 і 0 2 5 з , - 0 з 5 і 5 2  - 0 2 5 і 5 з , - 0 2 0 з  + 5 з 5 з , о /

^ 4  0 ^ 3  — (.CąS] — О 1О 2О 354 + О і 5 2 5 з 5 4 ,  — О 1О 4 — 0 2 0 з 5 ( 5 4  з-Ŝ S2Ŝ Są,

О з 5 з 5 4  + О 2 5 з 5 4 , 0 /

5̂,0̂ 3 = (С'іС'з0552 +О1О2О553 -О 1О2О3О455 +О1О4525355 - 5 і5455,

О2О3О5 -О з525з 4-О3О45255 + 02045355,0/
Таким образом, получим матрицу Якоби:

0̂̂ 61̂ 4 ^62^4 ^̂ 63̂ 4 ^64^4 ^65^4 ^66^4^

1̂ 4),0̂ 3 А,0^3 2̂,0̂ 3 3̂,0̂ 3 4̂,0̂ 3 "̂ 5,0̂ 3 у
Задачи кинематики манипуляторов становятся все более и более актуальны

ми при исследовании современных робототехнических комплексов. Применение 
мощных пакетов компьютерной механики и математики позволяют автоматизи
ровать расчеты и оптимизировать время, затраченное на получение достоверных 
результатов.

ЛИТЕРАТУРА
1. Пол Р. Моделирование, планирование траекторий и управление движением 

робота-манипулятора. -М .: Наука, 1976. 103 с.
2. Wolfram, St. The Mathematica Book. Fourth Edition. -  Cambridge: Wolfram Me- 

dia/Cambridge University Press, 1999.
3. Механика промышленных роботов: учеб, пособие для втузов: в 3 кн./ под ред. 

К. В. Фролова, Е. И. Воробьева. -  Кн. 1: Кинематика и динамика / Е. И. Во
робьев, С. А. Попов, Г. И. Шевелева. -  М.: Высш. шк., 1988. -  304 с.

4. Бать, М. И. Теоретическая механика в примерах и задачах // Специальные гла
вы механики / М.И.Бать; под редакцией Г.Ю.Джанелидзе -  М.: Наука, 1973. -  
Т. 3 .-488  с.

148



ВОЗДЕЙСТВИЕ ПОВЕРХНОСТНОЙ НАГРУЗКИ НА МНОГОСЛОЙНОЕ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО

Круподеров А.В.

Белорусский государственный университет, Минск

The prob lem  o f  a c t o f  norm al lo ad in g  on tran sverse ly  iso trop ic  h a lf-space co n sis ted  fro m  horizon ta l 
layers in is solved. The layers are unbounded. Problem  is so lv e d  in 3D. The m e th o d  o f  so lu tion  is b a sed  
on using o f  F ourier transform . The cubature fo rm u la e  are ob ta in ed  f o r  the fo llo w in g  types o f  problem : 
resting o f  elastic layer on in flexible a n d  e la stic  half-space, restin g  o f  tw o  e la s tic  layers  on e la stic  half
space. The exam ples o f  ca lcu la tions are represented. A lso  com parison  o f  o b ta in ed  resu lts w ith  num erical 
results is represented.

Изучение поведения слоистых упругих материалов имеет широкую область 
приложений в инженерии, механике грунтов и геофизике. В инженерии это изуче
ние поведения композитных материалов. Что касается механики грунтов и геофи
зики, то породный массив зачастую представляет собой несколько горизонтально 
залегающих слоев из различных материалов. Однако, упругие свойства материала 
могут быть различными для различных направлений, т.е. материал может быть 
анизотропным. Материл, имеющий ось, поворот вокруг которой не вызывает из
менений упругих свойств называется трансверсально-изотропным. Именно такой 
анизотропией свойств зачастую обладают грунты.

Изучение напряженно деформированного состояния трансверсально
изотропного слоя, покоящегося на жестком основании было выполнено Лехниц- 
ким 1. Изучением плоского и антиплоского напряженно-деформированного со
стояния многослойного трансверсально-изотропного полупространства занима
лись такие авторы как Гарг Синг, Шарма и Куо. Хадхури и Бовал расширили их 
результаты, предполагая неоднородность свойств [2]. Они предполагали экспо
ненциальное изменение свойств с глубиной.

В данной работе предлагается метод изучения объемного напряженно- 
деформированного состояния многослойного трансверсально-изотропного полу
пространства, вызванного воздействием нормальной нагрузки, распределенной по 
его поверхности. Основой метода является использование преобразования Фурье.

Итак, будем рассматривать многослойное трансверсально-изотропное упру
гое полупространство. Будем предполагать, что выполняются условия идеального
силового контакта на границах слоев:

“ / 1г=А, 1г=Ау = т
Здесь индексом <у» обозначены напряжения и перемещения в верхнем отно

сительно границы контакта слое, индексом <у+/» -  в нижнем относительно гра
ницы контакта слое. В дальнейшем индекс j  будем опускать, предполагая, что речь 
идет о конкретном слое.

Уравнения равновесия записываются в виде [3]
52 Л

дх  ̂ ду  ̂ dz^ ^ + {см+Сьь)
д \

(с,2 +( \ д^и Г

(с,з +С44)- ди
дх

dv
ду

Ё.
ду

( f  
4̂4

V

дхду
52 \

■̂(<̂13 +̂ 4̂4)— = 0.
dxdz
d^w

( ł )

v + (c,3+C44)̂ — = 0

2 Л
А - + с33 dz^

dxdz

łv = 0.
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где (с)у, i , j  = 1,6 -  матрица упругих констант, связывающая напряжения с дефор
мациями т.е. компоненты напряжений Cj =а„,сг2 =ст22,сгз =сТзз, а 4=ст2з, 
Gj = G,3, Gg = G,2 с деформациями 8і = £ц, 2̂ = ^22’ = 3̂3’ 4̂ 2S23 . 5̂ “  2 ,̂3 ,

— 2fj2 .
Для нахождения решения поставленной задачи воспользуемся методом, опи

санным в [3]. Для этого представляем перемещения в следующем виде( здесь при
водим выражения для более общего случая 5, ^  S2 ,, противоположный случай 
получается из него предельным переходом)

^  дх ду

У ^ у  ^Фз
ы ф' бх

(2)

w ■■
/=1

бц>і
&, ■

Подставляя выражения (2) в (1), найдем, что каждая из функций ę?, должна 
удовлетворять уравнению:

 ̂ а  ̂ ^
5^2 + ^.2 + .̂2 ę. = О, (/ = 1, 2, 3).

ду dz]
Тогда пользуясь свойствами указанного преобразования получаем систему 

обьпсновенных дифференциальных уравнений для трансформант функций ср, . В 
данном случае указанная система распадается на независимые уравнения. 

d  ф,
dz

f -  = , где = wf + w\ ,

s, - ‘"13 ) ( ^  ~̂  1̂3 2^44) I  ̂ i y +1 | (C  +  С )з)(С  C(3 2C44)  .

4C33C44 4C33C44 / =  1,2,

■̂3 ~ ,C — 11
^іЛз, a, = /  . /2

-44
Имеем уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами. Общее 

решение этих уравнений можно записать в следующем виде( здесь опять возвра
щаемся к индексу j  т.к. для каждого слоя константы свои):

ф /= 0 ;е^ ’̂ +С^е-^'^ (3)
Подставляя выражения (3) сначала в формулы (2), учитывая уравнения связи 

напряжений с деформациями и деформаций с перемещениями, получаем следую
щую систему линейных уравнений относительно Cj..

Решая данную систему, находим константы Cj^, а вместе с ними и преобра
зованное по Фурье Решение задачи. Воспользовавшись интегралами Фурье нахо
дим само решение. Аналитическое вычисление этих интегралов является доста
точно затруднительной процедурой, поэтому более эффективным представляется 
воспользоваться известными численными методами для получения решения при 
конкретных начальных параметрах.
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в  качестве примера, а также проверки полученного решения, рассмотрим 
прикладную задачу определения НДС в слое грунта (трансверсально-изотропный 
слой), расположенного на мощном породном основании (гладкое бесконечное ос
нование). На слой оказывает давление насьшь больших размеров (солеотвал). Ее 
форма приведена на рисунке 1. Вертикальную нагрузку на слой, вызванную дав
лением насыпи, принимаем в таком виде:

q{x, у) = {Н{у + 6) -  Н{у -  Ь)){{х + а)Н(х + а ) -  2хН(х) + (х -а )Н {х-а )),
а

где р  -  плотность насьши, а, Ь, -  соответственно ширина, длина и высота насы- 
пи, -  ускорение свободного падения. Я  -  функция Хевисайда.

Рис. 1. Ф орма насыпи

Для проведения численных расчетов возьмем следующие значения входных 
параметров: Е^= 5ГПа, Vj = = 0.3, = 0.28462ГПа, о=10м, 6=50м,
р - 2000кг/м^, hg = 10 м, Л=20м.

Для проверки построенного аналитического решения были вьшолнены срав
нительные расчеты тестовой задачи в соответствии с данным решением и на ос
нове расчетной схемы метода конечных элементов.

В качестве иллюстрации на рис.1 приведены графики напряжений ст, ,̂ст  ̂ на 
оси z . На приведенных рисунках сплошная кривая -  построенное аналитическое 
решение, пунктирная -  решение, полученное методом конечных элементов.

Рис. 2. Результ ат ы расчет ов

В качестве примера для многослойного полупространства рассмотрим зада
чу о воздействии однородной нагрузки, распределенной по единичному квадрату. 
Толщина слоя й=0.5м. Упругие свойства слоя соответствуют свойствам бетона
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(считаем материал изотропным): £’ = 10’°Па,у = 0.2. Упругие свойства полупро
странства: jE, = ^2 = 5 ГПа, V, = Vj = 0.3, = 0.28462 ГПа.

На рис. 3 представлены графики напряжений соответственно 
в плоскости xOz.

0.0 0.) 1.0 и  3.0 2 .І  3.0 00 0.5 Ю 1.5 3.0 3 J  30

Рис. 3. К онт урны е граф ики  напряж ений
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МОДЕЛЬ ИЗМЕНЕНИЯ ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 
И НАКОПЛЕНИЯ ПОВРЕЖДЕНИЙ В СУСТАВАХ ЧЕЛОВЕКА

Чигарев А.В/, Борисов А.В.^

Белорусский национальный технический университет, Минск^ 
филиал ГОУ ВПО «Московский энергетический институт 

(Технический университет)», Смоленске^

The approach  p erm ittin g  m odelin g  the w ork  o f  a  human jo in t  as in teracting  su rfaces w ith  a llow 
ance o f  the change o f  p h ysica l-m ech an ica l p ro p ertie s  an d  dam age accum ulation  in tissues, p a rtic ip a tin g  
in motion in a  jo in t  is offered. The o b ta in ed  resu lts dem onstrate changes go in g  on in a s ite  o f  a  con tact 
during ageing  p rocess.

Описанию работы суставов человека и их патологий посвящено большое ко
личество медицинской литерат>т)ы. Исследованы патологии суставов, приводя
щие к тотальному эндопротезированию и описьгеаются модели эндопротезов и 
дальнейшего наблюдения их эксплуатации [4, 8, 13, 15, 17, 21]. Авторы основное 
внимание уделяется анализу эмпирических данных. В работе [1] показано, что 
воспалительные процессы цозвоночника приводят к изменению его механических 
свойств и в итоге к разрушению. Развитие заболевания моделируется постепен
ным уменьшением модуля Юнга для материала межпозвоночного диска от 10* до 
О Па. Имеются работы по моделированию механических свойств человеческого 
организма [19, 16], в которых рассматриваются модели на основе численного ме
тода конечных элементов. Есть исследования, в которых определяются характе
ристики контакта при силовом взаимодействии твердых упругих тел [2, 3, 5, 12, 
18, 22], основное внимание уделяется нахождению перемещения в центре, давле
ния, размера площадки контакта, без учета процессов разрушения. В [10] рас
сматриваются модели износа цилиндрических тел, с учетом параметров качества 
поверхности и наличия покрытий на базе соотношений теории упругости и пол
зучести. Моделирование процессов разрушения проведено в работах [6, 9, 14].

Исследований описьшаюпщх разрушения суставов человека на базе теоретиче
ских положений механики деформируемого твердого тела, практически не имеется.

Разработано достаточное количество моделей, для которых вычислены ха
рактеристики контакта различных конфигураций поверхностей для материалов 
неживой природы. Однако отсутствуют методики расчета по моделям суставов 
человека, т.е. по органическим материалам. Материалы, работающие в условиях 
контактного взаимодействия и трения скольжения, обладают способностью 
трансформации исходной структуры. Переход от исходного состояния поверхно
сти к эксплуатационному и последующему разрушению сопровождается сложны
ми физико-механическими и структурными превращениями в приповерхностных 
слоях, которые целесообразно учитывать при расчете параметров контакта. В ор
ганических структурах этот процесс более сложен, так как с износом происходит 
и восстановление тканей. Но этот процесс ограничен временными рамками.

В данной работе предложен вариант учета износа и разрушения в органиче
ского вещества, позволяющий моделировать контакт пар трения в суставе челове
ка с учетом процессов накопления повреждений и изменения физико
механических свойств в поверхностном слое контактирующих тел.

Триботехнические характеристики определяются не только исходными 
свойствами материалов, но и конкретным состоянием поверхностного слоя ком
понентов узла трения, структура которого может считаться однородной лишь ус
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ловно, с различной степенью идеализации. Элементами ее могут быть микропо
вреждения сустава, являющиеся следствием жизнедеятельности человека и воз
растных изменений. В процессе эксплуатации сустава это инициирует рост кон
центрации повреждений, приводя в конечном итоге, к макроскопическим повреж
дениям.

В качестве модели выберем неоднородный изотропный слой, описываемый 
законом Гука. Будем предполагать, что он представляет собой композит, состоя
щий из п компонентов, характеризуемых упругими модулями Х\, ..., Х,„. Каждый 
компонент описывается Ki, р, -  объемным и сдвиговым модулем упругости соот
ветственно. Распределение К , р, в исходном состоянии представляет собой ком
позицию 5-функций (сплошная линия на рис. 1):

X] ^ О А,2+Ец ^л-Ел1 ^л ^л"*̂ л2 ^
Рис. 1. Р аспределение уп руги х  м одулей  в гет ерогенном  п-компонент ном слое

ДХ)=Хс,8(Х,-).,), Х с , =1. (1)
(=1 1=1

В процессе эксплуатации происходит накопление повреждений в рабочем 
слое, представляющее собой деградацию физико-механических и геометрических 
свойств материала. Это обуславливает изменение упругих, теплопроводных, пла
стических и триботехнических характеристик во времени. Поэтому исходная 
функция (1), согласно данным работы [20], через определенный промежуток вре
мени трансформируется в распределение, например, следующего вида (пунктир
ная линия на рис. 1):

S](̂ )

S)( X )
1-t-

Е

х - х
(1

\
, Я,е -t-E;,]

'п У (2)

5,=
2с,

= 1, г= 1,...,и.
'=1

Функция плотности вероятности (2) описывает параметры материала, в ко
тором исходные физико-механические характеристики Хі изменились, т.е. появил
ся разброс свойств. При наличии пор в исходном состоянии считаем, что Х2  -  0, 
сгфО.
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Макроскопические характеристики поверхностного слоя Аю, согласно методу 
самосогласования, вычисляются из условия равенства нулю средней поляризуемо
сти, что соответствует равномерному распределению в среде повреждений [23]:

<У> =
Х — Хп

= 0,

АК) ^   ̂ . Av) ^  -̂{^0
 ̂  ̂ 4 Л'4

^0 2  ^0 •̂ 0 2 '̂'О

(3 )

(4 )

Уравнения (3), (4) с з^етом (2) примут вид

/=і р=і (5 )

р.
МПри Z]j’ ^,КХ) переходит в распределение (1), а уравнения (5) -  в урав

нения самосогласованного поля для К̂ ,, ро, « -  компонентной композиционной 
среды [23]:

Рассмотрим однородный материал с упругими коэффициентами К\, рь объ
емной концентрацией с\ и порами, характеризуемыми сг = с = 1 -  сц ЛГг = 0, рг = 0. 
Будем описывать изменение концентрации повреждений в процессе эксплуатации 
кинетическими уравнениями, например Качанова, Работнова, Голуба:

dt
Г а

1- с

dt ’

dc
~dt

f  ̂ 1
l^ l-c j

\П(ст) J(Po(eVs
-  о

'•b
Дфо(Е)-а]^Е

(2 + TV).

(7 )

(8)

(9 )

Численный расчет по формулам (5) обладает тем недостатком, что при 821 —> 0 
правая часть становится неопределенностью (типа 0/0), поэтому для малых 821 
решение неустойчиво.

Вычисления удобно вести на основе уравнения, полученного из соотноше
ний (5) разложением правой части в ряд Маклорена, избавившись от неопреде
ленности. Интегрируя уравнения (7), (8) или (9) и подставляя c{f) в полученные 
выражения для поврежденного слоя (кг = 0, 621 = 0, / = 1, 2), обладающего битре- 
угольным распределением свойств, получим систему двух нелинейных уравнений 
для расчета изменения эффективных упругих модулей за счет накопления повре
ждений:
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я = [ і - с ( о :
1 pW _ р(̂ )

 ̂ I ^^11 * 1̂2 + с(0
.м
'22 ( 10)

Приведя это выражение к более удобному для вычислений виду, получим 
систему двух уравнений относительно АГо и ро:

Ко=

 ̂Но 1̂1Н) _ pH)V
'12

Но= -Но

4 V  / / 4  4
2  Н о  1 2  Н о  ^ 2 2  ^ 1  “*■ 2  ^ 0

Л

4
з ‘\2 л Но5

4 1 5 г 4 ) 1
^о+-Н о ^-с(^)бтН о ^о+-Н о -~^о>  

J  у 4  V 5 J  I

*01

Q = - Н і

V
pH) _рН) ^̂11 *̂12

■
pH) _рН)I 1̂1 1̂2 I

( 11)

,H)■■■22
4 r ’( 4 ; ’ - i ‘ , )  (4>f  Н м * - й , Г

При E,j 0 уравнения (11) переходят в уравнения самосогласованного поля 
для iifo и ро двухкомпонентной композиционной среды;

Л)= [1-с(>)] c(t)

или в явном виде после преобразований:

( 12)

^  _ 4ц.^,[1-с(0]
" 4ц.+Зс(()Х, ’ (13)

8 + [9Ki ~ 3Kic(t) + 20pic(0 -  8pi]po -  9/:ip,[l -  2c(0] = 0. (14)
Как следует из формул (10) -  (11), на зависимость Хо(У) влияет несимметрич

ность разброса, то есть величина ец -  еп- Наличие разброса 822, обусловленное 
пористостью, позволяет получить зависимость эффективных упругих модулей Хо 
от t для всех значений 0 < с < 1. Для поврежденной среды без учета Е22 самосогла
сованный метод [8] дает обращение Хо в нуль при с = 1/2. В терминах теории про
текания это означает слияние пор в магистральную трещину.

Если в пределе взятое распределение переходит в комбинацию 8-функций 
(1), то, соответственно, расчетные уравнения переходят в известные уравнения п -  
компонентной среды, получаемые методом самосогласования.

Рассмотрим модифицированную задачу Герца, позволяющую исследовать 
влияние накопления повреждений в контактирующих телах на характеристики 
площадки контакта. Заменим в известных расчетных формулах упругие постоян
ные их эффективными значениями, рассчитанными на основе моделей (10)—(12):

(15)а(0 = —^  J

A(t)

а І М + Ф ^ Н У
M ) ' f  ____ 4 ______

а д = М ) Т

о н У
(Ą

(16)

(17)
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Здесь § = = Л, л(0 = —а а 8тг
i - v ; ( / ) ^ i ' ’Л>)

Ио' ' ^ lif)
Каждый из интегралов представляет собой функцию отношения осей эллип

тической площадки контакта к. Обратимся теперь к рассмотрению случаев, когда 
интегралы в формулах вычисляются аналитически.

Решим задачу о контакте в суставе в виде двух сфер с радиусами и RT, ко
торые приводятся в соприкосновение и прижимаются друг к другу нагрузкой р. 
Уравнение сферы в окрестности точки О запишем в виде [11]

2R

t
2R*
„2

■ + У
2R^ 

,2

2^ = - + У

(18)

(19)

(20)

(21)
2R^R-

Так как в суставе одинаковые материальные, в том числе и упругие констан-

Следовательно
2R- 2R'

. _ R* + RА = В = А  +А -

ты
1-Уо(0 ^ 1-Ур(^) ^ ЗКо(0+4ро(/)

Ро(0 PoW 2po№ ^o(0+PoW ] 
Тогда с учетом формул (15) -  (17) получим:

т̂ (,)=Ш-ЛБб1±М1

(22)

(23)
8л;ро(Ф ^о(0+Ро(0]'

а(0 = \2n^p^r\^(t)A^ . (24)
Перейдем к численному анализу полученной модели. Выразим из уравнения

(4.4.14) цо- Получаем следующие корни: 
(-9 К1 + 3 Ct К1 + 8 ц 1 -

20 ct ц 1  - V 2 8 8  (1 - 2 ct) К І Ц І  + (9 К1 - 3 ct К1 - 8 ц 1  + 2 0  ct ц1)2 ) }, 

{ ц О - ^ - ^  ( - 9 K l  + 3 c t K l  + 8 M l - 2 0 c t / 2 l  +

V 2 8 8  (1 - 2 ct) KI Ц І  + (9 KI - 3 ct KI - 8 ц 1  + 20 ct ] j j
Подставляем полученные корни и уравнение (13) в уравнения (23) и (24). 

После подстановки в уравнениях остаются только следующие параметры, кото
рые мы примем равными соответствующим средним характеристикам, опреде
ленным для человека [4, 7].

Модуль Юнга .£ = 210^ Па;
Коэффициент Пуассона а = 0,332;
Связь объемного и сдвигового модулей упругости с модулем Юнга и коэф

фициентом Пуассона имеет вид [11]:
Е ЕК =

3(1 -2а)’ ^ 2(1 + а) '
Контактное давление./? = 1.8136Т0’ Па. Размеры: R^ = 0,015 м; R~ = 0,014 м.

Зададим концентрацию повреждений линейной зависимостью так  ̂ чтобы

(25)
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значения c(t) содержались в отрезке [О, 1/2], т.к. при превышающем значении по
ры сливаются в магистральную трещину и происходит фактическое разрушение и 
прекращение активной эксплуатации сустава. Предполагаем время жизни челове
ка 100 лет: c(t) = t/200. Тогда, для первого корня ро, графики имеют вид:

Рис. 2. И зменение характ ерист ик площ адки конт акт а в суст аве вследст вие деградации  мат е-
риача: а -  a(t); б  -  rj(t)

Для второго корня ро, графики имеют вид, показанный на рис. 3.

Рис. 3. И зм енение характ ерист ик площ адки конт акт а в суст аве вследст вие деградации
м ат ериала: rj(t); a(t)

На рис. 2 и 3 линиями представлены расчетные зависимости ri(t), a(t), по
лученные согласно соотношений (23), (24). Сравнивая с результатами, получен
ными в рамках классической задачи Герца, следует вывод о том, что расчет ха
рактеристик площадки контакта в суставе по предложенной методике дает более 
реальные результаты, указывающие на изменение условий контакта. Как следует 
из рис. 1 и 2, площадка контакта в данной модели в отличие от предлагаемых ра
нее и изменяется во времени и при ? = 100 лет наступает процесс разрушения. Та
ким образом, долговечность контактирующих поверхностей сустава, свойства ко
торых изменяются во времени в зависимости от величины прилагаемых полей на
пряжений, температуры и других факторов, которые могут быть включены в ки
нетические уравнения.

ЛИТЕРАТУРА
Афонин, П.Н. Методы и средства компьютерной диагностики позвоночника 
человека: дис. д-ра. техн. наук. -  М., 2003. -  276 с.
Воронин, Н. А. Инженерный метод рещения контактной задачи о взаимодей
ствии цилиндрического штампа с упругим двухслойным полупространст
вом // Трение и износ, 14. -  1994. -  5. -  С. 754-763.

1.

2 .

158



4.

9.

3. Воронин, Н. А. Применение теории упругого контакта Герца к расчету на
пряженно-деформированного состояния слоистого упругого тела // Трение и 
износ, 14. -  1993. -№  2. -  С. 250-258.
Гаврюшенко Н.С. Материаловедческие аспекты создания эрозионностойких 
узлов трения искусственных суставов человека: дис. ... д-ра техн. наук. -  М., 
2000.-234 с.
Джонсон, К. Механика контактного взаимодействия. -  М.: Наука, 1989.
Дрозд, С.Г. Контактное взаимодействие сферических нар трения с учетом на
копления повреждений и изменения физико-механических свойств в поверх
ностном слое // Том 17, № 2 Трение и износ. Март-апрель. -  1996 
Дубровский, В.И., Федорова, В.Н. Биомеханика.- М.: Владос-Пресс, 2003. -  672с. 
Жиляев, А.А. Биомеханические и электрофизиологические критерии оценки 
функционального состояния опорно-двигательного аппарата нижних конеч
ностей: дис. ... д-ра техн. наук. -  М.  ̂2003. -  177 с.
Коноваленко, И.С. Теоретическое исследование деформации и разрушения 
пористых материалов медицинского назначения и биомеханических конст
рукций: автореф. дис.... канд. физ.-мат. наук. -  Томск, 2007.

10. Кравчук А.С., Чигарев А.В. Механика контактного взаимодействия тел с кру
говыми границами. -  Минск: Технопринт, 2000. -  196 с.

11. Ландау, Л.Д., Лившиц, Е.М. Теория упругости. -  М.: Наука, 1987. -  246 с.
12. Можаровский, В. В. Плоские контактные задачи для анизотропных покрытий 

с учетом трения // Трение и износ, 13. -  1992, № 5, 825-836
13. Пасынкова, И.В. разработка моделей и алгоритмов дифференциальной диаг

ностики патологии коленного сустава: дис. ... канд. техн. наук. -  Воронеж, 
2005.- 108 с.

14. Романова, В.А. Моделирование процессов деформации и разрушения в трех
мерных структурно-неоднородных материалах: дис. ... д-ра физ.-мат. наук. -  
Томск, 2008. -  298 с.

15. Рыбалко, Д.Ю. Строение менисков коленного сустава человека и их фикси
рующего аппарат в зрелом, пожилом и старческом возрастах: автореф. дис. ... 
канд. мед. наук. -  Уфа, 2006. -  22 с.

16. Скворчевский, К.А. Волоконно-оптические измерительные системы в задачах 
биомеханики: дис. ... д-ра техн. наук. -  М., 2004. -  184 с.

17. Сотин, А.В. Механика взаимодействия ножки эндопротеза тазобедренного 
сустава с кортикальным слоем бедренной кости: дис. ... канд. техн. наук. -  
Пермь, 2005. -  109 с.

18. Суслов, А.Г., Горленко, А.О. Контактное взаимодействие сферических пар 
трения // Трение и износ. -  15 (1994), № 4, 595-601

19. Тиманин, Е.М. Теоретические и экспериментальные основы виброакустиче- 
ской вискоэлагрофии мягких биологических тканей: дис. ... д-ра техн. наук. -  
Нижний Новгород, 2006. -  265 с.

20. Чигарев, А. В., Чигарев, Ю. В. Самосогласованный метод вычисления эффек
тивных коэффициентов неоднородных сред с непрерывным распределением 
физико-механических свойств // Доклады АН СССР, 313 (1990), № 2, 292-295

21. Шатаева, Е.В. Биомеханическое основы диагностики функционального состоя
ния системы «эндопротез-кость»: дис.... д-ра техн. наук. -  СПб.:2003. -  208 с.

22. Matthewson, М. J. Axi-symmetric contact on thin complain coatings // J. Mech. 
Phys., 29 (1981), No 2, 89.

23. Kroner, F. Elastic moduli of perfectly disordered composite materials // J. Mech. 
And Phys. Solids, 15 (1967), No 5, 319-324.

159



ПРИМЕНЕНИЕ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНЫХ МОДЕЛЕЙ
ДЛЯ БИОМЕХАНИЧЕСКОЙ ОЦЕНКИ ФИКСАЦИИ ПЕРЕЛОМА 

С ПОМОЩЬЮ ПЛАСТИНЫ ОСТЕОСИНТЕЗА

Никитин А.В., Михасев Г.И.

Белорусский государственный университет^ Минск

The a rtic le  represen ts stu dy  on per i-a r ticu la r  implant. In this paper , w e fo c u se d  on design  o f  or
th opedic  im plant that f i ts  a  m axim um  p ercen ta g e  o f  the p rox im a l bone shape. The fin ite  elem ent analysis 
is p er fo rm ed  to  an alyze the b iom ech an ica l perform ance o f  the bone/im plan t construct. The m echanical 
behavior o f  left tib ia  is com pared  f o r  different im plant's p lacem ents.

Постановка проблемы
Перелом большеберцовой кости, в особенности ее проксимальной части, 

приводит к довольно нестабильному состоянию пациента [5], [17]. Такой вид пе
релома больше чем остальные поражает наружный и внутренний мыщелки, что в 
свою очередь сопровождается дегенерацией мениска и хрящевых поверхностей 
коленного сустава. Многие авторы приходят к заключению, что дистальный пере
лом голени является наиболее трудным с точки зрения прогнозирования резуль
татов лечения [4], [6], [7], [8], [10]. Так же основаниями плохих клинических ре
зультатов по восстановлению первоначальной анатомии кости, являются сопутст- 
в>лощие при этом поражения мягких тканей, нестабильность фиксации и плохое 
выравнивание мыщелков [11]. Стабильная фиксация отломков и осколков -  ос
новной принцип остеосинтеза. При фиксации перелома кости имплантатом на от
ломки действуют сгибающие силы, силы кручения и смещения. Необходимо от
мстить, что при оскольчатых переломах, величина сил действующих непосредст
венно на имплантат возрастает. Поэтому учитывая классификацию перелома, врач 
должен определить какой метод фиксации будет достаточным для удержания от
ломков и осколков в заданном положении до момента образования костной мозо
ли [21]. Основной причиной неблагоприятного исхода лечения считается неудач
ная попытка первичной фиксации, что в большинстве случаев приводит к варус- 
ной деформации нижних конечностей и нестабильности коленного сустава [2], 
[6], [8]. Если перелом голени происходит со смещение фрагментов мыщелков, в 
таком случае необходимо хирургическое вмешательство и фиксирование перело
ма с помощью пластины остеосинтеза [1], [3], [8]. Многие исследования показали, 
что только хирургическая фиксация отломков обеспечивает оптимальные условия 
для консолидации ОПДКК и профилактики местных осложнений [22], [23], [24]. 
При внутрисуставных переломах этот принцип является основополагающим, так 
как именно от точности репозиции отломка зависит тенденция к развитию вто
ричного остеоартроза, который приведет к боли при движении в суставе и как 
следствие к стойкой хромоте конечности [21].

Метод конечных элементов в настоящее время становятся все более широко 
используемым средством для математического анализа биомеханики костно
мышечной системы человека [9]. Огромное внимание уделяется компьютерному 
моделированию для достижения результатов совпадающих с клинической прак
тикой [13], [17]. Много приведено исследований, описывающих биомеханиче
скую систему кость/имплантат, в зависимости от различных видов пластин [16], 
[15], [18], [20]. Для моделирования внутренней структуры кости в последнее вре
мя очень часто используют неоднородные свойства материала, описывающие за
висимость механических свойств от плотности кости, пол>'ченных при анализе 
компьютерной томографии [9], [12], [19].
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Рис. I. М оделирование перелом а т ипа 41-С2. 
Тип перелома по А. О. групповой  классификации  

определяем ый как 41 -С 2  и задний вид  
проксимальной част и больш еберцовой  кости, 

описывающ ий располож ение двух  секущ их  
плоскост ей

Организация и методика исследования
Данные полученные при компьютерной томографии нижних конечностей 

пациента, были обработаны в программе AMIRA и получена трехмерная модель 
поверхности левой большеберцовой кости с полым костномозговым каналом. 
Дополнительно, кость была рассечена двумя плоскостями: одна плоскость, про
ходя под углом 15 градусов, отделяет проксимальную часть от тела большеберцо

вой кости, а вторая плоскость отделяет наружный мьпце-
лок (рис.1). Такая фрагментация 
кости соответствует перелому типа 
41-С2 по А.О. групповой классифи
кации, характеризующий поврежде
ние верхней суставной поверхности, 
охватывающее внутренний и наруж
ный мыщелки (рис.2).

В дальнейшем, программное 
обеспечение ABAQUS было выбра
но для обработки модели и создание 
в ее объеме сетки, состоящей из 
81891 конечного элемента, каждый 
из которых представляет собой “10- 
node quadratic tetrahedron” (C3D10). 
Для каждого элемента бьши при
своены отдельные механические 

свойства в соответствии с плотностью кости, полученной при исследовании 
снимков компьютерной томографии. Основой такого метода является шкала Ха- 
унсфилда ( значения HU от -1024 до +3071) которая описывает ослабление рент
геновского излучения проходящего через ткани человека, что в свою очередь ото
бражается черно-белым спектром на томограмме. Визуально, чем плотнее кость, 
тем больше интенсивность пикселя на снимке. Следующая формула описывает 
зависимость модуля упругости от плотности кости [25].

Е  =  11 ,42  - (1)
где Е -  модуль упругости, ГПа; р -  относи
тельная плотность кости^,г/см^ .

В результате расчета модулей упругости 
было установлено 75 различных характери
стик материала в диапазоне значений от 4,6 до
17,1 ГПа. Коэффициент Пуассона для каждого 
элемента был принят равньм 0,3. Такие меха
нические свойства модели довольно реали
стично описьшают внутреннее строение кости, 
различая кортикальный и губчатый слои.

Трехмерная модель имплантата, пред
ставляющего собой пластину остеосинтеза 
изготовленного из титанового сплава 
Ti6A14V, была также разделена на 43712 ко
нечных элементов “10-node quadratic tetrahe
drons”. Шесть винтов бьши описаны 284
“quadratic beams” которые жестко закреплены в материале кости и самого им
плантата. Модуль упругости для всех конечные элементов представляющих пла
стину и винты был принят равным Е= ПО ГПа с коэффициентом Пуассона 0,3.

Рис. 2. Трехмерная м одель голени  
с  проксимальной част ью, разделен 

ной на  внут ренний и наруж ный  
сегм ент ы
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Рис. 3. Условия нагруж ения. Распределение  
нагрузки в 1600  Н  по верхней суст авной  

поверхност и: 9 6 0 Н  на поверхност и внут реннего  
мы щ елка (73 узла) и 640Н  -  наруж ного  мыщ елка  

(42 узла)

Коэффициент трения 0,6 описывает взаимодействие системы кость/кость и 0,4 для 
системы кость/имплантат.

Общая нагрузка в 1600 Н (двойной вес тела) не
равномерно распределена по верхней суставной по
верхности большеберцовой кости [26]. При этом 60% 
от общей нагрузки, охватывающей поверхность площа
дью 468 мм^ приходится на внут
ренний мыщелок и остальные 40% 
нагрузки приложено к площади 
297 мм  ̂ -  наружного мыщелка 
(рис. 3). Согласно такому закону 
распределению нагрузки, к 42 узлам 
наружного мыщелка прилагается 
нагрузка в 15 Н и 73 узла внутрен
него мыщелка испытывают нагруз
ку в 13 Н. Три узла дистальной час
ти голени были жестко зафиксиро
ваны для создания граничных усло
вий конечно-элементной модели.

Для моделирования предварительного натяжения винтов, которое создает 
давление между фрагментами кости, способствующее скорейшему восстановле
нию костной ткани, к трем винтам в проксимальной части голени была применена 
нагрузка «BOLT LOAD» величина которой составляла 1 Н.

Используя такую методику, было построено че
тыре конечно-элементные модели. Так как пластина 
остеосинтеза была спроектирована для проксималь
ной части голени, то ее форма схожа с анатомией 
большеберцовой кости. Поэтому первоначальная мо
дель описывает положение имплантата в его положе
нии наибольшего прилегания. Специальный алгоритм 
был использован для определения оптимального по
ложение имплантата, который минимизирует рас
стояние между поверхностью пластины и поверхно
стью кости. В трех остальных случаях пластина была 
смещена на 2 мм вниз, затем на 2 мм смещена вниз и 
назад и в четвертом положение пластина поворачи

валась на 5 градусов вокруг нижнего отверстия. Расчет четырех моделей методом 
конечных элементов был выполнен в программе ABAQUS.

Результаты исследований
В результате проведенных исследований было установлено, что значения 

максимального главного напряжение рассчитанное для винтов было близко по 
своему значению к напряжению по Мизесу для модели Г, когда имплантат был 
повернут на 5° (табл.1). Отсюда следует что вертикальное расположение пласти
ны улучшает распределение напряжений винтов. Максимальное главное напря
жение, рассчитанное в объеме пластины, превысило значение максимального на
пряжения по Мизесу во всех случая. Однако только в модели Г, оба вида напря
жения имели одинаковое положение. Для сравнения максимальное главное на
пряжение для моделей А, Б, В, находились в дистальной части имплантата в то 
время как максимальное напряжение по Мизесу было найдено в его дистальной 
части. Вращение и отклонение имплантата от его вертикального расположения

Рис. 4. Граничны е условия  
лоды ж ки: 3 у зл а  дист альной  

части голени ж ест ко  
заф иксированы
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приводит к ухудшению распределения нагрузки в пластине и винтах. Также было 
установлено что максимальное главное напряжение имело наибольшее значение 
в 72 МПа для модели Б, когда имплантат был смещен вниз на 5мм. Предположи
тельно, такая ситуация сложилась как следствие уменьшения контакта винт/кость. 
Последующее смещение пластины назад привело к увеличению контакта и 
уменьшению максимального главного напряжения до 37 МПа. Не смотря на это 
напряжение сдвига между фрагментами кости увеличился на 50% в сравнении с 
моделями А и Б. Минимальное напряжение сдвига 0,36 МПа бьшо рассчитано для 
модели Г, что скорей всего было вызвано расположением винтов непосредственно 
под коленной нагрузкой.

Таблица 1
Результаты, полученные при расчете конечно-элементных моделей, в программе 
ABAQUS. max S, Mises -  максимальное значение напряжения по Мизесу; max Р, 
Stress - максимальное главное напряжение. Случай А- оптимальное положение 
имплантата, случай Б- имплантат сдвинут вниз на 5тт, случай В —имплантат 

сдвинут вниз и назад на 5мм, Г- имплантат повернут на 5 градусов вокруг
нижнего отверстия

A Б В Г

m a x  S , M ise s , М П а 4 1 0 .8 3 8 0 .1 3 7 6 .4 3 0 1 .4

m a x  P , S tr e ss , М П а 3 1 1 .2 2 6 7 .2 2 3 8 .8 2 7 7 .5

Р а з н о с т ь  S -P , М П а 9 9 .6 1 1 2 .9 1 3 7 .6 2 3 .9

Принимая во внимание все полученные результаты можно сделать выводы.
что:

1. При проектировании пластин остеосинтеза необходимо максимально воз
можно приблизить форму имплантата к поверхности большеберцовой кости.

2. При фиксации анатомической пластины желательно задавать ей верти
кальное положение при этом проксимальная часть пластины должна максимально 
покрывать поверхность проксимального отдела голени

3. Дистальная часть пластины должна направлять винты в переднюю грань 
большеберцовой кости.

Имплантат, удовлетворяющий этим условиям, в случае наилучшего приле
гания, будет обеспечивать оптимальную фиксацию перелома.
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УДК 539.3

ОПЕРАТОРНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ

Гончарова С.В,

Белорусский национальный технический университет, Минск

In article the opera tio n a l m eth od  o f  the decision  o f  system  o f  the d ifferen tia l equations o f  therm oe
lasticity is considered.

Представим дифференциальные уравнения термоупругости [1]

\iû  jj + (X + \f)Uj jt -\-X^=pui + у © , (1)

-О /х )0 -л ё  = -і2 /х . (2)
в более удобном для дальнейпшх рассуждений операторном виде

Ly(uj) + L ,,(e) = -F^, (3)
Ці (щ ) + ^44® = - б  / X. Л У = 12,3. (4)

Здесь введены следующие обозначения:
Ly =U\by+ad,dj,  L „ ^ -y ,d ,, L,, = 0 ^,

F i=Xf /p ,  Уо = у /ц , а = (Х + ц)/ц.
Уравнения (3) и (4) можно записать также в виде слебдующей таблицы, со-

Ul U2 из 0
I и\-^ад] ад-̂ д2 ad^dj -Yo^i -̂ 1
II ад^д^ D 2 '̂ ~ад2 о525з -Уо^2 -F2

III адт̂д̂ ад 2 8 2 и\+ад\ -Уо^з -Б ъ
IV -х\д,д 2 □з - Q i f

(5)

Введем четыре функции Х; (г = 1, 2, 3, 4), связанные с перемещениями и 
температурой следующим образом:

Хі А 2 Аз А4 Al Xi Аз А 4
Х2 A 2 Аз А 4, М2 = Al Х2 Аз А 4
Хз A 2 Аз А 4 Al Хз Аз А 4
Хз A 2 Аз А4 Al X4 Аз А 4
Al Аг Хі А4 Al A 2 Аз Хі
Al А 2 Х2 А 4, 0  = Al A 2 Аз Х2
Al А 2 Хз А4 Al A 2 Аз Хз
Al А 2 Х4 А 4 Al A 2 Аз Х4

(6)

Остановимся более подробно на нахождении u i . Раскладывая определитель по 
первому столбцу, запишем

^22 Б  2 3 ^24 ^12 ^13 І14 ^12 ^13 ^14
U1 = ^ 3 3 ^34 ^ 1 - ^33 ^34 ^2 + ^22 ^23 ^24

i  42 ^ 4 3 І44 ^42 ^43 Z-44 L42 i  43 ^44
^ 3 -
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^ 1 2 X 13 ^ 1 4

i  22 i  23 ^  24

^ З З ^ 3 4
Прежде, чем вычислить эти определители установим зависимость между

Л+2м fi _-  = (а  +  1)с^ или Cj =  —  где а = —
С£+1

2 2 тт ~2 _ 2 Л+2/t□з и Имеем Cj — —; q  = 
тогда
□I = 7 ^ - 4  ^  -  aV^= (а + l } ( v^  “  “Cj Cĵ Cł \ Cj/
сгУ^= (a + l ) a f  — a V \
Таким образом Oj =  (a  + l)cif ~ или a |  T- aV^= (a +  і)Пі.

Найдем эти определители, рассматривая операторы, как числа. Это даст 
следующие выражение для перемещения ui:

м, =  ( Q  -  a f Г ) ф і  -  д і д 2 Г Ф2 -  а і а з Г Фз +  Уо^і □  2 Ф4 •

Используя симметрию операторов по аналогии устанавливаем другие со
отношения:

U2 = - д 2 д ,Г Ф і  -  ( Q  -  а 2 Г ) ф 2  -  а 2 а з Г Ф з  +  Уод2 □  2  Ф 4 .

uj = -дздіГфі -  аза2Гф2 -  (Q -  азГ)фз + уо^з ? 2 Ф4 »

(7)

0  =  Л а ^ а і П г Ф і  + л 5 А 0 2 Ф 2  + ' П 5 ^ а з 0 2 Ф з  + ( 1  +  а ) П і  □ 2 Ф 4 -

Здесь
Q = (l + a)D i □з-yoЛ5^V^, Г = аП ^-уол5 ,.

Введем обозначение ф = П2Ф4 и запишем соотношения(7) в более ком
пактном виде

м,- =  ( Q 6 y  -  а , а ^ г ) ф у  +  у  о а , ф ,  (8)

0  = T]d^dj02(pj + (1 + а)ПіЦ/, i j  = 1,2,3, 
или в векторной форме

« = Q ф-grad сііу(Гф) + уо gradv|/, 0  = л^г с1іуП2Ф+ (1 + а ) . (9)

Функции м и 0  выражаются через векторную функцию ф и скалярную 
функцию ф, функцию ф можно рассматривать как обобщение на динамические 
задачи термоупругости векторной функции Галеркина. Подставляя соотношения 
(7) и (8) (или (9)) в уравнения (3) и (4) (или (5), после преобразований получим 
систему четырех уравнений

( 10) 

(И)

□ 2[Пі □з~/иЛ^;'^^]ф/ + / (^fp) = 0’
[ □ 1 □ 3 -mr\dtW^ ]ф + Gp  / (Xcj p) = 0.

К уравнениям (10), (11) следует добавить тепловые краевые условия, крае
вые условия для перемещений или напряжений и начальные условия. Решение 
уравнений (10), (11) существенно упрощается в случае неограниченной термоуп
ругой среды. Здесь нет краевых условий в точном смысле этого слова; вместо них 
вьщвигается постулат обращения в ноль напряжений и температуры на бесконеч
ности, если массовые силы и тепловые источники действуют в ограниченной об
ласти.

ЛИТЕРАТУРА
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ПРОДОЛЬНЫЙ УДАР о ЖЕСТКУЮ ПРЕГРАДУ РЕОНОМНОГО 
СТЕРЖНЯ С МАССОЙ НА КОНЦЕ

Холодарь Б.Г.

Брестский государственный технический университет, Брест

C on sidered  is the developm en t in tim e o f  s tresses a n d  stra in s in the s tra ig h t r o d  w ith  a  r ig id  mass 
(M >0) a t the f r e e  en d  during an im pact w ith  an abso lu te -rig id  m otion less b arrier o f  infinite weight. M a
teria l o f  the ro d  is a  rheonom ic e la stic -p la stic  b ody d escr ib e d  b y  M axw ell's equation  w ith  nonlinear vis
cosity.

В [1,2] рассмотрена задача об ударе жесткой массой по свободному торцу 
прямого закрепленного стержня из реономного упруго-пластичеекого материа
ла без упрочнения с вязкостью, экспоненциально зависящей от достигнутого 
уровня напряжений. Проанализированы некоторые особенности изменения во 
времени напряженно-деформированного состояния стержня в зависимости от со
отношения масе етержня и ударника, екорости соударения, реологических 
свойств материала.

В настоящей работе рассматривается поведение етержня с маесой на конце 
(х=0), который своим другим концом (x=Z) наносит удар по абсолютно-жесткой 
неподвижной пре-граде бесконечной массы. При t<0 скорости всех точек етержня 
и массы М  одинаковы. При М=0 получаем задачу об ударе только самим стерж
нем. Методика решения задачи совпадает с использованной в [1].

Связь напряжений и деформаций в материале описывается уравнением Мак
свелла

de do
T t

о
( 1)

где а, е -  напряжение и деформация; t -  время, Е -  модуль упругоети;
Г) = вязкоеть материала; ро, Р -  реологические параметры
(конетанты).

Уравнения движения системы “стержень-масса” вдоль оси х имеют вид

Vo = РЕ
Ро’ р" + z{^ + abs(p))exp{absip)) р' -  РІ = о у (2)

где дополнительно обозначено v=V/c, V,m / c -  екорость массы М  (индексом “О” 
отмечены значения переменных на торце е прикрепленной массой), с =д/Д/р -  
скорость звука в стержне, р -  плотноеть материала, \i~m/M, m=pAL -  масса

l J e p
стержня, А и L -  его длина и площадь, Х = ~ ---- . Р ~ Р^) РІ ~ вторая производ-

Vo
ная по безразмерной продольной коор-динате ^=х/Д штрихами обозначены про

изводные по безразмерному времени т=1—.
L

Числовые значения констант уравнений соответств)чот использованным в 
[1]: £' = 2е11Па, 1^11Па/с, Р = 5е-8Па‘', р = 7.8еЗКг/м^, с?=5е-3м (диаметр
стержня). Для М=1Кг, Z=1m имеем р~0.153.

В целом, поведение стержня аналогично рассмотренному в [1], но наличие у 
точек исходной кинетической энергии приводит к возрастанию влияния реологи
ческих факторов на поведение механической системы. В связи с большим количе
ством параметров, контролирующих развитие напряженно-деформированного со
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стояния при ударе, невозможно однозначно определить роль каждого. Зависи
мость напряжений в материале от скорости деформирования не позволяет также 
свести задачу к изучению только роли исходного количества движения и кинети
ческой энергии системы.

При решении задачи граничные условия после отскока стержня от преграды 
не изменялись, поэтому соответствующий участок движения на рисунках имеет 
иллюстративный характер.

Удар начинается нагружением свободного конца стержня. При М=0 на всем 
времени первого прохода волны по стержню для малых скоростей (Ро<1) напря
жение на фронте волны практически не меняет свой уровень, поскольку при ис
пользованном в расчетах значении начальной вязкости Па/с затухание
невелико. Роль затухания сказывается не столько на уровне а и е, сколько на кру
тизне фронта волны, движущейся вдоль стержня. Если скорость соударения Vq 
увеличивать, то проявления реономности материала становятся заметными уже на 
первом проходе -  напряжения на ударяемом торце непропорциональны скорости 
соударения и непосредственно после удара падают, вызывая на кривой а(е) появ
ление “зуба текучести”, хотя сам процесс соударения, как и при упругом подходе, 
заканчивается при т=2. При дальнейшем нарастании скорости Vq смена знака на
пряжений происходит при X > 2.

При О место реализации максимума напряжений зависит от скорости со
ударения — с ростом Fo максимум от ударяемого торца переходит на торец с при
крепленной массой, что является общим моментом с задачей [1]. Влияние скоро
сти Vo на уровень реализующегося максим>^а напряжений Омах при заданных рео
логических параметрах иллюстрируется кривой J на рис.1, а влияние величины 
прикрепленной массы -  кривой 2. Как и в [1], зависимость Омах (Ко) не является 
монотонной. Отклонения от монотонности соответствуют изменениям числа про
ходов волн по стержню до момента достижения Омах- Число этих проходов в рео- 
номном материале весьма ограничено, и после достижения напряжениями на тор
цах максимальных значений имеет место спад напряжений с последующим выхо
дом материала на участок текучести.

Ч,лг
Рис. 1. Зависимость максимальных напряжений в стержне от скорости соударения Vq и 
прикрепленной массы М. rjô lell. Кривая 1 - амлх(Уо), М=]; кривая 2

Если масса М  невелика сравнительно с массой стержня, процессы отражения 
волнового фронта от торцов влияют на изменение напряженно-деформированного 
состояния в течение значительного числа проходов волн по стержню (без учета 
нарушения связей на торцах стержня). Наличие рассеяния энергии приводит к 
тому, что с ростом скорости соударения Ко роль отражений уменьшается и появ
ляется продолжительный по времени неволновой участок движения, на котором
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идет накопление пластических деформаций при постепенном снижении напряже
ний до нуля.

Рис. 2. Зависим ост ь врем ени смены зн ака  скорост и м ассы  М = 1  (кривая 1) и напряж ений на  т ор
цах и ^=1 ст ерж ня (кривы е 2 ,3  соот вет ст венно) от  скорост и  соударения

В проведенных расчетах смена знака скорости массы М  происходит раньше, 
чем смена знака напряжений на ударяемом торце. Изменение знака напряжений 
соответствует нарушению связей стержня с пpeq)aдoй или массой и его отскоку 
от преграды с последующей сменой характера движения. Переход напряжений 
через нуль на торце с прикрепленной массой может наступить даже раньше, чем 
на ударяемом торце (рис.2). Начиная с некоторого значения Vo уровень напряже
ний о = О на обоих торцах стержня достигается практически одновременно. Про
межуток времени между моментом смены знака скорости массы М  и моментом 
разрушения связей на торцах стержня остается далее одинаковым и близким 
кратному числу проходов волн напряжений по стержню, увеличиваясь с ростом 
прикрепленной массы и уменьшаясь с ростом длины стержня (Дт = 3 для 1=2, 
Дт = 4 для 1=1 при М=1, ро=1б1 !)• В момент времени нарушения связей скорость 
массы М  всегда противоположна начальной, а потому будет иметь место отскок 
стержня от преграды.

В качестве примера на рис. 3 показано развитие напряженно- 
деформированного состояния на торцах и в средней точке стержня при несколь
ких значениях начальной вязкости щ, скорости соударения Vo и массы М. Из этих 
рисунков видно, что получаемые для разных точек стержня зависимости а(е) дос
таточно сложны и разнообразны по форме и не повторяют друг друга. “Зубцы” на 
кривых р(е) соответствуют моментам отражения волн от торцов стержня. С рос
том Vo и М  волновые процессы сказьшаются на форме кривых а(е) все в меньшей 
степени, сами кривые становятся более гладкими, однако даже для апериодиче
ского режима нагружения (рис.З, г) они по форме не совпадают с кривыми, по
строенными в режимах неударных испытаний (^dsldt = const или d a jdt = const). 
Поскольку деформации e(x, t) в опытах получают не в точке, а на некоторой конеч
ной базе, то соответствующие им скорости деформаций de(x,t)/dt будут меньше 
фактических, а потому последующее восстановление напряжений по реологиче
ским уравнениям не позволит определить все особенности искомой связи а(е, х).
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Рис. 3. Зависим ост и р(т), е(т) и р (е) в т орцевых и среднем  сечениях ст ерж ня ( г < 2 0 ) .  
а: 7o=/e7/,Af=J, Fo=7; б: цо==1е11, М =1, Vo=3; в: 1, М =3, Vo=3; г: rjo-J^S, М =1,
Vo=3. К ривы е р (е) для ( - 1 .0 ,  (= 0 .5 , (= 0 .0  (слева направо). М асш т аб деф орм аций е*= е-5000

Распределение деформаций по длине стержня неравномерно. При малых Го 
уровень достигнутых полных деформаций вдоль всего стержня примерно одина
ков, но с ростом скорости удара уровни деформаций на торцах расходятся между 
собой тем значительнее, чем больше скорость и масса М  По времени £мах достига
ется всегда прежде, чем скорость груза меняет знак, а для стержня без груза -  в 
момент смены знака напряжений на ударяемом торце (т > 2). На рис.4 показано 
распределение деформаций вдоль оси стержня (случай М=0) в фиксированные 
моменты времени (упругая компонента деформаций на графиках не исключена).

Р и с .4. Р асп ределен и е полных деф орм аций по длине ст ерж ня. О бозначено: 
кривы е 1 - 7 - зависим ост и е ( ( г )  при 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 1.1, 1.4, 1 .6  соот вет ст венно  

(цо  = 1е11 , У о - 6 ) . М асш т аб деф орм аций е* = е-5000
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Сравнение приведенных на рис.4 кривых е(х ,t) с экспериментальными [3 ,4] 
показывает их качественное соответствие. Поскольку задача об описании опыт
ных данных специально не ставилась, подбор параметров уравнений с целью при
ближения расчета к эксперименту не производился, и поэтому на сделанное срав
нение следует смотреть только как на подтверждение принципиальной примени
мости исходных реологических уравнений к описанию ударных процессов.

Представление о зависимости достигаемых полных деформаций в стержне 
от скорости соударения дается рис. 5.

Рис. 5. Зависим ост ь максимальных деф орм аций от скорост и соударения. М = 1 ; кривая I — 
rjg=]e8, L = 2; кривая 2  — L - 1 ;  кривая 3 -  L ~ 2. М асш т аб деф орм аций е* = е-5000

Влияние длины стержня на характер движения системы можно проанализи
ровать, учитывая, что параметры Ц, и ей пропорциональны, однако в связи с не
линейным характером исходных уравнений целесообразно использование резуль
татов непосредственного численного решения. Это замечание относится и к слу
чаям заметного изменения других параметров задачи.

Для рассматриваемой задачи имеет место апериодическое решение (см. 
рис. Зг). Возможность его появления контролируется тем же комплексным пара
метром, что и в [1], так как этот параметр вытекает из уравнений движения (2) и 
не зависит от начальных условий.
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УДК 539
ВЛИЯНИЕ УГЛА УСТАНОВКИ НОЖКИ ЭНДОПРОТЕЗА 

ТАЗОБЕДРЕННОГО СУСТАВА НА НДС СИСТЕМЫ 
«КОСТЬ-ИМПЛАНТАТ»

Куриленко А.В.

Белорусский национальный технический университет, Минск

In th is a rtic le  the se ttin g  angle o f  the leg  p rosth esis  o f  the hip jo in t  in the bone has been under 
consideration.

Возникновение нежелательных явлений при уетановке эндопротеза тазобед
ренного еустава может привести к ряду осложнений, таких как развитие вывихов 
эндопротеза, интенсивный износ компонентов узла трения протеза, формирова
нию нестабильности и его безотказной работы.

Данная работа посвящена изучению влияния угла установки ножки эндо
протеза тазобедренного сустава на распределение нагрузки в системе «кость- 
имплантат». Полученные результаты позволят прогнозировать поведение системы 
«кость-имплантат» и определить оптимальные условия для установки ножки эн
допротеза. Вызывает интерес нахождение зоны опасного сечения, где будут воз
никать наибольшие значения напряженно-деформированного состояния (НДС) 
системы «кость-имплантат».
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Запишем физико-механические и геометрические характеристики кости и 
имплантата. Кость; =10^°Па, / ,=  2,5см'', /, =45см, = 2,7см; имплантат:
Е2  =1,110"Па, І 2  = 0,14см'', І2  =15см, СІ2  = 1,3см. Задачу о влиянии угла ус
тановки ножки эндопротеза |3 на НДС системы «кость-имплантат» рассмотрим 
при Р = 700 Н, d = 6 см, а = 132° (рис. 1)

В [1] была найдена функциональная зависимость погибов, которая имеет 
следующий вид:

У =
Г0,058<І8Іп(а-Д)-(-/, 8ІпД]8Іп2,24г при 0 < z < —/,

4
3

[(78Іп(а-Д) + /28ІпД](0,60б8Іп2,982 + 0,112со82,98г-0,57) при —l<z<l .
( 1 )

где 1 -  li + 12 -  длинна эндопротеза и тазобедренной кости вместе; а, d -  фиксиро
ванные параметры эндопрртеза; Р - угол установки ножки эндопротеза (см. рис. 1).

С учетом о>р выражение в квадратных скобках в формуле (1) будет макси

мальным при р = arctg и;COseca-ctga , численно р ~ 1 рад ~ 57°.

Проводим исследование на определение опасного сечения по высоте z. В 
первой сроке формулы (1) имеется сомножитель -  функция sin2,24z, который дос

тигнет максимального значения при z = —/м, так как функция sinz является воз-
4

растающей в первой четверти. Аналогично, при исследовании на экстремум вто
рой строки уравнения, выясняем, что максимум функции достигается также при

3
z = —/ = 0,45 м. Отсюда делаем вывод, что наиболее опасное сечение будет в месте

4
соединения имплантата и кости.

Проведем расчеты во всем диапазоне z для оценки влияния угла установки 
ножки эндопротеза тазобедренного сустава на НДС системы «кость-имплантат». 
Из врачебной практики известно, что реальное значение угла установки ножки 
эндопротеза тазобедренного сустава Р не превьппает 15°. Подставив в (1) исход
ные данные получим:

У-
0,0338in2,24z при 0 < z < —/,

30,0573(0,6068in2,98z + 0,l 12cos2,98z-0,57) при —l<z<l.
4

(2)

Используя формулу Ely"{z) = -M(z )  найдем изгибающий момент в произ
вольном сечении M(z), где EI -  жесткость модели при изгибе [3]. Имеем:

-2,24^ 0,033sin2,24z при 0 < z < —/
4

-2,98^ 0,0573(0,606sin2,98z + 0,112cos2,98z) при —l<z<l
4

• ( 3 )

По формуле Cj
M{z)

W
определим максимальное нормальное напряжение, где

W = I
d l l

-  момент сопротивления.
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проведем расчет значений прогибов, моментов и напряжений с шагом 0,1 м
3со стыковкой в опасном сечении при z -~1  = 0,45 м.
4

Полученные результаты сведем в табл. 1 для Р = 15°.

Таблица 1
Z, м 0,1 0,2 0,3 0,4 0,45 0,5 0,6
у, м 0,0007 0,0014 0,0021 0,0026 0,0028 0,0026 0,0025 -0,0001
у",м 0,0037 0,0072 0,0104 0,0130 0,0141 0,3132 0,3119 0,2889

М, Н-м 0,9 1,8 2,6 3,2 3,5 48,2 48,0 44,5
а, МПа 0,5 1,0 1,4 1,7 1,9 2,2 2,2 2,1

Построим эпюры прогибов, моментов и напряжений (рис. 2).
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Полученные значения подтверждают то, что наиболее опасным, является се
чение в месте соединения кости и имплантата и не превышают допустимых для 
кости [cy]s„„,ifocmu =20 МПа. Таким образом, разработан алгоритм нахождения мес
та опасного сечения в системе «кость-имплантат» и определения НДС в нем при 
различных углах установки ножки эндопротеза тазобедренного сустава.
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РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ И КОМПЛЕКСА 

ПРОГРАММ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО АНАЛИЗА ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ 
ЭНЕРГОЭФФЕКТИВНОСТИ И БЕЗОПАСНОСТИ 

ТРУБОПРОВОДНОГО ТРАНСПОРТА НЕФТИ

Кузьминский Ю.Г.

Институт механики металлополимерных систем им. В. А. Белого
НАН Беларуси, Гомель

Введение
Технологический процесс трубопроводного транспорта нефти характеризу

ется высокой энергоемкостью; производительностью, близкой к предельно допус
тимой; риском аварий, обусловленных ошибками в управлении технологическим 
режимом, несанкционированным доступом к трубопроводу и последствиями кор
розийных повреждений труб вследствие эксплуатации, превышающей амортиза
ционные сроки [1-3]. Частые изменения состояния основного оборудования тре
буют оперативного управления параметрами энергоэффективности и безопасно
сти. Следовательно, актуальна оценка состояния оборудования в реальном мас
штабе времени, включая прогнозирование гидродинамических и энергетических 
параметров в стационарных и переходных режимах.

Проблема в том, что магистральные трубопроводы, строившиеся в 60-е го
ды, не оснащались средствами мониторинга в виде датчиков напряженного и кор
розийного состояния труб, а в настоящий момент такое оснащение трубопроводов 
считается дорогостоящим мероприятием, не обеспечивающим значительного рос
та эффективности транспорта нефти. Поэтому прогнозирование безопасности рас
сматриваемого технологического процесса возможно только на основе математи
ческого моделирования с использованием текущих значений гидродинамических 
параметров, контролируемых имеющимися АСУ ТП.

Представляется, что интеграция средств мониторинга, моделей гидродина
мических процессов, деформационно-прочностного анализа и возможностей ав
томатизированных информационных систем позволяет реализовать наиболее эф
фективные и безопасные режимы эксплуатации магистральных нефтепроводов.

Цель настоящей работы заключается в разработке математических моделей 
гидродинамических процессов, характерных для трубопроводного транспорта 
нефти, и реализация на их основе программного комплекса для прогнозирования 
параметров технологических режимов и идентификации состояния основного 
оборудования.

Описание моделируемого процесса
Технология трубопроводного транспорта нефти характеризуется преобразо

ванием потребляемой мощности в напор перекачиваемой нефти, который расхо
дуется на преодоление вязкого трения в трубе с гладкими стенками и при дроссе
лировании на заслонках систем автоматического регулирования. Технологиче
ский режим может быть разде.аьным (закрыты все перемычки); полностью гид- 
рав.чически связанным (открыты все станционные перемычки) и частично связан
ным (открыты, например, входные перемычки станции в целях ликвидации низ
ких, кавитационно опасных, давлений). Ударная волна при распространении пе
реходного процесса проходит по всем трубопроводам, связанным перемычками.
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Системы регулирования изменяют положения заслонок, системы защит отключа
ют отдельные насосы или станции; возможен также порыв труб на трассе. Для те
чения нефти в трубопроводе типична турбулизация потока, что приводит к суще
ственному увеличению гидродинамического сопротивления.

Как показано в [4-9], указанные возмущающие факторы приводят к непре
рывному и существенному изменению характера течения, что усложняет его ма
тематическое описание и приводит к необходимости разработки нескольких 
взаимосвязанных моделей.

Описание моделей
Модель статики технологического процесса включает блоки моделирова

ния насосных агрегатов и систем автоматического регулирования, расчета рас
пределения потоков по связанным трубопроводам, производительности перекачки 
и потерь напора в трубопроводах,

Основной параметр, определяемый в модели производительности в статике, 
а именно, объемная скорость потока q, определяется из уравнения баланса энер
гии, левая часть которого представляет сумму напора, развиваемого насосными 
агрегатами, а правая -  сумму потерь напора в трубопроводах. При этом должны 
выполняться граничные условия для давлений в виде ограничения по давлению 
приема и выхода систем регулирования на станциях. Повреждение трубы модели
руется истечением нефти из отверстия. Решение уравнения баланса энергии про
изводится методом половинного деления за несколько (до шести) итераций.

Модель противотурбулентных присадок включает коэффициенты а  и (5 
обобщенной формулы Лейбензона при турбулентном течении нефти в зоне труб с 
гладкими стенками:

~ Р т5-а  ̂ к̂он ~ ̂ нач ’ а
где названные коэффициенты зависят от степени ламинаризации потока х и гра
ничных значений числа Рейнольдса для переходной зоны течения нефти по фор
мулам [4, 5];

а(л:) = 0,25+ х - ( 1 - 0,25)
_ (0,2572(Re^ -  т ■ (Кег -  Re, ))“(̂ >-°-̂ )̂

Степень ламинаризации потока линейно зависит от концентрации приса
док, коэффициенты соответсвующей зависимости устанавливаются эксперимен
тально. Существует предел концентрации присадок, вьппе которой рост ламина
ризации потока не проявляется. В частности, на рис. 1 приведен эксперименталь
но установленный график изменения степени ламинаризации потока на перегоне 
Гомель - Защебье нефтепровода «Дружба». Отличие второго перегона от осталь
ных состоит в наличии лупинга на водном переходе через р. Днепр.
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Рис. 1. И зм енение ст епени лам инаризации в зависим ост и от  
расст ояния от точки впры ска

Модель системы регулирования, обеспечивающей заданные давления на 
входе и выходе станции, устанавливает зависимость потерь напора на местном 
сопротивлении поворотной заслонки от степени открытия А,, сечения и величины 
потока

г

Kh = ]_
2g

/• л 

V‘̂ 0
I

cos
2

0 .62^-0 .117  
*̂0 V'^oy

+ 0.328

-1

и обратную зависимость степени открытия заслонки от величины дросселирова
ния.

Модель распределенш потоков по гидравлически связанным трубопроводам 
включает формулы расчета эквивалентного диаметра дополнительной трубы (лу- 
пинга) и вставки, распределения потоков по двум трубопроводам при равенстве 
давлений на границах связанных труб, а также для распространенного способа 
регулирования потока прикрытием задвижек на перемычке

ч5 ..1,75 „1,75..0,25 / п  л m  і л 5  (л ..V 75  ^1,75^,0,25
_  0 . 0 2 4 7  ( L - t r - v

.j 4,75
«2Р -^  d l”- 9 -g

Блок идентификации эквивалентного диаметра основан на нижеприве
денной зависимости искомого диаметра от скорости и характера течения, давле
ний на границе участка, перепада высот, дросселирования на принимающей стан
ции, плотности и вязкости нефти

1
4,75

de =

f  „ /  Q ЛІ.75

Uo®

р - р  +нач кои '

3, 00;  ■ ( /„ ,- /„ ) -0 ,0247.10»

\^ШС-2 ~ РнПС-2 )' к̂он ~
^ ^ Н П С -2  ^НПС-1 Г 10"

р-,?
^̂ нач к̂он )

• 10"

Модель насосного агрегата основана на применении параболической ап
проксимации паспортных характеристик зависимостей напора и потребляемой

178



мощности от подачи насоса, исходные коэффициенты которых определяются 
классическими методами решения систем линейных алгебраических уравнений и 
сведены в базу данных.

Идентификация характеристик путем расчета коэффициентов параболиче
ских аппроксимаций по текущим значениям давления, потока и мощности вклю
чает определение коэффициентов кн и изменения напорной и мощностной ха
рактеристик из уравнений с учетом изменения плотности нефти, напряжения и 
частоты питающего тока

kf,a + kfjbq + сд = Ah<
klae+klb^q + kf^c^q'  ̂= N

Коэффициент изменения зазора щелевого уплотнения насоса кь определяет
ся, исходя из коэффициента изменения напорной характеристики кн, дифференци
ального давления, скорости потока и геометрических размеров зазора по формуле

h  = i h  -  О------------- р —
271̂ 6 , ■ -

0.06/ 

 ̂ 2d
+ 1.5

Модель систем защит на основании двухуровневых пределов станционных 
давлений (минимум на входе, максимумы до и после системы регулирования) и 
соответствующих временных задержек описывает по первому уровню пределов 
давлений отключение первого работающего насоса, а по второму -  останов всей 
станции.

Модель динамики переходных процессов использует основные блоки стати
ческой модели и дополнительно блоки циклических (таймерных) перерасчетов 
параметров, моделирования систем защит и распространения ударных волн, 
включая определение начальньк значений параметров.

Модель распространения ударной волны по связанным трубопроводам опре
деляет скорость распространения волны по формуле

1

с =
26К^

а. степень гашения волны давления -  по формуле Жуковского для связи напора в 
исходной точке и на расстоянии х, корректированной с учетом фактических дан
ных

|AhJ = |AAo|'

Р
v“ ^2-a л*

-к.

V у
Уточнение коэффициента ки необходимо для повышения точности волновой 

локализации мест несанкционированного отбора нефти. Кроме того, модель рас
пространения волны устанавливает связь амплитуд волн напора и объемной ско
рости потока по второй уточненной формуле Жуковского

\Aq^\ = \Ah^\-k ■ .

Общая длительность моделируемого переходного процесса ограничена вре
менем, достаточным для прохождения прямой и обратной волны.
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Блок начальных параметров волны определяет амплитуды и знаки давления 
для задаваемых (пуск/останов насосов, открытие/закрытие задвижек, порьшы тру
бопроводов) и генерируемых (изменение положения заслонок систем регулирова
ния, реакции систем защит, порывы трубопроводов) переходных процессов в на
чальной точке.

Модель телемеханики, необходимая при создании стенда отладки программ 
АСУ ТП, должна передавать от объекта моделирования к АСУ группы телеизме
рений (циклическим образом), группы телесигнализации при изменении сигналов 
(спорадическим образом), группу любых параметров по запросу, принимать для 
исполнения команды изменения состояний задвижек и насосов.

Для прогнозирования энергопотребления взята обобщенная формула Лей- 
бензона

Е =

v ( 0 “

Л Л собс/яв Л ЯЯС Л rf'П <'П Г Л 9
, 2-а

Tpit)
i5 - a -l + i^K - h f i )  + k

Ар нпс + Р к ~ Р н
р(0

V У
где Е -  расчетное потребление электроэнергии, G -  планируемая производитель
ность, Т -  длительность работы участка, t -  температурд p(t) -  плотность, v(t) -  
вязкость, кн , Ьк и рн, рк -  геодезические высоты и давления в начале и конце 
участка соответственно, Арнпс -  суммарные потери давления на НПС участка, а и 
Р -  функции, характеризующие вид течения.

Влияющие параметры: т|ялс -  коэффициент учета отклонений потерь давле
ния на НПС, r}t -  коэффициент отклонений температуры, г\т ~ коэффициент изме
нения расчетного периода, rjd -  коэффициент изменения эквивалентного диамет
ра, г}д -  коэффициент перераспределения потоков. Несмотря на нелинейность 
влияния указанных параметров, в существующем узком диапазоне их изменения 
может быть использован линейная аппроксимация.

Дискретными параметрами моделирования определены состояния насосных 
агрегатов, задвижек труб, а также систем регулирования и защит. Аналоговыми 
параметрами являются гидравлические параметры (плотность и кинематическая 
вязкость нефти, давления и объемная скорость течения), топография объектов 
(расстояния и высоты), параметры энергопотребления (потребляемые мощности, 
напряжения, сила тока), диаметры трубопроводов, параметры систем регулирова
ния (диаметры и предельные положения заслонок), пределы давлений систем ре
гулирования и защит, пределы рабочих давлений на трассе, коэффициенты ап
проксимаций характеристик насосных агрегатов.

Исходными являются топографические параметры; параметры качества неф
ти; диаметры труб, характеристики насосных агрегатов, уровень нефти в резер
вуарах, пределы давлений, параметры систем регулирования, параметры порывов 
трубопровода, состояние задвижек и насосных агрегатов. Результирующими па
раметрами являются давления и объемные скорости течений в контролъных точ
ках, потребляемые мощности для насосных агрегатов, состояния флагов систем 
регулирования и защит. Интегральными результирующими параметрами являют
ся производительность участка нефтепровода, расход электроэнергии за сутки и 
удельный расход электроэнергии КПД насосных агрегатов.
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Пример использования модели
На стадии проекта реконструкции участков нефтепроводов Унеча -  Мозырь 

и Мозырь -  Адамова застава с помощью моделирования статических и динамиче
ских режимов получены рекомендации по: местам прокладки дополнительных 
ниток трубопроводов; заменам насосов, двигателей, трансформаторов; парамет
рам защит и регулирования; результирующим изменениям производительности 
энергопотребления и энергоэффективности; локализации нарущений пределов 
рабочих давлений на трассе при развитии переходных процессов в целях замены 
труб в этих точках.

В оперативной практике диспетчерского управления моделирование стати
ческих режимов названных участков позволяет прогнозировать изменения пара
метров при ремонтах, а моделирование переходных процессов использовалось в 
процессе подготовки диспетчеров. Фрагмент сопоставления давлений исходного 
статического режима и развивающегося переходного процесса приведен на рис. 2.

в в в в /іт^

Рис. 2. Результ ат ы  м оделирования п ереходного  процесса  ост анова  насоса  
и реакции сист емы регулирования
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Рис. 3. Д ан н ы е програм м ы  идентификации эквивалент ного диам ет ра

Таблица 1
Соотношение паспортных и идентифицированных диаметров

Параметр
Перегоны

106 км 
Гомель

Гомель
Защебье

Защебье
Мозырь

Мозырь
Туров

Туров
Пинск

Пинск
Кобрин

Кобрин 
441 км

Пасп. D 1174 мм 1189 1176 1070 1073 1078 1070
Идент. D 1166 116S 1155 1055 1061 1063 1065
Соотношение 99,3 % 98,0 98,2 98,6 98,9 98,6 99,5

Таблица 2
Сводные характеристики пропусков очистных устройств

У ч асто к Д а т а С о п о став л ен и е  с  п р ед ы д у щ и м  
р ав н ы м  п ер и о д о м

П р о и зв о д и тел ьн о сть У д . р а с х о д  эн ер ги и

М о зы р ь - 
А д ам о в а  З а с т а в а

1 0 -1 4 .0 1 .2 0 0 5 1 00 ,7% 100 ,9%

2 1 -2 5 .0 1 .2 0 0 5 9 9 ,9 % 9 9 ,4 %

0 4 -0 8 .0 2 .2 0 0 5 1 01 ,8% 1 03 ,2%

1 8 -2 2 .0 2 .2 0 0 5 1 00 ,2% 9 9 ,9 %

0 3 -0 7 .0 3 .2 0 0 5 1 10 ,2% 1 01 ,8%
С р ед н ее 102 ,1% 1 00 ,6%

Автономные системы расчета эквивалентных диаметров и характеристик на
сосов по архивным данным дают их оценки во времени (рис. 3), позволяя, с уче
том паспортных значений (таблицы 1-3), дать рекомендации по периодичности 
очистки и выделению наиболее существенных факторов снижения энергоэффек
тивности.

Таблица 3

Н асо с кн к к к КПП К П Д
Гом^і 0 ,9 9 1,02 0 ,9 1 Ъ Л
Г о м ’ , 1,0 1,03 0 ,93 75 ,6
Г ом ^і 0 ,9 2 0 ,9 6 0 ,9 7 5 ,4
Г о м \ 0 ,9 7 1.0 0,93 78 .4
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Окончание табл. 3
Насос к н k s к  кпд КПД
Защ^1 0,96 1,01 0,84 69,8
Защ", 0,96 1,03 0,81 66,8
Защ*5 0,96 0,98 0,98 82,0

Дана также оценка потерь энергоэффективности вследствие отклонения от 
распределения потоков по многониточным гидравлически связанным трубопро
водам, имеющая вид

Л, =100

где Хд -  доля потока по первому из двух трубопроводов, к\ -  доля длины трубо
провода с нарушением распределения потоков, kq -  коэффициент изменения рас
пределения потока.

Так, при объемной фактической скорости 1100 м^/ч по трубопроводу 
Dy =630 м перегона Мозырь-Туров участка Мозырь-Адамова Застава, потери 
электроэнергии составят 1,1 % в сравнении с режимом теоретической скорости 
1500 м^ч.

Результаты прогноза энергопотребления участка Мозырь-Адамова Застава 
на 2006 год приведены в табл. 4 и отличаются от фактических значений на 0,5 %. 
Прогнозы показали целесообразность применения присадок при тарифе за элек
троэнергию 0,1 $/кВтч.

Таблица 4
Исходные параметры Влияющие параметры Результаты прогнозирования

Волновая локализация места отбора [7] требует расчета плотности и вязко
сти по температуре, скорости звука, гидравлического уклона, степени гашения 
волны давления по формуле Жуковского с поправочным коэффициентом. Рас
стояние до места отбора х, находящегося между точками замеров х/ и находит
ся в волновом методе из уравнения, полученного на основании формулы Жуков
ского для гашения амплитуды волны в трубопроводе
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АРі • K a ś h  =  ДР2 • K a s h''gash

где Ap\ и Ap2  амплитуды скачков давления в точках замеров, kj коэффициент га
шения

к  = р ^
'^gash

Гидравлический уклон i определяется по обобгценной формуле Лейбензона 
или формуле Альтшуля. В приведенных зависимостях Ар -  амплитуда скачков 
давления, с -  скорость распространения волны.

Заключение
Разработана гидродинамическая модель трубопроводного транспорта неф

ти и программный комплекс, позволяющие прогнозировать параметры техноло
гического режима и идентифицировать состояние основного оборудования в ре
альном масштабе времени.
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УДК 539

ТЕМПЕРАТУРНЫЙ РАСЧЕТ ТЕПЛОВЫДЕЛЯЮЩЕГО ЭЛЕМЕНТА 
ГАЗООХЛАЖДАЕМОГО БЫСТРОГО ЯДЕРНОГО РЕАКТОРА

Довга Ю.А. Куликов И.С.

Белорусский национальный технический университет, Минск

In this a rtic le  the a lgorithm  o f  a  f in d in g  o f  d istribu tion  o f fu e l e lem ent tem pera tu re o f  g a s-co o led  
nuclear reac to r has been  under consideration .

Рассмотрим достаточно длинный стержневой твэл с технологическим газо
вым зазором между топливом и оболочкой, заполненным на начало компании 
чистым гелием. В качестве топлива берется керментная композиция. Распределе
ние температуры в сердечнике и оболочке считается осесимметричным, плот
ность делений -  равномерной по сечению твэла. Ввиду малости градиентов плот
ности деления и температуры по высоте твэла отдельные сечения элемента 
(рис. 1), находящиеся вдали от торцов, рассматриваются независимо друг от друга 
в условиях обобщенной плоской деформации = const).

Рис. I. П оперечное сечение ст ерж невого  т вэла при наличии га зо в о го  за зо р а  м е ж д у  топливом
и оболочкой

Уравнение теплопроводности в полярных координатах для осесимметрично 
нагретого цилиндра бесконечной длины с внутренними источниками тепла будет 
иметь вид

дТ 1 дср—  = -----
dt г дг

Хг д]1
дг + Яу’ ( 1)

где с -  удельная теплоемкость, р -  плотность материала, -  объемное тепло- 
вьщеление, X -  коэффициент теплопроводности материала.
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Будем решать уравнение (1) методом конечных разностей. Его суть заклю
чается в замене дифференциальных коэффициентов уравнения на разностные ко
эффициенты, что позволяет свести решение дифференциального уравнения к ре
шению его разностного аналога, т.е. построить его конечно-разностную схему. 
Используя неравномерную сетку, где hj = -  Tj -  шаг по радиусу твэла,
К  -^п+1 ~^п ~ по времени, распишем разностные отношения для производ
ных:

дТ_ 
дг

д_
дг

г , дТ к г —  
дг

рп fpn
'у ^у-1 дт _ TJ гпП—\

~^J
hj ’ dt К  ’

1" г
грП грП
ъ +1 ./1,

ĵ+i 0+1
hj+i  ̂  ̂ hj

0.5(V, + hj)
(2)

Тогда разностная схема для сердечника запишется следуюшим образом:
rpYl грП грП грП
'̂+1

с рR R
'ГП гр
Ту__ zj_

К

/1-1 г'̂ у+і Т+1
•̂+1

J  Л/І „  у— -KjTj  —
+ q

0.5(hj,,+hj)
или, после приведения,

+K^jhj^iK  +с^р^)Г / -hX,”

(3)

r j h j ^ Ą \ 0 . 5 ( h j ^ i  + h j )

= 0.
f  1
q +c о ^ ̂Vi R *

V
'VJ R’̂ R (З')

"

Здесь j  = Jf  ̂ -  число отрезков разбиения для сердечника, с^ -  удель
ная теплоемкость сердечника, р -  плотность материала сердечника.

Оболочка твэла не содержит внутренних источников тепла {̂ q̂  = oj, поэто
му соответствующие уравнения для оболочки будут иметь вид

rĵ ihj - ( Т % 1  rĵ ĥjh„ +  А ," rjhj^X +  р ^  ) 7 7  +

rjhj^ihjh„0.5(hj^^ +hj)
-.И-1

+  C  p
° ° К

=  0.

+

(4)

Здесь j  = J h +\,Jq , J q -  число отрезков разбиения для оболочки,
удельная теплоемкость оболочки, р^ -  плотность материала оболочки.

Граничные условия для твэла запишутся следующим образом:
1) Условие в центре сердечника (г = О):

аГ(0,0)
дг

= 0;

- тепловой поток в центре сердечника равен нулю. 
Перепишем условие (5) с помощью разностных отношений:

(5)
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дГ(0,0) . Г^-Го® .^ ’ - ' = 0 0  —----- ^  = 0 «>
дг

грО jiQ 
~ 0̂ (6)

2) Условие на границе сердечника и газа (г = Л):
Будем считать, что теплопередача между сердечником и газом в зазоре 
осуществляется по закону Ньютона [4], тогда

дГ(Л,0) а '
дг ’ (7)

где а  -  тепловая проводимость зазора. Вт
см2

Согласно [2] тепловую проводимость зазора можно вьщислить по форму
лам

, 0,11 6 7 J F - 2.36 в
^ %--------+ 0 .6 3 9 1 -^  + 0.0321,

5 1 + В
а =

100
R

т =Т, ̂ ,+213 + 0.2123 1 +  8 -

RJ
- 7 -3 6 0 ~ + 0 .0 3 5 ?

В = е « .

где q -  линейная тепловая мопщость твэла

IX , услови;
Rj -Tj  1Jg Jb~1

/Вт^
см;

в  разностньж отношениях, условия (7)-(8) примут вид
о ггО

hj Л,'7r -fR
- T l , )

или

где
+a'h,^ )T ,\ +Xj^ T l , = 0 ,  

0 ,1 1 6 7 ^ -2 .3 6
a  =■ 0.6391-

100-

R

=Гу^^(+273+ 0.2723(‘"I

l + B

\

+ 0.0321.

3) Условие на границе оболочки и среды (г = Ь):
дТ(Ь,0) а

дг X. ( Т ^ - Т 1 .

Представляя условие (11) в разностных отношениях, получим
■»и гр{)
jR+'̂ ab JR+Jqb~̂  _ ^  (грО

h 'ср

или

( 8)

(9)

( 10)

( 11)

{ X ^ + a h j ^ ^ j ^ ^ ) T j ^ ^ j ^ ^  - 0 . ( 12)

Таким образом, получаем систему уравнений;
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1 )  7j"=r„“;

2)

Т0_т0 rpO rpO
0 „ Л2

1  ̂  ̂ h h
Г] 0 . 5 ( / ? 2 1 + / Z i )

+  Яу\

rpQ rjiQ rjiO rpO
yO „ -^2 yO „ ^2 ~ h
Л3Г3 A.2'^2 ,

3 ) -------------. , ,---------------—  + ̂ Г2=0;
0.5(/z3+/?2)

Л )

Л . )

rpO rpO rpO rpO
-̂ 0 „  Ч^-Ч^-х  , 0  „  Ч„-\~Ч^-2л у Г / -----:----------г 1'̂ R И•̂R Ĵp-X

' J r -X
Q.5{hj  ̂+hj^_{)

o. 'hjTl^ ,  - ( Ч  К  + Ч  ^l-x  = 0 ^

+ 0.6391
100- 1 + 5

R
___ „5 ^

a  =-

T = T j  ,1+273 + 0.2723
g  ■JR+^

J rJ

1 +  8-

V R j

-7-З60-+0.0350 
q, B = e « ;

^ yj,+2'Од+2 ■ ̂ Jr+X ■ ̂ Уд+2 J +̂2 0 «+2̂ Jj,+l "'■̂ 7̂ +1 Ĵr+X̂Jr+2)Rjr+X +

+ ̂ Уя+І Ĵr+X̂Jr+2̂ Jr ~

•̂ д + ) h, rp{)
k-1 J R + J a b

+
jR-̂ Jab JR-̂ Jab ■̂R+'̂ab̂

^ j R + J a b  ^ J R - ^ J a b ^ J R + J a b - X  JR + Ja b ~ X  ^^^R+Jab~X ^JR+-^ab^'^-^R+-^a-

+ X̂ r .,  ]Г, \hr ,,  T? .r 2=0;•'R+-Jab~X •2R+'̂ ab~X •̂R’̂Jab “'«+”'oi“2 ’

Л  + Л і + 1) С^Ж + ^  ^Jr+ 4  ' '̂ Ĵr+4  ~  'RжRJR+J^^-l + ^  ̂ JR^Jab ^ ж = ^ -  

Таким образом, мы получили нелинейную систему +1 уравнений с
jĵ  +J^t+x неизвестными, решая которую численными методами, можно получить 
распределение температуры по твэлу в любой момент времени.
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ЦИЛИНДРИЧЕСКИЙ ИЗГИБ ОРТОТРОПНОЙ ТРЕХСЛОЙНОЙ 
ПЛАСТИНЫ С НЕЛИНЕЙНО УПРУГИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ

Протуро И.И.

Белорусский государственный университет транспорта, Гомель

C ylin drica l ben d in g  o f  а  th ree-layer orth otropic  p la te  w ith  a nonlinear e lastic  f i l le r  is considered. 
For the k inem atics descrip tion  o f  carryings layers a ccep ted  the K irch h o jf hypotheses. To describe  kine
matics o f  p a c k  o f  the p la te  hypotheses o f  the broken n orm al are  accepted. We ob ta in  the system  o f  equi
librium equations, a n d  a p p lie d  Ilyushin 's experim en tal-theoretic m eth od  to  so lve  it.

Введение
В области малых упругопластических деформаций [1] изгиб трехслойных 

стержней и круговых пластин был изучен в [2, 3]. Изгиб упругих прямоугольных 
ортотропных трехслойных пластин исследован в [4, 5]. Здесь рассмотрен цилинд
рический изгиб ортотропной прямоугольной пластины с нелинейно упругим за
полнителем.

Постановка задачи
Рассматривается несимметричная по толщине упругая трехслойная орто- 

тропная прямоугольная пластина с жестким заполнителем (работающим в танген
циальном направлении). Система координат х, у, z связывается со срединной плос
костью заполнителя. Для описания кинематики пакета использована гипотеза 
«ломаной» нормали: в тонких несущих слоях 1, 2 справедливы гипотезы Кирхго
фа, в несжимаемом по толщине сравнительно толстом заполнителе 3 нормаль ос
тается прямолинейной, не изменяет длины, но поворачивается на некоторый до
полнительный угол относительно осей координат \|/Дх, у), Уд, {х, у). Деформации 
малые.

На внешний слой стержня действует распределенная силовая нагрузка 
pjfc, у), ру(х, у), q(x, у). Через w{x, у) и Ujfx, у), Uy{x, у) обозначен прогиб и продоль
ное перемещение средней плоскости заполнителя соответственно. Так как мате
риалы всех слоев несжимаемы в поперечном направлении, то прогиб в остальных 
точках нормали к срединной поверхности совпадает с w(x, у). По контуру предпо
лагается наличие жестких диафрагм, препятствующих относительному сдвигу 
слоев, но не мешающих деформированию из своей плоскости.

Толщина А:-го слоя {к= 1, 2, 3) обозначена через hk, при этом /гз = 2с. С по
мощью введенных геометрических гипотез, продольные перемещения в слоях вы
ражаются через пять искомых функции w(x, у), U x (x , у), U y (x , у), ціх(х, у), Уд, (х^у):

“х̂  + су^ - zw,^, {с < z <с + h^); uf^ = - zw,^, ( -с  < z < с);
^z<-c)- ,  u f  =u +c\y - zw  ( c < z < c  + /z,);

u f  =Uy + z\yy-zw,y,  ( - c < z < c ) ; , ( 2)
. - Т Д  V --------------------------- / ,  - Д ,  Uy- c \ y y - zw , y , { - c - h^ <z <- c ) ,  (1)

где z -  расстояние от рассматриваемого волокна до срединной плоскости заполни
теля. Запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования по 
следующей за ней координате.

Уравнения равновесия трёхслойной пластины получим, используя принцип 
возможных перемещений Лагранжа:

5PF=8A, (2)
где 5W, ЗА -  вариации работ внутренних усилий и внешних сил соответственно.

При определении работы внешних сил считаем, что к серединной поверхно
сти заполнителя приложены произвольные распределённые нагрузки, а по контуру
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пластины -  распределённые по кромкам сторон силы и моменты.
После некоторых преобразований из выражения (2) получим систему урав

нений равновесия рассматриваемой пластины в усилиях:
^ x ’x+Qxy’y+Px = 0; N y,y+Q^y,^+Py = 0; М = 0;

^xx>x+f^xy’y-Qxx = 0; H yy,y+H = 0. (3)
Здесь суммарные внутренние усилия и моменты введены соотношениями:

Л', лг, = Е Л '» > ; л / ,  M f ; М. = y M f ; М „
Ш  к=\ і=1 і=1 k=l

k=\

Я „ = СІЛ'І" -  jV«> )+ М ® ; Н„  = с (я »  -  i V f )+ М ® ; Я „  = с(е»> -  й™)+ ^

(4)
Так как материалы слоёв пластины ортотропны, соотношения между дефор

мациями и напряжениями представимы в форме [6]:
1 !кЛ (к', ух (k\ 1___(t) (t) _(*) p(*) _ ,

'JC -̂ Z "x
__£(*) >»'

Ak)

7(*) “ ’

y(*) 1 Лк)

Л к )  _  1 (t) p ( t ) _ _ l _ f r W  p W - _ l _ r r W
^  /-(*) ’ ẑx (*) =

'^лсу ^  yz '^ zx

(5)

где Ei,Vy,Gy -  модули Юнга, коэффициенты Пуассона и модули сдвига материала 
соответствующего слоя.

Применив (5), (1), соотношения Коши, выразим внутренние усилия и момен
ты, входящие в (3), через искомые функции и^{х,у), Uy{x,y), v|/^(x,>'), Vj/^(x, >>),
w(x, у). В итоге получим систему уравнений равновесия прямоугольной орто- 
тропной трехслойной пластины в перемещениях:

СІіг^ х’ у у + ^ 2 ^ у ’ х у + ^ З ^ х ’ х х + ^ 4 Ч > х ^ у у + ^ 5 ^ у У х у + ^ 6 ^ х ’ х х -  ^ 7 ^ , х х х ~ ^ і^ ’ х у у + Р х  =  ^  ’

a ^ U y , x x + a g U x , x y + ^ o U y , y y + a ^ \ \ i y , x x + a ^ ^ \ ] f x , x y + c t , 2 W y , y y -  а ^ ъ ^ , у у у ~ а и ^ , х у у + Р у  =  0 ;

^ 1 ^ х ’ х х х '^ ^ \ 3 ^ у ’ у у у '^ ‘^ \3 ^ х ’ х у у '^ ^ \ 6 ^ у ’ хху '^  х ’ х х х '^ ^ п ^ у^ ууу~ ^

^ а , ^ У х ^ х у у + а ^ о У у , х х у  - ^ 1 Х ^ > х х х х - ^ 2 2 ^ ^ у у у у - ^ 2 Ъ ^ ’ х х у у + Ч  =  0 ;

« б “ х.хх +  (^5^у,ху +  <^4^х.уу +  « 2 4 ¥ х ,хх +  ^ 2 S ^ у.ху  +  «ЗоМ^х,;,, “  ^ 26^ ,хуу  ~  ^ 21^ .ххх  ~  G ^ z^ ^ ^ x  =  0  ;

а П ^ у ^ у у ^ ( ^ іУ х ^ х у ^ ^ 4 ^ у ^ х х + ^ 2 % 'У  у ^ у у +  ^ 2 9 ^  х^ху+<^30^ у> хх -< ^ Ъ Х ^ ^ ухх -< ^ 32 ^ ,ууу~ 0 ^ ^  у  =  ^  ,

(6)

где коэффициенты Я; выражаются через геометрические и упругие характеристики 
материалов слоев [5].

Решение линейной задачи.
Рассмотрим несимметричную по толщине упругую прямоугольную трех

слойной ортотропную пластину, достаточно длинную в направлении оси Оу. Она 
нагружена постоянной в направлении этой оси поперечной нагрузкой р  = р{х) , 
q = q{x). Вдоль оси Ох нагрузка может меняться произвольно.

Уравнения равновесия в перемещениях прямоугольной трехслойной орто- 
тропной пластины при цилиндрическом изгибе следуют из уравнений (6), если
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положить Uy = \Sfy = 0vL производные по у  равными нулю:
а^и,^+а^\у,^-а,м>,^+р = О;

а ,и ,^  +а,7 v|/,^ -a ^ p v ,^  +9 = 0 ; 
aeU,^+a^^Mf,^-a^-,w,^-Gf^c\y = 0. (7)

Здесь нижний индекс <а» в продольном перемещении, относительном сдвиге 
и в продольной силе опущен.

После однократного интегрирования первого из уравнений в (7) и исключе
ния из третьего уравнения с помощью остальных продольного перемещения и{х) и 
прогиба w(x) получим неоднородное линейное дифференциальное уравнение для 
нахождения функции сдвига

= g(x) .
Здесь

g(x) = y2P + Ji(lqdx + C^),
где С; -  константа интегрирования,

â U2 -а^а ,

(8)
(9)

р2 _ a^G^2^c-a 
а . а
*Ъ'-'Х2 ->0 , у, =- flja,

а , - а ,2 ’ І2\~' « 2аз -  aj
a 2 CL2 ~ a .l^Q , а , = , tt2 = Ojaji- « 7, = а^а2  ̂-  a l , .

Общее решение v|/(,(x) однородного дифференциального уравнения второго
порядка, соответствующего неоднородному уравнению (8) можно выписать в ви
де:

Ц1 о= А sh(Px) + В ch(Px),
где sh(Px), ch(px) -  функции гиперболического синуса и косинуса.

Рещение данного неоднородного уравнения получено методом вариации 
произвольньк постоянньк:

vj/(x) = А{х) sh(px) + В{х) ch(Px).
Параметры А(х) и 5(х) определяются из системы уравнений:

А,^ sh(px) + В,^ ch(px) = о ; А,^р ch(px) + 5 ,, Р sh(px) = g(x) .
Тогда

А(х) = jg(x)ch(Px)d!x: + С2 ; В(х) = jg(x)sh(px)<7x: + С3. (10)

Подставив полученные выражения (10) в (9) получим относительный сдвиг в 
заполнителе \i/(x). Прогиб w{x) и продольное перемещение и(х) найдем из ос
тальных уравнений системы (7).

В результате имеем аналитическое решение задачи о цилиндрическом изгибе 
трехслойной ортотропной пластины под действием нагрузки q(x) и р(х) , распре
деленной по всей поверхности:

\|/(х) = С2 sh(Px) + С3 ch(Px) + ^  [sh(Px) j g(x) ch(Px)t& -  ch(Px) Jg(> )̂ sh(Px)££v:];

И<1) = —
a.

t t j  |v |/f i6c - a 7 L 3 ( р ) + а з L 4 ( 9 ) +  X

Ф )  = Уі^ +
1

a 2 L
2̂1 ^2 (p)"*" ̂ 7 ^̂ 3 (9')+ 2 ^

+ ^ x ^  +C,x + C^; 
2

+ CjX + C^, (11)
где L /, Ц ', L3’ -  обозначены линейные интегральные операторы

Ц Ч / )  = j f  dx; L '4 / )  = \ \ fd x d x ; Ц Ч / )  = | | j/ dxdxdx.
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Константы интегрирования С,,...,Cg определяются из граничных условий.
Для шарнирно опертой по обеим сторонам (х = 0, х = /)  пластины граничные 

условия принимают вид:
х = 0 ,х  = 1: u = \\i = w = M = 0. (12)

В случае жесткой заделки левого конца пластины (х  = 0) при свободном 
правом ( X = /) (консольное опирание) граничные условия принимают вид:

х = 0 : w = w,^ = \]f = и = 0 ;
х = 1 : M = M,^ = N  = \\/ = 0. (13)

В случае жесткой заделки обоих концов:
х = 0 , х  = 1\ w = w,  ̂= v|/ = M = 0. (14)

Постановка и решение нелинейной задачи
Рассмотрим случай, когда наружные несущие слои пластины, вьшолнены из 

упругого ортотропного материала, а несжимаемый по толщине изотропный запол
нитель -  нелинейно-упругий. Для материала заполнителя используются физиче
ские уравнения состояния теории малых упругопластических деформаций Илью
шина:

s f^= 2 G J ^ ę = 2 G S - < ^ ) ę ,
(15)(i,j = x ,y,z).

Здесь и э]̂ ’, -  девиаторные и шаровые части тензоров напряжений и
деформаций в заполнителе, G ,̂ -  модули сдвиговой и объемной деформации,

-  универсальные функции, описьшающие физическую нелинейность 
заполнителя:

,(3) о(3)

(3) ^  (̂3)
/(^)(sP>) =

< ЕlO ’

где Ер -  интенсивность деформаций; e;q -  предельная интенсивность деформа
ций, до которой сохраняется физическая линейность (аналог предела текучести).

Рассмотрим методику решения поставленной краевой задачи. Напомним, что 
силовые уравнения равновесия (3) и граничные условия были получены незави
симо от физических уравнений состояния. Поэтому мы можем воспользоваться 
ими и в рассматриваемом случае. Если во внутренних силовых факторах, входя
щих в уравнения (3), выразить напряжения через деформации, используя соотно
шения (15), а затем деформации через три линейно независимые функции и(х), 
\1/(х), w(x), то в результате получим систему нелинейных дифференциальных урав
нений. О точном ее решении в данном случае говорить не приходится. Поэтому 
воспользуемся методом «зшругих» решений Ильюшина, который распространим 
на исследуемую конструкцию.

Компоненты тензора напряжений в третьем слое, используя (15), представим 
через девиатор и шаровую часть тензора деформаций в виде

a f  = sf> + о® = 2Gj3f  + ЗК,е‘-“ -  20,э®ш®(е™),

Выделим в тензоре напряжений упругие (с индексом «е») и неупругие (с ин
дексом «со») слагаемые:

а(3)=ст(з)^-а(з)“5
ę y ( 3 ) ^  ( 3 ) . _  (3)Ш
^Х2 ^Х2 '̂ XZ !

где
ст®' = 2G,3f > + 3A:jS™ . п®" = 2G ,3f со'” (с®),

<̂“ " = 20 ,з> ® (£ ® ).< т®' = 2С,э:(3) (16)
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Проведя подобную операцию с внуіреннймй усилиями (8), получим
д г ( 3 ) ^ д г ( 3 ) е _ д г ( 3 ) ш ^  M ( 3 ) = A f ( ^ ) ^ - M ( ^ ) “ , g « ^ g ( 3 ) e _ g ( 3 ) » _

Упругие (с индексом «е») и неупругие (с индексом «со») составляющие в (17) 
вычисляются по формулам:

д г ( 3 ) е  ^  =  \ o f ' ^ d z , =  \ o f ^ z d z ,
- с  - с  - с

= j a f  “zJz , . ( 18)

Подставив внутренние усилия (17) в уравнения равновесия (3), приводим 
систему к виду:

N ,:= -p + N }p ‘̂ (i9)
где ,

Окончательные формулы для вычисления неупругих составляющих в (19) 
получим, используя соотношения (16) и (18):

К(ъ> jojjsf Wz, -  |Оз ^\m /pzdz, = 2G3 jcOjVi/Jz . (20)
- С  -с - с

Здесь принято обозначение: СО3 = cô ^̂ (sf ̂ ).
Систему уравнений для определения искомых перемещений получим, под

ставив в уравнения равновесия (19) соотношения, выражающие упругие состав
ляющие внутренних усилий через н, \|/ и w:

a^u,^+a,wf,^-a^w,^ = - р  + р^, 
a6 U,^+a2 ^^,„-a„w ,^~ С^сц) = h^, (21)

>ххх~̂ 24̂ ’хххх ~ ~Я Яа'
Здесь коэффициенты а, те же, что и в (6),

P , = N , f ,  /.„ = (М,<»"-е<»-), q .= M S ‘ . (22)
Предположим, что в (21), (22) содержится малый параметр, например функ

ция соз < 1. Тогда возможен метод итераций, при котором для любого и-го прибли
жения получим систему уравнений:

азМ,^^+абМ/,^ -̂а7М/,  ̂= - р  +
(23)

Величины hi” соответствующие неупругим составляющим
(20), на первом щаге (и = 1) принимаются равными нулю, а в дальнейщем вьиис- 
ляются по результатам предьщущего приближения и носят название дополнитель
ных «внешних» нагрузок. Они служат поправками на физическую нелинейность 
материала заполнителя:

^(3)«.(«-1) =  А jG30)(3)(8f><'’- ' ) ) 8 f  "- ‘V z  , = , ■
h, hy

Q.(n-X) ^  2 . (24)
*3

Применение указанного метода последовательньк приближений позволяет 
на каждом щаге приближения рассматриваемую задачу сводить к линейной задаче
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теории упругости с дополнительными «внешними» нагрузками.
Процедура получения решения системы уравнений (23) не отличается от 

примененной для соответствующей задачи теории упругости (7)-(11). В результа
те получаем искомое решение в рекуррентном виде:

/■V )=C rsh(p.H C <->oh(p.).i[sh(Px)/g«ch(p.)*-.h(px)|^<”>sK

=  -I-
1

а .
-a„L-' {р - рГ ’)+ (, -  , 1- ) ) +  ̂  с ; V

(х) = —  [а, -  а,Г/ {р -  )+ (q -  ) +

+ { ]+ j  + C f  ̂ . (25)
Здесь коэффициенты а , ,а 2,аз,р^,у,,у2,Уз и линейные интегральные операторы 
Ц ', Ц ', определены в (9) -  (11). Константы интегрирования Cĵ ”\..,Cg"  ̂ опреде
ляются из условий закрепления пластины.

Численные результаты
Для численной реализации решений (25), удовлетворяющих граничным ус

ловиям (14) создана компьютерная программа, использующая пакет Maple. С ее 
помощью проведен анализ параметров напряженно-деформированного состояния 
рассматриваемой трехслойной нелинейно упругой пластины с материалами слоев 
УВЭС-фторопласт-УВЭС. Механические характеристики материалов приведены 
в [2,4].

Величина внешней нагрузки q принимались таким образом, чтобы нелиней
ные свойства материалов проявились в достаточной степени в каждом из слоев, а 
деформации не выходили за рамки теории малых упругопластических деформа
ций. Толщины слоев с = 0,09, hi = hj = 0,03; интенсивности нагрузок р  = 0, q = -  
15 МПа.

Рис. 1 иллюстрирует практическую сходимость процесса последовательных 
приближений. Номер кривой соответствует номеру итерации. Здесь второе при
ближение отличается от первого примерно на 10 % для прогиба и сдвига. За иско
мое решение принято 6-е приближение, которое отличается от предыдущего менее 
чем на 1 %. Если продолжать итерационный процесс, то разность между после
дующим и предыдущим приближениями уменьшается и стремиться к нулю.

б)

Рис. 1 . С ходим ост ь м ет ода  последоват ельных приближ ений  
а —  п роги ба w, б - от носит ельного сдви га  у/
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Выводы
Приведенное решение позволяет с достаточной точностью описывать пере

мещения в трехслойных ортотропных пластинах с физически нелинейным запол
нителем при цилиндрическом изгибе. Его можно использовать для соответствую
щих инженерных расчетов.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИИ 
РЕКОНСТРУИРОВАННОГО СРЕДНЕГО УХА, ПОДВЕРГНУТОГО 

ТИМПАНОСТАПЕДОПЛАСТИКЕ И ПЕРФОРАЦИИ 
ПОДНОЖНОЙ ПЛАСТИНЫ СТРЕМЕНИ

Славашевич И.Л., Михасев Г.И., Петрова Л.Г.

Белорусский государственный университет, Минск

Biomechanical model of the reconstructed middle ear subjected to tympanostapedoplasty 
and the stapes footplate perforation is proposed. The basic goal of this study is to clear up the 
influence of the tangential displacements in an eardrum at modes andfundamental frequencies of 
the reconstructed middle ear. The reconstructed tympanic membrane is modeled as an isotropic 
elastic annular plate.

Механические повреждения барабанной перепонки, патологические измене
ния ее механических свойств, вызванные воспалительными процессами в среднем 
ухе, могут привести к перфорации барабанной перепонки, повреждению слизистой 
оболочки, слухового нерва. Тимпанопластика -  это операция, направленная на ли
квидацию воспалительного (гнойного) процесса в ухе, закрытие перфорации бара
банной перепонки и восстановление трансмиссионного механизма слуховых кос
точек. Ограничение подвижности цепи звукопроводящих косточек при отосклеро- 
тическом анкилозе может привести к частичной или полной фиксации стремени. 
При данной патологии в клинической практике часто прибегают к стапедопластике, 
которая предполагает фенестрацию овального окна, заключающуюся в высверли
вании отверстия в подножной пластинке стремени, через которое вводится ствол 
протеза в улитку внутреннего уха [1]. Наиболее сложным является случай тотальной 
реконструкции, предполагаюпщй одновременно тимпанопластику и стапедопла- 
стику с фенестрацией подножной пластинки [2]. В данном случае основание вве
денного протеза типа TORP [3] упирается в восстановленную барабанную пере
понку, а конец покоится в кохлеарной жидкости улитки.

Целью работы является построение динамической модели звукопроводящей 
системы реконструированного среднего уха с учетом тангенциальных деформаций 
ТМ и, соответственно мембранных усилий. Излишние напряжения в ТМ приводят 
к смещению спектра собственных частот восстановленной колебательной системы 
[4]. Степень искажения собственных частот может быть значительной и приводить 
к заметной потере порога восприимчивости звукового сигнала.

Восстановленную колебательную систему среднего уха будем моделировать 
как систему, состоящую из тонкой (толщиной h ) круглой пластинки (с модулем 
упругости Юнга Е и коэффициентом Пуассона v ) радиуса а , изготовленной из 
хрящевого имплантата, и сопряженного с ней твердого тела, моделирующего 
протез тира TORP (рис. 1). Данный протез состоит из круглой недеформированной 
пластинки, (основания) радиуса Ь и стержня, жестко сопряженного с ней под не
которым углом у (рис. 2).

Постановка задачи. Разрешающие уравнения
В работах [5, 6] показано, что наиболее предпочтительной технологией ус

тановки протеза, с точки зрения минимизации начальных напряжений, является 
такая технология, когда основание протеза размещается на восстановленной тим
панальной мембране (ТМ) как можно ближе к центру.
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Рассмотрим здесь случай, когда центры восстановленной ТМ и основания 
протеза совпадают. Будем считать, что основание протеза и хрящевой имплантат 
жестко склеены, при этом пластину рассматриваем как кольцевую с внутренним 
радиусом Ь и внешним радиусом а .

внупрсннии

Рис. 1. Реконструированная ТМ радиуса а (1) U протез типа TORP (2)

Состояние равновесия реконструированной колебательной системы описы
вается уравнениями равновесия пластины и протеза. Введем глобальную декартову 
систему координат (СК) Oxyz, связанную с центром пластины (рис. 1).

Уравнение колебаний кольцевой изотропной пластинки, моделирующей ре
конструированную ТМ, имеет вид [7]:

d^W(r,t)D AW (r,t) + ph-

д т ,^  ,д ^ иг —!- + т  _ т  + —  = p/j— ^
дг '  ̂ ді  ̂ де

-  = 0 . 

dt^
dS дТ, , д У
дг Э ф  dt̂

(1)

(2)

„  v . . v d V .  ^  dUгде Г, -  - + —7/-I-—— ), T2 - K { y - — + - U dr—— ) ,
Эг г г Эф Эг г г Эф

 ̂ K { \ - v ) W  1ЭК,S = ----------(--------- V л--------) -  мембранные усилия,
2 дг г г Эф

D = Eh^ , К  = Eh -  жесткости пластины.
1 2 ( l-v O  1- v^

Е -  модуль упругости Юнга,
V -  коэффициент Пуассона, 
h -  толщина пластины,
W, и, V -  нормальное, радиальное и касательное смещения точек пластины со
ответственно,
, Э' 1 Э 1 Э'Д = — у +----- -I- — — г- -  оператор Лапласа в полярной системе координат г, ф .

дг г дг г д(̂
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Рис. 2 .  Ст вол прот еза, введенный в от верст ие поднож ной пластинки стремени:
1— восст ановленная т импанальная мем брана; 2  -  поднож ная пластина;
3 -  ост ат ки нож ек ст ремени; 4 - от верст ие в поднож ной пластинке

Рассмотрим случай радиально-симметричных колебаний пластинки, тогда гра
ничные условия на внутреннем контуре сопряжения пластины с основанием про
теза при г -Ь ъ  случае жесткой заделки примут вид

= 0 .
дг

(3)
г=Ь

=-t^pCOS(p, =t/^sin(p. (4)
где U , W -  перемещение центра внутреннего контура вдоль осей Or, Oz соот-■■ р
ветственно

Рис. 3 . П олярная сист ем а координат  с цент ром в т очке : I -  ТМ;
2 -  основание прот еза; 3 -л и н и я , вдоль кот орой происходит  тангенциальное  

смещ ение основания прот еза

На внешнем контуре восстановленной ТМ рассмотрим условия упругой заделки
[7]:

(^ ,^  + 0 L = O ,  ( к , ^  + М,) = 0 ; (5 )

^ L = 0 , (6)
где ki, к, -  коэффициенты линейной и торсионной жесткости внешнего края. 
Значения к;, к, для нижней и верхней частей мембранного кольца, найденные 
экспериментально для среднего уха в норме, приведены в работе [8]. Здесь [7]

(7)
^  1 dW 1

Л/, = D(

дг ' дг  ̂
d^W V dW

г дг Э ф

дг г дг
V

+ Т ‘Т7Т ) ~  г Эф
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перерезывающая сила и изгибающий момент соответственно, действующие в 
срединной поверхности пластинки.

Будем считать, что стержень соверщает лищь поступательные движения. В 
случае радиально-симметричных колебаний пластинки, уравнение движения 
присоединенного стержня имеет вид

d^W.
Q cosy-i?siny = т-

Т -  sin у -t- i?cos у = m-

dF (8)

Л ’p .. . .

где Qp -  равнодействующая перерезывающих сил, возникающих вдоль внут
реннего контура г = Ь со стороны ТМ, а

F ,,= kS (9 )

-  сила, являющаяся мерой взаимодействия внутреннего уха и основания стремени 
и возникающая в результате деформации мембраны круглого (рис. 4),

‘У
5 = Wp/cosy -  смещение стержня, к = ^пТ^(3/ Sq) -  коэффициент «жесткости»

системы «кохлеарная жидкость -  мембрана круглого окна» [9], Sq = -  пло
щадь мембраны круглого окна, Tq -  сила натяжения мембраны круглого окна.

Рис. 4. М еханическая м одель колебат ельной сист емы ТМ -прот ез

Найдем равнодействующие сил, действующих на протез со стороны ТМ. 
Данные величины находятся путем интегрирования обобщенной перерезывающей 
силы и соответствующих моментов, приходящихся на единицу длины края, по 
всему внутреннему контуру ТМ:

2тс 2п
Qp = d(p,Tp=b J[r,C05ф + 5 s i n d ( p .  (10)

Решение краевой задачи
Проведем разделение переменных по формулам:

W -  w(r,t)cos(ot, Wp = Wp{r,t)cos(£>t.
U = u{r,ę)coscot, V = v(r,ę)coscot,

( 11)
(12)
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и p=Up{r,a;>)cos(£>t, 
где со -  искомая частота колебаний.
При подставке (И ) в (1), (3) и (5) уравнение (1) сводится к дифференциальному 
уравнению

/ d \ d . 2  л(— — ) W-K W- 0

dr^ г ' dr
относительно нормального прогиба пластины w с граничными условиями

(13)

D .dw{r) d^w{r) 2- a -
a~ dr dr'

2,

— a
dr^ )) = 0,

dw{r) D d w(r) dw(r)
dr a dr dr

= 0 , (14)

w(6) = w„, dw{r)
dr

=  0 ,
r=b

где Х* = р/ко̂
~D~

Перейдем к рассмотрению системы уравнений (2). При исследовании низ
кочастотных изгибных колебаний пластинки, силами инерции тангенциальных 
перемещений протеза можно пренебречь. Тогда, используя выражения мембран
ных усилий через тангенциальные смещения м и v, и учитывая (И), получим 
систему уравнений

d^u du 1 1 -v  d^u 1-i-v d^v 3 -v  5v .r —7 -h--------u +--------- 7 -ł-------------------------- = 0
dr' dr r 2 r d(f 2  5гЭср 2 r Эср

1 - v  d'v l - v 5 v  1 - v  1 l-)-v d'u 3 - v  du .
----- r —- + ----------------- vH------- Г+------------ + ---------- = 0

dr' 2 dr 2r r Эср 2 ЭгЭср 2r Эср (15)
Полученная система с учетом уравнения (1) описывает радиаль

но-симметричные изгибно-плоскостные колебания пластины. Граничные условия 
полученной системы дифференциальных уравнений имеет вид (4),(6) с заменой 
и , V , Up па. и , VVL соответственно:

u\ = о , v| = 0 .\r~a  ̂ lr=a
Таким образом, имеем краевую задачу (13), (15) с граничными условиями (14), (16), 
и системой уравнений (8).

Задача (13), (14) имеет решение в виде

w =
\М\

[Ml iJ, (Xr) + М12Г0 Ckr) + Mnlo (Xr) + M u K ,  (Xr)], (17)

где M -  матрица размерности 4x4 с элементами:
= J,{Xb) , М,2 = Y,(Xb) , М,з = I,(Xb) , М,, = К,{ХЬ) ,

М 2. = J'o (ХЬ), Мз2 = Г' (ХЬ), М23 = /;  (ХЬ), М 24 = К' (хь), 

M ,,= k ,J , (X a )+ f j ; ,  ( X a ) - f j :  ( X a ) - D j ;  {Ха), 

М зз= ^ Л (^ а)н -^ Г ; { Щ - D Y :  {Ха),

М,,^к ,1 ,{Ха) + ̂ Г ,  {Ха)-^11 {Х а ) -Ш ;  {Ха),
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M ,,= k,K ,{X a)+ jrK  і ^ а ) - т К  0^а)-П К ; {Xd)
DvМ,, = k,Ą {Ха) + D j; {Ха) + —  Ą  {Ха),
а

M „ = k X O ^) + DY; (Xa) + —  r; (Ха),
а

M,,=^kJ',{Xa)-^DIl (М ) +— П (^«),
а

М ,,= к,К ’,{Ха) + ВК; {Ха) +— К ’, (Ха),
а

Jq, Yq -  функции Бесселя первого и второго рода нулевого порядка, /ц, -  мо
дифицированные функции Бесселя первого и второго рода нулевого порядка, а 
Mij (У = 1,..,4 ) -  соответствующие миноры матрицы М.

С учетом граничных условий для тангенциальных перемещений (16), реше
ние уравнений (15) будем искать в виде;

М = Мо(г) + м/(г)с08ф + м /(г)8ІПф, (18)

V = ('■) + (^) ф -I- (г) 8ІП ф .
Частные решения уравнений (15) имеют вид:

щ(г) = СодГ + Со 2  -  , Vo (г) = С оу  + Со 4 - ,
г г

(г) = (1 -  3v)Cy с , 2 4 -  + С,.з (3 -  v)^ ІПГ -  С,,з(1 -  -  С,,4,

v„'(r) = - ( 5+ v )C ,jr '-C ,.4 -+C,.7(3-v )= tar + 2 q ,( l  + v ) -C „ , (19)

«„■ (г) = (1 -  3v)C,,,r Ч  4 -  + С|.7 (3 -  V)" In г -  с , ,  (1 -  v" ) -  с , , ,
Г

Vo4 r) = (5 + v )C ,/+ Q ,-i-C ,3 (3 -v )M n A -2 C i3 (l + v) + Q ,.

Подставляя соотношения (19) в граничные условия (16), получим значения 
неизвестных постоянных Су , которые в силу громоздкости не приводятся.
Полученные решения описьшают деформацию реконструированной тимпанальной 
мембраны.

Подстановка (17), (18) в систему (8) позволяет получить трансцендентное 
уравнение относительно искомой частоты (о свободных колебаний системы ре
конструированного среднего уха;

2nbD 1 д" /тт
{M uJ o (Хг ) + М 12Г0 (к г)  + М із/о  (к г)  +  М и К о  (Хг)]^ +

1 а ' /—

\М\[_дг

(inJ,(X r)*M nY ,(X r)+ M nh(lJ-) + M u K ,(X r)C -(-{M u J ,(X r)О or or
+ M\2Yę^(Xr) +М\ъ1а{Хг) +MuKo{Xr'^ ^j+A:-mco^ + tg \̂jOg  ̂-  -

+
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+

I b W p

Ь К п { Ъ \ - 1 )

I b W p

1
- Ь К п —

b K n ( v  - 1 ) '  д

_ b K i ^ Q v  1 ) Г ^  I n  ^  _  C  3 ( l  -  v > ) -  C , ,

2bWp \  r

(5 + v)C, /  + C ,, - i - -  C, 3(3 -  v f ln r  -  2C. 3(1 + v)+C, 3

(1 -  3v)C,,,r' + C, Д  + C, j  (3 -  vy In .  -  C,,, (1 + v )-  C,, 
r

(5 + v)C ,jr4  C, 3  i  -  C,., (3 -  v)Mn r -  2C, j (1 + v)+C, 3

r=6

r=i

+

2w„ d r

r=b

r=b

:0

Полученное уравнение позволяет определить собственные частоты системы, со
ответствующие радиально-симметричным изгибно-плоскостным колебаниям, при
различных входящих в задачу геометрических и физических параметров.
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ВИБРОЗАЩИТА ВЫСОКОТОЧНОГО МАШИНОСТРОИТЕЛЬНОГО 
ОБОРУДОВАНИЯ ОТ ВИБРАЦИЙ ВНЕШНИХ ИСТОЧНИКОВ

Кудин В.В., Астахов Э.И., Кудин М.В.

Белорусский национальный технический университет, Минск

K inem atic ex tern al d istu rban ce v ib ra tion -reg istered  equ ipm ent a n d  is re p rese n ted  as a  F ourier se 
ries. The schem es v ib ro p ro tec tio n  m achines an d  their analysis on the efficiency o f  v ib ra tion  protection .

Техническое перевооружение современных машиностроительных предпри
ятий предъявляет повьппенные требования к допустимым уровням вибрации не
сущих конструкций, фундаментов рабочих площадок, предназначенных под мон
таж высокоточного машиностроительного оборудования.

Вибрационная активность рабочих площадок отрицательно влияет на точ
ность, надежность и долговечность монтируемого оборудования. Кроме того, 
снижается надежность работы систем автоматического управления, а также 
ухудшаются условия работы обслуживающего персонала.

Таким образом, неудовлетворительные показатели виброактивности маши
ностроительного оборудования требует виброзащитных мероприятий, являющих
ся весьма актуальными задачами на современном этапе развития машинострое
ния.

Известно, что на станину машины (станка), наряду с силовым воздействием 
от внутренних источников неуравновешенных роторов и отдельных механизмов, 
действуют кинематические возмущения со стороны опорных поверхностей. При 
этом как силовые, так и кинематические возмущения являются колебательными 
процессами.

Силовое воздействие, вызванное неуравновешенностью звеньев, обычно 
кратно основной частоте вращения ротора машины, а амплитуда пропорциональ
на квадрату угловой скорости.

Кинематическое возмущение, воспринимаемое корпусом машины со сторо
ны фундамента не является периодическим, закон его изменения во времени но
сит нерегулярный, хаотический характер.

Основными причинами хаотичности является большое число независимых 
источников вибрации и нерегулярность физических процессов, вызывающих по
явление вибрационной активности источников, расположенных на значительном 
расстоянии от объекта виброзащиты.

Вибрация от источника передается через грунт, обладающий упруго
диссипативными свойствами. Поэтому кинематическое возмущение на входе объ
екта виброзащиты представляет случайный характер. Невозможно точно учесть 
все факторы, влияющие на характер вибрационного воздействия. Сложность 
представления вибрационных кинематических воздействий в виде явных функций 
от времени привело к тому, что характеристики вибрационного процесса х{1 ) за
меняются функционалами Ф(мі,М2...м,), зависящими от некоторых параметров 
імд [1].

Используя преобразование Фурье на бесконечном интервале x{t) , вибраци
онное воздействие представляем комплексной функцией от tu, т. е.

X(i(o) = ]  (ю) -  іГі (о>), (1)
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где С/і(со)= Jx(^)cosco?flfr, Fj(co) = \x{t)sm(i)tdt,
—00 —00

CO -  круг овая частота колебательного процесса.
Кинематическое возмущение включает в себя виброперемещение, вибро

скорость и виброускорение соответствующих точек опорной поверхности. Кине
матическое возмущение -  это величина, выражающая суммарное воздействие 
всех работающих машин и оборудования, расположенных как в непосредственной 
близости от объекта виброзащиты, так и на достаточно значительном удалении с 
учетом упругих и диссипативных характеристик окружающей среды, являющейся 
проводником колебательной энергии.

Вибрационное возмущение рабочей площадки предлагается получить инст
рументальным методом, т.е. с помощью виброизмерительной аппаратуры, напри
мер, виброметр «Октава 101В» для общей и локальной вибрации. Виброметр ос
нащен трехкомпонентным датчиком виброускорения, обеспечивающим измере
ние и хранение в памяти значений виброускорения как общей, так и локальной 
вибраций с целью диагностики состояния промышленного оборудования. Вибро
метр может быть подключен к персональному компьютеру ПК. Информация, по
лученная экспериментальным измерением, переносится на ПК в виде F{t) специ
ального файла, в котором хранится информация о значениях виброускорения по 
трем взаимноперпендикулярным направлениям на достаточно большом интервале 
времени.

Значения файла F{t) , характеризующие виброускорение точек опорной по
верхности, представляем в виде ряда Фурье с периодом Т

Q 00 со

F{t) = — + Y ,а cosкш+ '^Ьп^шкШ , (2)
2 к=\ к=\

2 п „ „где со = ----- круговая частота на основной первой гармонике кинематического

возмущения.
Тогда амплитуда и начальная фаза равны:

^к^ +Ьк^ , 4>к = a r c tg ^ ,
Gk

где = -- jF(t) cos koytdt, bĵ  = — jF(t) sin katdt -  коэффициенты ряда Фурье на 
^  о ^ 0

к-й гармонике.
Решение задачи спектрального анализа функции F {t), заданной специаль

ным файлом на ПК, выполняется в численном процессоре Mathcad при помощи 
алгоритма быстрого преобразования Фурье [5].

Этот алгоритм реализован встроенной функцией Mathcad, как например, 
-  вектор прямого преобразования Фурье, либо FFT(y) -  вектор прямого 

преобразования в другой нормировке, где у  -вектор действительных данных, взя
тых через определенные промежутки значений аргумента.

Вектор у  или аргумент прямого «Фурье-преобразования» должен иметь
ровно 2” элементов (где п -целое число). В таком случае, результатом является 
вектор с 1-2"''* элементами. В случае, если число данных вектора у  не совпада
ет со степенью 2, то необходимо дополнить недостающие элементы нулями.
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Таким образом, спектральный анализ функции F(t) позволяет получить 
значения частоты, амплитуды и начальной фазы, характеризующих кинематиче
ское возмущение опорных точек рабочей площадки и на их базе построить ам
плитудный и фазовый спектры, которые и используются в расчете виброзащитной 
системы.

Виброзащита машины осуществляется по следующим схемам; 
а) опорная схема (рис. 1), при которой виброизолирующее устройство 2 рас

полагают непосредственно под корпусом (станиной) изолируемой машины (объ
екта виброзащиты) 1.

Рис. I. О порная схем а виброизоляции

б) опорная схема с постаментом (фундаментным блоком) (рис. 2). Такая схе
ма применяется в случае, когда корпус машины имеет недостаточную жесткость и 
центр масс находится достаточно высоко от опорной поверхности, либо когда 
объект виброзащиты состоит из несколъких отделъных машин, расположенных на 
общей опорной поверхности;

Рис. 2. О порная схем а с пост ам ент ом

в) подвесная схема с фундаментным блоком (рис. 3). В этой схеме виброза
щиты предусматривается вариант, когда виброизолирующее устройство 2 закреп
ляется выше подошвы фундаментного блока 3, а сам объект виброзащигы 1 вме
сте с постаментом 3 подвешен на виброизоляторах 2, работающих как на растя
жение, так и на сжатие.



г) подвесная тросо-рычажная схема виброзащиты (рис. 4). Применяется для 
виброзащиты объекта с преобладающими горизонтальными возмущениями ис
точника.

С помощью рычагов (тросов) 2 объект 1 виброзащиты вместе с постаментом 
3 подвешивается к несущим конструкциям здания. Эту схему рекомендуют при
менять и в случае, когда горизонтальные колебания имеют низкочастотный 
спектр, при которых виброзащитные устройства на пружинах или резиновых виб
роизоляторах практически неэффективны.

Наличие в виброзащитных схемах постамента (фундаментного блока) связа
но с увеличением общей массы объекта виброзащиты, что обусловлено снижени
ем амплитуды вынужденных колебаний объекта с одной стороны, и с другой сто
роны снижается частота собственных колебаний, т.к. на высоких частотах виб
роизолирующие устройства должны обладать высокой податливостью. Однако 
известно, что при высокой податливости упругих элементов появляются трудно 
устраняемые перекосы объекта от случайных статических нагрузок. Кроме того, 
выбор формы постамента влияет на относительное положение центра масс объек
та и линии действия возмущающей силы. Оптимальное их расположение миними
зирует амплитуды вращательных колебаний объекта.

При виброзащите объекта по схемам а, б и в, приведенным на рис. 1-3, не
обходимо, чтобы в направлении оси Z отнощение частот
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«z =
(О

со.
> 4 , (3 )

а по двум другим осям были бы больше 2,5. Известно, что изготовление виброи
золяторов, обеспечивающих частоту собственных колебаний объекта меньше 
2 Гц, сопряжено со значительными техническими трудностями, то при частотах 
меньше 5 Гц допускается, как исключение, значение отношения >3 [3]. При 
этом требуемые значения частот собственных колебаний вычис
ляются из решения частотного уравнения [1].

В случае виброзащиты по схеме «г» (см. рис. 4) необходимо, чтобы отноше
ния частот по осям х и у  бьшо больше 4. По оси z отношение а  2 не обязатель
но ограничивать, т.к. отсутствуют значительные вертикальные кинематические 
возмущения.
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ВЫБОР ЗНАЧЕНИИ КОНСТРУКТИВНЫХ ПАРАМЕТРОВ 
ПОЛЗУНА КУЗНЕЧНО-ПРЕССОВОГО ОБОРУДОВАНИЯ

Гурвич Ю.А., Бойко Б.С., Макаревич А.П.

Белорусский национальный технический университет, Минск

In this article the decision o f  problem  about a choice by many criteria o f  the constructive pa
rameters o f  the punch o f  fo rg e  equipment is considered. The software produ ct fo r  the decision o f  this 
problem  is described and the calculation example is given.

В литературе (в том числе в [1-13]) отсутствуют методики выбора конст
руктивных параметров пар скольжения: «ползун-направляющие», «поршень- 
цилиндр», «втулка-вал» и т.д., по различным критериям. Это заставляет конст
рукторов параметры пар скольжения на практике определять путём многочислен
ных и трудоёмких экспериментальных исследований.

В данной работе сделана попытка определить оптимальные значения пара
метров ползуна на стадии проектирования кузнечнопрессового оборудования, 
движущегося с малым значением ускорения (статика). Для этого разработана ме
тодика и программа в интегрированной среде Borland Delphi 7, в которой исполь
зован простейщий метод оптимизации -  метод сеток (или метод перебора значе
ний всех параметров [14—16]). Поэтому задача определения оптимальных пара
метров пары скольжения «ползун-направляющие», которые обеспечивают гаран
тированное скольжение одного тела по другому телу, является актуальной.

Постановка задачи: к ползуну пресса в форме параллелепипеда весом Р и 
шириной Ь через невесомую консоль приложена сила Q, которую можно пе
ремещать по консоли. Коэффициент трения между ползуном и направляющими f 
(все остальные размеры показаны на рис.1.). Произвести расчет оптимальных 
параметров ползуна по критериям (причем, первые два критерия взяты из [1, 2]):

L - l f '
1 - __ ^

h-
л

1 +
Q

100% -^  max.

С -2 / . 1 +
1 -

h- 1-f
Q

•100% —> max.

•' у
Жз=(Ж^.-ь1Г с ) / 2 -> т а х , 

■ W ̂  max.

(1)

208



Wj

Рис. 1. П олзун кузн ечн оп рессового  
оборудования: 1 — ползун; 2 —  на

правляю щ ие

i lp O r p S M iV iH S H  р с а . 'іЙ З а Ц Й м .

Рассмотрим критерии:
= W j(b ,d ,h ,fF /Q u /=  1 4 ) . (2)

Задаем предельные значе
ния каждого из параметров в (2): 

bmin Ь <  bmax , 
dmin d  d;y;ax 5 
hmin h  <  hrnax ? 
fmin f  fmax j

P /Q m in < P /Q <  P /Q  max 
И делим эти интервалы на п рав
ных частей.

При запуске программы 
появляется окно ввода исходных 
данных (рис. 2), которое содер
жит: предельные значения пара
метров; шаг L и С - координаты 
точки приложения силы Q по 
осям X и Y.

Результаты расчетов при
ведены в таблице на рис. 3, кото
рая содержит 10  ̂ вычислений в 
соответствии с формулой:

N  = n'”,
где N -  число расчётных точек 
(узлов); п -  число разбиений каж
дого из варьируемых параметров; 
m -  количество оптимизируемых 
параметров системы(при условии, 
что число разбиений каждого из 
параметров одинаково).

nr г

I Исходные л>»ные Чертеж] Таблиц»расчётов [

К о н с т р у к т н в іы е  п ар ам етр ы  п олзуна:
Uapwavp Опясакмв аараі^тра |пр«дваьао9 

i м внкы ю кое эк«ч«ю1а
; 1ц р«(ир«(та0

' Предельное 
; ыаксимапькое энечекие 
i параметре (noz)

Ш аг, Л

\Ь, м. Лнаемнкн раз:чор ползуна  ао осн  У, шнрмяа. 0 ,2 0 ,8 0 ,0 5 7

'<і. м. ЛмнаИмыи размер ползуна ао осн X , лям ка. 0 ,3 '. 0, 9 0 , 0€7

ІІ, м. ЛмнайгагИ размер ползуна  по осм Z , высота. 0,1$ 1 ,0 0 , 094

Козффмциант треяня в  пара траямя "ползун-напраллкяхале”. 0 ,1 0 ,7 0 ,067

■ ?/Q. Отн(шание веса  ползуна к си ле , прмклажываемож к  ползуну . 0,01 0,$ 0,064

Р ассчи тать  ш аг р азби ен и я

П араметінл щ ш о ж с н и я  с ш ь і  Q  к  п о л у ^ ;  ____

Ш Оптсляте пврштгрл
К оорлхклга то\км прмложегтя смяи  ę  ао оси  Y. 

!l ,  м . Коорхмкагл токкя прмяожлгтя спяы  Q ао осм X.,

5ff«ve0ve выт чмяи аарав^трл

.1 ,2 6

1 ,1 5

Рис. 2. О кно ввода  исходных данных и р а сч ёт а  ш ага разбиен ия
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'пресса влаправляющих  ̂ Г*
Исходные данные ! Чертеж Таблица расчетов

Расчет производится по ірнтерняііі W(L} и W(Q, где W(L) - это величина запаса гарантированного снольження по оси 
X, W(C) - это величина запаса гарантированного скольжения по оси Y
V п/п. Ь, м. |d ,  и . |h, и . F  ‘ ■ р .  ' |с, к. " |ь Г и : 1 * (Ł ), ł . |« ( C ) ,  ł . (®(L)+e!0)/ ((8(L)«
1«„_п 0,267 0,433 0,622 0,700 0,391 1,250 .1,150 :-200,470 -430,710
1*'-т 0,267 0,433 0,622 0,700 0,446 1,250 1,150 :-189,150 '-410,720

i 12600 0,267 0,433 0,622 0,700 0,500 1,250 1,150 -178,650 -392,190

:12601 0,267 0,433 0,717 0,100 0,010 1,250 1,150 46,671 9,337 29,004 21,317

12602 0,267 0,433 0,717 0,100 0,064 1,250 1,150 І51,29б 13,974 32,635 '26,773

i 12603 0,267 0,433 0,717 0,100 0,119 1,250 1,150 ■53,666 ;10,16O 35,913 31,218

12604 0,267 0,433 0,717 0,100 0,173 1,250 11,150 ^55,816 21,958 38,887 Ts,0C8
12605 0,267 0,433 0,717 0,100 0,228 1,250 11,150 І57,775 i2S,4ie 41,597 38,322

12606 0,267 0,433 0,717 0,100 0,282 1,250 Д,150 ^59,568 28,585 44,077 41,265

; 12607 0,267 ■0,433 0,717 0,100 0,337 1,250 :i,iso ;61,21S |31,494 46,354 43,908

12608 0,267 0,433 :о,717 0,100 0,391 1,250 l/łSO 1б2,7ЭЗ ;34,175 48,454 і46,;Э02

: 12609 0,267 :0,433 Ь,717 0,100 0,446 1,250 ii,iso !бЧ,137 .36,654 50,395 ■48,486

; 12610 0,267 !о ,4 3 3 ; 0,717 'o,iod |0,500 ^1,250' U , 150 ; 65,438 |38,953 52,196 |S0,488

i 12611 0,267 0,433 ;0,717 _ _ _ _. ______ __ : ___
114,451 Э.1 , lUO

1 ■ n ~ 0,717 0,167 0,064 1,250 •1,150 18,827 -43,37612 ы г и,26/ U , ł J J

'(1/2), ьа!

□

Упорядочение по;

'№ШП щ„iii
Прошвести расчёт

Рис. 3. О кно таблицы вычислений

Отрицательные значения критериев Wl и Wc соответствуют заклинива
нию ползуна в направляющих, а нулевые значения показывают, что точка прило
жения силы Q совпадает с границей гарантированного скольжения. Для отрица
тельных и нулевых значений критериев Wl и Wc расчёт по критериям (Wl + 
-t- Wc)/2 и (Wl'Wc)*̂  ̂не производится, что показано штриховой линией на рис.З.

Упорядочение значений критериев (1) или (2) производится при нажатии 
кнопки «Упорядочение по» (см. рис. 3) и осуществляется по убыванию значений 
этих критериев, начиная с их максимальных значений (рис. 4-7).

t  П/П. b ,  K. |d, H. |h ,  И. t . P/Q. C, H. l ,  M. |«(L), 1. 8(C), 1. (»(L)+B(C|)/: |(i(L) «i(C))*(l/2), % A

9910 0,200 jo,900 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 81,259 8,333 44,796 26,022 □
6910 0,200 0,833 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 80,987 13,889 47,438 33,538

.7910 0,200 0,767 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 80,667 19,444 50,056 39,605

9909 0,200 0,900 1,000 0,100 0,446 1,250 1,150 80,553 4,881 42,717 19,829

U910 0,200 0,700 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 80,286 25,000 52,643 44,801

8909 0,200 0,833 1,000 0,100 0,146 1,250 1,150 80,271 10,646 45,458 29,232

19910 0,267 0,900 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 80,123 27,083 53,603 46,583

7909 0,200 0,767 Д,000 0,100 0,446 1,250 1,150 79,939 16,410 48,174 Д6,219

5910 0,200 0,633 ' 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 79,825 30,556 55,190 :49,3B7

i 9908 0,200 0,900 1,000 0,100 0,391 1,250 1,150 79,792 1,158 40,475 |9,613

Рис. 4. Ф рагм ент  окна таблицы вычислений, упорядоченны х по крит ерию Wl
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|| п/п Ь , н. н . h, и. I .  . P/Q. H. Ь, к . ¥ (L ) , 4. :{S(L1+»(C))/J ( i (L )* S (C ) )* ( l /2 ) ,  4 g

90910 0,600 0,300 1,000 ;0,100 :0,500 1,250 1,150 43,778 77,083 60,431 58,091 @

80910 0,733 0,300 1,000 |0 ,100 |o ,so o 1,250 1,150 47,185 76,515 61,850 60,086

90909 0,800 0,300 1,000 0,100 0,446 1,250 1,150 41,660 76,220 58,940 56,350

70910 0,667 0,300 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 50,593 75,833 63,213 61,940

919І0 0,800 0,367 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 51,212 75,694 |63,453 62,261

80909 0,733 0,300 1,000 0,100 0,446.... 1,250 1,150 45,196 75,631 60,413 58,465

90908 0,800 0,300 1,000 0,100 0,391 1,250 1,150 39,377 75,290 57,333 54,449

60910 0,600 0,300 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 54,000 75,000 |64 ,500 63,640 i

81910 0,733 0,367 1,000 0 ,100 0,500 1,250 1,150 54,000 75,000 64,500 63,640

70909 0,667 0,300 1,000 0,100 0,446
L  ... _... 1,250 1,150 48,732 74,923 іб1,827 60,425

Рис. 5. Ф рагм ент  окна таблицы вычислений, упорядоченны х по крит ерию  W q

г П/1Г. to, и. df к. Ь, м. t. P/Q. ^ H .  ■ * (Ł i , ł . p tC ) , 4 . (в (и + В (С |1 /8 ( e (L ) '» (C ) )* ( l /2 ,) ,  4jA |

97910 0,800 0,767 1,000 0 ,100 0,500 1,250 1,150 68,667 67,361 68,014 68,011 ^

86910 0,733 0,700 1,000 0 ,100 0,500 1,250 1,150 68,603 67,424 68,014 66,011

75910 0,667 0,633 1,000
.........

0 ,100 0,500 1,250 1,150 68,526 67,500 68,013 68,011

64910 0,600 0,567 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 68,431 67,593 68,012 68,011

S3 910 0,533 0,500 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 68,311 67,708 68,010 68,009

42910 0,467 0,433 1,000 0 ,100 0,500 1,250 1,150 68,154 67,857 68,005 68,005

31910 0,400 0 ,367 1,000 0 ,100 0,500 1,250 1,150 67,939 68,056 67,997 67,997

І0910 0,333.....i0,300 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 67,630 68,333 67,981 67,981

9в»1В 0,800 :о,833 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 69,947 65,972 67,959 67,930

87910 0,733 0,767 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 70,000 65,909 67,955 67,924

Рис. 6 .  ф рагм ен т  окна таблицы вычислений, упорядоченны х no крит ерию  (W i+ W c)/2

Г П/П.Ь, н. 1d, н. 1h, н. 1t. P/Q.
:С, и. L, н. » (L ), 4 . » iC ), 4 .. (?(L)+W{C))72 (В № )* в |С )Г  (1 /2 ) , 4

75910 0,667 0,633 1,000  : о ,1оо 0,500 1,250 1,150 68,526 67,500 68,013 68,011 Uj
86910 0,733 0 ,700 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 68,603 67,424 68,014 68,011 1

97910 0,800 0,767 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 68,667 67,361 68,014 68,011

64910 0, 600 0,567 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 68,431 67,593 68,012 68,011 i [
53910 0,533 0,500 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 68,311 67,708 68,010 68,009 ; i
42910 0,467 0,433 1,000 0,100  jo ,500 1,250 1,150 68,154 67,857 68,005 68,005

31910 0,400 10,367 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 67,939 68,056 67,997 67,997

20910 0,333 0,300  il ,0 0 0 0,100 0,500 1,250 1,150 67,630 66,333 67,981 67,981

96910 0,800  І0,700 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 67,143 68,750 67,946 67,942

98310 0,800  І0,833 1,000 0,100 0,500 1,250 1,150 69,947 65,972 67,959
L_ _J

67,930

Рис. 7. Ф рагм ент  окна таблицы вычислений, упорядоченны х по крит ерию  (W i Wc)‘'̂
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ПОСТРОЕНИЕ ЗАМКНУТОЙ ФОРМЫ РЕШЕНИЯ БЕСКОНЕЧНОЙ 
СИСТЕМЫ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Акимов В.А.

Белорусский национальный технический университет, Минск

In artic le  the opera tio n a l approach  to  a  p ro b lem  o f  construction  o f  the c lo sed  fo rm  o f  the decision  
o f  one p r iv a te  system  o f  the a lg eb ra ic  equations is considered.

УДК 539.3

Обратимся к бесконечной системе вида
th—

( 1)
Заменим (1) функциональным и соотношением от аргумента с непрерывным 

спектром значений. Запишем разложение

~ =1 ~ ^
После сравнения коэффициентов Фурье левой и правой частей равенства (2) 

придем к уравнению (1), устанавливая тем самым равноценность (1) и (2). Приме
ним формализм операторного метода [1]. Берем операторы

-  для четных членов, содержащих cosAx, 

-  для нечетных членов, содержащих sinAx,

Так как здесь ао~ О, то оператор = 

Запишем соотношения

применять не надо.

х с о в х  , л . , „  совялг ХЕІП.Л; , _  . . . . .А sm ПХ' +  5 cos m , , = --------h С smruc + D cosna:,n +ctĵZn 2n

ShTOi^[xCOSnx]-Sh7rd^fd^Sin?Łx] =  d^Sh7rd^.[slnrLT] =  d„(sin?m  COSnx) =  
= n cosnnsm nx + xsinTTTixcosm =  (—1) ”дбіппх .

Аналогично рассуждая, мы получим

d^Sh^d^fxCOSnx] =(—1)"дпсо5 пх. 
d^Sh7rd^[x:sni п х ]= (-1) ”яіі£іп пх.

Представим второе справа слагаемое в виде двойного ряда
ос ос OD'

Z

k n  , ктг 2  х г ^ ш s 'm m x ^  ,

к=1
2

к= 1
гп‘

7П = 1

=  І У ”  „ r k n msinmXf ,

>П



Применение оператора Di приведет нас к исходной системе (1). Таким обра
зом, мы видим, что использование оператора Di соответствует способу Фурье для 
тригонометрических рядов.

Для достижения поставленной цели будем использовать понятие обратного 
оператора. Итак,

sin flfe {tg  sin кх

ЕГ=і sin кх  = Sfc=ł a* sin кх .

Так как th — coskx — tg sinica: и т.к. th — sinkx  = —tg —  coskx',
2  ^ 2  2  " 2

с зачетом

где

= 1 + « = *  +  tg^ ̂  ^  = ( і  + tg= !!^ +  ••■) +

+ tg=f‘( l  +  tg“^ + t g * ^  +  - )

( l  +  tg“ ^  +  ̂ *  ^  +  - )  [sin fc»] =  ^ , f a Sin fct;
2
_ łcs:

t g ^ ( l  + tg^ ^  Ч- ^  +  ■”)  ^

a также используя тождества

Ч sin кх =  tli—cos кх  ,

— CQsirx == —til— sinicaf. ^ 2  2
Находим

—ł A—
( l  -  tg  [sin kx] = cos kx  + kx.

3 3
Преобразовьюая коэффициенты при coskx и sinAx будем иметь

(3)
(4)

2Л— ___2
2 1+Л“

s

[і+А^—l-A*—
V_______ а /  а  _  __________

1+А=— ł+A=—
S  £

2c h  k j r  c b ^ + c h  І г г г с Ь ^ — s h  кж  e h —  c h  k J t c h  k ł t + c h ^______ S___  ,»_______ Ł =, Im

—  = 1 — -tłifefrtłi — =
2 ch  к я  A  fcit A —______ 8 3 _

2chkirci
3̂

2c h  f c j r c b —  
a

2ch ктгсЬ' 2 V ^ '^chW ' (5)

В результате получаем

'^k=i “ fc sin kx  = ~2 fc=i bjf sin kx  -b bjt tir кж cos kx.

Если левую и правую часть равенства (5) умножить на sinbr и проинтегри
ровать от О до п, то окончательно находим:

+ » " « ] .  (6)
Построенное решение необходимо проверить.
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Подействуем почленно оператором на левую и правую часть
решения (5), учитывая при этом (3), (4). После вьшолнения несложных операций 
придем к исходной форме разложения (2), эквивалентной системе (1), при этом 
нужно учесть тождества

1 +  “ 7^— h  t h  A f T T t h  —  =  2 ,
c h  fcTT 2

t ł l  & 7Г  —  t i l  —  —  • • t h ^ = 0 .
Z  chiifTr  ̂ 2

Таким образом, решение (3) удовлетворяет системе (1).
Отметим, что рассматриваемая бесконечная система (1) имеет отношение к 

одной задаче теории фильтрации, поэтому справедливо указать на прикладное 
значение полученного результата. Кроме того в этой статье впервые бьш найден и
применен обратный оператор ■
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УДК 539.3
ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ В РЯД 
ПО КОРНЯМ ТРАНСЦЕНДЕНТНОГО УРАВНЕНИЯ

Акимов В.А.

Белорусский национальный технический университет, Минск

In the g iven  w ork  use o f  c la ss ica l in tegrals a t decom position  o f  fun ctions in n o t orthogonal num
ber on roo ts o f  the tran scen den ta l equations is shown.

При решении задачи о растяжении (сжатии) упругого квадрата в точной по
становке при вьшолнении краевых условий необходимо разложить заданную 
функцию в неортогональный ряд по корням трансцендентного уравнения 
sh Яа -I-Яд =  О [1]. Исследуем некоторые малоизученные на сегодняшний день 
некоторые характерные аспекты данного разложения.

Представим

f i x )  = sha„x, (1)

где Я̂  -  корни уравнения sech Aa +  Яа = 0.
Первоначально определим коэффициенты этого разложения операторным 

методом. Для достижения этой цели подействуем на обе части равенства (1) one-
ратором D(d^) = где = —.

При таком подходе приходится решать задачу об обратном операторе вида

D p  = d P / W
/ W
2 3 5

X

Решение этой задачи рассмотрено в [2]. Здесь, кроме этого, укажем на дру
гой, теперь уже чисто классический случай. Итак, запишем Нахо-

djf
ДИМ g ix ~ )  из соотношения д { х )  — f { x ) .  Сперва решим однородное
уравнение g ix )  = 0 . Получим: = CishA„x-f Cj chA„x. Частное
решение ищем методом вариации произвольных постоянных Лагранжа [3].
В результате получим д {х ) = g ix )  + g^ix).

- Щ у  = с , shA„x 4  С, ch 4  i  Г  Я О  -  C)di (2)

Сделаем по поводу формулы (2) одно замечание. Заметим, что переменная х 
входит в правую часть двояким образом. Во-первых, х является верхним преде
лом интеграла, во-вторых, она входит под знак интеграла не как переменная ин
тегрирования, а как добавочный параметр, который считается постоянным при 
интегрировании. Далее нетрудно показать, что частное решение удовлетворяет 
нулевым начальным условиям при х = Xq, то есть д*{х)\^-^^=^ О, 
(5г*"(х))'[ _ = 0 . Первое из этих равенств непосредственно вытекает из (2), такХ—Х̂
что при X = ^0 верхний предел интеграла совпадает с нижним, интеграл равен ну- 
ЛЮ. Чтобы проверить второе равенство, определим д’{х) , помня, что производная 
интегралов данного типа равна подъинтегральной функции при верхнем пределе 
плюс интеграл от производной подъинтегральной функции [3]. Тогда получим

^ 1 f.JL' X \J



(#*(^)) = г  / ( О  откуда непосредственно и вытекает вто-
рое утверждение.

Что касается оператора shad^ + состоящего стоящего в числителе 
оператора D =  —, то для него можно использовать соотношение вида

{shad^ + ad^)[f(x)] = ICe'"'** -  е"“ *) + С/Сх)] = |[ / ( х +  а) -  
-  f ix  -  с)] + а.(/(х))^ (3)

так как для произвольных функций верно соотношение fQx) =  /(% +  а).
Если взять, например, f i x )  =  sh Л^х, то на основании (3) можно получить 

формулу, установленную в [2] операторным методом:
D [sh Я„х] = (сЬЯ„х + 1) (4)

В свою очередь соотношение (4) проверяется непосредственным интегриро
ванием [1,2]

0, т  # п
зЬД„х5ІіД^(а — x)dx  =

'О
Итак, для исследования разложения функций в ряд по корням трансцен

дентных уравнений, наряду с операторным методом показано применение извест
ных классических интегральных соотношений.

ГJa (chA„a + 1)
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о СТРУКТУРЕ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ С ВЫСШИМИ 
КИНЕМАТИЧЕСКИМИ ПАРАМИ

Астахов Э.И., Кудин В.В., Гурин А.Н.

Белорусский национальный технический университет, Минск

F or f la t  m echanism s w ith  the h igher steam s (gear, cam  a n d  sim ilar) c lassifica tion  w ith  allocation  
o f  grou ps w ith  w = 0 , con ta in in g  the h igher steam s is offered. In m ost ca ses such grou ps are one-links 
(with n = l ,  P „ = l, P b=1), a n d  tw o-links (c n=3, P i=2, Ph=2).

В теории механизмов и машин (ТММ) классификация плоских рычажных 
механизмов с низшими кинематическими парами подробно разработана в работах 
Ассура Л.В., Артоболевского И.И. и изложена во всех отечественных учебниках. 
Для классификации плоских механизмов с высшими парами Артоболевским И.И. 
использован метод замены высших кинематических пар цепями с низшими пара
ми [1], что является, по нашему мнению, не совсем удобным, так как вводятся ус
ловные довольно громоздкие и сложные заменяющие механизмы. В работе [2] 
Семёнова М.В. вьщелялись структурные группы с высшими парами. Ранее на од
ном из республиканских методических семинаров преподавателей «теории меха
низмов и машин» авторами была предложена структурная классификация пло
ских механизмов с высшими парами с выделением однозвенных структурных 
групп с одной высшей парой. Такая классификация неоднократно использовалась 
авторами на практических занятиях по ТММ в учебном процессе и является, по 
мнению авторов, более простой и эффективной. Задачей данной работы является 
расширение и более подробное изложение предьщущей предложенной структур
ной классификации механизмов с высшими парами для использования в учебном 
процессе по ТММ.

Как известно, структурная классификация плоских (да и пространственных) 
механизмов по Ассуру-Артоболевскому основана на понятии о нулевых струк
турных группах (или группах Ассура), т. е. кинематических цепях нулевой степе
ни свободы W=0.  Для идеальных плоских рычажных механизмов с низшими па
рами без избыточных связей ( q - 0 ) и лишних степеней свободы это уравнение 
структурной группы записывается следующим равенством:

РТ = 3 « -2 Р „= 0 , (1)
где п -  число подвижных звеньев,

Р„ -  число низших кинематических пар 5-го класса.
3

Отсюда получаем в целых числах Зп = 2Р  ̂ или Р„ = —п,т.е. число п под

вижных звеньев в таких структурных группах должно быть чётным, а число пар 
Р„ = Ps _ кратно трём.

Аналогично получим для плоских механизмов с низшими и высшими (число 
которых Р  ̂= Pą) кинематическими парами 4-го класса;

W ^ 3 n -2 P „ -P ,= 0 .  (2)
Варианты возможньк сочетаний п, Рн, Рв в структурных группах, обеспечи

вающих решение уравнения (2) в целых числах приведены в табл. 1.



Таблица I
Пг 1 1 2 2 3 > . •

РН2 1 0 2 1 4
Рег 1 3 2 4 1

Покажем наиболее используемые в технике варианты решения структурного 
уравнения (2).

Вариант 1. При « = 1 из формулы (2) получаем

І У = 3 - 2 і> , - /> .= 0 ,й л н /> .= ^ ^ ,  (3)

т.е нужно, чтобы Р ^ -  Р^=\, Р^=Р^=\ .  Такая однозвенная структурная группа 
представляет одно звено (и= 1) с одной низшей {Р^ = Р̂  = \) и одной высшей 
(Pg =^4 =1) кинематическими парами. Примеры таких однозвенных структурных
групп показаны на рис.1 в наиболее распространённых зубчатых (а), кулачковых 
(б), поводковых (в) механизмах с подвижным звеном 2.

0

V °  / в )

1
1
'аг

2

____ \ у \ У'
/

а) б)

В

в)
Рис. 1. О днозвен ны е группы  с  высш ими парами; А ,О - низш ая пара, В  -вы сш ая пара

Так как низшими парами 5-ого класса в плоских механизмах являются вра
щательная и поступательная, а высшие пары 4-го класса по работе [1] дают 4 воз
можных сочетания элементов контакта (кривая-кривая, кривая-плоскость, кривая- 
точка, плоскость-точка), то можно выделить 8 разновидностей однозвенных групп 
с высшими парами, которые показаны на рис.2.

1
\  А \^ А  \^ А  \ - А

О Q  О  О

1  Х ' Х

в ' '  ' '  в  В^ в ^
''\ \ '

Рис. 2. В осем ь видов однозвенных групп  с вы сйійм й парам и

Вариант 2. При п = 1  из формулы (2) получаем
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w  = -3-2-2Р„-Р^=(і,т ш  Р^ 6-Р„ (4)
Такие двухзвенные структурные группы должны иметь 2 низшие пары и 2 

высшие. Примеры таких структурных групп показаны на рис.З (на рис.Зб, в в 
зубчатых механизмах с водилом Н и зубчатыми колёсами 2 с врагцательпыми па
рами О2 , Он).

2 1
; в 2.з

О2ТВ2., н

о„

02,3
ш

н п
В2.І;

О н

Рис. 3. Д вухзвен н ы е ст рукт урны е группы  с высш ими парам и By

При структурном синтезе плоских идеальных механизмов из однозвенных 
групп на рис. 1, присоединяя их начальному (входному) звену 1 и стойке О полу
чаются механизмы 2-ого класса (рис.4), а из двухзвенных групп на рис.З получа
ются механизмы 3-ого класса (по классификации Артоболевского И.И.).

I'-'-—
/  У О2

7 ^  Л lóh -\  ✓  V

ч2

Рис. 4. П лоские м ехангам ы  2 -го  класса с однозвенными группам и с  высш ими парами: 
а  -  зубчат ы й; б - кулачковый; в -  поводковы й

Рис. 5. П лоские м еханизм ы  3 -го  класса с двухзвенными группам и с высш ими парами В,
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Формула строения механизмов на рис. 4 со степенью свободы W= \ :
1(0.1)^П(2)В,,, (5)

т.е. к механизму 1 -го класса из стойки О и начального (входного) звена 1 присое
динена однозвенная группа 2-го класса II(2)Bij, состоящая из звена 2 с высшей 
парой Bij. Для плоских механизмов на рис. 5 с двухзвенными структурными груп
пами формулы строения записываются в следующем виде.

Для кулачкового механизма на рис.5, а с W=\ (т. к. п = 3,Р„- 3, Рд= 2)
1 ( 0 ,1 ) ^ 1 1 1 ( 2 ,3 ) ^ ^ « (6)

Т.е. к механизму 1-го класса из стойки О начального кривошипа 1 присоединена 

двухзвенная группа 3-го класса Ш(2,3)д^’° из звеньев 2, 3 с двумя высшими пара

ми ^ 2,0 И Вз О-
Для зубчатого планетарного механизма на рис.56 с W= I ( п -  3, Р„- 3,

Р е - 2 )
1 ( 0 , 1 ) . ^ 1 П ( 2 , Я ) ” “ , ( 7 )

где Н -  рычаг, водило.
Для зубчатого дифференциального механизма на рис.5в с 2 (и = 4,

?„=4,Р« = 2)
1 ( 0 , 1 ) ^ . Ш ( 2 , Я ) ^ ; ;  < - 1 ( 0 , 3 ) ,  (8 )

т.е. к двум механизмам 1-го класса из стойки О и входных звеньев 1, 3 присоеди
няется двухзвенная группа 3-го класса Ш(2,3)д^’̂  с двумя высшими парами и

Ві,з-
Для известного зубчатого механизма замкнутого дифференциала на рис. 6 с 

п = 5, Р„= 5, Рд= 4 п JV=\ формула строения.

W = +l W = 0 ZW = 1 
► l(0,l) Ш(2,Я) ^

t

11(3),,. ^  11(4),,.

w  =  o  w  =  o

(8)
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Рис. 6. С т рукт урная схем а зуб чат ого  м еханизм а зам кнут ого диф ф еренциала

Из формулы строения (8) следует, что к механизму 1-го класса (с )̂ F= +1) из 
стойки О и входного зубчатого колеса 1 присоединена двухзвенная группа (W=0)

3-го класса из сателлита 2 и водила Н с высшими зубчатыми парами

В\ 2  и ^ 2,3, и от этой группы вращснис передаётся на выход, т.е. на водило Н. Па
раллельно к этой группе присоединена группа из колеса 3 с вращательной парой
Оз,1 и высшей парой В2 ,з, имеющая а к этой группе присоединена другая
замыкающая группа с колесом 4 и высшими зубчатыми парами 5з_4 и ^ 4,5, в кото
рой = О, и от колеса 4 через колесо Z5 вращение передаётся параллельно на вы
ход, т.е. на водило Н.

Таким образом, структурная группа формула строения показывает не только 
последовательность присоединения звеньев, кинематических цепей с W= О , но и 
указывает в дальнейшем на последовательность кинематического анализа и сило
вого расчёта. А введение структурных (статически определимых) групп с высши
ми парами с О позволяет как упростить структурные схемы механизмов (не 
вводить условные громоздкие заменяющие механизмы), так и структурный ана
лиз и структурный синтез механизмов, а далее кинематический анализ и кинето- 
статический расчёт.

В данной работе анализировались идеальные плоские механизмы с высшими 
парами без избыточных связей и местных подвижностей. Далее возможно обоб
щение на реальные (в большинстве пространственные) механизмы с числом свя
зей дфО,  которые уже во многом разработаны в работах Решетова Л.Н.,[3], авто
ров из МВТУ [4] и др.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ГЕРЦА В ПРОГРАММНОМ КОМПЛЕКСЕ ANSYS 12

Коваль Ю.Г., Томило Е.В.

Белорусский национальный технический университет, Минск

The decision  o f  а  p ro b lem  o f  H ertz on in teraction  o f  tw o  hem ispheres a n a ly tica lly  an d  by  m eans 
o f  program  com plex AN SYS 12 is p resen ted . S ta tic  an d  dynam ic p ro b lem s are  solved.

При решении технических контактных проблем машиностроения широко 
используется задача Герца. При расчёте современных машин и механизмов пятно 
контакта принимают в виде линии лидо прямоугольной площадки. Т.е. контакти
рующие поверхности имеют форму цилиндров. Однако вследствие погрешно
стей при изготовлении, сборке, монтаже, а также в результате износа часто име
ет место точечный контакт взаимодействующих тел. В этом случае при модели
ровании используется задача взаимодействия двух сфер.

Постановка задачи
Необходимо рассмотреть деформации и напряжения в области соприкосно

вения двух шаров, прижатых друг к др)ту силами Р =1000 Па. Радиусы кривизны 
30 мм и 60 мм. Модули Юнга Е \- Ег =2*10" Па, коэффициент Пуассона 
oi= oi=0,3.

Аналитическое решение задачи
Возьмём две точки А] и Аг на поверхности шаров, находящихся на расстоя

нии р от оси Z, проходящей через центры шаров (рис. 1). Расстояние между этими 
точками до деформации равно:

2 R^R^

Под действием нагрузки Р 
шары сплющатся в месте 
соприкосновения, образовав

^ 2  плоскость контакта в форме круга 
1-1 радиуса а , и центры их сблизятся на 

величину 5. Если а > р, то точки Аі и 
Аз совместятся.

и \ - ¥ и 1 - б - ^ р ^
f

где и Txl~ вертикальные проекции
перемещений точек и Аг.

Считая шары приближённо за 
упругие полупространства, можно найти вертикальные проекции перемещений:

Рис. 1 Схем ат ическое ю ображ ен и е  
конт акт ирую щ их полусф ер
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где p (r)  -  удельное давление на расстоянии г от оси z, s -  расстояние от точки А i, 
где определяется прогиб, до точки приложения нагрузки.

Составив сумму вертикальных проекций перемещений получим интеграль
ное уравнение:

1

Решив это уравнение, Герц нашёл, что:
Р,

-) dF = S - P p \

р(г) =  sja^ — г^, 
а

ЗР

2тга“

а =
SPR.R. 1 - 0 ,^

N

5  =  (-
1 — 1 — жа

) Т Р »Ег '  2
Наибольшее сжимающее напряжение -  в центре площадки контакта: здесь 

материал работает в условиях всестороннего сжатия. Наибольшее растягивающее 
напряжение -  на контуре площадки контакта и при нащих условиях оно составля-
бт — 0,133р^дд,

Далее приведём рещение задачи Герца для нашего случая в пакете Mathcad

fi :=3010 

г2:-6010"

Е:=2 10̂  ̂

El ;=Е 

Е2:-Е

€Г ;= 0.3 
а! ;= ст
сг2 := а
Р:» 1000

1 - стГ ^ 1 - ст2'Т\
Е1 Е2 у

3 P t lt2  
4 (г1 + 12)_

-¥  0.00051488576345776832711

PM := ЗР 1.80102449191095017482622*9

(1 1̂  1 2^l
66:= —  РМ 0.0000132553674705744581962608

V Е1 Е2 ;  2

Z0 0.133 РМ 2.39536257424156373251887*8
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Моделирование в программном комплексе ANSYS 12
Решение производилось методом конечных элементов, реализованном в 

программном пакете ANSYS 12. Он позволяет быстро, наглядно и достаточно 
точно произвести данный расчёт.

В первую очередь следует посторенние модели в SolidWorks (рис. 2).

Рис. 2. Твердот ельная м одель Рис. 3. Сет очная м одель конт акт ирую щ их полусф ер

За модель взяты две касающиеся полусферы радиусами 30 и 60 мм. Далее 
модель импортируется в ANSYS 12 и разбивается на конечные элементы с уту- 
щением сетки в области контакта (рис. 3).

Непосредственное решение задачи производится в модуле Explicit Dynam
ics (ANSYS).

Здесь прикладываются сжимающие силы по ЮООПа к каждой полусфере
(рис. 4).

Рис. 4. П рилож ение нагрузок  

Расчёт Производился на промежутке времени 0,0001 с.
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в  результате решения имеем максимальные деформации 1,2201-10“̂ m 
(рис. 5). Погрешность решения в программном комплексе ANSYS 12 7,9 %, что 
вполне допустимо.

т з,ггві*-$ммj¥'i>U4Sł!;f '

g.:̂<9c-tJ—{■«Д7і9*Ч 6i»l£i04«̂i U4 5.2289»̂̂  4̂3574*45 5,436*-«
В' i,74Srt, • e,7ł49*-7 eHto

Puc. 5. Р асп ределен и е деф орм аций
Puc. 6. Р аспределение напряж ений

Напряжения на контуре площадки составили 2,48-10* Па (рис. 6.). Погреш
ность решения 3,5 %, что допустимо.

Более сложной является задача взаимодействия двух сфер, движущихся на 
встречу друг другу с высокими скоростями.

Рассмотрим два шара, движущихся на встречу со скоростями vi= V2=100 м/с. 
Радиусы кривизны 30 и 60 мм. Модули Юнга Е \- Ег =210” Па, коэффициент 
Пуассона ai= oi=0,3.

В первую очередь производим посторонние модели в SolidWorks и импорт её 
в ANSYS (рис. 7).

'Ж' 1 .

Рис. 7. Твердот ельная м одель



Затем разбиваем модель на конечные элементы и прикладываем скорости в 
каждому из шаров (рис. 8)

Расчёт будет производиться на промежутке времени 0,000015 с.
В результате решения бьши получены максимальные деформации 

0,0015028 м и напряжения 1,456-10® Па (рис. 9).

— ...; . „

Рис. 8. Приложение скоростей

—f 0̂001iSS9 
0,00і«Й9 0,О30ВЭ49 
0.00066792 

—I 0,00050094 
0,0СОЗЗЭ9б

И 0,00016698

Г' '
•«sKjeMwftf , Тда'.гіввК*»*». X л.;--'■ а» 54 ■ “'Й*-»fc5̂Л2t̂ й*.

Рис. 9. Распределение деформаций
Вывод
В результате решения задачи Г ерца при взаимодействии двух полусфер 

аналитически и решения этой же задачи методом конечных элементов в про
граммном комплексе ANSYS получена погрешность для деформаций 7,9 % и для 
напряжений 3,5 %. Выбранный способ расчёта при достаточной точности позво
ляет значительно снизить время трудоёмкость расчётов, а также решать более 
сложные динамические задачи.

ЛИТЕРАТУРА

1. Чигарев А.В., Кравчук А.С., Смалюк А.Ф. ANSYS для инженеров. -  М. 
Машиностроение, 2004. — 506 с.

2. Ландау Л.Д., Лившиц Е.М. Теория упругости. -  М.: Наука, 1987. -  246 с.



СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ИСКУССТВЕННЫХ ДВУХСТВОРЧАТЫХ 
И ТРЕХСТВОРЧАТЫХ КЛАПАНОВ СЕРДЦА С ПОМОЩЬЮ 

ПРОГРАММНОГО ПАКЕТА ANSYS 12

Орловская А.А., Коваль Ю.Г.

Белорусский национальный технический университет, Минск

I n  t h e  g i v e n  w o r k  p o s s i b i l i t i e s  o f  u s e  o f  t h e  m o d e r n  s o f t w a r e  f o r  t h e  d e c i s i o n  o f p r o b l e m s  o f  b i o m e 

c h a n i c s  a r e  c o n s i d e r e d .  C a l c u l a t i o n  o f  t w o - f o l d i n g  a n d  t h r e e - f o l d i n g  v a l v e s  o f  h e a r t  i s  m a d e .  P r o c e e d i n g  

f r o m  r e s u l t s ,  a  c l e a r  a d v a n t a g e  t h e  t h r e e - f o l d i n g  v a l v e  p o s s e s s e s .

Моделирование -  метод исследования явлений, процессов и систем, осно
ванный на построении и изучении их математических или физических моделей. 
Математическое моделирование биологаческих объектов представляет собой ана
литическое описание идеализированных процессов и систем, адекватных реаль
ным. Физическое моделирование основано на воспроизведении физическими спо
собами биологических структур, функций или процессов.

Моделирование органов и структур человеческого организма дает возмож
ность предсказать критические ситуации, выяснить механизмы формирования па
тологий, находить области допустимых изменений формы, механических свойств 
и характера функционирования этих биологических объектов. Это в свою очередь 
расширяет сферу применения диагностических методов и устройств и является 
предпосылкой для создания автоматизированных средств диагностики.

Насосная деятельность сердца нарушается, когда его клапаны не функцио
нируют должным образом. Патологические звуки в сердце, которые обычно воз
никают при пороках клапанов сердца, называются шумами. Эти звуки вызваны 
аномальным храдиентом давления и турбулентным характером кровотока во вре
мя сердечного цикла. Ряд методов исследования, начиная от простой аускульта
ции (выслушивание звуков сердца) до эхокардиографии и катетеризации полостей 
сердца, используется для получения информации о природе и степени нарушения 
функции сердца. Вследствие этого в критических ситуациях проводятся операции 
по имплантации искусственных клапанов сердца.

На сегодняшний день двустворчатые искусственные клапаны сердца явля
ются наиболее популярными в кардиохирургии. Типичный двустворчатый протез 
состоит из двух полукружных створок, которые открьшаются и закрываются в 
проходном отверстии седла корпуса (рис, 1). С наружной стороны корпуса имеет
ся канавка для пришивной манжеты. Маленькие «ушки» на створках искусствен
ного клапана сердца вставляются в специальные пазы (углубления) с внутренней 
стороны корпуса протеза. Форма этих пазов, напоминающих «бабочку», опреде
ляет движение створок на открытие и закрытие. Створки вращаются вокруг своей 
оси, позволяя потоку крови омьтать щарниры («упзки» створок и «бабочки»), чтс 
помогает минимизировать накопление тромбов в пределах этих областей. Мате
риалом для изготовления створок служит пиролитический углерод.

Трехстворчатый клапан представляет собой титановый корпус, в котором 
шарнирно закреплены три створки. При полном открывании створок на угол - (87- 
89)° обеспечивается осевой кровоток через клапан, при этом в плоскости проход
ного сечения отсутствуют какие-либо элементы, оказьшаюпще сопротивление по
току, следовательно, отсутствуют потери энергии.

228



Рис. 1. И скусст венны й юшпан сердц а  П ланикс-Д  и его  сх еч а

Это СВОЙСТВО отличает трехстворчатый клапан от всех механических клапа
нов, применяемых в мировой практике в настоящее время (рис. 2).

■ ' Vг1- ’

Рис. 2. Трехст ворчат ый кіапан«Т Р Й К А Р Д Й К С »

Циркуляция крови через сердце. Малый круг кровообращения проходит 
через правое предсердие, правый желудочек, лёгочную артерию, сосуды лёгких, 
лёгочные вены. Больщой круг проходит через левые предсердие и желудочек, 
аорту, сосуды органов, верхнюю и нижнюю полые вены. Направление движения 
крови регулируется клапанами сердца.

В процессе сжатия сердца течение крови имеет с.ложный характер, в нем 
возникают тупбулентные потоки, котопые попытаемся смолелиповать ппивелен-^ 1 •< •’ X ' 1  1 • ’

ной ниже расчетной схемой.
Для расчетов изначально моделируем течение крови из сердца, для этого 

строим модель желудочка с участко.м аорты (рис. 3 и 4).
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Рис. 3. Г еом ет рическая м одель Рис. 4. С м оделированное течение кров.

Для расчета были взяты следующие модели, в которых положение лепестков ис
кусственного клапана соответственно равны 0 ,10,30,60,75, 89 градусов (рис. 5).
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Рис. 5. Г еом ет рические м одели клапанов сердца
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Моделирование потока жидкости через искусственные клапаны сердца в пакете 
CFX.

Входные параметры расчета.
Таблица I

Давление на выходе 
из клапана, Па

Плотность, г/ммЗ Вязкость, г/мм с

0 1,0 0,0046

Максимально возможное положение клапанов 75 и 89 градусов соответст
венно (рис. 6).

- Ж '- '
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0 060 (m)
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Puc. 6. С корост ь течения крови через искусст венны е клапаны сердц а

Результаты расчета
Таб.пица 2

10° 30° 60° 75° 89°
Vmax2 (м/с) 3.59 2 1 0.98 -

Vmax3 (м/с) 13 3.36 1.5 - 0.9
Ртах2 (Па) 1.2-10'‘ 2.6-10" 596 389 -

РтахЗ (Па) 1.48-10" 7.3-10" 979 - 431
Г радиент 

давления 2
(КГ/М С’ )

6.1-10^ 9.3-10^ 1.4-10^ 1.32-10^ -

г  радиент 
давления 3 

(кг/м^с^)
2.3-10' 6-10- 1.6-10- - 3.9-10^



в  данной работе был произведен расчет искусственного двухстворчатого 
клапана сердца «Планикс-Т» белорусского производства и трехстворчатого 
«ТРИКАРДИКС», которые используется для замены биологического клапана 
сердца. Репшв поставленную задачу и проанализировав полученные результаты, 
данные клапаны сердца имеют хоропше гидродинамические свойства. Однако у 
«ТРИКАРДИКС» есть свои преимущества по сравнению с «Планикс-Т». При за
мене, вследствие патологии клапана сердца, биологического клапана искусствен
ным клапаном при начальном положении клапана мене 30 градусов (от попереч
ного сечения аорты) происходит образование завихрений крови возле створок, 
что может привести к разрушению компонентов крови. Также принцип конструк- 
пии трехстворчатого клапанно более совершенен, в нем больший угол открьтания 
створок и при этом отсутствуют конструктивные элементы в русле течения крови.
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ПРИМЕНЕНИЕ МОДЕЛИ МНОГОСЛОЙНЫХ СФЕР К ЧИСЛЕННЫМ 
РАСЧЕТАМ ДЕФОРМАЦИЙ И НАПРЯЖЕНИЙ В ТАЗОБЕДРЕННОМ

СУСТАВЕ ЧЕЛОВЕКА

Чигарев А.В.*, Борисов А.В.^

Белорусский национальный технический университет, г. Минск' 
филиал ГОУ ВПО «Московский энергетический институт 

(Технический университет)», Смоленск^

In p ra c tic e  it is often n ecessary  to  ca rry  out the analysis o f  system s, w h ere th ere are m u ltilayer ob
je c ts  an d  each  la yer has which it's  own propertie s . In the artic le  the deform ations an d  p re ssu re  in side a 
system  consisting o f  a rb itra ry  f in a l quantity o f  th ick -w a lled  orbs are investigated. The re la tion s o f  p re s 
sure on the lim its o f  orbs, stress tensors a n d  deform ations in side orbs are  obtained.

В экспериментальных работах в Центральном институте травматологии и 
ортопедии РФ [1] установлено, что головка тазобедренного сустава является 
практически идеальной сферой, за исключением шейки бедра.

В работах гомельеких ученых [2-4] показано, что смазка в суставе является 
жидкокристаллической и обеспечивает практически нулевое трение в зоне кон
такта и сглаживание всех несовершенств поверхности: шероховатостей, асферич
ности, неровностей и других отклонений поверхности от идеальной сферы. Эта 
смазка обеспечивает практически равномерное гидростатическое давление в сус
таве, Также имеет место внутреннее давление костного мозга на элементы суста
ва.

В исследовании учитывается многослойность и многокомпонентность 
структуры головки тазобедренного сустава: наличие надкостницы, кости, внут
реннего губчатого вещества.

В процессе жизни человека в суставе происходят изменения, связанные с 
множеством причин. В результате этих изменения возникают отююнения формы 
от идеальной сферической, появляются шероховатости поверхности и неравно
мерности распределения давления. В дальнейшем мы исследуем эти случаи.

Создадим математические модели для различных приближений к реальному 
суставу или протезу, учитывающие различное количество слоев, из которых он 
состоит. Каждое решение для определенной модели является законченным и им 
можно непосредственно пользоваться при расчетах в реальных ситуациях, возни
кающих в практике [5-7].

Рассмотрим в качестве первого приближения, модель полого шара, внешним 
радиусом R\ и внутренним Ri, находящегося под действием внешнего давления р\ 
и внутреннего рг (рис. 1).
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Рис. 1. М одель однослойной сф еры , находящ ейся под дейст вием внеш него и внут реннего давлений

Л.Д. Ландау и Е.М. Лившиц [8] в определении деформации полого шара 
приводят только одно решение данной задачи для однослойной оболочки. Ими 
получены компоненты тензора деформации в сферических координатах:

Urr = a -  2Ыг, W00 = Мрф = а + Ыг  ̂ (1)
и радиальное напряжение

Постоянные а и Ь определены ими из граничных условий: (Sn-- - р і  при г -  
R iviO rr^-pi прйг==і?і:

а ■ p^Rl - P2 R2 1 -2 а
R l- R l

Ь = -Р г)  1 + ̂ ^ (3)Е R l-R ^  2Е
Авторы ограничились этим решением. Но оно открьюает путь к решению 

более сложных задач, в том числе дает возможность описать аналитически пред
ложенную нами модель.

Исходя из предложенной Л.Д. Ландау и Е.М. Лившицем результатов, мы 
можем записать формулы распределения напряжений по толщине шарового слоя 
для рассматриваемой однослойной сферы

1
Огг ~

R l-R ^ Pi^\ Рг^2 ^ { Р . - Р г )  
^ J

f

<7ее >ФФ P\Rl -P iR l ~Рг)2r

(4)

где 006 и Офф -  угловые компоненты тензора напряжений.
Аналогично, подставляя формулы (3) в формулы (1) получаем компоненты 

тензора деформаций.

Urr =_ P iP l~ P iR l  l - 2 g  1 R lR lip^-p^) l +
R l- R l R l-R l (5)
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W 00 W(p(p
^ p^R^-p^Rj l - 2 a  ^ 1 RxRl{p\-P2) 1 + ̂

R2 - R 1 E r ^ ‘ R -l-R l 2E
Рассмотрим вариант, более приближенный к биологическому прототипу, од

ной оболочки и шар внутри -  двухслойной модели (рис. 2). Система находится 
под действием внешнего давления р\. Под его действием происходит деформация 
оболочки, она сжимается, оказывая действие на шар, находяпіййся внутри нее с 
давлением рг. Шар на нее действует с тем же давлением.

Рис. 2. М одель сф еры  и ш ара внут ри нее, находящ ейся под дейст вием  внеш него давления

Цели решения данной задачи:
1) найти давление, которое оказывает внешняя сфера на шар внутри нее, 

считая внешнее давление известным;
2) найти совместную деформацию сферы и шара.
Полагая в формуле (5) г = Ri, где под Ri понимается внутренний радиус 

внешней сферы, из радиальной компоненты тензора деформации получаем урав
нение, линейное относительно неизвестного давления р 2 - Предположим, что упру
гие модули а и £  одинаковы для всех материалов модели.

PxE l-P jR l 1 -2 а  -Р г )   ̂+ ̂
R . - R Е R l-R ^ = -Рг Е (6)

Решая это уравнение, находим, что pj = р\, т. е. как для однородного шара. 
Это естественный результат, подтверждающий правильность математического 
описания модели. В реальности модули Юнга Е материалов и а  различны, что и 
наблюдается в реальном суставе человека. Это будет учитываться при рассмотре
нии уравнения (6) при помощи индексов. Для внещней оболочки индекс 1, для
шара

Р А -Р г Щ  1-2ст, Щ \Рх-Рг) 1 + _ І-2.С5-,
R l- R l

Введем обозначения 1 -2ст-  = а„

R l- R l
1-1-а.

= -Рг
Ег

=  b i, R ?  =  d i j i = \ , 2 \

(7)

= с, а  =п.

в  результате введенных выше обозначений, уравнение (7) принимает вид
<̂1«1 {Pxdi - Р2^2) -  (/?, - Р2) = -Рг^г ■ (8)
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Перепишем данное уравнение в стандартном виде:
Pi{d,c,b^ -d^c^a^+a^)= pXd.c^b, -d^c^a^). (8')

Решая полученное линейное уравнение относительно неизвестного рг, нахо
дим давление внутри сферы на шар.

d,c,{h. -  о.)р^= р  — . (9)
а,с,о, — ajCjfit, + 0 2

Если ввести обозначения /12 = d̂ ĉ b̂  -  + 0 2  и = d̂ ĉ â  -d^c^b^, уравне
ние (8') и его решение (9) запишутся в компактном виде:

Р г К  = - P x S i , Pi = -Р \-г -  К
(9')

Подставляя найденные значения давления на среднюю сферу и шар в фор
мулу (5), получаем распределения деформаций внутри внешней сферы и шара со
ответственно. Ввиду громоздкости получаемых выражений, мы их здесь не при
водим. Построим графики при значениях, соответствующих значениям реальных 
констант в тазобедренном суставе человека.

Усложним теперь модель и рассмотрим сферу внутри сферы. Внешняя сфера 
будет соответствовать хрящу, внутренняя -  надкостнице и кости. Внутри предпо
лагаем, имеется некоторое небольшое давление губчатого вещества и костного 
мозга.

Рис. 3. М одель двух  сф ер  и ш ара внутри, находящ ихся под дейст вием  внеш него давления

Рассмотрим две оболочки и шар внутри. Они находятся под внешним давле
нием р\. Под его действием происходит деформация оболочки, она сжимается, 
оказывая действие на среднюю сферу р2- Средняя сфера, в соответствии с третьим 
законом Ньютона действует на внешнюю сферу с тем же по модулю давлением 
Р2 . В свою очередь, средняя сфера, под действием давления рг действует на шар, 
находящийся внутри нее с давлением рз. Шар на нее действует с тем же давлени
ем.

Полагая в формуле (5) г  ~ R j, ( i = 2, 3) где под І?, понимается внутренний ра
диус внешней и средней сфер, из радиальной компоненты тензора деформации 
получаем систему двух уравнений, линейных относите.льно неизвестных давле-



НИИ P i V i p i .

[а ^ і - Р2І?2 1-2 а RKP1 - P 2 ) l + cf__
>?2- £ £2^-£f £

Рі^2 -А ^ з 1-2ст ^1{Р2-Ръ)  ̂+ ̂
Rl -^ 2 £ R^-R^2 е  ’

P2 R2 - А^з 1- 2 а ^1{Р2-Ръ) 1 + _
i ^ з - ^2 £ R l- R l  Е

( 1 0 )

1-2ст

Учтем, при рассмотрении системы уравнений то, что модули Юнга материа
лов и о различны с помощью индексов: для внешней оболочки индекс 1, для 
внутренней -  2, для шара -  3.

Тогда система уравнений (10) принимает вид:
Рх І̂~Р2^1 1-2 с ? і RHPX-P2 ) 1 + с?і _

R\-Rl Е, Rl-Rl Ex
Р2Ег~Ръ 1̂ 1 - 2 а КЦР2-Рг ) 1 + «̂ 2

Rl-Rl  £2 Rl-Rl Е2 ’
£2^2 “ £3^3 1 “ 2ст2 ^ІІРг-Рг) 1 +  с?2 _

^ 3 - ^ 2  ^ 2 Rl-Rl Е2

(И)

Введем аналогично обозначения: 1-2ст
-  = аи

1 +  (7,
bi, R^ = di, ( /= 1 ,2 , 3),

= с,(/=1,2).

(12)

В введенных выше обозначениях, система уравнений (11) принимает вид: 
Cifl!, { p A - P i d i ) -  (а  -  a  ) =

< = ^ 2^2 (Р2СІ2 -  {Рі -  Рз )>

р2<̂ 2 {P2d2 - P z d ^ ) -  d2^2b2 (Р2 '  Ръ)= ~Ръ^Ъ ■
Так как давление, прикладываемое к внешней сфере известно, перепишем 

систему уравнений (12), линейную относительно неизвестных давлений а  и рз в 
стандартной форме записи.

[ P j i d f A -d^c^a^ +d^c^^)+Pj{d^c^a^ -^^3̂ 2*2) =
[а (^2^2  ̂-fi?2t̂ 2̂ 2) + Piidi^lbi -df2<h +«з) = 0.
Далее решаем данную линейную систему уравнений по формулам Крамера, 

находим неизвестные давления р 2  и ру.
p M c A - d ^ a ^ )

о

(13)

Р2

^3^2^2 ~^3^2^2
2̂̂ 2̂ 2 З̂̂ 'З̂ г '*'̂ 3

3̂̂ 2̂ 2JjCjfe, -  d2Ĉ â  -  ̂ 2^202 + ̂ 3̂ 2̂ 2
^2^2^2 “ ̂ 2̂ 2̂ 2 й?2‘'2̂ 2 ~ <̂ з̂ 2̂ 2 + ̂ 3

d]Ĉ b̂  -Й?2̂ 1̂̂ 1 -<^2^2^2 +<̂ зС2̂ 2 А (̂ 1̂ 1̂ !

Рз

(14)

^̂ 2̂ 2̂ 2 2̂̂ 2̂ 2
d̂ Ĉ b̂  -fi?2̂ î̂ i - с/2̂ 2^2 +<̂ 3̂ 2̂ 2

С̂ 2̂ 2̂ 2 2̂̂ 2̂ 2
^3^2^2 ~ ̂ 3̂ 2̂ 2 

2̂̂ 2̂ 2 З̂
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(*)

Систему уравнений (13) и ее решение (14) можно представить в более ком
пактном виде, если ввести следующие обозначения:

е, = -d,c,a,,

hi= d,_,c,_,b,_,-d,c,_^a,_^+a^,
где /■= 1, 2 ,..., n.

Тогда система (13) принимает вид
{Pl̂ 2 + А /з =-P\Sv
W 2 + A ^ = 0 -

A ее решение (14) запишется так:

(ІЗ')

Р 2

-PxSx /з 2̂ -P\Sx
0 §2 0
2̂ /ъ 2̂ /з

S2 3̂ S2 3̂

(14')

Подставляя найденные значения давления на среднюю сферу и шар в фор
мулу (5), получаем распределения деформаций внутри внешней сферы, внутрен
ней и шара соответственно. Ввиду громоздкости получаемых выражений, мы их 
здесь не приводим.

Рис. 4. М одель т рех сф ер  и ш ара внутри, находящ ихся под дейст вием  внеш него давления

Для проверки обобщения усложним еще модель и рассмотрим две сферы 
внутри сферы, т. е. четыре взаимодействующих тела.

Рассмотрим три оболочки и шар внутри. Они находятся под внешним давле
нием р\. Под его действием происходит деформация оболочки, она сжимается, 
оказывая действие на среднюю сферу рг. Средняя сфера, в соответствии с третьим
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законом Ньютона, действует на внешнюю сферу с тем же по модулю давлением 
рг- В свою очередь, средняя сфера, под действием давления р 2  действует на сле
дующую сферу с давлением рг, которая действует на шар, находяшийся внутри 
нее с давлением /?4. Шар на нее действует с тем же давлением.

Полагая в формуле (5) г -  Ri, (i = 2, 3, 4) где под Ri понимается внутренний 
радиус внешней и средней сфер, из радиальной компоненты тензора деформации 
получаем систему трех уравнений, линейных относительно неизвестных давлений 
Р2, Я р з И  PĄ-.

\ p ^ R l - P2R2

R l - R l

_ P2R2 - P 3 R

R l - R l

P2R2 ~ P3RI

R l - R l

P3RI - P aR

R l - R l

P3R3 —P aRa

R l - R l

R l-R l

Rl{P2-
R l-R l

Rl-Rl

E

■Ръ) 1 + g 
■ E -

(10)

E R ^-R ^ E 

1 -  2a RI (/>3 -  ) 1 + a
-A

l - 2 a
E R l-Щ  E ^  E 

C учетом различий упругих модулей сфер, система уравнений (10’) прини
мает вид

P x R l - P 2 R l  1 - 2 a j R H P X - P 2 )  1  +  _

R l - R l Ex R l - R l  E,

_ P2R2 — P3R3 1 - 2 0 2 R H P 2 - P 3 )  1  +  ^ 2

R ] - R l E2 R l - R l  E2 ’

P 2 R - I - P 3 R I  1 - 2 ^ 2 R H P 2 - P 3 )  І  +  С Г 2

R l - R l E2 R l - R l  E2

_ P3RI - P aRI 1 - 2 0 3 R-ІІРз - Р а) 1 +  c ?3

R l - R l E3 R l - R l  E2 ’

P 3 R I - P A R I  1 - 2 a  2 R I { P 3 - P a) 1 +  <̂ 3

1 R l - R l E3 R l - R l  £ 3

(1Г)

1 -2 а ,
= -Р4

_іедем обозначения: 1-2а,. 1-ьа.
di. = h, R f = di (/ = 1, 2, 3, 4),

R U -R
-=  c, (г =1,2,3).

В введенных вьшіе обозначениях, система уравнений (1 Г) принимает вид 
- P i d j y d x C x b ^ i p ^  - а )  =  С 2 « 2 ( р 2 ^ 2 - Р Л ) - ^ з <^2Ь2{Р2 ~ Р з \

' С2аг[Р2^2- Р з̂ з) - ^ 2С2Ь2ІР2-Рз) = Сза^{Рз з̂ - р А У ^ і^зЬзІРз - р Л  (12f)
Сз^гіРз^з -  P4dЛ-dзCзbз{Pз -р Л  = ~Р4а4-

Так как давление, прикладываемое к внешней сфере р\ известно, перепишем 
систему уравнений (12’), линейную относительно неизвестных давлений р 2 тлрзь 
стандартной форме записи.



/̂ 2 Рз(̂ ^3^2^2 ^з^2^г)~
= /з,(й?іС,6, -і/іСіа,),

' Р2^^2^2^2 ~̂ 2̂̂ 2̂ 2)"*’Л(^2^2^2 "̂ 4̂̂ 3̂ 3 ~<̂ з<̂ 2̂ 2 “ ^̂зСз<Зз) +
+ ̂ 4 {d̂ C-̂ tt-̂  — d̂ Ĉ b-̂  ) ~ 5̂
Рзі^з^з^з -^ 2 СіЬ^)+РаІ^зСзЬз +^4 -d ,c ,a ,)= 0 .

Систему уравнений (13) можно представить в более компактном виде, если 
ввести следующие обозначения:

е, = + d, ,̂c,b, -  -  dfi,a,,

g i =  d,c,a,-d,c,b,, 
hi = î ,_,c,_i6,_, -  + a,.,

где г = 1,2, ...,и .
Тогда система принимает вид:

Р2^2+Рз/з=-Р\ёі,
■ Р2§2+Рз^З+Ра/ а =^’
Рз8з +РаК = ^ .

Далее решаем данную линейную систему уравнений по формулам Крамера, 
находим неизвестные давления рг, ръ и pą.

Р2

-Pxg\ /з 0 2̂ -PxSx 0 /з ~Рх§х
0 3̂ Л gi 0 /4 §2 з̂ 0
0 ^3 К 0 0 к 0 Яз 0
*̂2
S2
О

/з
*̂3
^3

о

Л

Рз
'̂ 2
g2
О

/з о

л
Р4

/з
^2
О ^3

О

л
4̂

' 3  

«3
/?4 О ^3 ..4

Подставляя найденные значения давления на среднюю сферу и шар в фор
мулу (5), получаем распределения деформаций внутри внешней сферы, внутрен
ней и шара соответственно. Ввиду громоздкости получаемых выражений, мы их 
здесь не приводим. Построим графики при значениях, соответствующих значени
ям реальных констант в тазобедренном суставе человека.

Аналогично можно обобщить данное рассмотрение и на большее произволь
нее конечное количество оболочек п.

Рассмотрим п оболочек и шар внутри. Они находятся под внешним давлени
ем pi. Под его действием происходит деформация внешней оболочки, она сжима
ется, оказьшая действие на среднюю сферу рг. Средняя сфера, в соответствии с 
третьим законом Ньютона действует на внешнюю сферу с тем же по модулю дав
лением р 2 - В свою очередь, средняя сфера, под действием давления рг действует 
на следующую сферу и так далее до тех пор, пока давление не передастся с по
следней сферы на шар. Он находится внутри с давлением р„. Шар на последнюю 
сферу действует с тем же давлением.
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Рис. 5  М одель произвольного количест ва сф ер  и ш ара внут ри них, находящ ихся под дейст вием
внеш него давления

Полагая в формуле (5) г  =  Rj, ( i = 2, 3, ń ) где под i?, понимается внутрен
ний радиус внешней и средней сфер, из радиальной компоненты тензора дефор
мации получаем систему п уравнений, линейных относительно неизвестных дав
лений Pi (г = 2 ,3 ,..., п).

R l - R f E R l - R f  E

PiR-i -  P 3R 3 1 - 2 ct R l i P i - P i )

R l - R l E R l - R - l  E

P i R i  ~ P 3R I  1 - 2 c R l i P i - Р г )   ̂+ ̂  _

R l - R l E R l - R l  E

p ^ R l - P 4R I l - 2 c T R H P 3 - P 4) 1 +  cr

R l - R l E R l - R l  E

P 3R 3 —p X  1 - 2 g R H P 3 - P 4) 1 +  ^  .

R l - E r I - r !  e

P 4R I - P 3R I l - 2 a R H p 4 - P s ) 1 +

R l - R l E R l - R l  E

(15)

Pr,-xK-\ -Р п К  1-2ст Rl-x(Pn-x-Pn) 1 +
R l - K  1п п-1 Е RI-R. = 'Рп

п-1
Учитывая различие модулей Юнга и о материалов, учтем это при рассмот

рении системы уравнений при помощи индексов. Для внешней оболочки индекс
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1, для внутренней -  2, и так далее, для шара -  п. 
Тогда система уравнений (15) принимает вид

PxRf- P2R2 1-2<T, RliPx-P 2 ) 1 + <̂1 _
R 2- Rl Ex R \ - R l  Е,

P2R.I -p^Rl \ - l 0 2 Е1{Р2-Ръ) l + f̂ 2
Rl - R l E2 R l - R l  Е2

P2RI - P2RI 1- 2 ct2 ЕІІР2 -Рг)  l + f̂ 2 _
R l - Rl E2 R l - R l  E2
p^R^ - p X 1-2стз RI{p 3 - P a)  ̂+ ̂ 3

Rl - R l Ег R l - R l  E2 '

p^Rl - p X  1-2 аз RHP3-P4)  l + <̂3 .
R l - ^3 Ег R l - R l  E2

p ^Rą -P3RI 1-2^4 RKPa- P s) 1 + <̂4
Rl - R l Е, R l - R l  E,

(16)

Рп-хК-х -Р п К  К-х{Рп-х - .  1 + ^ гп
к - К  X Еп-х К - К  1 Е.п-Х

Введем обозначения: 1-2ст. „ ^  = du 1 = Ci(i= 1, 2,

3,
В введенных выше обозначениях, система уравнений (7) принимает вид: 
^x^xiPxdx -Pidi)-dxCxbx{Px -Р2) = <^2^2{РЛ - Ръ^г)-^^сф^{р2 -Р г \  
c^a^{p2d2 ~P3d,)~d^ąb^{p2-Pi) = Cia,{p,d^ ~ P A )~ d 4 cA iP 3 - р Л  

■ Сз«з(Рз^з -P^d^)-djC^b^{p, ~p^) = c^a,{p^d^ -p ,d ,) -d ,c ^ b ,(p ^ -p ,\  (17)

iP n - x d „ - x  - p A ) ~ d „ - iC „ _ A - x iP r , - x  - P n )  =  - P n ^ n •
Так как давление, прикладываемое к внешней сфере pi известно, перепишем 

систему уравнений (8), линейную относительно неизвестных давлений Р2 , Рз, 
р„ в стандартной форме записи.

р^{(і^сф  ̂+d^C2b2 -d^c^a^ -<72<̂ 2̂ 2)+ Piid^Cj^a  ̂-d^C2b2) =
= Px{dxcA -diCiCii),
P2(d2^2^2 л(^2^2^2 ^d^c^b^, —d-̂ ĉ cij - d^c^a^)-^
+ p,(d^c,a,-d,C2b,)=^,

л(^зСз«з -^з^з^з)+А ^Сз^з +^5^4^ -d^c^a^ -d^c^a^)+
+ p^d^c^Q^ d^c^b^ 0,

Pn-x (^n-I^n-l^n-l “  ̂ n-l^n-l^n-1) ■*■ (̂ n-l^n-l̂ n-1 “  d„C„_iâ _̂  + flf„ ) = 0.
Систему уравнений (13) можно представить в более компактном виде, если 

ввести следующие обозначения:
в/= d,_,c,_,b-_^+d,^,cE-d,c,_,a,_, -d,c,a,.



fi ’
g i =

hi = -di^i-icii-i +a,,
где /=  1, 2, ..., n.

Тогда система принимает вид:
Р2^2+Ръ/ъ=-Рхг1, 
Р2^2+Рз^З+Р4/4 =0> 
Pigi+Pi^i+Psfs =0> (19)

P „ - i g „ - x + P „ h „  =0.
Далее, решаем данную линейную систему уравнений, состоящую из « -  1 

уравнения с н -  1 неизвестным, по формулам Крамера, находим неизвестные дав
ления/?2,Рз ■■■Рп-

Р 2  =

рз =

- Pigi /з 0 0 ... 0 0
0 /4 0 ... 0 0
0 з̂ 4̂ /3 ... 0 0

0 0 0 0 •• • П̂-І к
2̂ /з 0 0 ... 0 0

g2 з̂ /4 0 ... 0 0
0 Яз 4̂ /5 •.. 0 0

0 0 0 0 .•• gn-l к
е Pxgl 0 0 ... 0 0
g2 0 /4 0 ... 0 0
0 0 4̂ /5 ... 0 0

0 0 0 0 ••• gn-l к
2̂ /з 0 0 ... 0 0

g2 з̂ /4 0 .. 0 0
0 gi 4̂ /5 .. 0 0

0 0 0 0 •• gn-l к

(20)
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;?4 =

PS

Рп =

^2 / з - А Я і  0 . . .  0 0

S2 ^3 0 0 . . .  0 0

0 Я з 0 / з . . .  0 0

0 0 0 0 ••• Яп-1 к
^2 / з 0 0 .. . 0 0

gl ^3 Л 0 .. . 0 0
0 Я з ^4 / з  •• . 0 0

0 0 0 0 .. • Ял-1 Лл

^2 / з 0 - А Я і . . .  0 0

^2 ^3 л 0 ...  0 0

0 Я з «̂4 0 . . .  0 0

0 0 0 0 ••• Я„-1 к
^2 / з 0 0 . . 0 0

Я2 ^3 л 0 . . 0 0

0 Я з ^4 / з  . . 0 0

0 0 0 0 . • Я„-1 ^л

^2 / з 0 0 . . . 0 - А Я і

^2 ^3 л 0 . . . 0 0

0 Я з ^4 / з  - 0 0

0 0 0 0 . . . Ял-1 0

^2 / з 0 0 . .. 0 0

Яг ^3 л 0 . .. 0 0

0 Я з ^4 / з  •.. 0 0

0 0 0 0 . •• Ял-1 Лл
Подставляя найденные значения давления на промежуточные сферы и шар в 

уравнения (5), получаем распределения деформаций внутри внешней сферы, 
внутренней, следующей и так далее до шара соответственно. Ввиду громоздкости 
получаемых выражений, мы их здесь не приводим. Также можно получить и зна
чения напряжений.

Таким образом, получены тензоры деформаций (радиальная компонента) для 
структуры, состоящей из двух сфер и шара внутри.

Применим полученные теоретические результаты к моделированию тазо
бедренного сустава человека.

Возьмем модель многослойной толстостенной сферы с произвольным коли-
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чеством слоев, разработанную выше и будем фиксировать количество слоев п.
При п = 1 имеем заполненный шар внутри. Данная модель не является адек

ватной реальному человеческому суставу. Но может являться моделью протеза, к 
примеру, металлического без покрытия полимерными пленками. В этом случае 
давление везде постоянно и равно внешнему, а распределение напряжения имеет 
следующий вид:

= -Р],
<̂ 90 ~  Офф ~  ~  Р\ ■

где оее и а̂ ф -  угловые компоненты тензора напряжений.
Аналогично, получаем компоненты тензора деформаций.

1 -2сг

(21)

Игг = -Рх

«00 — и.фф -Р\--
1-2сг

(22)

Из полученных зависимостей (21) и (22) видно, что компоненты тензора де
формаций и напряжений являются линейно зависимыми от внешнего давленияр\.

Построим зависимость деформаций при фиксированном давлении 
р\ = 5000 Па.

-3XL0

Рис. 6. Зави сш ю ст ь т ензора деф орм аций от м одулей  уп ругост и  м ат ериала

Численные расчеты с фиксированными параметрами, взятыми ранее, пока
зывают, что U r r  = « 0 0  = «фф = -1,68-10’̂ .

Подобные графики важны при выборе материалов для протезирования и 
изучении вопросов старения и деградации материалов протезов или опорно
двигательного аппарата человека. На графике сразу качественно видны тенденции 
убывания тензора деформаций по абсолютной величине при увеличении значения 
коэффициента Пуассона и увеличении модуля Юнга.

Проведем численные оценки возникающих напряжений и деформаций в 
этой модели сустава. Для этого используем численные данные, полученные экс
периментально на биологическом материале человека [1, 9, 10]. Они имеют сле-
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дующие значения:
-  модуль Юнга (упругости) кости £'=10^ Па;
-  коэффициент Пуассона а = 0.332;
-  внешний радиус R\ = 1,4-10'"* м;
-  внутренний радиус i?2 = 1,3'Ю  ̂м.
На этом этапе моделирования внешнее давление примем равным 
Pi -  5-10  ̂Н, внутреннеер 2  = 4,210^ Н.
В результате численных расчетов в СКМ Mathematica 6.0.3.’ получаем зави

симости от г.
9

Uxx

Рис. 7. Численные оценки возникаю щ их напряж ений (верхние д ва  граф ика, слева -  радиальны е, 
справа  -  т ангенциальные) и деф орм аций  (ниж ние два  граф ика, слева — радиальны е, справа - тан

генциальны е) в  м одели  однослойной сф еры  при заданны х числовых характ ерист иках

Таким образом, видно, что при заданных значениях параметров напряжения 
в слое сферы достаточно велики, тогда как деформации незначительны, на поря
док меньше геометрических размеров модели сустава. Значения радиальных де
формаций возрастают от внутренней части к внешней по всему слою сферы.
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к о м п ь ю т е р н ы й  п р а к т и к у м  п о  п р о е к т и р о в а н и ю
РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

Бокун Г.С., Вихренко В.С., Гапанюк Д.В.

Белорусский государственный технологический университет, Минск

Как было показано в [1, 2], для достижения целей курса «Теория механизмов 
и машин» в части, касающейся изучения методов кинематического и динамиче
ского анализа и синтеза механизмов, наиболее целесообразно использование вы
числительных пакетов общего назначения, например Mathcad. Имеющееся на ка
федре электронные пособия по применению Mathcad позволяют ~ 30% студентам 
осуществлять проектирование на основании компьютерных технологий [3].

С целью предоставления возможности всем студентам использовать иннова
ционные методы при изучении курса ТММ нами разработан и апробирован в од
ной из учебных групп компьютерный практикум, состоящий из трех заданий, 
проверенных в дисплейных классах университета.

На первом занятии осуществляется расчет функций положения и ориентации 
звеньев в зависимости от угла поворота кривощипа в четырехщарнирном меха-

Рис. 1. С хем а базового  полож ения м еханизм а

Второе занятие посвящается компьютерному построению схемы механизма, 
определению его крайних положений и созданию видиофайла, отражающего 
движение механизма.

На третьем занятии осуществляется расчет передаточных функций, рассмат
риваются особенности проектирования других четырехзвенных механизмов 
(рис. 2).

Задачи динамического анализа и синтеза студенты решают уже самостоя
тельно, используя электронное пособие по проектированию четырехзвенных ры
чажных механизмов средствами Mathcad. Первая часть этого же пособия исполь
зуется для проведения компьютерного практикума.
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Рис. 2. П арам ет ры СХ, м Ct^ для изображ ения базовы х полож ений кривош ипно-ползунного

и кривош ипно-кулисного механизм ов

С целью индивидуализации работы в аудитории задания по проектированию 
составляются так, чтобы каждый студент исходил из своего базового положения 
механизма, характеризуемого углами а, и а 4 (см. рис. 1). Вычертив схему меха
низма в базовом положении, необходимо вести углы cpj, срз и фз, характеризую
щие ориентацию звеньев. Для уменьшения углы, задающие ориентацию звеньев, 
должны удовлетворять дополнительным условиям: быть острыми, отсчитываться 
против хода часовой стрелки от неподвижных вертикальных либо горизонталь
ных линий. Выполнение этого требования снимает множество известных проблем 
и позволяет легко записать систему уравнений для определения функций фз (ф,) и
Фз(ф,). В силу сказанного, система уравнений, возникающая после реализации 
метода замкнутых контуров, у каждого студента оказывается другой по виду.

Далее обсуждается изложенный в пособии подход к решению полученной 
системы уравнений с помощью оператора Given, который и будет использоваться 
на всех этапах проектирования и должен быть усвоен с самого начала.

Программирование здесь сводится лишь к редактированию представленного 
в пособии фрагмента программы под свои уравнения определяющей системы. Для 
решения последней необходимо задать начальное приближение для корней. В ка
честве начального приближения используются величины углов фз и фз, опреде
ленные их измерением для базового положения.

После расчета функций ФзСф,) и Фз(ф,) в форме одномерных массивов для 
360 положений механизма решается задача определения функций положения. 
После определения положения кинематических пар и центров тяжести звеньев, 
как функций угла поворота кривошипа, осуществляется проверка согласованно
сти полученных результатов, представляемых соответствующими графиками.

На втором занятии обсуждаются компьютерные подходы к построению схемы 
механизма и созданию видеофильма, отражающего его работу. Этому вопросу уде
ляется большое внимание, так как относится он к визуализации полученных ранее 
уравнений движения звеньев и точек механизма. Так что согласованное, реальное 
движение на экране монитора возникает в случае, когда все уравнения правильно

249



составлены, решены и отобраны ветви решения, соответствующие одному и тому 
же варианту сборки механизма. Далее рассматриваются процедуры, используемые 
для определения крайних положений механизма, а так же переформатирование 
всех массивов чтобы были вьщелены отдельно рабочий и холостой ходы.

На заключительном занятии компьютерного практикума производится ре
дактирование фрагментов программ, посвященных расчету первых и вторых пе
редаточных функций. Эти функции рассчитьшаются двумя способами: путем чис
ленного дифференцирования функций положения и в результате решения систе
мы линейных уравнений, образующейся при дифференцировании по времени 
системы исходных соотношений. С помощью операции GRAF результаты обеих 
способов расчета сравниваются между собой. В дальнейшем эти результаты необ
ходимо будет сравнить для одного положения механизма с найденными графоа
налитическим способом.

В конце занятия необходимо получить решение системы уравнений, описы
вающих движение другого рычажного механизма (см. рис. 2) и затем уже само
стоятельно выполнить его кинетический анализ. Этим представляется возможным 
более глубоко и результативно использовать компьютерные расчеты, когда от ре
дактирования исходной программы надо перейти к подготовке самостоятельного 
программного продукта. Эту часть работы студенты вьшолняют уже на собствен
ных персональных компьютерах, так же как и работу по выполнению на компью
тере динамического анализа и синтеза механизмов, используя соответствующие 
разделы электронного пособия. Для того, чтобы студенты могли видеть результа
ты, к которым они должны прийти в результате компьютерных расчетов, помимо 
изложенной технологии, нами реализована еще одна. А именно, с привлечением 
матричных методов механики разработана программа, которая дает все результа
ты для всех вариантов, т. е. служит «черным ящиком», куда достаточно ввести 
исходные данные для а, и и получить все необходимые графики и таблицы.

Основная же технология направлена на то, чтобы при работе на компьютере 
студент изучал методы теории механизмов и машин. Для этого соответствующим 
образом адаптированы задания на расчетно-графические работы, где предусмот
рено построение двенадцати положений, на основании которых строятся функции 
положения, получаются первые передаточные функции и сравниваются с резуль
татами компьютерного расчета.

Для одного положения механизма предусмотрено построение планов анало
гов скоростей и ускорений с последующим сравнением результатов с полученны
ми ранее во время компьютерного практикума.

Как показали результаты апробации практикума им создаются условия для 
дальнейшей эффективной самостоятельной работы студентов. Задачи динамиче
ского синтеза и анализа студенты решали самостоятельно, используя для этого 
собственные компьютеры. После чего они самостоятельно смогли осуществить 
динамический синтез и анализ шестизвенных механизмов. Отдельные студенты 
смогли учесть переменный характер сил производственных сопротивлений и ре
альную характеристику двигателя [4].

Как и ранее, самостоятельная работа организовывалась на базе двух техно
логий. В соответствии с первой надо для одного положения механизма провести 
вывод всех необходимых величин через углы, длины звеньев, аналоги скоростей. 
Далее, заменяя во всех выражениях простые переменные на элементы соответст
вующих массивов, выполняется компьютерный расчет для 360 положений.

В основу второй технологии положены методы аналитической механики, где 
в качестве базовых переменных используются декартовы координаты и проекции



сил. в  этом случае все расчеты формализуются и фактически можно обойтись без 
построения расчетных схем и рисунков. В результате у студентов возникают 
осознанные представления о том, как устроены современные компьютерные паке
ты, которые «сами» составляют и решают уравнения, моделирующие работу раз
нообразных машин и механизмов.

Можно сделать вывод, что введенный компьютерный практикум позволяет 
добиться достаточно эффективной инновации курса ТММ.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПАКЕТОВ MathCAD И NASTRAN ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ 
СХЕМ МЕХАНИЗМОВ И ИХ КИНЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

Бокун Г.С., Гапанюк Д.В., Козырский Н.В.

Белорусский государственный технологический университет, Минск

Цель данной работы продемонстрировать построение рычажных механизмов 
с заданной кинематической схемой в Nastran и MathCAD, а также проведение ки
нематического анализа заданного механизма: вьиисление функций положения, 
определение крайних положений, определение первых и вторых передаточных 
функций, сравнительный анализ полученных результатов.

Для построения механизма в среде MathCAD необходимо составить системы 
уравнений, определяющих положение звеньев механизма и координат их центров 
масс, для чего используем метод замкнутых контуров. Кинематическая схема ме
ханизма (рис. 1), длинны всех звеньев и величина силы полезных сопротивлений 
Рпс, которая действует только на рабочем ходу, заданы по условию. Для нахожде
ния координат всех необходимых точек (кинематических пар и центров масс каж
дого звена) в пакете MathCAD составим системы уравнений для каждой группы 
Ассура.
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По вычисленным координатам кинематических пар и центров масс каждого 
звена строим механизм в произвольном положении, предварительно составив 
функциональные зависимости Тх (Ту).

f c : = 0 . . 3 « ł  k .^ F IL ^ IM E  хе у е  := О f :* 1-7
Txj;=0 Txgr=xcĵ  Тх̂  := x5ĵТ х^ :=  X Т х , :=  xbj^ Т х ^  : •  x d  

T yj --=y Т у^ -•= ybj. Туз := ydj. Ту^ >= yCj. Ту, ;= 0 Ту^ ?= y'Cj. Ту^ ?= 0

(4 )

Рис. 2. С хем а м еханизм а пост роенная в  M athC A D

Особенностью использования программы Nastran, для моделирования меха
низмов является то, что она не требует задания каких-либо уравнений, а следует 
задать лишь свойства, расположение, взаимодействие тел друг с другом и вид мо
делирования. Также Nastran предоставляет возможность автоматического измере
ния некоторых физических величин и построения их графиков в зависимости от 
времени. Средства моделирования Nastran позволяют создавать реалистичные те
ла и механизмы в четырёхмерном пространстве (X, Y, Z, t), в отличии от пакета 
MathCAD, где все построения двумерны. Произведём построение механизма с
помощью инструментов Cylinder ( Й І), Coord (afe). Box (М ), Revolute Motor (Й), 
Revolute Joint ( ®), Spherical Joint (^ )  и Rigid Joint on Slot (**■).
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Рис. 3. О бъем ная м одель м еханизм а в  програм м е N astran

Рассчитаем в программе MathCAD передаточные функции механизма, ис
пользуя формулу центрированной производной: dx7dyi = (x,+i- Хі.і)/(уі+і - уі-і), та
ким образом вычислив первые и вторые производные от координат центров тяже
сти и углов поворота звеньев механизма. Причём заранее было определено край
нее положение механизма.

Рис. 4. П ервая  и вт орая передат очны е функции ползуна в M athC A D
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X i n / X V C  lX I » 'p v A c X X C f 'Z X X X 7 1 W  l| /^ X lX 4.X X rX X X  l l X J J i y  l l p J C l

делировании шестизвенного механизма в пакете Nastran. Причём для построения 
данных графиков функций не требовалась запись каких-либо уравнений или зави
симостей, а были использованы встроенные средства пакета: Velocity и Accelera
tion. Полученные результаты идентичны в MathCAD И NASTRAN.



Рис. 5. П ервая  и вт орая передат очны е функции ползуна в N astran

Построения механизмов в обоих пакетах и проведённые вычисления указы
вают на целесообразность использования как MathCAD, так и Nastran для моде
лирования рычажных механизмов, их кинематического анализа, а Nastran предос
тавляет также широкие возможности визуализации в четырёхмерном пространст
ве.
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ АППАРАТА МАТРИЦ ДЛЯ КИНЕМАТИЧЕСКОГО 
АНАЛИЗА КАРДАННОЙ ПЕРЕДАЧИ

Анципорович П.П., Акулич В.К., Дубовская Е.М.

Белорусский национальный технический университет, Минск

The feasib ility  o f  matrix m ethods are shown fo r  definition offunction ofposition  cardan joint.

В учебной литературе по теории механизмов и машин для определения ки
нематических характеристик карданной передачи (механизма шарнира Гука) 
обьлно используются методы начертательной геометрии. Вместе с тем для реше
ния этих задач может быть успешно применён аппарат матриц. Использование 
матричных методов в учебном к>рсе теории механизмов и машин прежде всего 
связано с введением нового раздела «Манипуляторы и промышленные роботы». 
Но возможности этого метода могут быть использованы и в ряде других случаев, в 
частности для определения функции положения карданной передачи.

На рис. 1, а показана схема карданной передачи в вертикальной плоскости. 
Передача состоит из двух одинаковых вилок 1 (ведущей) и 3 (ведомой) и кресто
вины 2. На рис. 1, б показан вид слева на крестовину.

С каждым звеном связываем систему координат. Системы Xj у 2 ^ 2

и -  подвижные, системы Xq^ q^ o ^ X4 JV4 Z4 -  неподвижные. Относи
тельное положение координатных систем характеризуется углами: Ф j — угол пово
рота вилки 1 вокруг оси Z, (Z() ), Фз -  угол поворота вилки 3 вокруг оси Z3 (z4), 
Ф21 -  угол относительного поворота крестовины 2 вокруг оси Уг ( г і )? ос -  угол 
между ос.чми z q и z 4 в вертикальной плоскости. Все системы координат имеют
общее начало в точке О . Поэтому для получения уравнений преобразования ко
ординат используются только матрицы поворота 3x3, которые описывают одно
осные повороты вокруг соответствующей оеи. Выражения этих матриц получают
ся на основании схем относительного положения еистем координат, представлен
ных на рис.2. Каждый элемент матриц записывается в соответствии с известными 
правилами составления матриц поворота при переходе от одной координатной



системы к другой [3]. Например, матрица выражает переход от системы коор
динат к системе x^y^Zg при вращении системы х^Уіг^ вокруг общей
оси Z) ( zq ) (см. рис.2, а) и имеет вид

coscpi -sin(pj О
sin ф, cos ф 1 О

О О 1
^01 -

Уі

>'0 У4

У \  У 2

Уі

Рис. 2

Аналогичным образом на основании рис.2б, .в и .г получены и остальные 
матрицы:

^12 -
С03ф21 0 sin ф 21 ■ 1 0 0

0 1 0 ; ^04 “ 0 cos а sina
-SІnф2l 0 С08ф21 0 -s in a cos а

СОЗфз - 8ІПфз 0 '

^43 = ЗІПфз С08фз 0 •
0 0 I
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Для получения матричного уравнения, выражающего зависимость угловых 
параметров карданной передачи, воспользуемся методом размыкания замкнутой 
кинематической цепи механизма в точке В -  центре вращательной кинематиче
ской пары, связывающей звенья 2 и 3 [2]. Тогда

■̂01 ^12 ~ ^04 "^43'"в (^)
где и -  столбцовые матрицы, составленные из координат точки В соот
ветственно в системах Х 2 У 2 ^ 1  и ^зТ з^з-

, {2)_  (3)_  
В -  в -

ов
о

О
После перемножения матриц в уравнении (1) и приравнивания соответст

вующих элементов получим
/дд COSCPi COSCPji = /од СОЗфз , (2)

/од sincpj COS(p2i = /ов O)
-/о д  5ІПф2і = -/од sinasincpj. (4)

Разделив выражение (3) на выражение (2), получаем соотнощения, выра
жающие функцию положения Фз(фі ) карданной передачи в следующем виде:

tg(p3 =
tg9,
cos а

Алогичное выражение, полученное геометрическим методом, приводится в
учебнике [1].
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ИССЛЕДОВАНИЕ С ПОМОЩЬЮ ИНЖЕНЕРНОГО ПАКЕТА ANSYS НДС 
МАТРИЧНОГО СТЕНТА, ИМПЛАНТИРОВАННОГО В КРОВЕНОСНЫЙ

СОСУД

Орловская А.А., Томило Е.В.

Белорусский национальный технический университет, Минск
f

То investigate by means of engineering package ANSYS the VAT matrix stenta, implanted 
into a blood vessel.

В наше время сердечнососудистые заболевания являются одной из главных 
причин смертности населения. Сердце -  мощный насос, обеспечивающий цирку
ляцию крови. Патологическое изменение состояния сосудов неизменно ведет к 
ухудшению кровоснабжения сердца и, как следствие, к развитию серьезных сер
дечнососудистых заболеваний. Атеросклероз -  наиболее распространенное хро
ническое заболевание, поражающее артерии. Постепенно растущие на внутренней 
оболочке сосудистой стенки атеросклеротические бляшки, одиночные или мно
жественные, являются, главным образом, холестериновыми отложениями. Разрас
тание в артерии соединительной ткани (склероз) и кальциноз стенки сосуда при
водят к медленно прогрессирующей деформации, сужению просвета вплоть до 
полного запустевания (облитерации) артерии и тем самым вызывают хрониче
скую, медленно нарастающую недостаточность кровоснабжения органа, питаемо
го через пораженную артерию. Ангиопластика - это метод восстановления адек
ватного просвета суженых коронарных артерий изнутри сосуда с помощью спе
циальных приспособлений -  баллонов и стентов, вводимых в артерии под контро
лем рентгена, под местной анестезией, посредством проколов кожи, без примене
ния больших разрезов, общего наркоза и тем более искусственного кровообраще
ния (рис. 1). Стентом называется протез, вводимый в просвет полого органа (в 
данном случае артерии) с целью сохранения его просвета.

Рис. 1. Установка стента

Сейчас используются самые различные стенты, отличающиеся конструктив
ными особенностями.
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Б paoore рассмотрен матричный стент с геометрическими параметрами 
(рис. 2): а = 0,3 мм, Ь = 0,22 мм, с = 1,7 мм, d = 0,14 мм, толщина h = 0,l мм, 
f = 0,22 мм, установочный на баллон диаметр D = 1,37 мм.

- г и / ^ ^

Słr-Чііі

Рис. 2. С хем ат ическое изображ ен и е ст ент а
Рис. 3. Твердот ельная м одель ст ент а

Для исследование взята уже готовая модель стента в SolidWorks 2007 (рис. 
3). Далее создаём модель сосуда, в котором будет размещён стент (рис. 4) с гео
метрическими характеристиками; длинна сосуда 15,6 мм, внешний диаметр 1,25 
мм, внутренний диаметр 1,20 мм. Исходя из параметров модели стента и учиты
вая то, что он будет имплантирован в сосуд, создаём в SolidWorks 2007 модель 
крови (рис. 5).

Далее, имплантируя стент в сосуд и размещая внутрь модель крови, создаём 
сборку (рис. 6). Данная модель в полной мере соответствует геометрии рассмат
риваемого взаимодействия биологических структур и имплантанта.

Рис. 4. Твердот ельная м одель  со суд а Рис. 5. Твердот е.1ьная .модель крови

Ł .

*  ̂ J ^ .  . И Е  4

t-tsn га4п

Рис. 6. М одель имплант ированного ст ент а Рис. 7. Задан и е граничны х парамет ров

260



Импортируем модель а ANSYS. Расчёт модели будет осуществляться в двух 
модулях: FluidFlow (CFX) и StaticStructual (ANSYS).

В первую очередь произведём расчёт в FluidFlow (CFX) течения крови. Ме
ханические свойства структуры крови приведены в табл. 1.

Таблица 1

Плогаостъ, г/мм̂ Вязкость, г/мм с
1,0 0,0046

Разбиваем модель воды на конечные элементы и задаёт граничные парамет
ры (рис. 7): Скорость крови на входе в сосуд 0,9 м/с, давление крови на выходе из 
сосуда 15829 Па.

В ходе расчёт модели крови, получены значения для скоростей (рис. 8) и 
давлений, которые будут в дальнейшем импортированы на соответствующие

стенки стента и сосуда.
Далее производиться 

связь между модулями Fluid- 
Flow (CFX) и StaticStructual 
(ANSYS) с последующим 
импортом давления.

■ y-f: 5.5 Расчёт стента и сосуда
происходит в модуле 
StaticStructual (ANSYS), где 
следует разбить модели на 
конечные элементы, закре
пить концы сосуда и 

импортировать рассчитанное давление в модуле FluidFlow (CFX) с внешних сте
нок крови на соответствующие внутренние стента и сосуда (рис. 9). Механиче
ские свойства структуры сосуда приведены в табл. 2.

- , „ Д

Рис. 8. Р аспределение скорост ей

Рис. 9. И мпорт давления
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Таблица 2

Модуль Юнга, Па Коэффициент Пуассона
2-10" 0,3

При расчёте получены значения для деформаций (рис. 10) и напряжений 
(рис. 11). Деформации изменяются от 0 м (в местах ограничения перемещений) до 
3,9-10'^ м (в центральной части стента). Напряжения изменяются от 15659 Па до 
3,776-10^ Па. Наибольшие напряжения возникли в поперечных стенках стента.

ш

Рис. 10. Р аспределение деф орм аций Рис. 11. Р аспределение напряж ений

Используя возможности программного пакета ANSYS, был выполнен расчёт 
НДС матричного стента, имплантированного в артерию. Данный метод позволяет 
быстро, наглядно и достаточно точно производить подобного рода расчёты, заме
няя при этом экспериментальные исследования реального объекта изучением ха
рактеристик уменьшенной подобной модели с последующим переходом от пара
метров модели к соответствующим параметрам биологического объекта.
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СИНТЕЗ КУЛАЧКОВЫХ МЕХАНИЗМОВ В КУРСОВОМ 
ПРОЕКТИРОВАНИИ

Анципорович П.П., Акулич В.К., Дворянчикова А.Б.

Белорусский национальный технический университет, Минск

The artic le  describes the p ecu lia r itie s  o f  so ftw are an d  m eth odo log ica l com plex  “Synthesis o f  cam 
m echanism s ”, u se d fo r  dyn am ic a n d  cinem atic synthesis o f  cam  m echanism s.

Курсовой проект по теории механизмов, машин и манипуляторов преду
сматривает решение задач, связанных с синтезом кулачковых механизмов. Ос
новная задача синтеза кулачкового механизма заключается в определении профи
ля кулачка по заданным законам движения кулачка (входного звена) и толкателя 
(выходного звена).

Выполняя синтез кулачкового механизма, студенты гармонично сочетают 
графический и аналитический метод проектирования. Динамический синтез ку
лачкового механизма для определения его основных размеров требует вычисле
ния функций положения толкателя, аналогов скорости, аналогов ускорения. Сту
дент вьшолняет вручную расчет данных параметров только для одного контроль
ного положения на фазах удаления и возвращения. После своевременного и каче
ственного выполнения контрольных расчетов студент допускается на ЭВМ.

На кафедре разработан программно-методический комплекс «Синтез кулач
ковых механизмов», включающий компьютерную программу «Синтез кулачко
вых механизмов» и учебно-методическое пособие «Синтез кулачковых механиз
мов» [2].
Программа "Синтез кулачковых механизмов" предназначена для проектирования 
кулачковых механизмов, имеющих следующие схемы преобразования движения 
(рис.1):

а) вращательное движение кулачка преобразуется в возвратно
поступательное движение толкателя (схема 1);

б) вращательное движение кулачка преобразуется в возвратно-качательное 
движение роликового толкателя (схема 2);

в) вращательное движение кулачка преобразуется в возвратно
поступательное движение тарельчатого толкателя (схема 3).

Имеется возможность выполнения двух видов синтеза:
1) кинематического синтеза, когда проектируется профиль кулачка при из

вестных основных размерах механизма (минимальный радиус кулачка и смеще
ние линии движения толкателя -  для схем 1 и 3, минимальный радиус кулачка и 
межосевое расстояние -  для схемы 2);

2) динамического синтеза для схем 1 и 2, позволяющего спроектировать 
механизм минимальных размеров, когда кинематическому синтезу предшествует 
определение основных размеров механизма по заданному максимально допускае
мому ут.лу дав.лени-я; дл.я схемы 3 механизм минимальных размеров проектир}тот 
по условию выпуклости кулачка.

Кулачок может быть спрофилирован для обеспечения движения толкателя 
по достаточно широко применяемым законам движения (параболический, сину
соидальный закон изменения ускорения, косинусоидальный закон изменения ус
корения, трапецеидальный закон изменения ускорения закон линейно убывающе
го ускорения, треугольный закон изменения ускорения, модифицированный ли
нейный закон изменения ускорения).
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Проектируемые механизмы могут иметь как кинематическое замыкание 
высшей пары, так и силовое. Кинематическое замьшание учитьшает непревыше- 
ние допускаемого угла давления, как на фазе удаления, так и на фазе возвраще
ния, и позволяет реверсировать направление вращения кулачка. В случае силово
го замыкания имеется возможность расчета пружины.

Результаты проектирования представляются на экране в виде графического 
изображения кулачкового механизма, причем пользователь может привести в 
движение механизм и наблюдать за его работой. На экране также демонстриру
ются графики перемещения, аналогов скорости и ускорения толкателя, угла дав
ления в зависимости от угла поворота кулачка.

Интерактивный характер работы программы позволяет обучаемому в про
цессе проектирования изменять любые входные параметры синтеза и исследовать 
их влияние на проектируемую схему кулачкового механизма.

Подготовленное методическое пособие «Синтез кулачковых механизмов», 
позволяет ознакомиться с назначением программы и правильно подготовить ис
ходные данные для последующей работы на ЭВМ. В указанном пособии приведе
ны примеры сишеза кулачковых механизмов с возвратно-поступательным дви
жением роликового толкателя, механизма с коромысловым толкателем, а также 
имеются расчетные формулы кинематических характеристик для всех используе
мых законов движения толкателя, что значительно уменьшает трудозатраты сту
дентов по поиску дополнительных литературных источников. Пользуясь )шебно- 
методическим пособием, студенты имеют возможность составить алгоритмы рас
четов кинематических характеристик, определения основных размеров кулачко
вого механизма, определения координат центрового профиля кулачка и выпол
нить расчеты указанных параметров для контрольных положений. Используя раз-



работанную программу «Синтез кулачковых механизмов», студент вьшолняет 
расчеты на ЭВМ. Файл результатов вычислений показан на рис. 2.
СИНТЕЗ К У Л А Ч К О В О Г О  М Е Х А Н И З М А  С П О С Т У П А Т Е Л Ь Н О  Д В И Ж У Щ И М С Я  Т О Л К А Т Е Л Е М  
И с п о лнитель - с т удент гр. 121134 Иванов Н И  3 м а я  2010 г 

И С Х О Д Н Ы Е  ДАННЫЕ:
Х о д  то л к а т е л я  - 0.070 м
Э к с ц е н т р и с и т е т  т о л к а т е л я  - -0.0200 м
Закон д в и ж е н и я  толкателя:

на фазе у д а л е н и я  - П О С Т О Я Н Н О Г О  У С К О Р Е Н И Я  (ПАРАБОЛИЧЕСКИЙ) 
на фазе в о з в р а щ е н и я  - К О С И Н У С О И Д А Л Ь Н Ы Й  

Ф а зовый уго л  у д а л е н и я  - 90.0 градусов
Фазовый у г о л  д а л ь н е г о  стояния - 120.0 градусов
Ф а зовый у г о л  в о з в р а щ е н и я  - 80.0 градусов
М а к с и м а л ь н о  д о п у с т и м ы й  угол д а в л е н и я  - 35.0 град у с о в
Нап р а в л е н и е  в р а щ е н и я  кулачка - по ч а с о в о й  стрелке  
Замыкание п а р ы  " к у л а ч о к - толкатель" - к и н е м а т и ч е с к о е  
A U =  1.40 A V =  0.00

Р Е З У Л Ь Т А Т Ы  ВЫЧИСЛЕНИЙ:
Миним. р а д и у с  ц е н т р о в о г о  пр о ф и л я  кулачка - 0.1079 м
М и н и м а л ь н ы й  р а д и у с  к р и в и з н ы  пр о ф и л я  0.0831 м  
Радиус р о л и к а  - 0.0432 м П

N 1 П 1  ! S 1 Н2 1 Н2Р 1 ALF 1 R  ! ТЕ 1 ХС 11 YC 1 XD 1 YD 1

1 0.0 0.0000 0.0000 0.1362 0.0 0.1079 -10.7 0.0000 0.1079 0.0000 0.0647
2 7.5 0.0012 0.0178 0.1362 7.4 0.1090 -1.2 -0.0140 0.1081 -0.0155 0.0650
3 15.0 0.0047 0.0357 0.1362 14.6 0.U25 8.0 -0.0283 0.1089 -О.ОЗП 0.0658
4 22.5 0.0105 0.0535 0.1362 21.6 0.U82 16.0 -0.0434 О.ПОО -0.0466 0.0669
5 30.0 0.0187 0.0713 0.1362 28.4 0.1263 22.4 -0.0601 0 . Ш 1 -0.0624 0.0680
6 37.5 0.0292 0.0891 -0.0973 35.2 0.1367 27.1 -0.0788 О . Ш б -0.0790 0.0685
7 45.0 0.0400 0.0764 -0.0973 42.1 0.1474 21.1 -0.0988 0.1093 -0.0890 0.0673
8 52.5 0.0492 0.0637 -0.0973 49.2 0.1565 15.7 -0.IL84 0.1023 -0.0994 0.0636
9 60.0 0.0567 0.0509 -0.0973 56.3 0.1639 10.8 -0.1364 0.0909 -0.1095 0.0571
10 ет.5 0.0625 0.0382 -0.0973 63.6 0.1697 6.2 -0.1520 0.0755 -0.П86 0.0481
11 75.0 0.0667 0.0255 -0.0973 70.9 0.1739 1.8 -0.1643 0.0568 -0.1260 0.0369
12 82.5 0.0692 0.0127 -0.0973 78.3 0.1763 -2.4 -0.1727 0.0357 -0.1312 0.0239
13 90.0 0.0700 -0.0000 -0.0973 85.8 0.1772 -6.5 -0.1767 0.0130 -0.1336 0.0098
14 210.0 0.0700 -0.0000 -0.1772 205.8 0.1772 -6.5 0.0771 -0.1595 0.0583 -0.1206
15 216.7 0.0688 -0.0204 -0.171L 212.5 0.1760 -13.0 0.0946 -0.1484 0.0674 -0.1149
16 223.3 0.0653 -0.0394 -0.1534 219.3 0.1725 -19.1 0.1093 -О.И35 0.0754 -0.1068
17 230.0 0.0597 -0.0557 -0.1253 226.2 0.1670 -24.5 0.1205 -0.1L56 0.0818 -0.0966
18 236.7 0.0525 -0.0682 -0.0886 233.2 0.1598 -29.1 0.1279 -0.0958 0.0862 -0.0847
19 243.3 0.0441 -0.0761 -0.0459 240.2 0.1514 -32.6 0.1314 -0.0752 0.0884 -0.0716
20 250.0 0.0350 -0.0787 0.0000 247.4 0.1424 -35.0 0.1315 -0.0548 0.0885 -0.0580
21 256.7 0.0259 -0.С761 0.0459 254.6 0.1335 -36.1 0.1287 -0.0354 0.0865 -0.0444
22 263.3 0.0175 -0.0682 0.0886 261.8 0.1251 -35.5 0.1239 -0.0177 0.0829 -0.0312
23 270.0 0.0103 -0.0557 0.1253 269.1 0.1180 -33.1 0.П80 -0.0019 0.0781 -0.0183
24 276.7 0.0047 -0.0394 0.1534 276.2 0.1125 -28.2 0 . Ш 8 0.0122 0.0725 Ч).0055
25 283.3 0.0012 -0.0204 0.17U 283.2 0.1091 -20.6 0.1062 0.0249 0.0665 0.0079
26 290.0 0.0000 0.0000 0.1772 290.0 0.1079 -10.7 0.1014 0.0369 0.0608 0.0221

Идентификаторы таблицы:
S,H2,H2P - перемещение, аналог скорости и  аналог ускорения толкателя;
ALF и R - полярный угол и  радиус-вектор центрового профиля кулачка;
ТЕ - угол давления;
ХС и YC - координаты центрового профиля кулачка;
XD и YD - координаты действительного профиля кулачка.

Рис. 2. Файл результ ат ов вычислений

Затем производится обработка результатов расчетов и их анализ:
1) построение графиков кинематических характеристик (перемещения, ана

лога скорости и аналога ускорения толкателя) в зависимости от угла поворота ку
лачка;
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2) построение упрощенной и полной совмещенных диаграмм «перемещение 
- аналог скорости» для схем механизмов с роликовым толкателем или диаграммы 
«перемещение -  аналог ускорения» для механизма с тарельчатым толкателем и 
определение основных размеров механизма;

3) построение центрового профиля кулачка и кинематический анализ меха
низма;

4) составление алгоритма и определение радиуса ролика, сравнение его ве
личины с машинным расчетом;

5) построение действительного профиля кулачка графическим методом;
6) построение графика угла давления;
7) определение жесткости пружины при силовом замыкании.
На рис. 3 показан образец выполненного листа курсового проекта. Из него 

видно, как сочетаются аналитические и графические методы проектирования. Ки
нематические характеристики (перемещение толкателя, аналоги скорости и уско
рения), показанные слева, построены на основе компьютерных расчетов, профиль 
кулачка -  графически с использованием метода обращенного движения.

В пособии [2] изложена последовательность всех перечисленных графиче
ских построений и представлены примеры их выполнения, что значительно об
легчает работу и трудозатраты студента при выполнении курсового проекта.

ЛИТЕРАТУРА

1. Курсовое проектирование по теории механизмов и машин / под общ. ред. 
Г.Н. Девойно. -  Минск: Выш. школа, 1986.-285 с.
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МЕТОДЫ ПОЛУЧЕНИЯ И ПРИМЕНЕНИЕ НАНОМАТЕРИАЛОВ 

Третинников Д.Л., Табунов А.В., Пищ П.В., Августинович А.Г.

Белорусский национачьный технический университет, Минск

N anom ateria ls is а  f i e ld  w hich  takes a  m ateria ls sc ien ce -b a sed  approach  to  nanotechnology. It 
studies m ateria ls w ith  m orph o log ica l fea tu res  on the nanoscale, an d  espec ia lly  th ose which h ave specia l 
propertie s  stem m ing fro m  th eir nanosca le  dimensions. N anoscale is usually defin ed  as sm a ller  than a one 
tenth o f  a  m icrom eter in a t lea st one dimension, though this term  is som etim es a lso  u sed  f o r  m aterials  
sm aller than one m icrom eter.

The f ir s t  observa tion s a n d  size  m easurem ents o f  nano-partic les w ere  m ade during  the f ir s t  decade  
o f  the 20th  century. They a re  m ostly  a sso c ia ted  w ith  the nam e o f  Z sigm ondy w ho m ade d e ta iled  studies o f  
g o ld  so ls  an d  other nanom ateria ls w ith  s izes  dow n to  10 nm a n d  less. There are  trad ition a l techniques 
deve lo p ed  during  20 th  cen tury in In terface an d  C o llo id  Science f o r  ch aracterizin g  nanom aterials. These 
are w idely  u se d fo r  f ir s t  gen era tion  p a ss ive  nanom aterials sp ec ified  in the next section.

Ключевые слова: наноматериалы, нанотрубки, получение, методы, нанопо
рошки.

1. Методы получения наноматериалов
1.1. Получение графита в дуговом разряде
Метод основан на образовании углеродных нанотрубок при термическом 

распьшении графитового электрода в плазме дугового разряда, горящего в атмо
сфере гелия. Этот метод позволяет пол)шать нанотрубки в количестве, достаточ
ном для детального исследования их физико-химических свойств.

Трубка может быть получена из протяженных фрагментов графита, которые 
далее скручиваются в цилиндр. Для образования протяженных фрагментов необ
ходимы специальные условия нагрева графита. Оптимальные условия получения 
нанотрубок реализуются в дуговом разряде при использовании электролизного 
графита в качестве электродов. На рис. 1 показана упрощенная схема установки

для получения фуллеренов и 
нанотрубок.

Распыление графита
осуществляется при пропуска
нии через электроды тока с 
частотой 60 Гц, величина тока 
от 100 до 200 А, напряжение 
10-20 В. Регулируя натяжение 
пружины, можно добиться, 
чтобы основная часть 
подводимой мощности
вьщелялась в дуге, а не в гра
фитовом стержне. Камера 
заполняется гелием с 
давлением от 100 до 500 торр.

Рис. 1. Cxe.ua уст ановки для получения фу.гіеренов 
и нанот рубок: 1 - граф ит овы е э.чектроды;
2 -  охіаж да& мая.медная шина; 3 - .медный кожух, 
4 - пруж ины

Скорость испарения графита в этой установке может достигать 10 г/В. При этом 
поверхность медного кожуха, охлаждаемого водой, покрывается продуктом испа
рения графита, т.е. графитовой сажей. Если получаемый порошок соскоблить и 
выдержать в течение нескольких часов в кипящем толуоле, то получается темно
бурая жидкость. При выпаривании ее во вращающемся испарителе получается
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мелкодисперсный порошок, вес его составляет не более 10 % от веса исходной 
графитовой сажи, в нем содержится до 10 % фуллеренов и нанотрубок.

В описанном способе получения нанотрубок гелий играет роль буферного 
газа. Атомы гелия уносят энергию, вьщеляющуюся при объединении углеродных 
фрагментов. Опыт показывает, что оптимальное давление гелия для получения 
фуллеренов находится в диапазоне 100 торр, для получения нанотрубок -  в диапа
зоне 500 торр.

Среди различных продуктов термического распьшения графита (фуллерены, 
наночастицы, частицы сажи) небольшая часть (несколько процентов) приходится 
и на многослойные нанотрубки, которые частично прикрепляются к холодным 
поверхностям установки, частично осаждаются на поверхности вместе с сажей.

Однослойные нанотрубки образуются при добавлении в анод небольшой 
примеси Fe, Со, Ni, Cd (т.е. добавлением катализаторов). Кроме того, ОСНТ по
лучаются при окислении многослойных нанотрубок. С целью окисления много
слойные нанотрубки обрабатываются кислородом при умеренном нагреве, либо 
кипящей азотной кислотой, причем в последнем случае происходит удаление пя
тичленных графитовых колец, приводящее к открытию концов трубок. Окисление 
позволяет снять верхние слои с многослойной трубки и открыть ее концы. Так как 
реакционная способность наночастиц выше, чем у нанотрубок, то при значитель
ном разрушении углеродного продукта в результате окисления доля нанотрубок в 
оставшейся ее части увеличивается.

1.2. Метод лазерного испарения
Альтернативой 

выращивания нанотрубок в 
дуговом разряде является 
метод лазерного испарения.
В данном методе синтези
руются в основном ОСНТ 
при испарении смеси угле
рода и переходных металлов 
лазерным лучом из мишени, 
состоящей из сплава металла 
с графитом. По сравнению с 
методом дугового разряда, 
прямое испарение позволяет 
обеспечить более детальный

Лазер
Н« НГГрИЙ4ЛНЖЙМИ«МНгрін»п с иввднион

Водно охлаждаемый 
Си ствржонь

ш
Графитовая
мишвнь! •  •  •

- ‘ , 'JJ. Ш"!;-".!.....

Рис. 2. Схема уст ановки лазерной абляции

контроль условий роста, проводить длительные операции и производить нанот
рубки с большим выходом годных и лучшего качества. Фундаментальные же 
принципы, лежащие в основе производства ОСНТ методом лазерного испарения 
такие же, как и в методе дугового разряда: атомы углерода начинают скапливать
ся и образовывать соединение в месте нахождения частиц металлического катали
затора. В установке (рис. 2) сканирующий лазерный луч фокусировался в 6-7 мм 
пятно на мишень, содержащую металл-графит. Мишень помещалась в наполнен
ную (при повышенном давлении) аргоном и нагретую до 1200 °С трубу. Сажа, ко
торая образовывалась при лазерном испарении, уносилась потоком аргона из зоны 
высокой температуфы и осаждалась на охлаждаемый водой медньй коллектор, 
находящийся на выходе из трубы.
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1.3. Технология Laser Spinning
Материаловеды из США и Испании 

придумали новый способ получения длинных 
аморфных нановолокон. Технология, названная 
«laser spinning», позволяет получить волокна 
длиной несколько сантиметров и всего 35 нм в 
диаметре.

Квазиодномерные структуры (нанопрово
локи, наноленты, наностержни и нанотрубки) 
обладают уникальными электрическими и 
механическими свойствами и могут найти 
применение в электронике, катализе, 
биомедицине, использоваться для изготовления 
различных сенсоров и композитов. В настоящее 
время такие структуры обычно получают из 
паровой фазы или из растворов.

Исследователям из University of Vigo и Rutgers University удалось получить 
очень длинные аморфные нановолокна, используя простой процесс, не требую
щий участия катализаторов, шаблонов и каких-либо других реагентов, кроме ма
териала будущего волокна. Технология позволяет получать волокна из довольно 
тугоплавких веществ, что невозможно достичь другими методами, например, при 
помощи электроспиннинга.

Методика «laser spinning» основана на использовании мощного лазера для 
локального нагрева поверхности исходного керамического материала (кварца или 
оксида алюминия), т.е. только очень малый его объем находится в расплавленном 
состоянии. Далее под действием сильной струи газа расплав вытягивается в во
локно и застывает. В результате формируется неупорядоченная сеть из микро- и 
нановолокон. Ученые утверждают, что такая технология позволит получать очень 
длинные аморфные волокна требуемого состава.

(Ь) .I';,?
Рис. 3. О бразование к а т и  расплава;  

(Ь) Вы т ягивание ео.ю кна

1.4. Получение нанотрубок в биореакторе
Известно, что микро

организмы способны фор
мировать широкий спектр 
минералов с уникальными 
физико-химическими свой
ствами, которые не обра
зуются в ходе геохими
ческих процессов.

Так исследователями 
из Калифорнийского Уни
верситета Риверсайд было
показано формирование 
внеклеточной сети нано- 4. Сет ь нанот рубок As.:^y р а зн о й  степени зрею ст и

трубок сульфидов мышьяка анаэробными металл-восстанавливаюшими бакте
риями Shewanella sp. В ходе своего эксперимента штамм бактерий помещали в 
герметичный сосуд, и создавали оптимальные условия для их жизнедеятельности. 
Среда, в которой находились бактерии, содержала значительное количество пяти
валентного мышьяка As(V) и тиосульфат ЗгОз '̂. В течении семи дней состав пи
тательной среды по соединениям мышьяка и серы сильно изменялся, а затем вы
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ходил на плато. В ходе метаболизма бактерий вьщелялся газообразный сероводо
род и формировался нерастворимый осадок, который, как показали исследования, 
состоял преимущественно из сульфидов мышьяка и представлял собой сеть на
нотрубок диаметром от 20 до 100 нм и длиной до 30 мкм. Процесс образования 
филаментов начинался с синтеза внеклеточных полисахаридов, которые посте
пенно "облеплялись" аморфными наночастицами сесквисульфида мышьяка AS3S2, 
постепенно замещающегося на AsS и AS4S.

Как показали экспериметы, биогенные нанотрубки сульфидов мьппьяка об
ладали фоточувствительностью и свойствами полупроводника.

Этот способ синтеза полупроводников оказался легче промьппленного и, как 
считают авторы, это открывает путь к созданию нового поколения эффективных 
нанометровых оптоэлектронных устройств.

1.5. Масштабное производство нанотрубок
Пожалуй, можно сказать, что углеродные нанотрубки (УНТ) за последние 

несколько лет превратились в символ нанотехнологий. УНТ, благодаря своим 
уникальных физико-химическим свойствам, являются наиболее перспективными 
материалами для огромного множества применений в электронике, композитных 
материалах, химических источниках тока и т.д. Упорядочение нанотрубок в мате
риале играет немаловажную роль, так как именно этим и определяется, будет ли 
материал изотропным или же анизотропным по отношению к тем или иным свой
ствам (например, тепло- и электропроводности).

TophMUng
Nozzle

Stainless
-Steel

Bottom beating 
element

Substrate
Moving stage

Puc. 5. Процесс непрерывного рост а УНТ. (aj Схема подвижной кремни^ой под-юхеки с >:анесённы.м 
катализаторомFję/Al203 и рост а на них нанотрубок. (Ь) !

На сегодняшний день предложено несколько способов получения УНТ, од
нако наиболее эффективным для создания плотного массива нанотрубок является 
термохимическое осаждение из газовой фазы прекурсоров, содержащих углерод, 
которое катализируется наночастицами металлов (т.е. это фактически аналог ме
тода CVD). Авторы работы, опубликованной в журнале Nanotechnology, основы
ваясь на описанном выше методе синтеза УНТ, предложили метод практически 
промышленного синтеза нанотрубок. Он заключается в том, что кварцевая под
ложка с нанесёнными наночастицами катализатора Fe/A1203 (подробнее о ката
лизе на наночастицах Fe здесь) продвигается с различными скоростями между 
двумя нагревательными элементами при подаче соответствующего источника уг
лерода (этилен). На рис. 5 представлены изображения установки. Стоит отметить, 
что подложку можно «разгонять» вплоть до 2.4 мм/с без видимых потерь в каче
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стве синтезируемых нанотрубок, а высота такого плотного «леса» из нанотрубок 
достигает 1 см.

Учёные уверены, что описанный выше метод синтеза наиболее оптимален 
для крупномасштабного производства УНТ, однако требует дальнейшей оптими
зации условий разложения исходной газовой смеси и роста нанотрубок.

1.6. Методы получения углеродных роллов
Углеродные наноматериалы подвергаются тщательному изучению уже не

сколько лет, но до сих пор не все они подробно изучены. Например, пекинские
ученые дополнили список таких 
материалов, добавив к графену, 
нанолентам и нанотрубкам 
углеродные наносвитки (УНС). 
Наносвиток -  скрученный слой 
графена -  обладает многими 
уникальными свойствами.
Например, электронный
транспорт зависит от п-п 
взаимодействия его внешней и 
внутренней сторон, а ток может 
протекать не только через 
внешний цилиндр, как в случае 

многослойных нанотрубок (МНТ), а по всей поверхности. Их уникальная тополо
гия упрощает интеркаляцию, ведь наносвиток не замкнзт', и позволяет эффектив
но использовать их в качестве аккумулятора водорода. Однако пока все это толь
ко слова, проверить которые на практике мешало отсутствие способа получить 
качественные наносвитки и ........ . ........................

Рис, 6. Сравнение наноленты, нанотрубки и наносеитка

устройства на их основе.
Предложенные ранее методы 

допускали получение свитков только 
в смеси с другими формами углерода. 
Все они основаны на скручивании 
тонких слоев графита под 
воздействием ультразвука, однако 
высокий выход УНС сочетался с низ
ким качеством поверхности, 
поскольку скручиванию подвергались 
как монослои графена, так два, три и 
более слоев.

Улучшение качества произошло, 
когда монослои графита удалось по
лучить простым отшелушиванием. 
Тогда было показано, что при аб
сорбции газа такие монослои скручи
ваются, но позже был предложен еще 
более простой и эффективный спо
соб. Графеновые слои отшелушивали 
на предварительно подготовленную 
подложку (Si02(285 нм)/8і) и опреде
ляли количество слоев методом спек-

Step1
laram Dffiection

• SI02':-.-'

(PA

S le p 4

P u c. 7. С хем а о б р а зо в а н и я  н ан осеит ка
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троскопйй комбинационного рассеяивания. Затем выбирали монослои и погружа
ли их в чашку Петри с изопропанолом на 5 минут. После сушки в азоте оказалось, 
что двумерная структура действительно превратилась в одномерную. Изображе
ние ПЭМ подтверждает, что это наносвитки, слои в которых плотно и равномерно 
упакованы. При этом расстояние между слоями составляет 0.35 нм.

КР спектры подтверждают, что образуется не нанотрубка, а именно свиток: 
так называемая "линия G" в спектрах хотя и уширяется по сравнению с графеном, 
однако остается гораздо уже, чем в нанотрубке, а "линия D" практически исчеза
ет, в отличие от нанотрубок.

2. Применение наноматериалов
2.1. Нанотрубки в радио
Zettl построили полностью функциональное, со встроенным радиоприемни

ком, во много раз меньше, чем 
любое предьщущее радио, из 
углеродных нанотрубок. Одна 
нанотрубка служит, как и все 
основные компоненты радио: 
антенна, тюнер, усилитель и 
демодулятор. Прием сигналов 
производится с помощью вы
сокочастотных механических 
колебаний нанотрубки, а не 
через традиционные элек
трические средства.

Изображения,
полученные с помощью Nanotube radio (2(Ю7)
электронной микроскопии,
показывают одну из Р ис. 8. Ш м е и е н т р а х ч е р о в  р а д и о  с о  с е м е н е м

углеродных нанотрубок, торчащих из электродов. Эти нанотрубки меньше мик
рона, или в 10000 раз тоньше, чем ширина человеческого волоса. Когда радио 
сигнал конкретной частоты затрагивает нанотрубку, она начинает активно вибри
ровать. Электрический ток может использоваться для обнаружения механических 
колебаний нанотрубки, и это позволяет сльппать радио сигналы.

Антенна и тюнер осуществляются в совершенно иначе, чем традиционные 
радиостанции, прием сигналов с помощью высокочастотных механических коле
баний нанотрубки, а не через традиционные электрические средства. Мы уже ис
пользовали нанотрубки радио для получения и воспроизведения музыки с FM ра
диопередач таких как Layla Эрика Клэптона (Derek And The Dominos) и пляж 
Boy's Good Vibrations. Радио нанотрубки чрезвычайно малых размеров могут по
зволить радикально новые приложения, такие как радиоуправляемые устройства 
достаточно малых размеров, чтобы существовать в человеческой крови, или про
сто меньше, дешевле, и эффективнее беспроводных устройств, таких как сотовые 
телефоны.

Высокое разрешение просвечивающего электронного микроскопа позволяет 
наблюдать нанотрубки радио в действии. Zettl записали четыре видеофильма с 
помощью электронного микроскопа, где нанотрубки радио играют четыре песни. 
В начале каждого видео, радио нанотрубки настроены на другую частоту, которой 
передается радиосигнал. Таким образом, нанотрубки не вибрируют, и только ста
тические помехи могут быть усльппаны. Как только радио становится з гармонии
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с передаваемым сигналом, нанотрубка начинает вибрировать, которая размывает
ся в видео, и в то же время, музыка становится слышимой. За последнее столетие, 
радио в значительной степени уменьшилось по сравнению с деревянными " в сти
ле собор", радиостанциями 1930-х годов, карманными транзисторными радиопри
емниками 1950-х годов и современными в одном радиочипе в сотовых телефонах 
и беспроводных датчиках. Продолжая эту тенденцию, Zettl еще более уменьшили 
радио, искусно осуществили нескольких функций радио с одним компонентом, 
углеродными нанотрубками. Эти радио нанотрубки в более девятнадцать раз 
меньше, чем вак>умная трубка Philco радио с 1930-х!

2.2. Наномеханический датчик определения масс частиц атомных 
размеров

Какова наименьшая масса, которую может измерять простое механическое 
устройство? Едва заметные пьшинки? Одна бактерия? Или, возможно, нанокри
сталл, состоящий из нескольких тысяч атомов? В самом деле, Zettl разработали 
новый вид механического датчика, основанного на вибрирующей углеродной на

нотрубке, которым можно 
определить массу одного атома! 
Массовый датчик, основанный на 
нанотрубке, относится к семейству 
противовеса, известного как 
инерциальный противовес. Эти 
противовесы представляют собой 
пружину с присоединенной массой, 
которая может свободно колебаться. 
Отслеживая изменения в частоте 
колебаний, можно обнаружить 
изменения в массе. В этом 
устройстве, нанотрубка служит 

Рис. 9. Принцип действия тномехатческого датчика пружИНОЙ, а также контролируя
частоты ее колебания, мы можем обнаружить изменения в массе, вызванные ад
сорбированием отдельные атомов на поверхности нанотрубок. Чтобы быть более 
точным, текущая чувствительность устройства составляет 1,3 • 10 -25 кг / Гц 1 / 2 
или, что эквивалентно 0,40 атомов золота / Гц 1 / 2. Таким образом, путем расщи- 
рения понятия инерционного баланса до нанометрового масштаба, Zettl увеличи
ли ее чувствительность до порядка нано-величины. Наномеханический датчик 
имеет множество преимуществ по сравнению с традиционным спектрометром 
точного определения масс. Во-первых, этот прибор не требует потенциально 
разрушающую ионизацию образца. (Больщие молекулы, такие как белки, часто 
разрушаются при ионизации.) Во-вторых, это устройство становится более чувст
вительным в высших массовых диапазонах в отличие от традиционных масс- 
спектрометров. Наконец, наномеханический датчик компактен и, в конечном сче
те, может быть включен на чипе.

Как можно обнаружить колебания углеродной нанотрубки? Нанотрубки об
ладают меньшим размером, чем длина волны света, оптические стандартные ме
тоды для обнаружения вибраций неудачны. Хотя можно увидеть колебания с по
мощью просвечивающего электронного микроскопа, но этот метод является 
слишком медленным, чтобы быть полезным, и это не практично для коммерче
ских применений. Решение для обнаружения электрических колебаний. Zettl ис
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пользуют модифицированную версию «Нанотрубки Радио» . По сути, они слу
шают колебания нанотрубки.

2.3. Хранение водорода с использованием фуллеренов
Хранение водорода — одна из самых больших проблем, с которыми столк

нулась альтернативная энергетика. Но оказывается, решение ее не сложнее, чем 
микроскопические шарообразные молекулы углерода.

Казалось бы, внимание в 
эти дни приковано к 
углеродным нанотрубкам и 
углеродной нанопроводке. Но 
нельзя забьюать и еще одну 
многообещающую и
уникальную углеродную
молекулу — бакиболл.
Бакиболлы (buckyballs), назван
ные так в честь Бакминстера 
Фуллера, содержат 60 атомов 
углерода. Это самая маленькая 
разновидность щарообразных 
углеродных молекул,
фуллеренов, число атомов в 
которых может доходить до 
2000.

Новое исследование,
проведенное Университетом 
Райса, показывает, что 
углеродные бакиболлы можно 
использовать для хранения водорода с плотностью, сравнимой с плотностью ядра 
Юпитера. Хранение водорода — самая сложная задача, которую только предстоит 
рещить индустрии альтернативных источников энергии. Несмотря на то, что 
больщие надежды на преодоление зависимости от ископаемого топлива возлага
ются на водородные топливные элементы и эксперименты в области водородного 
сгорания, проблемы хранения водорода не дают этим технологиям выйти из лабо
раторных условий. Водород, сам по себе исключительно легкий, должен хранить
ся с плотностью, превосходящей плотность жидкого водорода, чтобы соревно
ваться с бензином в плане расстояния, которое мащина сможет преодолеть на од
ной заправке. Задача архисложная.

Исследование, которое будет опубликована в мартовском выпуске Nano 
Letters, журнала Американского химического общества, финансировалось частич
но более чем миллиардным грантом на исследования в области хранения водоро
да от Министерства энергетики США и частично Центром военно-морских иссле
дований. Руководитель проекта Борис Якобсон, профессор механического конст
руирования в Университете Райса, поражен результатом. «По нащим расчетам, 
некоторые бакиболлы способны удерживать настолько плотный объем водорода, 
что тот едва ли не переходит в металлическое состояние, — утверждает он. — 
Похоже, что при комнатной температуре они могут удерживать водород весом до 
8 процентов от собственного, что значительно лучще, чем ориентир в 6 процен
тов, поставленный властями».

Рис. 10. С и^хщ 'ра ф у.13*р«на С60
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Якобсон признает, что идея хранения водорода в молекулярном контейнере 
не нова. Еще в прошлом, — соглашается он, — было известно, что бакиболлы мо
гут хранить водород. Тем не менее, исследование Якобсена вместе с Ольгой Пу- 
пышевой и Амиром Фараяном, его бывшими аспирантами, впервые предложило 
метод точного вычисления объема водорода, который смогут, не ломаясь, выдер
жать микроскопические шары.

Место проведения исследования весьма символично, ведь именно в Универ
ситете Райс более 20 лет тому назад были открыты бакиболлы. Объясняя, как 
столь маленькие шарики могут хранить столько водорода, Якобсон говорит: 
«Связи между атомами углерода — одни из самых сильных химических связей в 
природе. Именно эти связи делают алмазы самой твердой в мире субстанцией, и 
наше исследование показывает, что для деформации или разрыва связей типа уг
лерод-углерод в фуллерене требует колоссальное внутренне давление».

Новой метод вычисления вместительности задействует высокоточное ком
пьютерное моделирование. Модель измеряет силу связей между атомами углеро
да в бакиболле по мере добавления атомов водорода. Модель универсальна в том 
смысле, что может быть масштабирована для фуллеренов любого размера. Она не 
только показывает, сколько водорода может вместить фуллерен, но и симулирует 
разрыв фуллерена, когда установленная величина оказывается превышена.

По словам Якобсона, наполненные водородом бакиболлы теоретически 
можно будет хранить в виде порошка. «Они, скорее всего, будут собираться в 
слабые молекулярные кристаллы или образуют мелкий порошок, — утверждает 
он. — Использовать их можно будет либо целыми, или же протыкать в опреде
ленных условиях для высвобождения чистого водорода для топливных элементов 
или двигателей другого рода».

2.4. Разработка топливного бака будущего

____/. 0Ucommgxm3O£m m M ^Sm , с^ствы m m  будущего

В поиске решения безопасного хранения водорода при большой плотности, 
учёные из Греции впервые получили структуру, которая, по их мнению, станет 
основой топливного бака будущего.

При одинаковом весе водород в три раза более энергонасыщенный, чем бен
зин, но газ сложно хранить. Даже в жидком виде он требует высокого давления
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или сверхмощного охлаждения. Последний прототип автомобиля, который спосо
бен проезжать только до 450км на полном баке.

Возможность хранить больше водорода простым способом может продви
нуть технологию вперёд одним махом. А топливные баки нового поколения для 
хранения газа внутри твёрдых тел или жидкостей теперь делают это возможным.

Учёные из Греции утверждают, что они спроектировали материал, способ
ный ответить требованиям, установленным пять лет назад Департаментом Энер
гетики США, чтобы создать материалы, способные удерживать 6% своего веса в 
водороде.

Для сравнения, самые передовые существующие твёрдые аккумулирующие 
материалы, гидриды металла, имеют цифру в 2 %.

Исследователи из Университета Крита в прощлом году доказали, что угле
родные наноспирали могут удерживать до 3.31 % своего веса в водороде. Сейчас 
они спроектировали сходный материал, который теоретически может удерживать 
почти в два раза больше.

Новая разработка заключается в листах графена -  углеродный пласт толши- 
ной в атом -  разделённых столбцами из нанотрубок толщиной в 1.2-нанометра.

Проводилось искусственное моделирование, для того, чтобы доказать, что 
молекулы водорода могут свободно диффундировать по всей массе вещества, ко
торое ‘заправляется’ положительно заряженными ионами лития для того, чтобы 
усилить его свойства, позволяющие удерживать газ.

Модели показали, то новые материалы поглощают 6.1 % своего веса в водо
роде при комнатной температуре и давлении.

Это лучшие удерживающие свойства материалов на сегодняшний день. 
Фраудакис надеется, что пока теоретические материалы покажут прогнозируемые 
свойства на практике. Па данный момент по меньшей мере две исследовательские 
группы, пытающиеся разработать новый материал.

2.5. Применение металлоорганической структуры для хранения 
водорода

Материалы на основе углерода могут без давления хранить водород с боль
шей плотностью, чем плотность твердого водорода. Чем выше интерес к так на
зываемой «водородной экономике» и к транспорту, сжигающему водород или ис
пользующему его в топливных элементах, тем более насущным становится во
прос — как же хранить водород. Многие эксперты полагают, что для того, чтобы 
транспорт на водородном топливе мог соревноваться с бензиновым в дальности 
поездок, водород необходимо хранить с плотностью, превышающей плотность 
жидкого водорода. Такие уровни компрессии чреваты проблемами с безопасно
стью и высокой стоимостью.

Недавно мы рассказьшали о планах хранения водорода в углеродных фулле- 
ренах, таких как «бакиболлы». А в Центре нейтронных исследований Националь
ного института стандартов и технологий (NIST) продемонстрировали многообе
щающую новую технологию хранения водорода с использованием еще одной эк
зотической разновидности углеродных материалов.

NIST, Университет Мэриленда и Калифорнийский технологический инсти
тут совместно проводили исследования металлоорганических решеток (MOF). 
Этот тип соединений считается очень перспективным, так как может с легкостью 
хранить и высвобождать водород благодаря простым изменениям условий хране
ния. Однажды на этой основе может быть даже разработано что-то наподобие то
пливного насоса.
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Еще одно преимущество металло
органических решеток в том, что для вы
свобождения водорода они не нуждают
ся в высоких температурах. Другим ма
териалам подчас требуют температуры 
от 100 до 500 градусов по Цельсию, 
прежде чем они высвободят водород.

Группа исследователей сосредото
чила свои усилия на MOF-74, пористом 
кристаллическом пороппсе, разработан
ном в Калифорнийском университете 
Лос-Анджелеса. Соединение имеет лю
бопытный вид: углерод складывается в 

Рис. 12. Н ан ост рут ура M O F -74 своего рода молекулярные соломинки,
по внутренним полостям которых бегают ионы цинка. Соломинки очень плотно 
упакованы, образуя порощкообразный материал. Благодаря уникальному устрой
ству материала один грамм такой субстанции имеет площадь поверхности равную 
площади теннисного корта.

Данная структура удивительно хорошо упаковьшает водород. Ученые уста
новили, что при 77 градусах по Кельвину (-196° С) MOF-74 поглощает больще 
водорода, чем любой из известньк на сегодня непрессованньк материалов. Мате
риал пакует водород с плотностью, превосходящей плотность твердого водорода. 
Чтобы придти к этому открытию ученые использовали смещанную технику ней
тронного рассеивания и абсорбции газа.

Крейг Браун, ученый из Центра нейтронных исследований, сообщает, что 
исследователи не вполне уверены, что же помогает MOF-74 так здорово впиты
вать водород. По его словам, они склоняются к мнению о том, что это может про
исходить в результате взаимодействия водорода с ионами цинка. Браун вооду
шевлен перспективами MOF-74: «Когда мы начали наши эксперименты, мы поня
ли, что взаимодействие с металлом не только повьппает температуру хранения 
водорода, но и увеличивает плотность до большей, чем у водорода в твердом со
стоянии. Это абсолютно первый случай, когда подобное было достигнуто без по
мощи компрессии».

Температура, необходимая для складирования в MOF-74 легко достигается с 
помощью дещевого жидкого азота. Это большое преимущество по сравнению с 
твердым азотом, нуждающимся в температурах ниже -269° С. Исследователи на
деются, что дальнейшие исследования позволят им либо модифицировать матери
ал, либо найти похожие, чтобы складирование стало возможным при еще более 
высокой температуре. Тогда можно будет обойтись без систем охлаждения и/или 
изоляции, а значит снизить производственные затраты и улучпгать экономию то
плива.
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ИССЛЕДОВАНИЕ КИНЕМАТИКИ ДВУХШАРНИРНОЙ 
КАРДАННОЙ ПЕРЕДАЧИ С ПОМОЩЬЮ КОРРЕЛЯЦИОННО

РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА

Гурвич Ю.А., Вареник А.А., Августинович А.Г., Старовойтова О.Л.

Белорусский национальный технический университет, Минск

This artic le  con tains а  descrip tion  o f  a  new  m eth od  o f  unevenness defin ition  in dependence o f  
obliqu ity angle a n d  its influence on ou tput cinem atic characteristics o f  tw o -jo in t cardan  shafts. A lso  con
du cted  a stu dy o f  cardan  shafts using correla tion -regression  analysis.

В отличие от работ [1-7] здесь впервые сделана попытка исследовать влия
ние утла поворота а ведущего вала I, угла излома уг и угла между вилками у, рас
положенными на одном валу II, на угловое ускорение ез ведомого вала III двух
шарнирной карданной передачи, схема которой представлена на рис.1, с помощью 
корреляционно-регрессионного анализа и программного пакета STATISTICA.

Корреляционно-регрессионный анализ широко используется при исследова
нии различных зависимостей между статистическими рядами. В зависимости от 
количества рассматриваемых факторов корреляционно-регрессионный анализ 
подразделяется на два вида: парный и множественный. Парный корреляционно
регрессионный анализ устанавливает связь между двумя факторами; у. = хр, мно
гофакторный -  между п факторами, один из которых -  зависимый, а остальные -  
независимые: у, = /(х ,,,х ,2,...,х,„)) [8-10].

При изучении кинематики плоской двухшарнирной карданной передачи 
сначала был проведён парный, а затем многофакторный корреляционно
регрессионный анализ.

В и д  А

Рис. 1. С хем а плоской двухш арнирной карданной передачи с двум я карданам и

Для определения углового ускорения ез вала III двухшарнирной карданной 
передачи в качестве исходной информации йспользуем формулу угла поворота 
ведомого вала р ', приведенную в [2];

 ̂ COSY2 •^ga(l-i-?gV) ^Р' = arctag
cosYj -  tga ■ tg\\i + cos  ̂у2 • tg\\i{tga + tg\y ■ cosy,)

0 )

где a -  угол поворота вала I; Р'- угол поворота вала III; уі -  угол излома вала I; уг 
угол излома вала III; \|/ -  угол между вилками 2 и Г, расположенными на валу II.
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Сначала определим угловую скорость ведомого вала. Так как угол Р' являет
ся функцией двух переменных а, у2 , то полная первая производная по времени от 
(1) представляет собой сумму двух слагаемых

dt да dt ду2  dt
Введем замены:

= ^2(a,Yi,Y2,vj/) =
да 0 ^ 2

5Р' ©3 = Ф ' -  угловая скорость
dt

вращения вала III; ©i = -  угловая скорость вала I; ю 2̂ = ~ угловая ско-
dt

рость вала III при переменном угле уг- 
Выражение (1) перепишем в виде

©- = ©1 •Il(a,Yi,Y2’V)+®y2 •'̂ 2(a,Yi,Y2»M̂ ) (2)
Теперь определим угловое ускорение ведомого вала ез, взяв полную произ

водную по времени от левой и правой частей выражения (2) (в [7] приведен вывод 
формулы 8з):

б?©.
^з=- dt = Si •Zl(a,Yi,Y2^y) + ©, ^aZl(q,Yi,Y2.M^) ^   ̂ ail(g,YpY2>¥) 

da ‘ d^ 2

©r2

+Ey2-'L2(a,Yi,Y2>4^) + ©„ aZ2(g,Yi,Y2>¥) aT2(g,Yi.Y2»¥)•©, +- © (3 )---------- .
. Эд ді2

где El - угловое ускорение вала I; Еуз - угловое ускорение вала III при переменном 
угле Уг-

В работе исследование углового ускорения Р' = 83 с помощью парного кор
реляционно-регрессионного анализа было выполнено при переменных углах:

1. а (при фиксированных углах уі, Уг, v). Примем, например, уі = л/36,
Y2= л/36, \|/ = л/90;

2. Ух (при фиксированных углах а, у2, v)- Примем, например, а = 21/6, уг -  тг/Зб, 
\|/ =лУ90;

3. Y2 (при фиксированных углах а, уь v/). Примем, например, а = я/6, уі = я/36, 
\|/ =71/90;

4. \j/ (при фиксированных углах а, уь уг). Примем, например, а = тг/б, у\ = тг/Зб, 
У2 =7t/36.

Значения углов а, уі, У2, v|/ и углового ускорения р' в функции этих углов 
или р' = р'(ос), р' = р'(Уі)’ P' = P'(Y2)’ Р' = Р'(¥) определим по формуле (3), используя 
программный пакет MATHCAD (рис. 2). Тогда в обозначениях MATHCAD:

-  а, Уь у2, v|/ (рад);
-  p ' ( g )  =  6 2 g ,  р ' ( у , )  =  / » 2 у 1 , Р '( У 2)  =  6 2 у 2 ,  p '( v i/ )  =  /> 2 v |/( р а д / с ^

В столбце исходных данных угол а принимает значения 91л/180 и 
271я/180, вместо а = 90я/180 и а = 270я/180, так как tga, входящий в формулу 
83 [7], при значениях этих углов стремится к ± оо.
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а  =

Y2 =

0 4.002 ■ я/180 ' 58.543
7г/б 2.422 2тс/180 51.558
7t/3 -0.577 Зтс/180 39.897

9І7Т/180 -1.99 4я/180 23.532
2тг/3 , Ь2а =

-0.414
Yi =

5я/180 62у1 =
2.422

п 4.002 6тг/180 -23.483
5тг/4 0.91 7п/Ш -54.249

27ІТГ/180 -1.99 8л/180 -89.951
7п/4 1.097 971/180 130.675
2п 4.002 10я/180 176.523

■ ті/180 ■ 
2я/180

'-55.592' '  тс/360 ■ '0.703'

-48.406 тг/180 1.294

3V180 -36.332 Зті/360 1.867

4я/180 -19.384 2тг/180 2.422

571/180
бтг/180

 ̂ Ь2у2 =
2.422
29.064 ; =

571/360
Зті/180

, Z)2vi/ =
2.96

3.478

7тс/180 60.514 7тг/360 3.979
8тс/180 96.74 4ті/і80 4.46
9тг/180 137.702 9ті/360 4.923

_107г/180 183.359_ _5тг/180_ _5.367_

а) б)

в)
Рис. 2. Г раф ики  зависим ост и у гл о во го  у с к о р е н т  от угл о в  а, у;, у2, у/'. 

а) р' = р'(а)> б) р' =  р'(У,)- Р' = Р'(Уа). Р' = Р'(Х|/)



Из графика, представленного на рис. 2, видно, что зависимость между угло
вым ускорением Р' и углом а близка к параболической; между Р' и углом у\ 
близка к гиперболической; между Р' и углом уг близка к параболической; между 
р' и утлом у близка к линейной. Поэтому при выводе формулы парной регрессии 
с помощью программного пакета STATISTICA будем использовать параболиче
скую, гиперболическую и линейную функции.

№=Ш
ж

Ипоги pęrp^ccsm ддя $»енсимои переменней: Ь2 (Тебдица д? 
R= ,ШШ24 R2= .26440Ж Скоррекшр R2=

8 С ід .О ш  !а i t(7) I р-уршЪЕГк С ід О ш
j 6 Е Т А  _  _______________________
f 2:8397S1 1 J^58B8 1 J57452 0.137940

-1,67221 1,245710 -0 ,03^ ^ :0 .023866  -1,50293 0.176661 
1«f?214 1,246710 0,00010310ХЮ0056 1 ^ 1 4  0,157406

Итоги регрессии для зависимой переменной: Ь2 (Таблица  ̂
R= .99200825 R2= .98408038 Скоррвктир. R2= .97953191 
F(2,7)=216,35 р<,00000 Станд. ошибка оценки: 11,596

N=10
Б Е Т А Стд.Ош.

Б Е Т А
Стд.Ош . І 1(7) 1 р-уро8.

____В____^ ^ _________ :
Св .член I 1179.9129118.38532^ 9.7857 0.000025!
gammal -1.23608:0,081060 2,16999: -15.2490 О.ОСЮШГ
W 1 1 -0.32481 0.0810601 : ■■ /• _1_ , [23,695631 -4.0070 0.005U4 !

N=10
Св.член..
gamma2

Итоги регрессии для зависимой переменной; Ь2 (Таблица л 
R= .99999946 R2== ,99999893 Скоррекгир, R2= ^ ^ 2  
F(2,7)=32®E3 р<0,ОСЮ0 Станд. ошибка оценкси: J09701

БЕТА  I Ста . Ош. 
І БЕТА

а

0.^*^73 0.001748 
0.(ХШ 19 0.0017481

ІСіД,Ош. i 
8 1

t(7) jp^ypoe.

0,114103: -510,102 ОДЮОШ); 
І0ДЙ22; 570.116'одатоі 
[0,047654 ! 2 Д70 0^377184!

N=10

psi_..

Итоги регрессии для зависимой переменной: Ь2 (Габлица f. 
R* .99899418 R2* , 9 9 7 9 ^  Скорректир. R2» .99773Ш5 
F(1^)=3970j9 р< ,00000 Станд ошибка оценки: ,07472

БЕТА Стд.Ош.
БЕТА

В . Стд.Ош. 
В

Щ  I р-уров.

10.29420010.051043 5.7Б375 0,СЮй422 
0,998994- 0 .01 5 8 5 3 Н И И И 0  0  ̂ 0 , 0 0 ( ^

Рис. 3. Результ ат ы  парной регресси и  для у гл о в  а, у/, у2, у/

Из рис, 3 ВИДНО, что зависимости р' от углов а, уь у2, \|/ выражаются моде
лями:

Р'= 2.839761-0.0358V-0.000103-a; 
р'= 179.9129-33.0901-уі-94.9492-1/уі; 

р'= -58.2040+2.4070- уг^+0.0987- уг; 
р'=0.2942+1.036764- у.

Применим многофакторный корреляционно-регрессионный анализ для ус
тановления одновременной функциональной зависимости между исследуемой 
случайной величиной и факторами у = f(x^,X2 ,...,x„) или Р'=Р'( а, уь y2,v|#).

На стадии количественного анализа отберем факторы, влияние которых на 
исследуемую зависимость у = /(x,,X 2,...,x„) существенно. В уравнении множест
венной регрессии существенными обычно оказываются те факторы, которые 
имеют существенную корреляционную связь с результативным признаком, т. е. с 
у - /(Х|,Х2,...,х„) (большое значение коэффициента корреляции), а между со
бой- несущественную (малое значение коэффициента корреляции). На данной 
стадии рассчитывается корреляционная матрица (табл. 1).

Таблица 1

у ДГ2 Хп
У 1 Гух\ у̂х1 у̂хп
Х\ 1 х̂\х1 7*х\хп
Хг 1 ГхТхп
ч ГхЗдГ/7
\ \

Хп \
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Коэффициент корреляции между факторами лс, и xj определяется по фор

муле

(4)

где X. и Xj - соответственно, среднее по строкам и столбцам.

В нашем сл)^ае корреляционная матрица между углами а, уь Уг, V и угло
вым ускорением f 3 = ^ ' примет следующий вид:

Matriza -

1 '*взУ2
г b'V

''вза 1 w гаі\/

''ау. 1 ^ТгТі ГVYi

Гау2 г
Г2 Г1

1 Г
Y2 V

Га\|/ гWi ^Y2V 1

Matriza =

1 0.032 -0.973 0.975 0.999
0.032 1 0.955 0.965 0.995

-0.973 0.955 1 1 0.02
0.975 0.965 1 1 1
0.999 0.995 0.02 1 1

Из матрицы видно, что коэффициент корреляции:
-  между р' и а равен 0.032;
-  между Р' и уі равен -0.973;
-  между р' и у2  равен 0.975;
-  между fi' viy/равен0.999.

Для фактора а (матрицу рассматриваем по столбцам) связь с фактором уі 
сильнее, чем с функцией Р', потому что = 0.955 > = 0.032. Следова
тельно, фактор а является несущественным и его нужно исключить из дальнейще- 
го рассмотрения.

Исходные данные Р' для множественной корреляции получим из формулы 
(3) по 29 значениям углов уь уг, у  (в градусах):
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Yi =

■ 0 ■ ' 0.5 ~ ' 0 . 2 ' 0.832
0.5 1 0.3 1.735
1 1.5 0.8 3.095

1.5 1.75 1.1 2.609
2 2 1.3 0.899

2.5 2.25 1.7 -1.924
3 2.5 2.2 -6.13

3.5 2.75 2.5 -11.565
4 3 2.7 -18.047

4.5 3.25 3 -25.128
5 3.5 3.3 -32.092

5.5 3.75 3.8 -38.979
6 4 4.5 -46.214

6.5 4.25 4.9 -51.116
7 ’ У 2 = 4.5 . Ц> = 5.3 -51.857

7.5 4.75 5.9 -43.329
8 5 6.1 -36.733

8.5 5.25 6.5 -22.233
9 5.5 7 -11.848

9.5 5.75 7.7 1.416
10 6 7.9 19.769

10.5 6.25 8.3 61.176
11 6.5 9.1 94.006

11.5 6.75 9.5 145.979
12 7 9.7 200.717

12.5 7.25 10.1 243.717
13 7.5 10.3 296.951

13.5 7.75 10.7 341.095
14 8 _ 11.1_ _ 378.234 _

В работе были рассмотрены:
-  линейная модель, для которой коэффициент множественной корреля

ции R = 0,754;
-  параболическая модель, для которой коэффициент множественной 

корреляции R = 0,964;
-  гиперболическая модель, для которой коэффициент множественной 

корреляции R = 0,597.
Так как коэффициент множественной корреляции у параболической модели 

наибольший, то она наиболее точно описывает связь между Р' и углами уь Уг, V- 
Приведем расчет параболической модели.
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Puc. 4. Выбор модели для нелинейной многофакторной регрессии

Произведя все необходимые вычисления в программе STATISTICA, полу
чим таблицу результатов.

Hulciple Regression Result^s

D ер enden^: b ecc a Multiple R .96423730 F = 110. 2967
.92975357 df = 3, 25
.92132400 Р * .000000No. of cases: Z9 adjusted T r

Standard error of estimate:34.7374085S8 
Intercept: 89.164869002 Std.Error: 21.18733 t< 2S) = 4.2084 p .0003

V2**2 b*=9.60 V3**2 b*=~7.S V4**2 b*=-1.3

Regression Summary for Dependent Variable: betta (Spreadsheetl) 
R= .96423730 R?= .92975357 Adjusted R?= .92132400 
F(3,25)=110.30 p<.00000 Std.Error of estimate: 34.737

N=29 ' Ф ~ - '

$ p-vafugj
f  ' " П

1 89.1649 21.18733 4.20841 0.000290
9.60361' 1.477ІШ 19.2803 2.96559 6.50134 0.000001

-7.48370 0.913547 i -47.2314 5.76561 -8.19192 0.0000001
-1.278521 0.9018951 -3.9265 2.76986 i -1.41759 0.1686551

Puc. 5. Результаты многофакторной регрессии для параболической модели

Полученная многофакторная модель зависимости функции отклика от пре
дикторов Р'=Р' ( Уь Y2, V ) имеет вид

Р' = 89.1649 +19.2803 • у1̂  -  47.2314 • у2̂  -  3.9265 • v|/̂
Из приведенных результатов, полученных с помощью корреляционно- 

регресйонного анализа, следует, что:



-  зависимость между откликом и предикторами сильная, так как 
R = 0,964 > 0,75;

-  построенная параболическая регрессия адекватно описьюает взаимо
связь между откликом и предикторами;

-  свободный член статистически значим [9].
Полученная модель может быть использована:

-  для прогнозирования значений углового ускорения Р ';
-  для определения исходных значений углов у\, уг, У при заданном зна

чении углового ускорения Р '.
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ОБЪЕДИНЕНИЕ РЕШЕНИЙ В ПРОГРАММНОМ КОМПЛЕКСЕ ANSYS 12 

Куликов И.С., Коваль Ю. Г., Томило Е. В.

Белорусский национальный технический университет, Минск

P o ssib ility  on a sso c ia tio n  o f  dec ision s in p ro g ra m  com plex AN SYS 12 on  a p ro b lem  exam ple about m ixing o f  
liqu ids w ith  various tem pera tu res a n d  sp eed s  o f  m ovem ent in p ip e s  is p re se n te d

В программном комплексе ANSYS 12 реализованы наиболее наглядные и удобные 
при использовании возможности по объединению решений, полученных в различных мо
дулях программы. При использовании ANSYS 12 возможно решение задач с большим 
приближение к реальным условиям.

В данной работе для демонстрации этих возможностей будет решена задача о сме
шивании двух жидкостей с различными температурами и скоростями движения во врезке 
в трубу.

Размеры трубы:
Внешний диаметр 100мм;
Толщина стенки 2 мм;
Материалы:
Сталь с параметрами: модуль Юнга £=2*10’*Па, коэффициент Пуассона v = 0.3.
Вода с параметрами: плотность р=997 кг/мЗ, удельная теплоёмкость 

с=4181Дж/(кг.К).
В работе рассматривались трубы с одинаковыми геометрическими размерами. Рас

четная модель строится в SolidWorks (рис. 1).

Рис. I. Твердот ельная м одель т руб

Геометрическую модель жидкости создаем в ANSYS и разбиваем на конечные 
элементы (рис. 2, а, б).
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а б
Рис. 2: а  -  м одель ж идкост и; б  -  сет очная м одель ж идкост и в AN SYS

Во врезке в трубу задана скорость 10 м/с и температура 333 К, в самой трубе ско
рость 20 м/с и температура 295 К, давление на выходе равно 0 МПа, скорость по внешней 
поверхности трубы задана 0 м/с (рис. 3).

Рис. 3. Задание граничны х условий

Рассматриваем течение жидкости как установившийся процесс. В результате расчета 
в модуле CFX получили значения температуры на внешней поверхности жидкости 
(рис. 4, а), которые затем импортируем в модуль Steady-StateThermal на внутренние по
верхности труб (рис. 4, б).

а 6
Рис. 4: а  -р а сп р ед е л е н и е  т емперат уры на внеш ней поверхност и ж идкост и; 

б -  им порт ированное распределение т ем перат уры  на внут ренние поверхност и т руб
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Задаем значение температуры величиной 22 “С на внешней поверхности труб. Реша
ем задачу. В результате получаем неравномерно нагретое тело по толщине трубы и по ее 
длине (рис. 5).

Кб«01МЬтЛ*пл|

Рис. 5. Н еравном ерно нагрет ое тело

Далее импортируем давление на внешней поверхности жидкости, рассчитанное в мо
дуле CFX (рис. 6, а), в модуль StaticStructurał на внутренние поверхности труб (рис. 6, б).

а  б
Рис. 6: а - давление на внеш ней поверхност и ж идкост и; 

б - им порт ированное давление на внут ренние поверхност и т руб

Итоговый расчет НДС производится в модуль StaticStructurał с учетом полученных 
раннее решений для тепло-гидравлической и температурной задач. Приложив результаты, 
полученные в этих решениях как условия нагружения для труб, получаем задачу для оп
ределения ІІДС с учетом неравномерного распределения температуры и давления. В ре
зультате решения получаем распределение интенсивности напряжений (рис. 7), при ана
лизе которого можно сделать вывод о НДС рассчитываемого тела.
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к Geometry/Prw PreviewX Report P re v ie i^

Puc. 7. Распределение интенсивности напряж ений

По принципу приведенного расчета можно решать задачи используя в виде нагрузок 
результат ранее решенных задач. Таким образом, решение разных типов задач для рассчи
тываемого тела происходит последовательно, по средствам одностороннего переноса ре
зультатов предшествующего расчёта на последующий в качестве граничных условий. При 
таком решении возможен учет неравномерности таких нагрузок как температура и давле
ние. Задавая нагрузки как результат решения, мы получаем достаточно приближенное к 
реальным значениям решение задачи.
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УДК 539.3
ИССЛЕДОВАНИЕ ПАДЕНИЯ ТЯЖЕЛОГО ТЕЛА В ВОЗДУХЕ 

ПРИ КВАДРАТИЧНОМ ЗАКОНЕ СОПРОТИВЛЕНИЯ

Горбач Н.И., Лужинский Е.С., Неверовская Я.Б.

Белорусский национальный технический университет, Минск

В р а б о т е приводят ся результ ат ы  т еорет ических исследований падения т яж елого тела 
в воздухе при квадрат ичном  закон е сопротивления. П олучен р я д  аналит ических зависимостей, 
характ еризую щ их основны е парам ет ры  эт ого  движ ения.

Рассмотрим падение тела в воздухе без начальной скорости. Примем силу 
сопротивления R  равной по величине где fj, - постоянный коэффициент
сопротивления, зависящий от формы и размеров тела и физических свойств 
среды.

Определим изменение скорости падения и пройденного пути с течением 
времени, предельную скорость падения, время, в течение которого тело достигает 
предельной скорости, расстояние, пройденное телом до достижения предельной 
(максимальной) скорости падения.

1. Направим ось Ох (рис.1) по вертикали вниз, изобразим тело в 
произвольном положении и покажем силы, действующие на него: вес Р  и силу 
сопротивления R.

Запищем второй закон динамики в проекции на ось Ох:
т х  =  Р  — R =  Р  — fiV^, ( 1)

где Р  — т д .  Обозначим % =  — и сократим на Ш, получимdt
=  п  — Ł y 2  _  й (mą

d t  ^  т  т \  ji
V (2)

I р  J т д  2Обрзначим — =  л; —  =  71 , разделим переменные и проинтегрируем:
т

£V dv
о n^-V^ 
о

I k d t= ^  —  1п\-----
■ 'о  2 п  І П - У

=  k t.

Потенцируем полученное выражение и 
определим закон изменения скорости с течением 
времени:

V =  п
g2nfcr_i

(3)

R

-gznkt+i ■
2.Для определения предельной скорости 

падения уравнение (3) представим в виде

П
1-е -2пкг

(4)

Из (4) следует, что с увеличением времени 
падения скорость возрастает и при t  =  эс 
достигает максимальной (предельной) величины:

^ y \ j



Kj, =  n  = (5)

Значение можно также получить из условия максимума функции f ( V ) ,

при котором f ( y )  — —  = 0 .  Поэтому подставив в уравнение (1) ускорениеdt
I P  __ I m g

ум  л/ ^
— =  о, получим Р  — =  0. Отсюдаdt

3.Определим время, за которое скорость падения тела достигнет значения 
весьма мало отличающегося от^предельной скоройц, т.е. V =  уЦ ^, где у  <  1,

Кі/і ~
Подставим в (3) вместо V  значение V  =  уп. После сокращения на V

1 ,  1+ Уполучим у  =  - г - — . Отсюда t  =  = ---- In — - . (6)g z n f c t ^ l  Y z n k l - y  ^

Или c учетом введенных выше обозначений
. 1 fm , i+ y
ty  =  -  — I n — ^  . (6’)У 2 у  fig 1-y  ̂ ^

Таким образом, время, в течение которого скорость тела достигает 
предельного значения, зависит от массы тела и коэффициента сопротивления 
воздуха, т.е. более тяжелое тело достигает предельной скорости падения за 
большее время при одном и том же сопротивлении воздуха.

4. Определим зависимость пройденного пути (координаты х )  от времени.
^  ^ z n k t_

dx

Так как V =  —  =71- dt <, z n k t

-1

g2nfet + l

TO разделим переменные и преобразуем 

)d t.

После интегрирования этого выражения при начальных условиях t  =  0, 
Xq — о  получим

=  (7)к г   ̂ ^
гг I МТак как п  =  V„p, fe =  —, то (7) можно записать в следующем виде:m

x  =  V„J t +  — Z n - (8)
В соответствии с этим законом тело будет падать до тех пор, пока не

dv „
достигнет предельной скорости. В этом случае ускорение —  =  О, то послеdt
достижения предельной скорости дальнейшее движение тела будет равномерным 
со скоростью, равной предельной скорости.

5. Определим какой путь, будет проходить тело до момента достижения 
предельной скорости в зависимости от времени ty. Для этого подставим в

формулу (7) значение ty  из (6)
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1 + в
_2пк—̂Zn——̂1X =  п  —  I n — -  +  -  ZnInk 1-y к 2

После преобразований получим

(9)

Из формул (5), (6) и (9) следует, что более тяжелое тело проходит больший 
путь до достижения предельной скорости и за большее время, чем менее тяжелое, 
при одних и тех же значениях у  и і̂. Предельная скорость падения более 
тяжелого тела больше скорости падения менее тяжелого при прочих равных 
условиях.

6. Определим далее зависимость скорости падения тела от пройденного 
расстояния (от пути).

dv vdv
Для этого уравнение (2) перепишем, введя подстановку —  = ---- , в виде

dt dx
Vdy^  — — (-------ИЛИ С учетом введенных выше обозначений:

VdV , , 2—  =  k C r r - V ^ ')
d x  ^ ^

(10)
После интегрирования уравнения (10) с учетом нулевых начальных условий 

и последующих преобразований получим
V  =  n V  1 — е

Из (II) видно, что с увеличением х  выражение в  убывает, стремясь к 
нулю при X C3Q, а скорость V  стремится к максимальной (предельной) скорости
V = П' 'п р  “  •

Из выражения (И ) также можно определить, как быстро скорость 
падающего тела приближается к предельной , т.е. определить % при V =  yV„j..

Из выражения у  — л / 1 — =Фх =  —^ 1 п ( 1  — In (1  — у^),

что соответствует полученной ранее формуле (9).
В качестве примера рассмотрим движение парашютиста, считая что 

парашют раскрывается как только парашютист покидает самолет.
Из практики известно, что сила сопротивления выражается формулой [1]

( 12)

где Сд.- безразмерный коэффициент сопротивления; для парашюта =  1,4  ; 
р  - плотность воздуха;
при t  =  15 ° и давлении 760 мм рт. ст. р  =  1 ,205 Н  •
S - площадь проекции парашюта на горизонтальную плоскость, м^.
Тогда для коэффициента сопротивления р  получаем выражение:

(13)

Примем массу парашютиста вместе с парашютом ш  =  8 0  Kć; значение S 
принимаем 10, 20 Н 30 М^.

Тогда для р  подучим три значения:
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fi — 8,435; 16,870 и 25,305 Н  • /м ^  или кг /  м.
Значение у  примем:

Yi =  0 . 9 ;  Ъ  =  0 . 9 9 ;  Г з  =  0 , 9 9 9 ;  у д  =  0 , 9 9 9 9 ;

Для принятых значений 7n,fl  и у  определим предельную скорость падения, 
время ty  и путь, пройденный за это время, используя формулы (5),(6) и (9).

Результаты вычислений приведены в таблице 1, где — м/С, ty- в секундах, х-
в метрах.

\  7

0,9 0,99 0,999 0,9999

8,435 у / Ł, =  1,449у / = 2,604у / Ц = 3,739у / t j  = 4,872у /

9,641 у /  = 7,880 у ^ 2  ~ 18,586 = 29,491 уУ^ = 40,414

16,87 Ц = 1,024у / = 1,841у / ty = 2,6И4 = 3,445у /

6,819 у /  Хі = 3,940 у /х 2  =  9,293 /4^=14,745 у ^  = 20,207

25,30 t, =  0,836 у / Ц = 1,503 ty = 2,158 у / tj. = 2,812 у /

/  5,567 у /  Xj. = 2,625 у/'&г =  6.193 = 9,826 у4ц = 13,466

Из таблицы 1 видно, что тело достигает скорости, весьма близкой к 
предельной за достаточно небольшое время, а не за время t  =  ао.

Так при коэффициенте сопротивления fi — 2 5 , 3  кг/м  тело достигает 
значения 99,99% примерно за 2,8 с.

Теперь разобьем путь, проходимый за некоторое принятое общее время, на 
два участка: первый -  участок ускоренного движения и второй -  участок 
равномерного движения с достигнутой на первом участке предельной скоростью.

Расстояние, пройденное телом на первом участке, определим по формуле
(8), которую представим в виде

=  Km ! I n"I ''нр\ ‘'У (14)

Расстояние,пройденное на втором участке:
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^ 2

Тогда общее расстояние

л: =  Х і  +  я-2  =  V +  - І П
{±+е~^т^^^У^

(15)

(16)

Примем за общее время время падения парашютиста с высоты 
/і =  ІОООлі с предельной постоянной скоростью V„p =  S ,S b 7  м /с , что 
составляет примерно 3 мин.

Вычислим расстояние, по формуле (8) предположим, что в течение времени 
=  3 ДШН движение бьшо ускоренным и по формуле (16), как сумму 

расстояний при ускоренном движении и %2 при равномерном, приняв 
fx =  25,305?сг /м ,  V„p =  5 ,5 6 7 м /с , ty  = 2,812с и m  =  80 кг.

По формуле (8)
( і  +  е

In
fi 2

= 5,567-180-
80

25,385
In

1 +  567-180

По формуле (16)

X =  5 ,567- 180 + 8 0 In
(. -2-^ '̂S,S67'2.S12\
l l + e  S O  I

= 999,868 w.

999,868.«
2 5 ,3 8 5  2

Полученные результаты в точности совпадают. Это объясняется тем, что 
достижение точного значения предельной скорости теоретически возможно при 
t  =  ос. Поэтому в пределах принятого значения t ф  а тем более при больших 
значениях движение может рассматриваться ускоренным.

— ...Заметим, что выражение е  т ^  с увеличением с достаточно быстро 
стремится к нулю, начиная даже со значения t  =  3 СвК , а , именно, при этом 
значении t  и указанных выше значениях fi, ш  и это выражение равно 
2 ,58 '10“ ,̂ которым можно пренебречь.

Тогда для значений t  > 3 сек падение может рассматриваться как 
равномерное со скоростью Ущ, а координата X  определяется по формуле

(17)

что хорошо согласуется с данными табл. 1.

тт
X ~  +  — 1п2,

JlH lE F A iyF A

Тарг С.М. Краткий курс теоретической механики. -  М.: Высшая школа, 
1955.-4 1 6 с .



РАЗРАБОТКИ ПО НАНОМАТЕРИАЛАМ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ 
ЛАБОРАТОРИИ ZETTL BERKELEY

Августинович А.Г.

Белорусский национальный технический университет, Минск

In this a rtic le  d e sc r ib e d  a  Z ettl R esearch  Group. They are  cu rren tly in vestiga tin g  electronic, m ag
netic an d  m ech anica l p ro p e r tie s  o f  nanoscale m ateria ls such  a s fu llerenes, carbon  a n d  non-carbon  nano
tubes. They a lso  a re  in vestiga te  b io lo g ica l app lica tion  o f  nanotechnology.

1. Введение
Zettl -  это группа, которая занимается экспериментальной физикой во главе 

с ом, который является государственным профессором на кафедре физики в Уни
верситете Беркли и в отделе изучения материалов в Национальной лаборатории 
Беркли Лоренца. Они также связаны с центром наномеханической комплексной 
системы, междисциплинарным центром нанонауки. В исследованиях этой группы 
приняли участие исследователи из Беркли, Стэнфорда, Cal Tech и UC Merced. 
Зеттл является директором центра.

Исследовательская группа Zettl в настоящее время исследует электронные, 
магнитные и механические свойетва наноразмерных материалов, таких как фул- 
лерены, углеродные и Non-углеродные нанотрубки, и двумерные структуры листа 
графена, также и нитрида бора. Они также заинтересованы в необычных элек
тронных состояниях при обычных и высоких температурах сверхпроводников. В 
лаборатории они обобщают эти материалы и исследуют их свойства, используя 
различные методы, включая и сканирующую электронную микроскопию, скани
рующую зондовую микроскопию, высокое магнитное поле и высокие давления, 
ИК- и КР(комбинационного рассеяния) -спектроскопии. Они также исследуют 
биологические применения нанотехнологий.

2. Наноразмерная архивная память
Разработан новый механизм для хранения цифровой памяти, способный 

хранить данные с долгим сроком службы и высокой плотностью. Такое запоми
нающее устройство состоит из кристаллических наночастиц железа, заключенно
го в многослойньпс углеродных нанотрубках. Наночастица может двигаться через 
нанотрубки с применением низкого напряжения, устройство «записывает» бинар
ное состояние в виде позиции наночастицы. Состояние устройства может быть 
впоследствии прочитано простым измерением сопротивления.

Рис. I. Н аночаст ицы ж елеза, заклю ченные в м ногослойны х углеродн ы х нанот рубках
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Цифровые устройства хранения данных стали повсеместно использоваться в 
нашей жизни, музыка, фотографии и даже написание слов перешли от своих тра
диционных аналоговых форматов в новые цифровые. Однако этот переход на 
цифровое хранение данных вызвал опасения о времени работы носителей. Хотя 
древние аналоговые носители (например, камень и калька) могут сохранить свои 
данные за тысячи лет, цифровые технологии хранения данных, такие, как оптиче
ские диски, магнитные диски и магнитные ленты, как полагают, на полвека (а во 
многих случаях намного меньше). Очевидно, камень и калька не хорошо подходят 
к объему сегодняшних данных: ячейки в дисках находятся на расстоянии около 
микрона друг от друга, резьба на камне имеет размеры ближе к сантиметру. Но
вым архивным технологиям придется объединить лучшие черты обоих, хранение 
данных на высокой плотности с большим временем службы.

Рис. 2. Е гипет ские иероглифы, кот оры е долгое врем я хранят ся на камне, но у  них низкая
плотность записи

3. Просмотр атомов на грани двухмерного кристалла
Хотя физика материалов на поверхности и краях очень хорошо изучена, дви

жение отдельных атомов непосредственно на изолированном краю не наблюда
лось в реальном времени. С TEAM 0.5, просвечивающим электронным микроско
пом, группа Zettl отразила динамику атомов углерода на краю отверстия в один 
атомный слой графена. Они определили стабильности и описали динамику раз
личных конфигураций края.

Можем ли мы увидеть, как отдельные атомы перемещаются в реальном вре
мени? Можем ли мы смотря на кристалл увидеть перерыв формы, как атомы из
меняют сами себя? С появлением коррекции аберрации просвечивающего элек
тронного микроскопа (ТЭМ), такой как TEAM 0.5, ответ на эти вопросы «да». 
Этот микроскоп позволит изучить не только каждый отдельный атом в пробе, но 
он может сделать это за значительно короткие сроки. Впервые, можно сделать за
пись динамики атомов.

Идеальная система для из>чения динамики атомов графена - один лист гра
фита. Это атомный слой атомов углерода, оставленный концом карандаша для на
блюдения в микроскоп TEAM. Нетронутая гексагональная решетка углерода пре
рывается отверстием, умышленно сделанным длительным облучением п)шком 
электронов TEAM. Атомы на краю отверстия подвергаются действию постепенно
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выбрасываемых электронов из пучка и размер отверстия растет. Атомы, которые 
потеряли своих соседей, являются крайне неустойчивыми, и передвигаются, ста
раясь быстро найти стабильную конфигурацию. Анализируя рост дыры и атомные 
перестройки, Zettl заключают, что конфигурация зигзаг является наиболее ста
бильной на открытой границе графена.

Рис. 3. С хем а зи гза г  (красный) и кресло (синий) конф игураций

Схема зигзаг (красный) и кресло (синий) EDGE конфигураций. Положение 
края обозначается белой штриховой линией. Хотя обе конфигурации показаны в 
фильме TEAM 0.5, зигзагообразные края более стабильные при обл>'чении элек
тронным пучком и они преобладают.

Схема стабильности края. Удаление атомов на краю кресла (синяя, сверху) 
оставляет за собой изолированный ато.м, в то время как удаление атома из края 
зигзагом (красный, низ) не оставляет.

4.НАНОТРУБКИ в РАДИО

■ л,.;-:--'. . r C - s a - c - - ■■

Рис. 4. Вибрирую щ ая нанот рубка, при помощи кот орой м ож н о слы ш ат ь радиосигналы

Zettl построили полностью функциональное, со встроенным радиоприемни
ком, во много раз меньше, чем любое предыдущее радио, из углеродных нанотру
бок. Одна нанотрубка служит, как и все основные компоненты радио: антенна, 
тюнер, усилитель и демодулятор. Прием сигналов производится с помошью вы
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сокочастотных механических колебаний нанотрубки, а не через традиционные 
электрические средства.

Изображения, пол>'ченные с помощью электронной микроскопии, показы
вают одну из углеродных нанотрубок, торчащих из электродов. Эти папотрубки 
меньше микрона, или в 10000 раз тоньше, чем ширина человеческого волоса. Ко
гда радио сигнал конкретной частоты затрагивает нанотрубку, она начинает ак
тивно вибрировать. Электрический ток может использоваться для обнаружения 
механических колебаний нанотрубки, и это позволяет слышать радио сигналы.

Антенна и тюнер осуществляются в совершенно иначе, чем традиционные 
радиостЕНЦИи, прием сигналов с помощью высокочастотных механических коле- 
баний ианотрубки, а не через традиционные электрические средства. Мы уже ис
пользовали нанотрубки радио для пол>^ения и воспроизведения музыки с FM ра
диопередач таких как Layla Эрика Клэптона (Derek And The Dominos) и пляж 
Boy's Good Vibrations. Радио нанотрубки чрезвычайно малых размеров могут по
зволить радикально новые приложения, такие как радиоуправляемые устройства 
достаточно малых размеров, чтобы существовать в человеческой крови, или про
сто меньше, дешевле, и эффективнее беспроводных устройств, таких как сотовые 
телефоны.

Высокое разрешение просвечивающего электронного микроскопа позволяет 
наблюдать нанотрубки радио в действии. Zettl записали четыре видеофильма с 
помощью электронного микроскопа, где нанотрубки радио играют четыре песни. 
В начале каждого видео, радио нанотрубки настроены на другую частоту, которой 
передается радиосигнал. Таким образом, нанотрубки не вибрируют, и только ста
тические помехи могут быть услышаны. Как только радио становится в гармонии 
с передаваемым сигналом, нанотрубка начинает вибрировать, которая размывает
ся в видео, и в то же время, музыка становится слышимой. Четыре песни, кото
рые прослушали с помощью нанорадио The Beach Boys, Ларго из оперы Генделя 
Ксеркс (это была первая песня), Layla Эрика Клэптона (Derek & The Dominos), и 
главный титул "Звездных Войн" Джон Уильямс.

Ийко vacuum tub* 1К«о *«9*псуТ1И іпмЛЛвІ*м«4*«іе««
В»4) 0<»Я

Nanotube radio (2007)
Рис. 5. И зменение р а зм ер о в  р а д и о  со  врем енем

За последнее столетие, радио в значительной степени уменьшилось по срав
нению с деревянными " в стиле собор", радиостанциями 1930-х годов, карманны
ми транзисторными радиоприемниками 1950-х годов и современными в одном
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радиочипе в сотовых телефонах и беспроводных датчиках. Продолжая эту тен
денцию, Zettl еще более уменьшили радио, искусно осуществили нескольких 
функций радио с одним компонентом, углеродными нанотрубками. Эти радио на
нотрубки в более девятнадцать раз меньше, чем вакуумная трубка Philco радио с 
1930-х!

5. Прямое преобразование света в работу
Современная технология и исследования по преобразованию солнечной 

энергии зачастую неразрывно опирается на производство, хранение и распределе
ние энергии для содействия производству полезной работы. Исследователи в ла
боратории Zettl обнаружили механизм для преобразования солнечной энергии в 
работу. Они с помощью оптотермального отопления производят градиенты по
верхностного натяжения, в результате которых на плавучие объекты действует 
движущие силы. Эти силы, по существу преобразование солнечной энергии непо
средственно в полезную работу.

Рис. 6. Н ебольш ая сам оходная лодка, плавающ ая на воде и управляем ая с  помощ ью
оп т от ерм аіьн ого  отопления

Пример: небольшая самоходная лодка, плавающая на воде и управляемая с 
помощью этого процесса. Наноструктурированные композиционные материалы, 
состоящие из вертикально связанных полидиметилсилоксановых (PDMS), угле
родных нанотрубок, встроенных в пластик, эффективно поглощают свет и преоб
разует его в тепло. При плавании на жидкости, это тепло локально уменьшает по
верхностное натяжение жидкости. Когда объект асимметрично нагревается, соз
дается градиент поверхностного натяжения и силы на объекте несбалаисирован- 
ны, в то возникает чистая движущая сила на объект.

Определение пространственного облучения, ориентирование света могут 
быть использованы для контролируемого перемещения объектов на различных 
жидкостях. Этот метод двигателя обходит типичные ограничения, связанные с 
двигателем такие, как турбулентность. Вращательные движения также могут быть 
получены путе.м тщательного проектирования расположения света поглощающих 
материалов. При простоте использования поверхностного натяжения, на котором 
основан механизм создания движения, может быть использован для широкого 
применения.

6.ПЕРЕМЕЩЕНИЕ НАНОРАЗМЕРНЫХ ЧАСТИЦ
Группа Zettl разработали технику для перемещения отдельных атомов вдоль 

углеродной нанотрубки и обратно. Общая масса сохраняется с высокой степенью 
точности ( 5%) во время транспортировки.
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Градиент напряжения, а не тепловой градиент, определяет направление пе
ремещения массы.

Концентрация влияет только на скорость передачи: наличие или отсутствие 
частиц, но не их размеры, влияет на рост своих соседей.

Рис. 7. П ерем ещ ение наноразм ерны х частиц вдоль нанот рубки

7. Наномеханический датчик определения масс частиц атомных
РА З М Е Р О В

Рис. 8. Н анот рубка, используемая как наномеханический  
дат чик определения м а с с  частиц ат омных р азм еров
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Рис. 9. Принцип дейст вия наном еханического дат чика

Какова наименьшая масса, которую может измерять простое механическое 
устройство? Едва заметные пылинки? Одна бактерия? Или, возможно, нанокри
сталл, состоящий из нескольких тысяч атомов? В самом деле, Zettl разработали 
новый вид механического датчика, основанного на вибрирующей углеродной на
нотрубке, которым можно определить массу одного атома! Массовый датчик, ос
нованный на нанотрубке, относится к семейству противовеса, известного как 
инерциальный противовес. Эти противовесы представляют собой пружину с при
соединенной массой, которая может свободно колебаться. Отслеживая изменения 
в частоте колебаний, можно обнаружить изменения в массе. В этом устройстве, 
нанотрубка служит пружиной, а также контролируя частоты ее колебания, мы 
можем обнаружить изменения в массе, вызванные адсорбированием отдельные 
атомов на поверхности нанотрубок. Чтобы быть более точным, текущая чувстви
тельность устройства составляет 1,3 * 10 -25 кг / Гц 1 / 2  или, что эквивалентно 
0,40 атомов золота / Гц 1 / 2. Таким образом, путем расширения понятия инерци
онного баланса до нанометрового масштаба, Zettl увеличили ее чувствительность 
до порядка нано-величины. Наномеханический датчик имеет множество преиму
ществ по сравнению с традиционным спектрометром точного определения масс. 
Во-первых, этот прибор не требует потенциально разрушающую ионизацию об
разца. (Больщие молекулы, такие как белки, часто разрущаются при ионизации.) 
Во-вторых, это устройство становится более чувствительным в высших массовых 
диапазонах в отличие от традиционных масс-спектрометров. Наконец, наномеха
нический датчик компактен и, в конечном счете, может быть включен на чипе.

Как можно обнаружить колебания углеродной нанотрубки? Нанотрубки об
ладают меньшим размером, чем длина волны света, оптические стандартные ме
тоды для обнаружения вибраций неудачны. Хотя можно увидеть колебания с по
мощью просвечивающего электронного микроскопа, но этот метод является 
слишком медленным, чтобы быть полезным, и это не практично для коммерче
ских применений. Решение для обнаружения электрических колебаний. Zettl ис
пользуют модифицированную версию «Нанотрубки Радио» . По сути, они слу
шают колебания нанотрубки.

301



8. Нанодвигатель

Рис. 10. Ф от ограф ия нанодвигат еля

Рис. 11. И зображ ени е мет ачлической пластины  
с угл ер одн ой  нант рубкой

Для разрабатываемых сейчас 
микроскопических устройств, ко
торые смогут, например, проплы
вать по кровеносным сосудам чело
века и очищать их стенки от отло
жений холестерина, нужны уж со
вершенно микроскопические дви
гатели - размером с молекулу. 
Группа Zettl смогла создать нано
двигатель с использованием много
слойных углеродных нанотрубок.

Нанодвигатель представляет 
собой вращающуюся металличе
скую пластину с углеродной нанот
рубкой.

Низкие внешние напряжения 
точно контролируют скорость ра
боты и положения ротора пласти
ны. Повторные колебания ротора 
пластины между позициями, а так
же повороты в 360 градусов были 
продемонстрированы без признаков 
износа или усталости.

В отличие от существующих 
химических биоприводов и двига
телей, эта синтетическая электро
механическая система нанометро
вых размеров привода предназна
чена для работы в широком диапа
зоне частот, температуры, и эколо
гических условий, в том числе в 
вакууме и жестких химических 
средах.

Рис. 12. В ирт уальное изображ ение нанодвигат еля: т вердая  прям оугольная  
м ет аллическая пластина, кремниевая м икросхем а, ф иксированны е элект роды

ст ат ора



Концептуальный дизайн электромеханического вращательного привода. 
Вращательный элемент, твердая прямоугольная металлическая пластина, высту
пающая в качестве ротора, крепится к валу. Поддержка концов вала производится 
их опиранием на окисленной поверхности кремниевой микросхемы. Пластину- 
ротор окружают три фиксированных электрода статора: два горизонтальных со
противления находятся на поверхности оксида кремния, а также третий статор 
находится под поверхностью. Они контролируют положение, скорость и направ
ление вращения ротора.

9.ВЫВОД
Благодаря исследовательской группе Zettl и их исследованиям, получены и 

открыты новые применения наноматериалов в различных областях: механике, 
электронике, биологии. Это еще один щаг в развитии и применении нанотехноло
гий.

1. Разработали новый механизм для хранения цифровой памяти, способный 
хранить данные с долгим сроком службы и высокой плотностью.

2. Zettl отразили динамику атомов углерода на краю отверстия в один атом
ный слой графена, определили стабильности и описали динамику различных кон
фигураций края.

3. Zettl построили полностью функциональное, со встроенным радиопри
емником, во много раз меньше, чем любое предыдущее радио, из углеродных на
нотрубок.

4. Zettl обнаружили механизм для преобразования солнечной энергии в ра
боту.

5. Группа Zettl разработали технику для перемещения отдельных атомов 
вдоль углеродной нанотрубки и обратно.

6. Zettl разработали новый вид механического датчика, основанного на виб
рирующей углеродной нанотрубке, которым можно определить массу одного 
атома.

7. Zettl смогли создать нано двигатель с использованием многослойных уг
леродных нанотрубок.

ЛИТЕРАТУРА
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ОБУЧЕНИЕ СТУДЕНТОВ СОЗДАНИЮ ПРЕЗЕНТАЦИЙ В POWER POINT

Анципорович П.П., Алейникова О.И., Войтович О.Н., 
Лукашевич О.Н., Луцко Н.Я.

Белорусский национальный технический университет, Минск

Обучение качественному представлению информации является одним из 
этапов подготовки инженера. В настоящее время все более эффективной формой 
представления информации является компьютерная презентация, представляю
щая собой связанную последовательность слайдов на определенную тему, выпол
ненных в едином стиле и храняпщхся в одном файле. Компьютерные презентации 
удобно использовать на защитах курсовых и дипломных проектов, выступлениях 
с докладами, в учебном процессе.

Для обучения студентов технологиям создания компьютерной презентации 
на кафедре «Теория механизмов и мащин» в рамках дисциплины «Информатика» 
разработано электронное пособие. Оно содержит последовательность упражне
ний, позволяющих студенту изучить технологии, инструменты и объекты прило
жения Microsoft Office PowerPoint и создать компьютерную презентацию.

В лабораторной работе «Знакомство с приложением Microsoft Office Power
Point» студенту предлагается подготовить доклад-презентацию на тему «Про- 
граммное обеспечение персонального компьютера», состоящий из 15 слайдов:

Программное обеспечение 
персонального компьютера

Д р к л я д -п р е м я т а ц и я  

В ы п о л н и л  С и д о р о в  А . А .

4 С одер ж ан и е доклада

ш Определение ПО ПК 
« С'фукіуіза ПО ПК
■ Базовое ПО
■ СистекпоеПО
■ Шструментапьное ПО
■ Сл^гжебное ПО
■ Класси;^1а£|ия сл̂ ’жебньк

4 Ц ель доклада

Знаком ство с  nporpaNłMHbiM 
о б есп еч ен и ем  (П О ) персонального  
ком пью тера О Ж ), ег о  структурой и 
ф ункциям и.

С одерж ан и е док .іада

Щзнкпадное ПО
Классификацня прикладных гцзограмм

I -  ;  '
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О п])еделение ПО П К

..щ  Іф о г р а м м н о с  о б еш еч ен н е  -  это 
' совоі^ таость п роіранм , обеспе^швающих 
. работу ЛК п о д  уіф авленней  пользователя.

% *

Структура П О  П К

Б азовое ПО

:.;Б ап »«с п о  отвечает за взаим одействие  
V Г С базовьш и аппаратньіый средствами. Оно  

^ гу '̂ в х о д щ  в  состав базового оборудования и  
специальны х микросхем ах  

{ , .  (Л ЗУ ^ Л остоііп і& і^ зап ош ш аю іц н е устрой
с т в  1ф6 г П Ш У  -  п ф еір о гр а м м н р у ем ы е  

' ^лостояш & іе запрю ш аю щ йе зпстройства).

•W- '-iś' ■ '• ̂ сГ'-V ' ■ • •' S-- < •'

i  i . »juaw  ̂ , й
.V>'

re*;..

С истем ное П О

С и ст ем н о е п о  служит для обеспечения  
^ .  ^ ек п Л н ой  ^работы  аппаратуры  

Ч. . n,k<uomaofq)a.

ллл . -fur.

;Щ К г

С истем ное П О

Д р а й в ^ > ы  -  спеівіалйзйрованны е программы, 
вьтопнйю щ ие опёращ ш  п о  обм егу  данными 

i ^  Moigiiy ф о г^ а м м о й  и  внеш ними устройствами.

■ С^ксдсхва о б есп еч ен и я  п о л ьзо в ател ьск о го  
„ Ą  й н і^ іф е й с а  -  класс  хфогреаим системного ПО^ 
; ' г  по  . <р .едствайі;которьк пользователь подучает 

BoaeoąąjocTb^BBOTunb данны е в  вьии слителы уто  
• . с й сте і!^  'у п р ^ п я т ь  е е  работой  и  получать 

ГА р е ^ ш ь т а т н в  у доб ной  д л я  себ я  ф ( ^ е

‘ - И нструменгалоыное П О  слуяагг для 
, ^ \ р а з р а б о ^  пакетов іф ограм м , і^ й м ен яем ы к  в 

л  ̂ V ̂  различны х областях деятел>ности человека.

й Г '  -
4?

ай̂ ат

Шт

ТЬ 1 |ч і . і ' і |
1

рм^імГЎійіЬг V'-' 1

С луж ебное П О

■ Служебное ПО взаимодействует с
ipoif аниаии базового в  системного уровней.
,чД*^'‘̂ !!*^кслужвбньп іроірамм (их наш-
в̂ают^заивдицвммн) -  автоматизаиия работ по 
іфов^с^ наладке н настройсе компьютерной 
 ̂ испорчу^ для расшнраеня

$ 1иулучшенив4!^нкц|йсистемнь1х программ.

y!,* > “

Классификация служебных 
программных средств

2-:' ■

. .■,*; '.г;̂ .Дисштчеры файлов (файловые мешдаоеры) 
; 7̂ щ|.>Вьшоявяюг <шерацви, связанные с обслуживанием 

Т'"файловой структуры' копирсеавие, пфемещенве и 
.̂ Л̂ёрцткев̂ валяе файясе, соадавве тсаталогсв (папок).
’̂■пшаЦевие файлов каталогов Л т.д.

> .С ^ сЗ ва '^ і€ Ш ія і'' данных (архиваторы)
w іт̂ ;|к̂ анекы̂ рйі создания !ч>хивоа

я̂ .;'Х̂ »дства. ...-'̂ щагностисн предаазначены для 
' автоівтвзіідвв'ітроцессов двагвоствки программного

;<Й̂!0&®печеяавл«і.-Ггг!:і̂ ....
i ,

»V a j .B V»,
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Классификация служебных 
программных средств

"t- , ,>-^рвдсім, комц’никацвй: позволяют устангв- 
соедивенЕС с удаленкыни компьютераии, 

«бмужввают передиу,̂  сообщеннй i алысгронной 
поч̂_,̂ >?і5<ПУіі: хелеконференцияаш л др, операции.

іі;у< н с ііе та н в ж  к о м п ь ю те р н о й  б ею - 
ото  ф ед сте а  < п а с о в в о й ' и^ акш вн ой

П рикладное ПО

Ц р ія с ііяан о е  П О  ------ ' п р о гр ам м ы ,
' '  д л я  в ы п о л н о ш я

.* *--------------- ;П01П ь з ^ щ ё л ь й ^  зад ач  и
m "^нетосредсіве^

'  с  п о л ьзо в ател ем . ,

д'йіассйфйкацйя прикладных 
программ^ , ,

Установив требуемые параметры и изучив характеристики окна Microsoft 
PowerPoint, студент приступает к созданию презентации.

Фрагмент лабораторной работы имеет вид
11. Создайте слайд 2. Для этого активизируйте пункты Меіто Вставка -  Создать
с л а ^ , при этом в правой часть появится окно
12. В области задач Разметка слайда изучите стандартные макеты слайдов. 
Найдите макет Заголовок и текст. Примените, если необходимо, макет 
Заголовок и текст к слайду 2, вьшолнив на макет LC.
1 .̂ Отредактируйте слайд 2, приведя его к виду
)̂Цль доклада

с программным 
|ббеспеченйем<^'-^0)‘і̂  персонального 

э1ф ]̂ра чСПК),'*' eięo структурой и
^  ■ к- F  ‘ .

Для этого;
13.1 для Заголовка слайда установите, если необходимо, форматирова
ние согласно п.9; введите текст заголовка.
13.2 для Текста слайда установите, если необходимо, следующее форма
тирование:

шрифт: Times New Roman, 
размер: 36,
выравнивание; по ширине (для этого активизируйте пункты Меню 
Формат -  Выравнивание -  По ширине);
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отступ слева: 0; 
красная строка: 1; 

введите текст.

В презентациях для наглядности представления информации удобно исполь
зовать организационные диаграммы. В лабораторной работе «Знакомство с при
ложением Microsoft Office PowerPoint» студенты на примере создания слайда 6 
(«Структура ПО ПК») приобретают навыки создания и форматирования органи
зационной диаграммы.

Фрагмент работы имеет вид
16. Создайте слайд с макетом Заголовок и объект, использую технологии п. 11- 
12.
17. Отредактируйте слайд, приведя его к виду

Структура ПО ПК

Для этого:
17.1 Для Заголовок слайда установите, если необходимо, форматирова
ние согласно п. 15.1; введите заголовок.
17.2 Вставьте Организационную диаграмму. Для этого:

17.2.1 выполните LC на значке - Добавить диаграмму или органи
зационную диаграмму;

17.2.2 в окне Библиотека диаграмм выберите тип диаграммы 
Организационная диаграмма;
17.2.3

17.3 Установите Правосторонний макет диаграммы. Для этого:
17.3.1 на Панели инструментов Организационная диаграмма нажмите 
кнопку
17.3.2 выберите Правосторонний;

17.4 Добавьте четвертую Подчиненную фигуру диаграммы. Для этого:
17.4.1 на панели инструментов Организационная диаграмма наведите
курсор на кнопку и нажмите!
17.4.2 в меню выберите ^  Подуиненный

17.5 Следуя указаниям п. 17.4, добавьте фигуру Помощник.
17.6 Измените стиль диаграммы на Рельефный градиент. Для этого:

17.6.1 на Панели инструментов Организационная диаграмма нажмите
на кнопку - Автоформат;
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17.6.2 в окне Библиотека стилей организационных диаграмм выбери
те стиль диаграммы Рельефный градиент и

17.7 Разгруппируйте диаграмму. Для этого на Панели инструментов Органи
зационная диаграмм нажмите кнопку Макет и выберите @  Автомакет

17.8 Разместите фигуры диаграммы и в
соответствии с приведенным выше изображением слайда. Для этого наведите 
курсор на границу фигуры (курсор примет вид Ф); удерживая нажатой левую 
кнопку мыши, переместите фигуру в нужное место.
17.9 Дополните диаграмму текстом (см. изображение слайда). Для этого вы
полните LC внутри фигуры диаграммы, установите формат:

шрифт: Times New Roman, 
размер: 20 ,
начертание: полужирный, 
выравнивание: по центру; 

введите текст.
17.10 Для завершение работы с диаграммой выполните LC на свободном поле 
слайда.

Благодаря наглядности, информационной емкости, компактности и мобиль
ности компьютерных презентаций обеспечивается высокая эффективность пред
ставления информации.
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ПРИНЦИПЫ ПРОЕКТИРОВАНИЯ ПРИСПОСОБЛЕНИЙ 
ДЛЯ НАНЕСЕНИЯ ПОКРЫТИЙ С ЗАДАННЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

ТОЛЩИНЫ СЛОЯ

Белорусский национальный технический университет, Минск 

Авсиевич А.М., Осипович В,В.

The ru les o f  design in g  f o r  irregu lar thickness coa tin g  dev ices are  subscribed . Irregu lar thickness 
coatings h ave be  o b ta in ed  b y  irregu lar p a r t  angular ve lo c ity  accord in g ly  w ea r value, which is m easured  
in every p o in t o f  p a r t  surface.

Исследования процесса изнашивания подвижных сопряжений свидетельст
вуют о том, что различные участки поверхностей трения подвержены действию 
факторов износа с разной интенсивностью /1/. В результате потеря работоспособ
ности вращательных пар трения обусловливается появлением недопустимо боль
шого зазора не по всей площади сопрягаемых поверхностей, а только в некоторых 
радиальных направлениях (рис. 1). Для большинства сопряжений в плоских меха
низмах характерно отсутствие перекосов, поэтому в осевом направлении распре
деление износа можно принять неизменным.

Традиционно технологии восстановления изношенных поверхностей путем 
нанесения покрытий предполагают протачивание до размера Rmin , подготовку по
верхности абразивно-струйной обработкой, напьшение или наплавку покрытия до 
размера больше Rhom , возможно термообработку покрытия, финишную механиче
скую обработку до номинального размера и шероховатости. Из приведенного ри
сунка видно, что при такой технологии основной объем наносимого покрытия 
восполняет не столько изношенную поверхность, сколько срезанный в процессе 
подготовки слой. Для минимизации расхода материала упрочняющих покрытий 
необходимо производить процесс нанесения с управляемым распределением тол
щины слоя соответственно эпюре износа.

При нанесении с помощью концентрированных источников энергии толщи
на покрытия h в пятне обработки за один проход (оборот детали) определяется
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исходя из расхода наносимого материала и времени нанесения на элементарный 
участок восстанавливаемой поверхности

(1)h =

Q -  расход материала покрытия в высокоэнергетической струе; 
t -  время нанесения покрытия на элементарный участок поверхности;
S -  площадь пятна обработки.

Расход материала молсет бь’ть выражен как
Q - K V ^ S ,  (2)

где К -  коэффициент, характеризующий размер, массу и количество частиц мате
риала, проходящего через сечение S в единицу времени;
Vc -  скорость потока частиц.

Время t при нанесении покрытия от неподвижного источника на вращаю
щуюся деталь можно определить по формуле

ъ ь

кд
(3)

где Ь -  размер пятна обработки в направлении относительного перемещения дета
ли источника (плазмотрона, горетки, электрода и пр.);
Кд -  скорость относительного перемещения; 
сод -  угловая скорость вращения детали; 
г -  радиус детали.
Тогда толщина покрытия будет равна

, к ъ  к .
h = ---------^

0) (4)
Д

В формуле (4) первая дробь включает величины, постоянные для конкретно
го процесса нанесенрія покрытий, а вторая дробь -  параметры, которыми можно 
варьировать. Варьирование скорости потока частиц определяется расходом 
транспортирующего газа. Это может быть реализовано применением пороппсовых 
питателей с регулируемым расходом транспортирующего газа, в которых регули
ровка производится за счет изменения размера дроссельной щели кулачковыми 
механизмами. В них один оборот кулачка соответствует одному обороту упроч
няемой детали, а законы движения толкателей определяют в зависимости от тео
ретической эпюры износа упрочняемой поверхности. Алгоритм проектирования 
таких кулачковых механизмов является общепринятым и описан в /2/. Углы опе
режения и запаздывания механизмов определяются экспериментально в зависи
мости от размеров детали, расстояния от нее до источника и прочих особенностей 
технологии. Однако, с учетом наличия этих дополнительных факторов, для боль- 
щинства технологий сложно гарантировать точное управление расходом материа
ла. Поэтому предпочтительно наносить покрытия с переменной толщиной при 
постоянном потоке частиц и варьировании относительной скорости перемещения 
детали и источника. Это может быть реализовано путем создания специальных 
приводов вращения детали.

Учитывая, что стандартные приводы движения деталей обеспечивают по
стоянную скорость вращения, приспособление для обеспечения переменной ско
рости вращения должно проектироваться исходя из обеспечения заданной переда
точной функции
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ю-
I =

d ę
со,

 ̂ = Л Ф і ), (5 )
'1 ^Фі

где 0)2 и с/ф2 — соответственно угловая скорость и приращение угла поворота уп
рочняемой детали;
coi и с/(р1 -  аналогичные величины для стандартного вращателя, являющиеся по
стоянными.

График функции г(фі) должен соответствовать развертке эпюры износа. На
пример, для эпюры, представленной на рис. 1, график функции показан на рис. 2. 
Минимальное значение i соответствует точке, в которой по результатам измере
ний наблюдается максимальный износ Umax-, а для каждого фі величина i опреде
ляется по зависимости вида

І = а - W , (6)
где и  -  замеренный в данном положении износ; 
а VI к -  некоторые коэффициенты, причем

«  >  ^ ^ т а х  • (7 )
В общем случае зависимость (5) может иметь сколь угодно сложный вид, 

определяемый требованиями к распределению свойств по поверхности конкрет
ной детали и зависящий от эпюры ее изнащивания. В принципе возможно зада
вать детали переменное вращение с изменением направления угловой скорости.

Алгоритм проектирования передаточного механизма, обеспечивающего 
воспроизведение заданной зависимости /(фі), предполагает разбиение графика 
функции (рис. 2) на несколько участков. Для каждого участка движение от вала, 
вращающегося с постоянной скоростью шц на вал детали, вращающийся со ско
ростью С02, передают через отдельный кулачковый механизм. Все кулачки жестко 
закрепляют на валу стандартного вращателя, а толкатели -  на валу детали. Про
фили кулачков рассчитьгеают по общепринятой методике /2/. Зависимость /(фі) 
определяет закон движения. Согласованную работу кулачковых механизмов 
обеспечивают установкой кулачков и толкателей с соответствующими углами 
опережения таким образом, что после окончания передачи движения одним меха
низмом оно начинает передаваться следующим.

Развертка

Рис. 2. П ример граф и ка  передат очной функции соот вет ст вую щ ей эпю ре износа

В ряде случаев привод вращения детали может быть выполнен на основе 
простых рычажных механизмов, например кулисного механизма, представленно
го на рис. 3.
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Рис. 3. С хем а кулисного м ехан гам а привода вращ ения упрочн яем ой  дет али  

При соотношении основных размеров механизма

а (8)

Равномерное вращение кривошипа с угловой скоростью Ю] будет преобразо
вываться во вращение кулисы с переменой угловой скоростью (02 без изменения 
направления вращения. Скорость вращения будет нелинейно изменяться в диапа
зоне

С0і(/і - а ) < С 0 2  + а ) .  (9)
Формирование покрытий по всей поверхности происходит за большое количество 
проходов (оборотов детали), порядка десятков и сотен. Так как за один проход 
расход материала пропорционален относительной скорости перемещения детали 
и источника, варьирование скорости позволяет в конечном итоге сформировать 
покрытия переменной толщины с широким диапазоном варьирования.
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к ВОПРОСУ о  КРУЧЕНИИ
СТЕРЖНЕЙ НЕКРУГЛОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ 

Якубовский Ч.А., Якубовский А.Ч., Гурин А.Н.

Белорусский национальный технический университет, Минск

T he accoun t o f  torsion  bars w ith  a n on-round  cro ss-sec tio n  is presen ted . It’s a  practical in teresting  
m ethod  as m o st s im p ly  accoun t. T h e approxim ation  o f  g eo m etr ica l re in force w ith  8 per. m isca lcu la tio n  is  
rece ived . T h e particular c a se s  o f  n on-rou nd  c r o ss-sec tio n s  (there are e llip se , trian gle and  rectan g le) are 
considered .

Большой практический интерес представляет собой вопрос о кручении 
стержней некруглого поперечного сечения, применяемых в различных конструк
циях. В таких стержнях при кручении поперечные сечения не остаются плоскими, 
а искривляются (деплакируют). Это связано с тем, что точки поперечного сечения 
получают перемещения, направленные вдоль оси стержня.

Если на стержень не наложены связи, препятствующие свободной деформа
ции его поперечных сечений, то такое кр)шение называется свободным. При сво
бодном кручении в стержне возникают лишь касательные напряжения.

Таким образом, при кручении стержней некруглого поперечного сечения 
нарушается одна из основных гипотез сопротивления материалов — гипотеза 
плоских сечений. Поэтому при решении таких задач необходимо учитывать не 
только взаимный поворот сечений, но также их депланацию. Эта задача усложня
ется еще и тем, что напряжения в стержне определяются функцией не одной пе
ременной (р) полярной системы координат, как в стержнях круглого сечения, а 
двух переменных (х,у) декартовой системы координат. Следовательно, определе
ние напряжений в стержнях некруглого поперечного сечения представляет собой 
довольно сложную задачу, которая решается методами теории упругости [1].

При кручении стержней произвольного поперечного сечения основными па
раметрами, представляющими практический интерес, являются наибольщие каса
тельные напряжения Ттах, возникающие в стержне, и относительный угол закру
чивания 0 (угол закручивания на единицу длины стержня). При этом независимо 
от формы сечения значения этих величин могут быть записаны в виде,

е = — ; 6 - *  (1)
■к *

где Т — крутящий момент, приложенный к стержню; G —  модуль сдвига мате
риала стержня; d(p — взаимный поворот поперечных сечений стержня на участке 
dz\ Wk'&h — геометрические характеристики сечений некруглой формы при кру
чении — соответственно геометрическая характеристика прочности (момент со
противления кручению) и жесткости (геометрическая жесткость).

Задачу о кручении стержней впервые решил знаменитый французский уче
ный Б. Сен-Венан (1797-1886). Однако, точное решение, предложенное Сен- 
Венаном и заключающееся в непосредственном интегрировании дифференциаль
ных уравнений равновесия совместно с заданными краевыми условиями, является 
довольно сложным, даже для простьк сечений. Немецкий ученый Л. Прандтль 
(1875-1953) впервые предложил рещение этой задачи путем введения понятия 
функции напряжений Ф{хУ), что значительно упрощает расчет.

Эта функция дифференцируема и связана с касательными напряжениями 
следующим образом [2, 3]:

'max W,,
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ẑx = ду
дФ 

"  дх (2)
Функция Ф должна удовлетворять уравнениям равновесия, уравнениям 

сплошности и краевым условиям. Подставляя соотношения (2) в уравнения рав
новесия и применяя формулы закона Гука при кручении, получим следующее 
дифференциальное уравнение:

Л^ф d}0

При свободном кручении краевые условия на торцах принимают вид (рис.1):
\i'^zy^-'^zxy¥A ^T. (4)

Учитывая выражения (2), а 
также, применяя теорему Грина 
при интегрировании [3], условие 
(4) может быть записано в сле
дующем виде:

T = 2\d>dA. (5)
А

Но, так как Т=ОЫк, то фор
мула для определения геометриче
ской жесткости односвязных 
(сплощных, без внутренних полос
тей) сечений принимает вид:на т орцевой  поверхност и ст ерж ня

h  = GQ
\(PdA. (6)

(8)

Функция напряжений может быть определена следующим образом [3]:
Ф = С -П х ,у ) ,  (7)

где fix,у) — уравнение контура сечения; С — постоянная, определяемая из урав
нения (3).
При этом для точек контура

Ф(х,у) = 0.
Рассмотрим некоторые простейщие сечения.
Эллиптическое сечение. Уравнение 

контура (рис. 2) имеет вид
2 2

где а и Ь  — полуоси эллипса.
С учетом условия (8) функцию Ф запи

сываем в следующем виде:
.2 Л

Ф(х,у) = С "
f  2

у
Подставляя в уравнение (3), находим посто
янную С:

касат ельных напряж ении  
в эллиптическом сечении

с  =  — - G e .
а^+Ь^

По формуле (6) находим геометрическую жесткость:
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Ge И' 2  2 \  

а',2 ■ 2̂ йИ =
2l2

л-
а
L ;2 •'>' т2

У
где у4, /д:, /j, — соответственно площадь и осевые моменты инерции сечения. 

После интегрирования и упрощения получим
па^Ь^

Тогда
а^+Ь^' 

тш̂Ь̂T = GQ
а^+Ь2 •

Функция Ф принимает вид

Ф = - 4 ^ о е
а^+Ь^

По уравнениям (2) находим
дФ 2Т

/  2 2 \ t 2 2 \
-1 т -1

nab V )

■У,
2Т

'̂ гу ~ __Зі X.
" ду ш ¥  %а̂ Ъ

Наибольшие напряжения возникают в точках пересечения контура с малой осью 
эллипса:

Т %аЬ̂
Ж

т̂ах 2̂t(max) ттг ’ w,=-

Для кругового сечения 

_ па^Ь^
л 1г —  ■

к

' ,а = Ь = —
2 ,

nd* _

получим

паЬ^ nd^
------ = -—  = f r . .

16а^+Ь^ 32 " 2
где 1рИ Wp — соответственно полярный момент инерции и полярный момент со
противления сечения круглой формы.

Треугольное сечение (треугольник равно
сторонний). Запишем уравнения сторон тре
угольника в центральных осях (рис. 3): 

hсторона AB: у-ь —= 0;

2сторона АС: у - л /3 х -  — к = 0;

2сторона ВС: у  + л/Зх -  — /г = 0,

Функция напряжений запишется в виде: 

Ф{х,у) = С у-1--^^^у-л/Зх-^/г у + 4 3 х -^ к
Рис. 3. Р аспределение  

касат ельны х напряж ений  
в т реугольном  сечении

Используя (3), находим постоянную С:
С = -G 0 .

Находим геометрическую жесткость по формуле (6)

h =  —G0^
Подставляя значение Ф, раскрывая скобки и интегрируя в пределах измене

ния переменных х я у ,  окончательно получим

|фйМ.
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/  = - ^  
* 15л^ 80

Максимальные касательные напряжения возникают в т. D основания АВ:
Т ^  2-h^. гпе W,. = ------^  = — .

20 ̂2с(тах)

Принимая T=Gdlk, можно записать

”̂zjc(max) ~

где W,=

Т 7,G 0 -^
^ к ~

15-л/З

= G 0 - 
2

Прямоугольное сечение. Вьппеизложенный метод не позволяет получить 
решение для прямоугольных сечений. В этом случае функция напряжений пред
ставляется в виде ряда Фурье:

Ф(х,у) = ' ^ / ( у ) - с о 8 ^ ,  (9)
п=0

где Ду) — функция, подлежащая определению.
Так как на контуре Ф(х,у)=0, то в формуле (9) используются только нечет

ные значения п (п=1, 3, 5,...).
Геометрическая жесткость в этом случае определяется следующим образом:

где Д  — момент инерции сечения относительно оси х\, проходящей через
большую сторону сечения (рис. 4).

Значение коэффициента к\ определяется по формуле [3]:
_ {2п + і)тс. \92 h j ( тіЬ̂■ 1---- 7----- th —

2h
где = ■

2h{2n + \ f  Tĉ b 
Максимальные касательные напряжения, которые возникают посредине 

длинных сторон (точки А и Al на рис.4), равны:
, ТX = Xmax zx(max) W.

где ^к=  —* h
Значение коэффициента кг определя

ется по формуле [3]
8 1

^  (2и + 1)̂  • ch{kjy)
По вьппеперечисленным формулам 

можно вычислить значения коэффициентов 
к\ и кг при любых соотношениях сторон 
прямоугольного сечения.

Следует отметить, что в отечествен
ной литературе по сопротивлению мате
риалов приводятся следующие формулы 
для определения W  к и 7* [5, 6]:

= abh^; I, = .
При этом для сечений, у которых b » h ,  а=р=1/3-0,333. Такому значению коэф
фициентов а и р  нет логического объяснения.

В то же время, согласно формулам, предлагаемым в настоящей статье, в 
предельном сл}щае (b » k )  пол>^ім: к-{=кг=\. И тогда

касат ельны х напряж ении
в прям оугольном  сечении

ч 1 Аi  ч/



bh^
W ^ = ^  = ~  = 2W^, 

* /2 3
где Wx — осевой момент сопротивления прямоугольного сечения.

Такой подход к решению задачи о кручении стержня прямоугольного сече
ния является, на наш взгляд, более логичным.

В [2] приведены приближённые формулы для определения коэффициентов а 
и (5:

'  р . -  'а
3 + 1,8- 

Ь 3 + 2 h И— Н---г
ь

2 л

Применяя эти формулы, можно получить приближенные выражения для вы
числения коэффициентов кхш кг.

h

К =■
1 1 +  0,6 -

, 2 (h кЛ  ̂-- г ̂1 + - 1 + - — +
3 [ъ b^j 3 u

Расчет 4  по приближенной Формуле Сен-Венана. Для определения геомет
рической жесткости сплошных сечений произвольной формы Б. Сен-Венаном бы
ла предложена следующая приближённая формула [4]:

( 10)h  =

Учитывая то, что величины А и 1р можно легко определить, формула (10) 
представляет собой хорош)ло аппроксимацию величины h  для любых односвяз
ных сечений. При этом погрешность вычислений составляет не более 8%. В то же 
время в отечественной литературе по сопротивлению материалов эта формула ни
где не встречается.

Таким образом, приведенные в статье формулы позволяют значительно уп
ростить решения, связанные с кручением стержней некруглого односвязного по
перечного сечения. Предложенная методика представляет практический интерес в 
инженерных расчетах.

ЛИТЕРАТУРА

1. Варданян, Г.С. Сопротивление материалов с основами теории упругости и пла
стичности / Г.С. Варданян.— М.: Ассоц. строит. ВУЗов, 1995.— 572 с.

2. Биргер, И.А. Сопротивление материалов / И.А. Биргер, Р.Р. Мавлютов.— М.: 
Наука, 1986.— 560 с.

3. Andre Bazergui, Thang Bui-Quoc, Andre Biron, Georgus Mclnure, Charles Laberge. 
Resistanse des materiaux. — Ecole Polytechnique de Montreal, 2003. — 466 p.

4. Pierre Agati, Frederic Lerouge, Marc Rosseto. Resistanse des materiaux. — Paris: 
Dunod, 2004.— 454 p.

5. Старовойтов, Э.И. Сопротивление материалов: учебник / Э.И. Старовойтов.— 
Гомель: БелГУГ, 2004.— 376 с.

6. Горшков, А.Г. Сопротивление материалов: учебное пособие / А.Г. Горшков, 
В.Н. Грошин, В.И. Шалашилин.— М.: Физматлит, 2002.— 544 с.

317



ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИЛОВЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
НЕУСТАНОВИВШЕГОСЯ ПОВОРОТА ШАРНИРНО СОЧЛЕНЕННОЙ

МАШИНЫ С ТРЕМЯ ОСЯМИ

Гурвич Ю. А., Третинников Д. Л., Петровский А. Л.

Белорусский национальный технический университет, Минск

In the a rtic le  h ave been  co n sid e red  a  unsteady turn o f  h in ged  m achine. The research  is top ica l be
cause the u p-to -da te  s ta te  o f  open -cu t m e th o d  p ro g re ss  o f  m inera l p ro d u c t on m ajority  o f  opera ting  en
terprise  is ch a ra c ter ized  by  open  ca s t m ine deepening, by  lo a d  d istance increasing  an d  b y  angle o f  ascent 
o f  track  rising.

Современный этап развития открытого способа разработки полезных иско
паемых на большинстве действующих предприятий характеризуется интенсив
ным углублением карьеров, увеличением расстояний транспортирования и повы
шением углов подъема дорог. Проектные глубины карьеров достигают 600—800 
м. При значительном углублении карьеров и увеличении затрат на добычу откры
тым способом интенсивными темпами ведутся работы по переводу некоторых 
карьеров на подземную добычу. Поэтому повысились требования к маневренно
сти в сочетании с габаритными размерами машин и их грузоподъемностью, что 
предопределило появление новых конструкций машин, в том числе и шарнирно- 
сочлененных транспортных средств. Исследований, посвященных изучению си
ловых характеристик неустановившегося поворота шарнирно-сочлененных ма
шин, в литературе проведено недостаточно [1-6]. Данная работа посвящена ис
следованию характеристик поворота трехосной шарнирносочлененной машины 
на примере подземного самосвала БелАЗ-75281. Работа является актуальной, так 
как в настоящее время резко увеличивается спрос на подземные машины.

Рассмотрим поворот машины в движении по горизонтальной поверхности с 
однородным фоном.

Рис. 1. Р асчет н ая схем а ш арнирно сочлененной маш ины



Расчетная схема машины в общем виде приведена на рис. 1, где О -  верти
кальный шарнир, Al и А2  -  центры тяжести передней и задней секций, -  про
дольная реакция ij-ro колеса, 5”, -  поперечная реакция і-й секции, -  момент
сопротивления повороту ij-ro колеса, А/д -  момент, необходимьш для складыва
ния секций машины, цифрами в индексах 11, 12, 21, 22, 31, 32 обозначены колеса, 
первая цифра -  номер секции, а вторая -  номер колеса (1 -  левое, 2 -  правое).

Положение машины определяется десятью обобщенными координатами Хд, 
Уо. V, 0, у,у, где Хд, Уд - координаты вертикального шарнира О, -  угол по
ворота ij-ro колеса. Остальные координаты показаны на рис. 1.

На рис.2 представлены основные размеры самосвала БелАЗ-75281.

Рис. 2. О сновны е р азм еры  сам освала Б елА З-75281

Положения центров тяжести и массы секций самосвала БелАЗ-75281 пока
заны на рис. 3.

пі1=16968кг(снар) М=74121кг(груж) т2=21153кг(снар)

20245кг(снар)
23350кг(груж) 3812 груж

8938кг(снар) 8938кг(снар) 
25386кг(груж) 25386кг(груж)

Рис. 3. П олож ение цент ров т яж ест и и м ассы  
секций сам освала Б елА З-75281: снар — снаряж енный; гр уж ~ гр уж ен ы й
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Систему дифференциальных уравнений, описывающих поворот шарнирно- 
сочлененной машины при ее движении по горизонтальной плоскости, получим из 
уравнений Лагранжа второго рода (без вывода):

d t

Г дт^ дт

^Як
-Q k + ^ k ’ (1)

где Т -  кинетическая энергия системы, q,̂  -  обобщенная координата, -  обоб
щенная сила соответствующая к-той координате, -  обобщенная сила реакций 
неголономных или кинематико-силовых связей, соответствующая к-той коорди
нате (которая в нашем случае принимает значения х,у, v).

В итоге система дифференциальных уравнений второго порядка имеет вид;

(/Wj +  ГП2 )xq -i- [w i« i s in v  -  ^ 2*̂ 2 s in (v  +  б)]у =  т 2СІ2в 8Іп (у  +  б ) -

-  sin V-I-»1202(̂  + 0)̂  sin (v + 0)+i?^,
(njj + т 2)ўо  - [w jf l ]  C O S V -/^ 2^2 COs(v +  9)]v =  OT2a20COs(v +  0 ) -

-  Wl<3lV^ sinV  +  W2a 2 (v +  0)^ s in (v  +  0 ) + ( 2)

[wiO, s in v  -  /«2^2 ( v + e ) ] x  -[w jA fi COSV -  Ш2а 2 co s(v  +  0)ІУо +

+  d 2 +  ~  (-^2 ^  >

C.V 3 2
+ ^ д — ТІ.СуЦІу =signyy^jM^^y + М д - ^ - Р у Г ^ ,  

С д i= lM  С д

где R^, Ry, R  ̂ определяются из следующих уравнений:

R x = ^^P ij  cos[v + 0(/ -  2)] - 1 5,. sin[v + 0(/ -  2)];
t=\]=\
3 2

/=і
3

R y^JlU F y  sin[v + 0(/- 2)]+Z5,cos[v + 0(/-2)]; (3 )
i=ij=\

3 2
/=!
3

R. = 'L T { - i y b Ą + l ( - 'y s ,L , .
i=lj=l i=\

где Cy -  коэффициенты, определяющие кинематическую связь вала двигателя с 
ij-M колесом; М j-y -  момент сопротивления перекатыванию ij-ro колеса; Мд ~ 
момент двигателя; т ,̂ m2 , J\, J 2  -  массы и моменты инерции передней и задней 
секций; Jy -  момент инерции ij-того колеса и связанных с ним вращающихся де
талей; J д -  момент инерции двигателя.

Выразим буксование 5 ij-ro колеса самосвала, а также увод колес 8 /-й сек
ции через обобщенные координаты и через их первые производные:

_ , (- ly  6, [у -  ё(г -  2)]+ хр cos[v -  0(/ -  2)]+ ўр sin[v -  0(/ -  2)]
 ̂ . 5

^i^ij

g _ 2 (-  А Ь -  0р' -  2)1- Хр sin[v -  0(/ -  2)]+ J/Q cos[v + в{і -  2)]
' 0,

Присоединяя уравнения (3) и (4) к системе уравнений (2), получим 18 урав
нений, с 18- неизвестными: v, Xq, у^, \\іу, Fy, S^, которые полностью описы
вают неустановившийся поворот шарнирно сочлененной трехосной машины.

(4 )
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+

в  результате решения системы 18 дифференциальных уравнений определя
ется момент M q , необходимый для поворота самосвала:

M q =  [ -  Х0 s in (v  -I- 0 )  +  3̂ 0 co s(v  -I- 0 ) ]+  ( j j  +  rri2a l  )(v Ч- ё ) +  ,

+-Л̂ ц22 + ̂ 1 (-̂ 1

Схема решения системы уравнений (2) представлена на рис.4:

(5)

<L Шчаяо~~2:::> 
* '

Начальные условия;
Входные данные: MOMSHmbiumpMmceKtĄuS
и ̂ г о т е т ,  м омент  &тігате/т, р а с а п о я іт  от  ш арнира до
центроамотаа, ширина жтч. 
Закон изменения угла

Буксование кт-го колеса б ^т  
Уводк-й секции £{(

________________ !
Продольная реакци 
Поперечнаяреанци

{_______________
т кт-го «олесо^^щ 
я к-й секции $іс

' >

^ 1»У о Ф к т іі^ й Ў ь  Ф кт і

'Х ,у ,У ,Х рш Л Ў ,У ,Ф кт .

^кті^к

<Г~~^Ко>аец^^>

Рис. 4. Блок-схем а реш ения сист емы диф ф еренциальны х уравнений

Таблица 1
Исходные данные

Начальное время С . с 0
Конечное время , с 60
Количество разбиений, п 20
Масса передней секции w ,, кг 16968
Масса задней секции m2 , кг 21153
Расстояние от цента до первого моста Lj, м 1640
Расстояние от цента до второго моста L2 , м 2935
Расстояние от цента до третьего моста , м 2000
Ширина колеи Ь, м 2770
Линейный закон изменения угла складывания секций 0 9 t
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Используя исходные данные и данные табл. 1, решаем систему уравнений 
методом Рунге-Кутта 4-го порядка точности. Результаты расчетов представлены 
на рис. 5-8.

Мб, кН м

Рис. 5. Траект ория п оворот а  маш ины: 7-7’-/” - 
т раект ория движ ения цент ра п ервого  мост а, 
2 -2  '-2 ' 3 -3  ’- 3 ”  — вт о р о го  и т рет ьего  соот вет 
ст венно

Рис. 6. Зависим ост ь м ом ен т а сопротивления  

п оворот у M q в  движ ении от угл а  склады ва

ния секций в

е.кн
140

5,«Я

120

100

80

60

40

20

о

-----S1

-»-SJ
— -и

Рис. 7. П родольны е силы колес п ередней  секции: 

7̂ 11 -  лево го  колеса; 7*^22-«равого

о J Ю 1S 20 й  »  3S »  О,пт

Рис. 8. П оп еречны е силы осей: — первой

оси; S 2 — вт орой; — т рет ьей
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КИНЕМАТИЧЕСКИМ АНАЛИЗ ПРОСТРАНСТВЕННОГО 
РЫЧАЖНОГО МЕХАНИЗМА МЕТОДОМ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

КООРДИНАТ

Анципорович П.П., Акулич В.К., Дубовская Е.М.

Белорусский национальный технический университет, Минск

The a rtic le  is d ev o te d  to  the fea tu res  o f  use o f  a  m eth od  o f  transform ation  o f  coord ina tes a t the 
kinem atic an alysis o f  the c lo sed  sp a tia l mechanism.

В настоящей работе решается задача кинематического анализа пространст
венного 4-звенного рычажного механизма методом преобразования координат с 
использованием аппарата матриц.

Механизм (рис.1) преобразует вращательное движение кривошипа 1 в гори
зонтальной плоскости XQAyQ посредством шатуна 2 в качательное движение ко
ромысла 3 в вертикальной плоскости Zq А х q. Шатун 2 образует 3-подвижную па
ру С (сферическую) с коромыслом 3 и 2-подвижную пару В (сферическую с 
пальцем) с кривошипом 1. На рис. 1 изображены используемые системы координат 
и параметры относительного движения звеньев. Система координат
5’о(хо,Уо>^о)’ связанная со стойкой, является неподвижной, а система
5і (x i,y j,z i ], связанная с кривошипом, системы )’

52{х 2’У2’^2 }’ связанные с шатуном, и система 5’з(хз,> 'з,2з ], связанная с ко
ромыслом, являются подвижными. Все системы координат являются правыми, и, 
следовательно, положительным направлением отсчёта поворота углов является 
направление против часовой стрелки. Обобщённая координата механизма -  угол 
Ф J поворота кривошипа 1 вокруг оси zq .

Z q Z i

Рис. 1
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Для получения матричного уравнения, выражающего зависимость угловых 
параметров относительного движения звеньев механизма, воспользуемся методом 
размьпсания замкнутой кинематической цепи 1-2-3-0 в центре сферической пары 
С [2]. Тогда, используя два противоположных направления обхода замкнутого 
контура, можно записать следующее матричное уравнение замкнутости контура 
звеньев механизма, выражающее преобразование координат точки С в неподвиж
ную систему двояким образом:

= ^ оз
(3)

или, так как М г 'і  " ^ ^ 02’

М Q2^C -  •“  03 , ( 1)

где M qi, ^  1 2 ' ’ ^ 2 '2’ ^ 0 3 "  матрицы преобразования координат (4-го порядка), 
учитывающие одновременно повороты и параллельные переносы координатных 
осей; и столбцовые матрицы координат точки С в подвижных систе

мах координат S 2 и 5  3.
Выражения матриц перехода получаются в соответствии с известными пра

вилами составления таких матриц [1]. Матрица M qi вьфажает переход от систе
мы координат Xj у  iZi к системе xq у  qZq при вращении системы Xj yj Zj вокруг

общей оси Zj ( zq ). Матрица учитывает поворот системы х^У 2^2  вокруг

оси z 2 , параллельной оси Zj, на угол Ф21 и сдвиг вдоль оси Xj на расстояние 

/^ 5 . Матрица ^ У ч и т ы в а е т  поворот системы Х2 У^ ^ 2  вокруг общей оси

У2 ( ^ 2) угол 0 21- Матрица Л/ 03 учитывает поворот системы Х3 уз Z3 на угол 

Ф 3 вокруг общей оси у 3 (у о )? сдвиг вдоль оси х q на расстояние а и сдвиг вдоль 
оси z о на расстояние Ъ .

Таким образом.

M qi -

СОЗфі -З І П ф і 0

ЗІПфі СОЗфі 0

0 0 1

0 0 0

О

О

0
1

м , , ,  =2'2

С08ф2і -ЗІПф2і 0 ^АВ

8ІПф2і СОЗф2і 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

cos 0 21 0 sin  021 o ' С08фз 0 8ІПфз - a

0 1 0 0 0 1 0 0

- S in 0 2 i 0 cos 021 0 i ЛТ 03 -
- 8 І П ф з 0 С08фз b

0 0 0 1 0 0 0 1

^  /-Ч  л



h e h o

,(2 )_
-

0
0

. ^(з)_ 0
0

1 1
Выполнив умножение матриц в соответствии с уравнением (1) и приравняв 

соответствующие элементы, получим систему нелинейных уравнений с 3 неиз
вестными 021, Ф21 и Фз в следующем виде:

/ ^ д С О З ф і  + / 5 с С О 8 0 2 і С О 8 ( ф 2 і  + Ф і  ) = / c D  С О З ф  3 -  а ,  

/ ^ д З І П ф і  + / 5 c C O S 0  2 i S i n ( ( p 2 i + Ф і  ) = 0 ,

- I ВС s in 0  21 =/ссЗІПфз +b.
(2)

Для решения системы уравнений (2) целесообразно использовать один из 
итерационных методов, например Ньютона или Зейделя.

Для получения производных ©21, Фгь Фз> Ф2І’ Фз следует продиф
ференцировать по времени уравнения (2), при этом получаются системы линей
ных уравнений относительно указанных параметров.

Угловая скорость ю 2 звена 2 в проекциях на оси неподвижной системы ко
ординат может быть получена на основании матричной формулы [3]

-  ^02^20’ (3)

где -  кососимметричная матрица, составленная из проекций вектора Ю2 и 
имеющая вид

0
Уо

- © 2 ©  2

©  2 0
JfO

- © 2

©  2 © 2 0

(4)

A q2 и  A jq -матрицы поворота (3-го порядка), которые получаются из матриц

М Q2  и М 2 0  исключением 4- й строки и 4-го столбца, причём матрица А 2 0  есть
ттранспонированная матрица по отношению к Ао2 ,т̂ о есть А 2 0  = А ^02 ~ 

изводная по времени матрицы А 0 2  ■

После получения выражений матриц А 0 2  и А 2 0  и их перемножения соглас
но формуле (3) на основании выражения (4) имеем

со 0̂ = -92,sin(<p2l+<Pl),
У  О ‘ (

со 2 = 6 21 ^ * ^ ^ ^ 2 1  ■'■ф
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0)2 = Ф 2 1 + Ф і -

Угловая скорость со 3 звена 3 в проекциях на оси неподвижной системы ко
ординат получается непосредственно на основании рис. 1:

соз " = 0 ,  Ю з^^фз, 0)̂ ® = 0 .

Угловые ускорения 8 2 и е 3 находятся путём дифференцирования проекций 
угловых скоростей:

-02 iS in ( (p2 i  +Фі ) - 0 2 і ( Ф 21 + Ф і  )cOs((P2 i +Фі ) 

02іСОз(ф2і +фі ) - 0 2 і ( ф 2 1  + Ф і  )зіп(ф2і +Фі ) 

Ф2 І+Ф 1 

0

Фз
0

Для центра масс S 2  звена 2 имеем следующее соотношение;

Ло)‘

.(0)_ .(2)
М  02  '  ИЛИ

( 0 )

1

= м 02

AS 2

о

0
1

откуда могут быть получены выражения координат ^̂ S2 ' диф

ференцирования ЭТИХ выражений можно получить проекции скорости и ускорения 
точки S 2  ’■

-  Y „
S 2 ~ ^ S 2 ’ Л 2 =  Ў 5 2 ’

У о

^ S 2  = ^ ^ 2 ’ « 5 2 =  У 5 2 ’ « 5 2
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ САПР КОМПАС-ЗИ V12 В КУРСОВОМ 
ПРОЕКТИРОВАНИИ ПО КУЛАЧКОВЫМ МЕХАНИЗМАМ

Журавлёв А.М., Астахов Э.И.

Белорусский национальный технический университет, Минск

F or а cam  m echanism  w ith  а  shaking rocker actuator the p ro b lem  o f  its dyn am ic synthesis w ith  
use o f  inform ation tech no logy C A D  system  Компас-ЗО V12 is shown. P rob lem s o f  ca lcu la tion  o f  the law  
o f  m ovem ent o f  a  rocker actuator, definition o f  basic  dimensions, construction  cen tre  a n d  a w orking  cam  
profile , construction  o f  the schedule o f  a  corner o f  p ressu re  are con sis ten tly  so lved . C a lcu la tions are 
m ade analytica lly under known fo rm u la s  a n d  chair TM M  B N TU  technique, a n d  g ra p h ic  m ethods. P er

fo rm an ce o f  g raph ic  constructions in the Компас-ЗО g ives the id ea l sizes.

Основная задача, решаемая системой КОМПАС-ЗО -  моделирование изде
лий с целью существенного сокращения периода проектирования и скорейшего 
их запуска в производство. Эти цели достигаются благодаря возможностям: быст
рого получения конструкторской и технологической документации, необходимой 
для вьшуска изделий (сборочных чертежей, спецификаций, деталировок и т.д.); 
передачи геометрии изделий в расчетные пакеты; передачи геометрии в пакеты 
разработки управляющих программ для оборудования с ЧПУ; создания дополни
тельных изображений изделий (например, для составления каталогов, создания 
иллюстраций к технической документации и т.д.). Основные компоненты КОМ- 
ПАС-ЗП -  собственно система трехмерного твердотельного моделирования, чер
тежно-графический редактор и модуль проектирования спецификаций.

Система трехмерного твердотельного моделирования предназначена для 
создания трехмерных ассоциативных моделей отдельных деталей и сборочных 
единиц, содержащих как оригинальные, так и стандартизованные конструктивные 
элементы. Параметрическая технология позволяет быстро получать модели типо
вых изделий на основе однажды спроектированного прототипа. Многочисленные 
сервисные функции облегчают решение вспомогательных задач проектирования и 
обслуживания производства.

Чертежно-графический редактор (КОМПАС-График) предназначен для ав
томатизации проектно-конструкторских работ в различных отраслях деятельно
сти. Он может успешно использоваться в машиностроении, архитектуре, строи
тельстве, составлении планов и схем — везде, где необходимо разрабатывать и 
выпускать чертежную и текстовую документацию. Совместно с любым компо
нентом КОМПАС-ЗО может использоваться модуль проектирования специфика
ций, позволяющий выпускать разнообразные спецификации, ведомости и прочие 
табличные документы.

Задачи синтеза кулачкового механизма: расчёт и построение закона движе
ния толкателя; определение основных размеров механизма, обеспечивающих его 
работу; построение профиля кулачка, обеспечивающего выполнение заданного 
закона движения толкателя.

Покажем пример синтеза коромыслового кулачкового механизма со сле
дующими исходными данными: синтез - динамический; схема кулачкового меха
низма с вращающимся кулачком и роликовым коромыслом на рисунке 1; угол ка
чания коромысла \j/ = 16°; направление вращения кулачка против часовой стрел
ки; длина коромысла 6 0,14 м; закон движения коромысла -  параболический с
v=a /а =1,3; угол поворота кулачка: на удалении = 60° ; на дальнем стоянии
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=10°; на возвращении =60°; допустимый угол давления в кулачковом 
механизме = 35°; масса коромысла; Шк = 0,283 кг; момент инерции коромыс
ла: /^ = 0,00047кг м^; угловая скорость вращения кулачка

209,44 рад/с .

Рис. 1. К улачковы й м еханизм  с кором ы слом

Основные размеры кулачкового механизма определяем из условия недопу
щения заклинивания. Для этого в соответствии с рисунком 2 в точке при макси
мальном положительном аналоге скорости при +5 max к оси S  проводится наклон
ная прямая под углом +0доп., а при силовом замыкании из начальной точки М\ 
проводится другая наклонная прямая под углом -Эдоп,- Точка 0\ пересечения этих 
наклонных прямых даёт центр кулачка. Замеряются отрезки и рассчитываются 
основные размеры графически:

- минимальный радиус кулачка Rq-  0\М\ • 56,3 • 0,001 = 0,0563 м ;
- межосевое расстояние между центрами кулачка и коромысла 

а = OiCi ■ р5= 178,3 • 0,001 = 0,1783 (м);
- начальная угловая координата коромысла замеряется из совмещенной диа

граммы фо= 15,0074519°.
Все вьшіерассмотренные ірафйческйе построения в САПР Компас вьшол- 

няются с высокой точностью.



Рис. 2. Д и аграм м а  для определения основны х р а зм ер о в

Сравним Ч'о, а и Ro, полученные путём расчёта на ЭВМ аналитически и по
строенные в САПР КОМПАС-ЗВ V12:

Таблица 1
Сравнение результатов, определения основных разхмеров.

Сравниваемые па
раметры

'То,° а, м Ro,u

Аналитический 
результат на ком
пьютере

15,0074519° 0,1783 0,0563

Графический ре
зультат в САПР 
КОМПАС-ЗВ V12

15.0074519° 0,1783 0,0563

Процент расхож
дения

0 0 0

Графическое построение профиля центрового кулачка методом обращённо
го движения представлено на рисунке 3 и проводится в следующей последова
тельности: выбирается масштаб построения р/, мм/м; из произвольного центра 0\ 
проводятся в масштабе окружности с радиусами Rq и а; начальной из точки С\ на 
окружности а в направлении противоположно вращению кулачка откладыва
ются углы фу, фд. с. и фв, углы фу, фв делятся на 12 интервалов, из каждой точки де
ления радиусом 1к проводятся дуги; на этих дугах от точки пересечения с окруж-
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ностями Roi откладываются в масштабе fdi соответствующие перемещения коро
мысла МіСі, полученные точки соединяются плавной кривой, образуя центровой 
профиль кулачка.

Рис. 3. П ост роен ие профиля кулачка м ет одом  обращ ённ ого движ ения

Полярные координаты центрового профиля рассчитываются по известным 
аналитическим формулам из литературы [2] на с. 61:

= V « ^+ 4 ^-2 -a -/i;co s(\|/o + y ,); 

а j = ф, ± р; = ф, ± arcsin - ^ ■ 8 І п ( ф о + ф ^ ) -  arcsin
Rf J

Построение центрового профиля кулачка в полярных координатах показано 
на рис. 4.
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Рис. 4. П ост роен ие цент рового профиля кулачка м ет одом  полярных координат

Геометрические построения и расчёт декартовых координат действительно
го профиля кулачка: на построенном центровом профиле строим полуокружности 
радиусом Гр (команда в Компасе окружность или дуга); через центры Mi окружно
стей проводим касательные ti к центровому профилю (команда -  касательная пря
мая через точку на кривой); перпендикулярно касательным к центровому профи
лю откладьгоаем нормали п, на величину Гр в направлении центра кулачка 0\ (ко
манда -  перпендикулярный отрезок); действительный профиль кулачка получаем 
соединив точки касания параллельных прямых к соответствующим окружностям 
ролика Грі (команда -  кривая Безье); декартовые координаты точек реального 
профиля можно получить из свойств или с помощью команды координаты точки.

Рис. 5. П ост роение дейст вит ельного профиля кулачка

Сравним декартовые координаты точек действительного профиля получен
ные путём аналитического расчёта на компьютере и построенные в САПР КОМ- 
nAC-3DV12.
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Таблица 2
Сравнение результатов расчёта декартовых координат действительного

профиля

№ На ЭВМ В САПР КОМПАС- 
3D V12 методом об
ращённого движения

В САПР КОМПАС- 
3D V12 методом по
лярных координат

X Y X Y X Y
1 0,0000 0,0365 0,0000 0,0365 0,0000 0,0365
2 0,0077 0,0370 0,0077 0,0371 0,0077 0,0371
3 0,0157 0,0392 0,0156 0,0390 0,0154 0,0390
4 0,0230 0,0427 0,0228 0,0426 0,0228 0,0426
5 0,0290 0,0468 0,0288 0,0467 0,0288 0,0467
6 0,0343 0,0510 0,0336 0,0504 0,0336 0,0504
7 0,0369 0,0528 0,0369 0,0528 0,0370 0,0529
8 0,0393 0,0537 0,0394 0,0537 0,0393 0,0537
9 0,0423 0,0540 0,0423 0,0540 0,0423 0,0540
10 0,0456 0,0536 0,0457 0,0536 0,0456 0,0536
11 0,0489 0,0525 0,0490 0,0524 0,0490 0,0524
12 0,0521 0,0505 0,0522 0,0505 0,0521 0,0505
13 0,0550 0,0478 0,0551 0,0478 0,0551 0,0478
14 0,0625 0,0375 0,0625 0,0375 0,0625 0,0375
15 0,0642 0,0338 0,0642 0,0337 0,0642 0,0338
16 0,0652 0,0296 0,0653 0,0295 0,0653 0,0295
17 0,0654 0,0249 0,0654 0,0249 0,0654 0,0249
18 0,0646 0,0199 0,0646 0,0198 0,0646 0,0198
19 0,0627 0,0146 0,0627 0,0145 0,0627 0,0147
20 0,0596 0,0092 0,0595 0,0091 0,0594 0,0091
21 0,0547 0,0034 0,0545 0,0031 0,0545 0,0030
22 0,0486 -0,0030 0,0486 -0,0031 0,0486 -0,0030
23 0,0429 -0,0086 0,0429 -0,0086 0,0429 -0,0086
24 0,0376 -0,0135 0,0375 -0,0137 0,0375 -0,0136
25 0,0327 -0,0183 0,0325 -0,0185 0,0325 -0,0185
26 0,0279 -0,0234 0,0283 -0,0231 0,0283 -0,0231

Как видно, максимальное расхождение между аналитическим методом и 
расчётом в САПР Компас в 4- м знаке не более шести единиц.

Таким образом, современные САПР позволяют использовать ранее извест
ные графические методы проектирования механизмов.
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЕТА 
СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ СИСТЕМ

Якубовский Ч.А., Якубовский А.Ч.

Белорусский национальный технический университет, Минск

In article the en erg y  m eth od , w h ich  m ay be su cc ess fu lly  u sed  to  acco u n t o f  v arious sta tica lly  in de
term inate sy stem s as “w ork  m eth o d ”, is  co n sid ered  in deta ils (for  ex a m p les , the bars, beam  and fram e). 
T he e ffec tiv e n e ss  o f  en ergy  m eth o d  and the reason  o f  u s in g  it in learn p ro cess  is esta b lish ed .

В настоящее время в технических ВУЗах республики в курсе сопротивления 
материалов излагаются различные методы расчета статически неопределимых 
систем (СНС) в зависимости от вида деформации, испытываемой элементами сис
темы (растяжение, сжатие, изгиб и т.д.), а также от конструкции самой системы. 
Так СНС, элементы которой работают на растяжение-сжатие, рассчитываются с 
помощью уравнений статики с добавлением к ним уравнений совместности пере
мещений, основанных на определении перемещений отдельных точек системы, 
одновременно принадлежащих к разным ее элементам [1,2]. Такой метод являет
ся громоздким, особенно для статически неопределимых асимметричных систем с 
числом лишних неизвестных Л>2.

Для СНС, элементы которой работают в основном на изгиб, применяются 
другие методы. Так, расчет рамных систем производится методом сил [3], в то 
время как для балочных систем применяется уже другой метод — метод «уравне
ний трех моментов» [1, 3]. Хотя он базируется на методе сил, но существенно от
личается от последнего.

Такой разнообразный подход к решению СНС является неприемлемым. Он 
значительно усложняет усваиваемость материала и вносит путаницу в умы сту
дентов.

Ранее нами предлагалось производить расчет любых СНС методом сил, что 
обеспечивает общность подхода к решению таких задач [4]. Приводились приме
ры расчета различных СНС и преимущества метода. Однако для внедрения в 
учебный процесс этого предложения, на наш взгляд, понадобится не одно десяти
летие. В данной статье предлагается энергетический метод, который наряду с ме
тодом сил может также успешно применяться для расчета различных СНС. Этот 
метод позволяет не только находить перемещения и определять лишние неизвест
ные в стержневых системах, но и является основой ряда приближенных методов, 
применяемых в сопротивлении материалов и теории упругости для прочностного 
расчета конструкций. Он основан на законе минимума потенциальной энергии 
деформации [5]. Согласно этому закону любое напряженное состояние равнове
сия упругого тела дает минимум потенциальной энергии деформации. Следова
тельно, все неизвестные усилия Х\, Xj, ... Х і, от  которых зависит потенциальная 
энергия деформации тела, могут быть определены из условий минимума энергии, 
а именно:

д и
дХ,

= 0; дЦ
дХ,

=  0 ;
д и
8Х,

0 .

Этот метод особенно эффективен при определении перемещений узлов или 
сечений элементов СНС. Он широко применяется в вузах западных стран (Фран
ция, Канада и др.) [6, 7]. В наших учебных заведениях он, к сожалению, не нахо
дит применения.
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Рассмотрим применение этого метода на конкретных примерах.
Пример 1. Определить усилия в стержнях 

4-стержневой системы, нагруженной силой F (рис. 1), и 
найти величину и направление полного перемещения уз
ла С. Все стержни имеют одинаковое поперечное сечение 
А и вьшолнены из одного материала Е. При этом принять 
а=45°, р=60°, /=1 м, F=A0 кН,
A^S cм^£=2•10^ МПа.

Решение этой задачи тра
диционным методом является 
трудновыполнимой задачей (см. 
замечания выше). Система явля
ется два раза статически неоп
ределимой. Вырезаем узел С и 
рассматриваем его равновесие.
Полагаем, что все стержни рас
тянуты (рис. 2). Записываем 
уравнения статики:
^ х  =  0  ; - c o s p  +  T/j - c o s a  +  Л/̂ з +  N ^  - c o s a  =  0 ;

^  у = О; iVj • sin p -i- iV2 • sin a  -  Л̂4 • sin a  -  F  = О. 
Выражаем усилия в стержнях 3 и 4 через усилия NxviNi'.

----—  = l,225iV, + iVj -  1,414F;
sin a  sin a

0)

(2)

//3 = -N^ ■ cosP-  yVj ■ cosa -
sinp •cosa = -l,366iV| -1,414Л̂ 2 + F.
sm a  sm a у

Вычисляем потенциальную энергию деформации системы по формуле
N jlu  = Y —^ . (3 )

Находим длины стержней: 

' cos Р cos 60”
L — I /2 — I I

cosa cos45^ = 1,414/;/4 =/2 =1,414/.

Подставляя значения iV, и /,• в формулу (3), получим:

и  = —  \lN^ -I-1,41 4Л̂2̂ + (-  1,366/V, -1,41AN  ̂+ f J  +1,414(l,225/V, 1,41 AFJ 1. (4)
2EA
Далее вычисляем:

—  =— [4iV, +2(-1,366/V, -1,414/V2 +CX-l,366)f 2,828(1,225/V, +N  ̂-1,414F)1,225] = 0. 
5/V, 2EA

После преобразований получим:
11,976/V, + 7,327/V2 -  7,632F = 0; (5)

du ^  i 
5/V, ~ 2EA

[2,828/V2 + 2(- 1,3667V, -1,41AN̂  + F \-  1,414>f 2,828(l,2257V, +N^~ 1,41 4F)] = 0

или 9,6567V2 + 7,3277V, -  6,828F = 0.
Решая совместно уравнения (5) и (6), получим

TV, =0,382F; 7V2=0,417F.
Далее находим

7V3 = -0,112F; N^= -0,529F .

(6)
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^  = = [(0382F)^2 + (o,417F)^1,414+(o,112)4(0,529F )^1 .414]= ^^^^ .
IŁA ZŁA ŁA

Находим перемещение узла С (см. рис. 1). Горизонтальное перемещение на
ходится просто:

Определяем потенциальную энергию деформации стержневой системы:

Хс — Д/з — •Л̂ з/з -0,113Я 0,113-40-10'-10' -0,045 мм.
ЕА ЕА 2 -1 0 '-5-10'

Вертикальное перемещение находим, используя закон сохранения энергии U-W, 
где W — работа внешней силы на перемещении в ее направлении. При этом по 
теореме Клапейрона W=Fyo)l. Тогда получим:

2W 2U М 1 Ъ Е Н  0,946Л 0,946-40-10'-10'у  =---- = —  = 2 ~ ----------= -------г— — г—  = 0,378 мм.
^  F F EAF ЕА 2 -1 0 '-5-10'

Таким образом, полное перемещение узла С равно:
5^ = СС, = ^ іх і+ у і = ^ 0 ,0 4 5 4  0,378' = 0,381 мм. 

Находим направление перемещения узла С:
0,045у = arctg —  = arctg = 6,789°.

Ус 0,378
Пример 2. Определить угловое и вертикальное перемещение сечения С бал

ки (рис. 3, а).
Балка один раз статиче

ски неопределима. Выбираем 
основную систему (рис. 3, б) и 
составляем эквивалентную 
систему (рис. 3, в). Находим 
изгибающие моменты в сече
ниях балки:

М, = -т  ; ІЦ =-m+X^Z2 •

Определяем вертикаль
ное перемещение сечения В 
по теореме Кастилиано:

д и  - . .
=  ^  =  J -дХ, 2EI

Чтобы избежать необходимости возведения в квадрат изгибающих моментов, ис
пользуем метод дифференцирования сложной функции. Например, если

(/ = /,(М ), a M = f j{ X ) ,  то
дХ дМ дХ

Далее вычисляем

У в
ди ди дМ

М^дМ'^

= f-
дХ,

дХ, дМ о EI
-dz = -

Е1 J w , l ^ l * + K
о J  Q

dz

J _
EI

j ( -rrif^)dz +J -m  + X^z- 
0 0 V

qz_
2

2\
z-dz

EI

f

\

ml- X f  ql 
2 3 8

'4 Л
= 0.
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Отсюда находим:
\2m + 3q f \Sql

8/  8
Угол поворота сечения С определяем по теореме Кастилиано.

дт Е1

El

дМ^
dm

dz
El

ml r q—  + m l-X ,  — + — — 
2 ‘ 2 2 3

35ql^
4SEI

Для определения вертикального перемещения сечения С прикладываем в 
этом сечении фиктивную силу F. После интегрирования принимаем F=0 и нахо
дим искомое перемещение.

Записываем выражения моментов в сечениях с учетом силы F (рис. 3, г).

Mj = -т  -  Fz^; 

Далее вычисляем:

д и  1

М 2 = -т  + X^Z2 ЧЧ - F 1
— +  Z ,

Ус = 8F EI
Гм, dz+ ГМз

V dF

J_
El

J(- m -  F z \-  z)dz + ^ -  m + X^z
o o .

qz - F — + z

dz

------z dz
V У

23ql^
96EI

Пример 3. Определить внутренние силовые факторы в стержнях рамы 
(рис. 4, а). Построить эпюры Q'aM.

Замкнутая рама является трижды внутренне статически неопределимой сис
темой. Изображаем эквивалентную систему (рис. 4, б).

Исходя из равновесия отсеченной по горизонтальной оси симметрии части 
рамы, находим 2>^0; X\=F!2.

Кроме того, известно правило: в симметричной системе при симметрич
ной нагрузке внутренние кососимметричные факторы равны нулю. Следова
тельно, Х2=0. Для нахождения третьего неизвестного Х^ запишем условие
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d u
дХ,

= 0 , = o , где dU dU дМ v^Vm Vz

дХ^ дМ дХ, ; и - Ъ \ -

Л /,- ^ з ;  M ^ = X ,-  — z .

■3 ' '^ Ч  о
Запишем выражения изгибающих моментов в сечениях рамы:

F 
2

Далее вычисляем:

— = Y ,]

2EI

дХ, El El
]x,dz + j ^ X , ~ Z y z I I е ГЛ— \ Х3- + Х 3- - —

E li ^ 2  '2  16
= 0.

Отсюда получим:

Эпюры Q и Л/имеют вид, представленный на рис. 5.
' 16

6 F/2^ Ф
"F/2

F/2-

"F/2

Вывод. Очевидно, что энергетический метод расчета статически неопреде
лимых систем является эффективньпч методом прочностного расчета различного
рода конструкций и заслуживает большего внимания и широкого использования в
учебном процессе.
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РАСЧЕТ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
ПОПЕРЕЧНЫХ СЕЧЕНИЙ ОСЛАБЛЕННОЙ ТРУБЫ

Якубовский А.Ч,, Якубовский Ч.А., Галуза И.М., Галуза Е.М.

Белорусский национальный технический университет, Минск

The fo rm u lae  f o r  accoun t o f  the inertia  moment, inertia  radius a n d  resistan ce m om ent o f  danger
ous cross-sec tion  in an  in ju red  ro u n d  f in e -w a ll tube are  received. There is a  cross-sec tion  in an open ed  
ring form . The truth o f  d er ived  fo rm u la e  is determ ined. I t ’s  verified  b y  p a r ticu la r  fo rm u lae  f o r  the closed  
ring.

В современной технике во многих конструкциях с целью их облегчения при 
сохранении прочности используют трубные элементы, соединения которых вы
полняют различными способами. В частности, при соединении сваркой осуществ
ляют подготовку кромок разделкой, а в случае с трубами иногда прибегают к вы
резанию в них «окошек», что приводит к фактическому ослаблению трубы.

При проектировании сварных конструкций для обеспечения их безотказной 
работы проводят расчет на прочность и жесткость конструктивных элементов, что 
непосредственно связано с определением геометрических характеристик их попе
речных сечений [1-4].

Принимая во внима
ние, что в качестве трубных 
элементов конструкций 
наиболее часто используют 
круглые в сечении трубы 
(чаще тонкостенные), рас
смотрим поперечное сече
ние в форме кольца (замк
нутого тонкостенного кон
тура) со срединным диамет
ром D и толщиной 6. Тог да 
в случае ослабления трубы 
в расчетах следует рассмат
ривать опасное сечение в 
зоне ослабления — тонко
стенный контур незамкну
того кольца (Р=2л-<х) с той 
же толщиной 5 и средин
ным радиусом R=D/2 (рис.
1).

Вьщелим из сечения

Рис. I. Расчет ная схем а поперечного сечения 
ослабленной т рубы.

элементарный участок размерами 6 и R-d(  ̂(см. рис. 1), площадь которого
= 5-(Л-^ф). (1)

Тогда площадь незамкнутого кольца
а/2

А = |(І4 = 2Ъ- R- Jc/ф -  R b - а . (2)
А  О

Здесь угол а измеряется в радианах.
В частности, для замкнутого кольца при Р=0 (т.е. при а=2тг) имеем: 

А = 2п - R -5.
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Чтобы определить другие геометрические характеристики сечения, необхо
димо установить положение его центра тяжести (точки С на рис. 1). С этой целью 
введем систему вспомогательные координатных осей хо и уо с началом отсчета в 
точке О, являющейся центом срединной линии сечения (центром окружности). 
Очевидно, что точка С будет лежать на оси уо, т.е. горизонтальная координата 
центра тяжести сечения в системе вспомогательных осей равна нулю (хс=0); а 
вертикальную координату ус — нужно найти.

Статический момент сечения относительно оси хо с учетом (1)
а/2 а/2

а

-а /2

= 2-i? -S -s in - , (3) 
2

= jy  ■ dA = -д- |со8ф с/ф = /г^-ó-sincp
A -а /2

где y=R cosę — вертикальная координата вьщеленного из сечения элементарного 
участка в системе вспомогательных осей хо и уо-

Тогда из выражения (3) с учетом (2) вертикальная координата центра тяже
сти сечения

2 R . а
У с = - у  =------ s in - .A a  2 (4 )

В частности, для замкнутого кольца (а=2л) получим: Ус -  О-
Осевой момент инерции сечения относительно вспомогательной оси хо с 

учетом (1)
а/2

= |у^ dA = R  ̂- Ъ- jcos^ ф • t/ф =
А -а /2

R -Ъ а/2

J(l + cos 2ф) ■ с/ф = — —  (а + sin а ) . (5)
а/22 J 2^  -а /2  ^

„ 2 1 + С08 2ф f - , 8Іп2фЗдесь приняли: cos ф = ---- ^— - ;  Jcos 2ф • аф = — .

Тогда с учетом выражений (2), (4) и (5) осевой момент инерции сечения от
носительно центральной оси х

J . = J ^ - y l - A : R -Ъ • (a-l-sina)- 2-R
а

•sin-a R -Ъ-а =

a - R -Ъ , sina „ sin^(a/2)1- 1- --------------------------8 ---------------------

a  a  у
a - R - S— ■(l + a-2-b^) . (6)

Здесь приняли sinaa =
a

, 2 . an = — ■ sin — 
a  2

Осевой момент инерции сечения относительно другой центральной оси у 
(осьуо) с учетом (1) равен:

J У = J = jx^ -dA = R^ - Ъ- jsin^ ф • d<̂
А -ti.fi

а /2  ^ 3  g  а /2

| ( і - С 0 8  2 ф )  ( І ф  --

а/2

R^ Ъ ( . a- R Ъ I
2  ( a - s i n a )  = -------------( 1 - а ) . (7 )

Здесь приняли X = ■ sin ф ; sin^ ф = 1 -  cos 2ф

В частности, для замкнутого кольца функции а=0 и 6=0, тогда получим:
J,=Jy^Tz-R^ Ъ.

Радиусы инерции сечения с учетом (2), (6) и (7)

339



=

a-R̂ ' Ь (. -1 L 2 \
— —  \\ + а -2-Ь I

2 \ /

Rb а
R-. l + a - 2 -У

^  =

а  -5

= Л-. 1 - a

(8)

(9 )
R b  а

Для замкнутого кольца =іу = i?/V2 .
Моменты сопротивления сечения с учетом (6) и (7), а также с учетом коор

динат точек на срединной линии тонкостенного контура, наиболее удаленных от 
центральных осей х и у (см. рис. 1), = R ;

maxi
п  Р D  Г 2-R • c t f  2 . а а^

-  R ■ cos —  У г  
2 ^

=  R ■ cos п  --------- + ----------- • sin — =  л • — • sin —-c o s—1 2j а 2 ( а  2 2 j

R- I  . ( sina- •sm (a /2 ) -  . ---'Г
а  2 • sin (а /2 j

л
= R-

y«.^i = R - y c  = R-
2-R

а
■ ^  DSin— = R 

2

\
1----- sin(a/2)

а
где всегда -  У max 2 2)» определяются следующим образом:

a-R^  -6

W =
х2

J. '{іУа — 2 'b^) d2 о 1 , л ł2'' ' a-i? -о l + a - 2 - b
m ax i  I R { b - a / b )

a-R^ -5 ■(l + a 2-b^) j

b- a j b

+ a-2-b^

Уmax2 R { l - b )
a-R^-b

l - b

W . . = ^ a -R ^ b
ш̂ах ^  2

.(1 -a).

( 10)

( 11)

( 12)

Для замкнутого кольца при ^max~7^max=^ и = Jy =%■ R  ̂-b получим: 
fV^=lVy^Tt-R^-b.

Выведенные выражения (2) и (6) -  (12) в полной мере описывают геометри
ческие характеристики опасного сечения ослабленной круглой тонкостенной тру
бы. Объединив входящие в них соотношения тригонометрических функций а и Ь 
в коэффициенты

А:, =  1 - I - а - 2 ; k 2 = l - a ;  k ^ ^ ^ b - a / b ' ,  k ^ = \ - b ,

эти формулы можно представить в виде 
a-i?'  -6

' ̂ 1 ?
_ a - R ^ b  .

у  ~  ^ 2̂ ’

a-R^ b к  a-R^-b к, a-R^ b ,
W. =---------------------------------------- It „ = ------------------к

2 к, 2 к,  ̂ 2 2 ■

Графическое изображение зависимостей введенных коэффициентов и три
гонометрических функций от целостности контура сечения трубы (рис. 2) нагляд
но отображает закономерность их изменения. Очевидно, что с увеличением угла 
(Р=2я-а) разделки трубы в зоне ее ослабления, особенно при Р>ті, все геометриче
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ские характеристики сечения ослабленной трубы значительно уменьшаются. 
Также из диаграммы видно, что геометрические характеристики сечения ослаб
ленной трубы относительно оси сечения, параллельной разделки, всегда меньше 
характеристик относительно оси, перпендикулярной разделки. Кроме того, гео
метрические характеристики сечения ослабленной трубы при р-^0, когда ко
эффициенты к\=к2 =кт=к^-^\, приближаются к характеристикам сечения цельной 
трубы.

Рис. 2. Г раф ические зависим ост и коэф ф ициент ов к/, к2, k j и kĄ 
и т ригоном ет рических функций а и Ь о т  у гл а  а.

Таким образом, достоверность приведенных вьпоіадок подтверждается их 
полным соответствием известным формулам [1-4]

А = 2п К-Ь; J^ = Jy=K-R^ Ь; = я - R^-8
для частного случая круглого тонкостенного сечения — сечения цельной трубы.
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МОДЕЛЬ И АНАЛИЗ КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
С БИОТКАНЯМИ ОДНОМЕРНЫХ ПОЛИМЕРНЫХ ИМПЛАНТАТОВ

Шилько С.В.\ Черноус Д.А.\ Панин С.В.^

^Институт механики металлополимерных систем им. В.А. Белого
НАН Беларуси, Гомель

^Институт физики прочности и материаловедения СО РАН, Томск, Россия

The base  s ta g e  o f  im plan ta tion  in a k in d  o f  one-dim ensional p ro s th e tic  (fixing, diagnostic) ele
ment, stretch in g  through an apertu re  in a  biotissue, is considered. The d eve lo p ed  m echanical an d  mathe
m atica l m odel describes im plan t in teraction  w ith  b io tissues in the conditions o f  stick in g  an d  slid ing  o f  
con tacting surfaces. The ca lcu la ted  dependences f o r  im plant elongation  a n d  the maximum value o f  stress  
tensor in tensity in ad jo in in g  vo lum es o f  the m ateria l are obtained, a llow in g  one to  rece ive a theoretical 
estim ation o f  fr ic tio n a l a n d  m ech an ica l ch aracteristics o f  one-dim ensional im plant an d  to  determ ine the 
in juring action.

Введение. В медицине широко используются методы и средства для проте
зирования, фиксации и диагностики органов, а также инъекций, основанные на 
введении в организм тонких и гибких сплошных или полых элементов (катетеров, 
игл, зондов, микрокабелей, шовного материала в виде нитей или проволоки и 
т.п.)- С учетом весьма малого отношения радиуса поперечного сечения и длины, 
указанные элементы можно обозначить, как одномерные имплантаты. Помимо 
обеспечения ряда деформационно-прочностных показателей имплантатов, вклю
чая прочность, эластичность и формостабильность, необходимо минимизировать 
вызываемую их использованием травму и сроки заживления раны в целях быст
рой и полной послеоперационной реабилитации пациентов. В результате прихо
дится вьшолнять зачастую противоречивые требования к физико-механическим 
свойствам материалов для изготовления указанных изделий. Так как практически 
все способы имплантации связаны с интенсивным контактным взаимодействием с 
биотканями, актуален также учет трения, оказывающего существенное влияние на 
манипуляционные показатели и травматичность изучаемых одномерных имплан
татов.

Можно заметить, что имплантация (например, введение зонда или формиро
вание хирургического шва) представляет собой однократный либо повторяющий
ся акт перфорации биоткани и протягивания имплантата через образовавшееся 
отверстие. Теоретический анаішз данного взаимодействия позволяет, исходя из 
достаточно просто определяемых фрикционно-механических и геометрических 
параметров одномерного имплантата, прогнозировать его манипуляционные 
свойства и травматичность. Целью настоящего исследования является построение 
механико-математической модели протягивмия одномерного имплантата через 
фрагмент биоткани в виде мембраны.

Формулировка задачи и построение модели. В ходе обзора литературных 
источников [1-9] авторами не обнаружены публикации, содержащие подробное 
теоретическое описание протягивания одномерного имплантата через перфориро
ванную биоткань. Вместе с тем, в механике композитов известны работы, в кото
рых анализируется сходный процесс вытягивания волокна из объема материала 
матрицы, в частности, при экспериментальном определении сдвиговой прочности 
адгезионной связи «волокно-матрица» посредством «pull-out» теста [10,11]. Одна-

УДК 531/534: [57+61]
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ко имеются существенные различия контактного взаимодействия одномерного 
имплантата с биотканями и армирующего волокна с матричным материалом в 
композитах:

1) Из-за отсутствия сильной адгезии имплантата к биоткани, предельное 
сдвиговое напряжение определяется законом Кулона, т.е. произведением кон
тактного давления и коэффициента трения.

2) Практикуемое изготовление имплантатов из низкомодульных полимеров 
и эластомеров приводит к необходимости учета изменения поперечного сечения 
имплантата в зоне контакта при натяжении.

3) Толщина фрагмента биоткани, через который осуществляется протягива
ние, мала в сравнении с другими размерами фрагмента. В этом случае сила сопро
тивления при протягивании в основном определяется не упругими свойствами 
биоткани, а ее предварительным натяжением, как это имеет место в мембранах 
конечной толщины.

Отмеченные особенности не позволяют использовать известные методики, 
разработанные для оценки адгезионной прочности соединения относительно же
сткого волокна с матрицей в армированных композитах.

В первом приближении будем рассматривать материал биоткани как упру
гий изотропный, характеризующийся модулем Юнга Et и коэффициентом Пуас
сона V,. Примем, что исходный радиус отверстия го меньше радиуса нити Эле
мент ткани, через который осуществляется «протягивание», представляет собой 
мембрану толщиной h. Размеры мембраны в плоскости, перпендикулярной нити, 
существенно больше толщины h и радиуса R„. При описании напряженно- 
деформированного состояния элемента биоткани введем цилиндрические коорди
наты г, ф, Z. Ось z перпендикулярна плоскости мембраны и проходит через центр 
отверстия. Координату z будем отсчитывать от свободного поперечного сечения 
нити. Элемент ткани находится в плоском напряженном состоянии = Orz ==<7z(p = 
= 0. Начальное натяжение биоткани будем характеризовать заданной компонен
той тензора напряжений = (Уо-

При протягивании имплантата радиус отверстия становится равным гі. Для 
упрощения дальнейших вьпшадок введем допущение о независимости конечного 
радиуса отверстия гі от координаты z. Изменение радиуса отверстия по толщине 
мембраны обусловлено неоднородностью распределения осевого напряжения Gzz 
на участке имплантата, контактирующего с биотканью. Допущение о постоянстве 
радиуса гі не является принципиальным, но позволяет существенно упростить 
преобразования и получить аналитическое решение задачи. Увеличение отверстия 
при протягивании вызывает дополнительные напряжения и деформации, для оп
ределения которых следует решить задачу теории упругости в осесимметричной 
постановке для плоского напряженного состояния. Также следует обеспечить от
сутствие дополнительных напряжений на большом удалении от отверстия (при г 
—> о о ) .  Решение поставленной задачи в перемещениях имеет вид [12] —

1 0 0 ,, —  - О . Н а  имплантат со стороны биоткани будет действо-м, = “z =«ф
вать нормальное давление р„, значение которого определяется по формуле

Р п  ч ( 1)

343



Представим имплантат в виде стержня круглого поперечного сечения из уп
ругого материала с модулем Юні а Е„ и коэффициентом Пуассона v„. Для расчет
ной оценки конечного радиуса г\ необходимо учесть уменьшение радиуса от ис
ходного Rn- Пренебрежение зависимостью радиуса г\ от координаты z позволяет 
рассматривать поперечное сжатие независимо от процесса протягивания, т.е. в 
предположении равенства нулю осевого напряжения Соответствующее реше-

R. ~~ V
ние имеет вид [13] и ^ = -  ” *

2v„(R„-n)  „
г, и, = — -—   —Z, м,„=0. Приравняв на

R n

границе контакта радиальные напряжения в стержне и биоткани, для определения 
радиуса г\ получим уравнение, решение которого имеет вид

=
1

1 + Z
ZR„ +Го , ^оО + уД

Е. (2)

Здесь для краткости записи введено обозначение Z = V o ( l  + Vr)

Тангенциальное контактное напряжение при наличии сцепления прямо 
пропорционально упругому смещению щ точек поверхности

= ки. (3)

Для определения коэффициента к рассмотрим прогиб мембраны элементар
ной толщины dz с отверстием радиуса г\. В мембране действует радиальное на
пряжение ао. Периметр отверстия смещается на величину щ. Так как радиус мем
браны много больше смещения можно пренебречь изменением радиального 
напряжения при прогибе. Тогда сила сопротивления, действующая со стороны 
мембраны, будет определяться по формуле Д = Ina^u^dz . Представляя эту силу, 
как результирующую равномерно распределенного по внутренней поверхности 
отверстия тангенциального напряжения, получим выражение для коэффициента 
пропорциональности в (3)

к = ^ .  (4)

Далее рассмотрим равновесие участка имплантата в области контакта с био
тканью. Этот участок представляет собой цилиндр длиной h и радиусом rj. На од
ной из торцевьк поверхностей цилиндра действует продольная сила Fq. Противо
положная торцевая поверхность свободна от нагрузок. Уравнение равновесия 
элементарного участка цилиндра длины dz можно записать в виде

dz
= 2 щ р ^ . (5)

Здесь — продольная сила, для которой вьшолняются граничные условия 
F/O) ~ О, Fz{h) = Fq. Сила Fz связана с продольной деформацией стержня следую
щим образом:
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г  '7  2 '7  1Fz = e,, = 1„щ  - f -
dz (6 )

£■ (1 -v  )
Здесь Z„ = -------------------- . Подставив выражения для продольной силы и

0 + v„)( l -2v„)
напряжения в выражение (5), получим

dz^
2к _2 -и, = D и,. (7 )

Здесь для краткости дальнейших вьпсладок введен коэффициент

D 2к 1 20()

h V
. Равенство (7) представляет собой дифференциальное

уравнение для функции Wz(z). Общее решение этого уравнения имеет вид -  
+ С2 е~^^. Значения констант Ci и С2 определяются из граничных усло

вий для продольной силы с учетом равенства (6). После преобразований получим

и z  =■ (8)

Функция (8) при увеличении координаты z возрастает. Следовательно, тан
генциальное напряжение при z = h достигает максимума, значение которого вы
числяется по формуле

р'^^=ки,{И ) =
иг. 2Z„ (9 )

Сцепление с биотканью сохраняется до тех пор, пока напряжение не дос
тигнет предельного значения, определяемого по закону Кулона — p f  = f^^p„. 
Здесь /сц — коэффициент трения сцепления для данной пары «нить-ткань». Ис
пользуя соотношение (9), можно определить значение продольной силы , при 
которой начнется проскальзьшание нити

F t  = /суРпЩ\ — (10)

При продольной силе Fq, превышающей данное значение, область контакта 
нити с биотканью можно разделить на два участка длиной Ii и I2  соответственно 
(/] + /2 = /г). На участке от z = 0 до z = /г выполняется условие сцепления (3) и для 
смещения выполняется уравнение (7). Граничное условие на свободной поверхно
сти имеет вид Fz(0) = 0. На границе раздела участков (при z = /1) напряжение р^

принимает значение р ^  ■ Следовательно и^(1^)=  - У-—- . С учетом данных гра-
к

ничных условий решение уравнения (7) примет вид

fcuPn

345



г 1.1 ^Dl,к[е "I + е-D l, / (П)

На втором участке длиной h  выполняется равенство = ўскР„ и реализуется 
проскальзывание. Здесь /ск -  коэффициент трения. Для упругого смещения спра
ведливо уравнение

f  р  = Я .
J  2 гу  2 J  с к У п  ‘dz

(12)

О ў'
Здесь введен коэффициент Н  = . На решение уравнения (12) накла-

дьшается граничное условие при z = h — FzQi) = Fo- Также следует обеспечить не- 
разрьтность смещений при z = h — “ ẑ4A) = ^  учетом указанных гра
ничных условий решение уравнения (12) имеет вид

^ (2) _  f  щРп ^ -H h (13)

Условие неразрывности первой производной от упругого смещения при пе
реходе от одного участка к другому приводит к уравнению

Df.,P„[e^^''-e F.
+ еDl, Z„nr(

- H l h - k ) . (14)

В результате решения данного нелинейного уравнения при заданной силе Fa 
определяется длина участка сцепления 1\. В момент начала проскальзывания l\ = h
и значение силы Fa совпадает с F^ . Если проскальзывание распространяется на 
всю толщину мембраны, /і = 0. Значение приложенной силы F^", при которой 
1\ = о, определяется из уравнения (14) следующим образом:

F -  = Z„nr^Hh = 1ііг,кў,р„. (15)

Таким образом, при действии на имплантат продольной силы F  ̂ < F ^ , его 
удлинение согласно соотношению (8) определяется следующим образом:

и =
FaL_ _ _ _ _

E ,nRl * Z,nr^D [e‘”’
(16)

Здесь L -  длина имплантата между точкой приложения силы и мембраной. 
Для силы, значение которой лежит в диапазоне между F ^  и , его удлинение 
вычисляется по формуле
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E„nR. Z ПК
(17)

Длина li в выражении (17) определяется как решение уравнения (14). 
Соотношения (16) и (17) позволяют установить расчетную зависимость уд

линения нити от продольной силы Fq. Кроме того, разработанная методика может 
быть использована для оценки максимального значения интенсивности тензора
напряжений , которое характеризует предельное состояние и вычисляется по 
известным зависимостям [13] 

а) для биоткани

а ut
б) для имплантата

сг„ = + Р1 + Pn<̂ZZ + f •

(18)

(19)

В этих выражениях давление р„ определяется согласно уравнению (1) с уче
том равенства (2). В диапазоне значений продольной силы < F ^  величина

вычисляется по формуле (9) и
ПК

. Интенсивность тензора напряже

ний принимаем максимальное значение в области контакта {г = г\) вблизи поверх
ности биоткани z = h. Если значение продольной силы лежит в диапазоне от F ^  
до Fq" , в формулах (18) и (19) следует принять

= /« Л . (20)
ПК

Максимальная интенсивность напряжений достигается на границе раздела 
участков сцепления и проскальзывания.

Пример использования математической модели. Разработанная механи
ко-математическая модель протягивания одномерного имплантата позволяет ус
тановить зависимость его удлинения от приложенной продольной силы и полу
чить расчетную оценку максимальной интенсивности напряжений в имплантате и 
биоткани. Исходными параметрами являются упругие характеристики биоткани 
{Et, V() и имплантата {Е„, v„), исходные значения радиусов отверстия (го) и им
плантата {R„), толш;ина {И) и начальное натяжение (do) биоткани, коэффициенты 
трения покоя (/^) и скольжения (/Ćk) для данной пары «нить-ткань». Предвари
тельно по формуле (2) определяется радиус отверстия после деформации г\. Затем 
по формуле (1) вычисляется давление ткани на нить р„. Согласно равенствам (4), 
(7) и (12) вьиисляются введенные коэффициенты к, D и Я  соответственно. После 
этого с использованием соотношений (10) и (15) определяются значения силы
F ^  и . В результате решения уравнение (14) для заданного значения силы Fo 
вычисляется длина участка сцепления /ь Подставляя полученные значения в фор
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мулы (16)-( 19), при заданной продольной силе определяются удлинение нити и и 
максимальные значения тензора напряжений в нити и ткани .

В качестве примера использования разработанной методики рассмотрим 
процесс протягивания полиэфирной нити с параметрами Е„ = 25 МПа; v„ = 0,4; 
R„ = 0,2 мм через отверстие в мембране, свойства которой соответствуют упругим 
характеристикам кожи человека в области живота £<=1,1 МПа; v< = 0,48, полу
ченным в работе [6]. Значения остальных исходным параметров бьши приняты 
следующими: го = 0,13 мм; /г = 6 мм; ао = 0,1 МПа;^ч = ~ 0,5; Z = 0.

В соответствии с рисунком 1, до начала проскальзывания ( £q < ) зависи
мость удлинения нити от приложенной силы практически линейна. Для сил 
Fq > условная жесткость нити (производная от силы по удлинению) по мере 
удлинения плавно уменьшается.

£ о , Н

и, мм

Рис. 1. Зависим ост ь «сила-удлинение».

В соответствии с рис. 2 при заданных значениях исходных параметров ин
тенсивность напряжений в нити существенно (на порядок) превышает интенсив
ность напряжений в коже. До начала проскальзывания интенсивность напряжений 
в имплантате увеличивается практически линейно с ростом приложенной силы. В 
данном диапазоне сил максимум интенсивности напряжений в биоткани возраста
ет с увеличением Fq нелинейно. После начала проскальзывания максимум интен
сивности напряжений в нити плавно снижается, а в коже остается неизменным.
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Рис. 2. Зависим ост ь м аксим ум а инт енсивност и т ен зора  напряж ений в нити (сплошная 
кривая) и кож е (пункт ирная) от прилож енной силы

Заключение. Разработанная механико-математическая модель описывает 
процесс протягивания одномерного эластичного имплантата через фрагмент био
ткани в виде мембраны с отверстием. Установлено, что в определенном диапазоне 
значений усилия протягивания наблюдается снижение жесткости исследуемой 
системы с ростом удлинения имплантата, причем характер зависимости макси
мальных значений интенсивности напряжений от приложенной силы различен 
для имплантата и биоткани. Разработанная методика и установленные закономер
ности позволяют прогнозировать манипуляционные характеристики и травматич- 
ность одномерных имплантатов исходя из фрикционно-механических свойств ис
пользуемых материалов.

Работа вьшолнена при поддержке БРФФИ-РФФИ: проекты Ф10-240 (10- 
08-90011-Бел_а), ТЮСО-ОЗЗ, а также 09-08-00752-а.
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