
ПЕРЕНОС ИЗЛУЧЕНИЯ В РАССЕИВАЮЩИХ СРЕДАХ

РАЗЛИЧНОЙ конфигурации

РОГОВЦОВ н.н.

I.Введение. Развитие теории переноса излучения со времени 
появления работы Хвольсона [I ] ,в которой изучалось рассеяние 
света в молочных стеклах,шло в направлении усложнения исследуе
мых моделей реальных и искусственных рассеивающих поглощающих 
сред и создания более мощных математических средств для изуче
ния свойств и получения решений уравнений данной теории. На 
этот естественный ход развития существенно влияли расширение 
практических приложений теории переноса и появление целого ря
да технических достижений 20 века,к которым в первую очередь
следует отнести создание космической и вычислительной техники, 
а также атомной энергетики. К настоящему времени теория перено
са излучения (а также нейтронов) нашла широкое применение при 
решении различных задач теории звездных и планетных атмосфер, 
оптики моря,оптики облаков и туманов,биофизики,физики твердого 
тела,оптики фотографических слоев,спектроскопии рассеивающих 
сред,переноса нейтронов и гамма-излучения,передачи сигналов и 
изображений через рассеивающие среды и т.д. (см.,например,£.2- 
-I5J и ссылки в них)). Отметим,что Теория переноса излучения 
(нейтронов) является одной из ветвей теории процессов переноса 
энергии и вещества,начальные положения которой возникли еще 
до появления работы |)l] в исследованиях Фурье и Больцмана . 
Заметим,что при решении уравнения переноса Болыдлана возникает 
целый ряд родственных проблем,изложенных,в частности,
в монографии [If] при решении модельных задач кинетической те
ории газов.

При изучении различных проблем теории переноса в упомяну
тых выше областях наиболее часто используется модель рассеива
ющей поглощающей среды в виде плоскопараллельного слоя,облу
чаемого внешним излучением или содержащего внутренние источни
ки,имеющие тоже плоскопарэаллельную симметрию. Эта модель 
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адекватно описывает процесс переноса в звездных и планетных 
атмосферах,море и некоторых биологических и искуссвенных мут
ных средах. Однако,при исследовании пылевых и планетарных ту
манностей, рентгеновских источников,аккреционных дисков,газо
вых разрядов,факелов,изолированных облаков и разорванной об
лачности, а также при проектировании ядерных реакторов,указан
ная модель является по существу малопригодной. Поэтому практи
ческие потребности стимулировали разработку аппарата теории 
переноса излучения для случая сред сложной конфигурации. К на
стоящему времени наиболее значительные результаты при исследо
вании переноса излучения в рассеивающих объектах "сложной" 
конфигурации получены с помощью методов интегральных преобра
зований [17-^] .поверхностных псевдоисточников [21,22) ,Кейза
[23-lf] .сферических гармоник м .экспериментального моде
лирования [27],Монте-Карло .пограничных и
численных алгоритмов Г31Л • К тому же за последнее десятиле
тие в работах был развит подход,основанный на использо
вании общих соотношений инвариантности и который характеризу
ется большой общностью,физической наглядностью и применим для 
решения конкретных задач теории переноса излучения для сред 
сложной формы (или при отсутствии содержательной симметрии в 
постановке проблемы). Ниже будут обсуждены истоки и общие 
идеи,лежащие в основе этого подхода,а также будут указаны ра
боты, в которых получены точные,приближенные,асимптотические 
решения ряда задач теории переноса для слоя,шара,цилиндров, 
правильных многогранников и тел невогнутой формы. Будут также 
отмечены статьи,в которых используются родственные методы.

2. Принципы и соотношения инвариантности,метод инвариант
ного погружения. Обиде положения подхода к решению задач тео
рии переноса излучения для сред сложной конфигурации.

(2. Еще до создания теории переноса излучения Стоксом 
были получены формулы для коэффициентов отражения и пропуска
ния направленного света стопой плоскопараллельных пластинок 
из чисто поглощающего вещества. Затем аналогичные выражения 
для указанных коэффициентов для рассеивающей поглощающей сре
ды были выведены Шустером (1905) и Гуревичем (1930) (см. ссылки 
на эти и родственные работы в [57])’ Как и в [5SJ в данных ста-
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тьях рассмотрение фактически велось в рамках простейшей моде
ли среды,каковой является одномерная модель. В этих исследова
ниях по сути дела был использован простейший вариант метода 
"сложения слоев". Следует,однако,подчеркнуть,что схема рассуж
дений, использованная Стоксом,направленность работ Шустера, 
Шварцшильда,Эддингтона (см, ссылки в частные варианты
балансных соотношений,записанных в статьях ,не позволи
ли их авторам по настоящему оценить весьма нетривиальные воз
можности метода "сложения слоев",._

Как было указано в работах [№,№], одним из фундаменталь
ных и давно используемых общих способов анализа физических 
объектов или систем является разбиение их на части или подсис
темы и последующее получение следствий из рассмотрения "взаи
модействия" искуственно образованных частей или подсистем. 
Родственным по отношению к указанному способу является метод, 
основанный на извлечении следствий из факта объединения час
тей или подсистем в единый физический объект или систему. Спе
цифика получаемых при этом результатов существенно зависит не 
только от физики изучаемого процесса,но и от отношений вели
чин, определяющих характерные геометрические и физические па
раметры частей и объекта в целом,а также от типа их Варьирова
ния. При исследовании конкретных физических систем в качестве 
дополнительной содержательной информации обычно используются 
законы (в частности,законы сохранения),симметрия объекта или 
более общие свойства инвариантности (обычно в неявной форме) 
и т.д.. С помощью применения указанных способов был получен, 
в частности,ряд основных уравнений (систем уравнений),соотно
шений, распределений, закономерностей и т.д. в механике сплош
ной среды, электродинамике,оптике,термодинамике,статистической 
физике. Упомянутый выше метод "сложе
ния слоев” может рассматриваться в качестве частного случая 
указанных общих способов исследования физических объектов и 
систем.

Особый вариант метода "сложения слоев" был впервые вве= 
ден в теорию переноса излучения Амбарцумяном в серии работ 
[3 ^7.® которых игл был решен ряд задач теории переноса излу
чения для однородных одномерных и плоскопараллельных сред. 
Заметим,что несмотря на внешнее сходство некоторых приемов,
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употреблявшихся в работах £3,56 ~ 60~\ .схемы использования 
метода "сложения слоев" в [56~5У] и [3f 60]существенно отли
чаются друг от Друга» Одна из значительных отличительных черт 
работ Амбарцумяна 6^]состоит в том,что он впервые при при
менении метода "сложения слоев" использовал понятие об инвари
антности и сфорлулировал первый в теории переноса принцип инва
риантности (ПИ) i60] . К тому же рассмотрение проводилось им с 
существенно более общих позиций,позволивших значительно продви
нуть вперед теорию переноса излучения для случая модели плоско
параллельной среды при наличии такой же симметрии источников 
излучения Обсуждению вопроса об отличии методов "сложе

на статья С6’1],в которой анализируются также работы Йдхеффера, 
Ван де Хюлста,Веллмана,Прайзендофера,Гранта и Ханта,Вийка и
других ( см. ссылки в посвященных дальнейшему развитию и
использованию метода "сложения слоев" Амбарцумяна для расчета 
полей излучения в плоскопараллельных средах.

К. Для последующего изложения полезно ввести в рассмотре
ние ряд простых алгебраических понятий,которые позволяют с 
единой точки зрения рассматривать задачи теории переноса при
менительно к объектам различной конфигурации. С целью выясне
ния глубинных истоков метода "сложения слоев" Амбарцумяна,пос
троения его аналога для сред различной формы и уяснения связей 
этого метода с общим понятием об инвариантности в работах [ЭД- 
*3^3?] был использован алгебраический подход. Дадим его крат
кое описание. Понятие об инвариантности (а также о его важном 
частном случае симметрии] физических объектов,систем,процессов 
или математических конструкций по отношению к некоторым опера
циям (физического или математического характера] играют в сов
ременном естествознании фундаментальную роль. Наиболее сущест
венный шаг,который нужно сделать в большинстве случаев при 
проведении исследований в выбранной области на основе указан
ного понятия,состоит в введении операций (множества операций], 
оставляющих инвариантными (неизменными] изучаемые объекты,сис
темы, процессы или математические конструкции. Обычно (в част
ности^ теоретической физике] под принципами инвариантности 
(пи] понимают утве радения, указывающие на инвариантность "че
го-либо" при выполнении_определенных_операций. Под соотношени-

-61-



ями инвариантности будем понимать следствия ПИ (их форма зави
сит от типа объекта,системы и т.д. и смысла понятий,величин, 
которые используются для их описания). Подчеркнем,что ПИ выпол
няют целый ряд полезных функций,среди которых следует отметить 
эвристическую,классификационную и отбора. Алгебраический под
ход оказался тем математическим языком (и аппаратом),на основе 
которого удалось весьма удобно описать и понять круг идей,свя
занных с частным случаем понятия инвариантности,а именно с по
нятием симметрии. Первоначально это было сделано в кристаллог
рафии и геометрии,а затем и в теоретической физике. Отметил, 
что в данных областях при формулировке ПИ и получении их след
ствий,в основном, использовалась теория групп и теория предс
тавлений групп. В работе [62] дополнительно к групповым преоб
разованиям привлекались преобразования двойственности,которые 
описываются булевой алгеброй. Общий обзор результатов,получен
ных в этом ракурсе,их глубокое и доступное обсуждение и ссылки 
на соответствующую литературу можно найти,например,в работах 
[6’3, £4]. ___

С. При формулировке ПИ в работе [60] была в явном виде ис
пользована инвариантность характеристик полей излучения по от
ношению к групповой операции (трансляции) с целью получения 
уравнений, опре делящих их на границах плоскопараллельного од
нородного слоя. Однако,по существу использовалась в несколько 
завуалированной форме также инвариантность поля излучения по 
отношению к двум основным полугрупповым.операциям (этот факт 
был отмечен в [33,3^3?]). Первая операция представляет собой 
разбиение слоя на подслои посредством разреза его плоскостью, 
не вносящей никаких изменений в характеристики поля и среды. 
Второй операцией является "выделение" подслоя из плоскопарал
лельного слоя с одновременным облучением его границ внешним 
излучением равным тому,которое имело место на плоскостях,про
веденных в. исходной среде и взятых в качестве границ подслоя. 
Эти свойства инвариантности носят более общий характер и без 
их использования (хотя бы и в неявном виде) метод "сложения 
слоев" не нашел бы столь широкого применения,которое он приоб
рел в теории переноса излучения. В частности,в работах W- 
~г/0] он применялся при решении различных задач для случая 
неоднородных плоскопараллельных слоев,для которых не имеет 
место ПИ [3,60]. В использовались рассуждения (см. 
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также ссылки в [61] }, основанные по существу на многократном 
применении отмеченных выше полугрупповых операций. Заметим,что 
"принцип взаимодействия",формулировку которого можно найти,на
пример,в ,по сути родственен утверждению об инвариантнос
ти поля излучения по отношению ко второй полугрупповой опера
ции (в простейшем варианте этот принцип фактически использо
вался еще в работе [5#]}. После появления работ fy,60] метод 
"сложения слоев" сначала получил существенное развитие и при
менение в работах [[2,4,5 J ,в которых был сформулирован целый 
ряд соотношений инвариантности (а также принципов инвариант
ности^) для случая внешних источников и найдены асимптотики 
для характеристик полей излучения в однородных слоях большой 
оптической толщины. Затем в работах (см. [71] и ссылки в 
ней:} был предложен метод инвариантного погружения,основанный 
на изучении изменений,возникающих при варьировании величин,оп
ределяющих систему в целом. Подчеркнем,что рассмотрение 
свойств сред как цельных объектов составляет суть подхода 
Амбарцумяна [72J • Отметим,что при разработке метода инвариан
тного погружения был использован ряд идей,применявшихся в ос
новополагающих исследованиях [3,5]. Данный метод,построенный 
посредством более абстрактного понимания конструктивных элемен
тов, содержащихся в исходных работах по методу "сложения слоев" 
вышел далеко за рамки теории переноса излучения и сейчас явля
ется одним из мокрых методов решения краевых задач и интегралв- 
ных уравнений математической физики. При этом их исследование 
сводится к решению задач Коши,которые весьма хорошо приспособ
лены для изучения их численными методами. Приложениям этого 
подхода к теории переноса излучения (нейтронов} и другим об
ластям посвящено большое число работ ("см. .например, рд- 
- 7?J и ссылки в них}.

На основе свойств инвариантности полей излучения по отно
шению к указанным выше полугрупповым операциям нетрудно проин
терпретировать соотношения инвариантности для случая плоскопа
раллельных сред,которые были получены и приведены в работах

J > Эти соотношения,играющие важ
ную роль при построении решений уравнения переноса излучения,- 
в большинстве своем являются с физической точки зрения соотно
шениями баланса,найденными зачастую посредством разбиения 
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"траекторий"фотонов на различные топологические типы и исполь
зования вероятностной трактовки теории переноса [2]. Следует 
отметить,что интерес к получению новых соотношений инвариант
ности весьма повысился после появления работ [81,82] ,в кото
рых был получен исходный "материал" для создания эффективного 
метода расчета внутренних полей излучения [82,8-/],построения вы
сокоточных приближенных решений для слоев конечной оптической 
толщины [85] ,развития теории для оптически толстых неоднород
ных плоскопараллельных сред [ffj . В статьях I/l,Jf2] затем 
в [83] .фактически было использовано утверждение об инвариант
ности поля излучения по отношению ко второй полугрупповой опе
рации (^см.выше) и равенстве поля излучения в выделенной части 
с соответствующими внешними источниками на ее границе полю в 
исходной среде в точках,соответствующих указанной части. Зто 
утверждение с использованием другой, терминологии было сформу
лировано в четкой и "образной" формах в виде общего принципа 
инвариантности (ОПи) соответственно для плоскопараллельных 
сред и рассеивающих тел сложной форш в работе [83] .

£. Во введении были отмечены методы,которые использовались 

в теории переноса излучения при изучении многократного рассея
ния света в средах сложной конфигурации. Ниже будет обсуждать
ся только подход,основанный на использовании общих соотношений 
инвариантности. Однако,отметим сначала ряд работ,в которых при
менялись родственные методы. В работах статье [8]]
о использованием метода инвариантного погружения были найдены 
уравнения для коэффициентов отражения и пропускания,а также 
для альбедо,применительно к сйерической оболочке цилиндру 

и двумерным Ш] .трехмерным [??] слоям (они облу
чаются бесконечно узкими мононалравленными пучками
В статьях [88,831 был получен ряд Соотношений инвариантности 
для сферически симметричных задач и на их основе выведены аси
мптотики решений уравнения_переноса излучения для некоторых 
типов источников. В работе' ] (см.также ссылки в нейр
для решения многомерных задач теории переноса используются ана
литические упрощения ядер интегральных уравнений для функций ио
источников и модифицированный метод Амбарцумяна,простейший ва
риант которого был предложен в £ 3 ] ь

Простота конфигурации плоскопараллельных сред (при такой 
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же симметрии источников) позволяет избежать изучения ряда до
полнительных вопросов,которые неминуемо возникают при попытке 
построения реализации указанного в пункте 2 а, общего подхода 
применительно к теории переноса излучения для случая рассеиваю
щих поглощающих объектов сложной формы. При осуществлении соот
ветствующего обобщения желательно сохранить внутреннее единст
во с методом,основанным на принципах инвариантности,поскольку 
он обладает физической наглядностью и эвристичностью.что вы
годно отличает его от некоторых форлальных математических под
ходов. По-видимому,первый результат в этом направлении был по
лучен в работе Кадомцева С 91J Для случая однородных выпуклых 
тел. Пр! этом была дана обобщенная формулировка ПИ Амбарцумяна 
для данной ситуации. Обобщение,сделанное в [у4]неприменимо 
для неоднородных сред,что весьма ограничивает область его ис
пользования. Поэтому в работах [32"3^37]при разработке ука
занного в п.2 а,подхода для случая сред произвольной конфигу
рации за основу была взята инвариантность полей излучения по 
отношению к более общим полугрупповым операциям, вписанные при 
рассмотрении переноса излучения в плоскопараллельной среде две 
полутрупповые операции при корректном обобщении порождают два 
основных типа операций для случая объектов любой фермы [33,34, 
37]. Ключевым моментом при обобщении второй полугрупповой 

операции является введение в [33,341 абсолютно поглощающей 
излучение оболочки (^поглотителя) . Это позволило придать яс
ный и корректный смысл операции "выделения" части из всего 
объекта. Заметим,что в отличие от случая плоскопараллельных 
сред для тел сложной формы введение такой идеализации необхо
димо. В [34,371 было построено множество операций,оставляю
щих почти везде инвариантным поле излучения в любом рассеи
вающем поглощающем объекте У ()У может быть частью другого 
тела),который может иметь произвольную конфигурацию и любая 
часть границы $ которого может быть подстилающей поверхно
стью (т.е. такой поверхностью,для которой локальные операто
ры отражения Ц и пропусканияТ не могут быть одновременно 
соответственно нулевым и единичным; [33] использовалось бо
лее общее определение,а именно часть р границы $ считалась, 
подстилающей поверхностью,если хотя бы доля излучения,падаю
щего на нее изнутри У .каким-либо образом попадала вУ) . В 

был сформулирован общий принцип инвариантности,кото-
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рый включает в себя наиболее содержательную общую часть утвер
ждений типа принципов инвариантности,известных в теории пере
носа излучения (СПИ,предложенный в L83] .является его важным 
частным случаем). Фактически в етом принципе утверждается,что 
поля излучения в рассеивающих поглощающих объектах почти вез
де инвариантны (инвариантность может нарушаться на кривых и 
поверхностях) по отношению к унарным операциям,являющимся эле
ментами полугруппы 5? Определения использованных в

алгебраических понятий можно найти,например,в книге 
[ОД.В [Забыло также показано,что полугруппу $ нель
зя доопределить до группы. Это указывает на существенное от
личие принципов инвариантности,сформулированных в теории пе
реноса от классических принципов инвариантности [УЗ] .описы
ваемых с помощью понятия группы. В [32~3?j УЗ] была ИРОД- 
ложена общая схема вывода соотношений инвариантности.

Выпишем только одно из наиболее общих соотношений инвари
антности, полученных в работах [33,34,$?] . Для этого введем 
ряд дополнительных обозначений и предположений. Допустим,что 

представима в виде объединения конечного или счетного 
числа ее частей,для которых можно ввести понятие'стороны и ко
торые почти везде имеют нормали,причем направление внешней 
нормали^ для заданной стороны и точки на $ .ко
торая определяется радиусом-вектором .согласуется с пере
ходом через к другой стороне. Обозначим через V=V"\$ 
внутреннюю часть тела V (знак \ задает операцию разности 
двух множеств^,а через (р(\/г) — объединение тех сторон частей, 
упоминавшихся выше,которые соприкасаются с у ,В любой точ
ке поверхности $ для каждой стороны указанных выше частей 
зададим полную единичную сферу <2 и полусферы ,
которые определяются условиями 

- вектор,задающий направление распространения излучения 
(Iffi'H) . Пусть характеристики у не зависят от поля из
лучения. Ограничимся также распространением случая монохрома
тического рассеяния и тел,не меняющихся со временем. При сде
ланных выше предположениях,как показано в С34,3р],имеет место 
следующее общее соотношение инвариантности:

-66-



.когда радиус-вектор Z*  задает точки,принад
лежащие множеству/1 >и(^(£)=0в противном случае, - любое 
тело,которое содержит часть,с точки зрения свойств среды иден-тело,которое содержит часть,с точки зрения свойств среды иден-

совпэдает с $ и характеризуется произвольными линейными опе
раторами /? и Т(свойства среды тела не зависят от поля;
операторы и f на не обязаны совпадать с таковыми на

Г, Vy “ интенсивность излучения,реализующегося в 
теле уЦСсчитаем,что в V содержатся внутренние источники 

в момент времени в точке, заданной Z (ffi ~ 
- вектор, указывающий направление распространения или испуска
ния излучения; - интенсивность излу
чения в теле VI ,когда оно содержит внутренние источники

s, ад v)v-‘),m. sjt) - дельта-функ

ция Дирака, У - скорость света в среде;
- объемная функция Грина (фикция влияния} уравнения переноса
излучения для тела у^ ( у^ \V и V могут иметь подстилаю
щие поверхности). Соотношения типа Ш ,как показано в работах

,допускают простую физическую интерпретацию. В част
ных случаях,как отмечено в статьяхвыражение ^пере
ходит в соотношения инвариантности "первого и последнего пере
сечений" (см. также [5*2,53])  »в которых интегрирование произво
дится не по полной единичной сфере 5? ,а по полусфера., и 
5?- (для плоскопараллельных сред такого рода соотношения рас
сматривались в ОТ)-

В подходе,предложенном в работах [S2-3?Jважную роль игра
ет относительность понятия границы тела.В частности,выбор 
свойств^ может производиться таким образом,чтобы сделать
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удобным использование соотношения инвариантности (Т) при реше
нии конкретных задач. Кратко сформулируем общую схему использо
вания указанного подхода,основанного на ОГИ f34*5/5.  Во.-пер- 
вых,используя алгебраические операции (см. следует
сконструировать подходящие общие соотношения инвариантности 
для данной проблемы,которые связывают между собой решения одно
типных или различных задач. Далее на основе общей информации 
о симметрии объекта,свойствах источников,рассеивающих телах и 
их границах,некоторых аналитических свойствах величин,входящих 
в общие соотношения инвариантности,и т.д. выводятся более час
тные соотношения. При этом желательно подбирать соотношения 
инвариантности таким образом,чтобы о некоторых из величин,вхо
дящих в них,были известны какие-либо конкретные данные. Даль
нейший анализ этих соотношений и вывод из них конкретных след
ствий должен производиться с использованием дополнительной со
держательной информации и конструктивных идей,появляющихся в 
процессе исследования при рассмотрении частных проблем. Слэдует 
подчеркнуть,что число соотношений инвариантности,вообще говоря, 
принципиально не ограничено ввиду наличия бесконечного множест
ва указанных в [34,57]операпий. Однако,наибольший интерес для 
приложений,по-видимому,будут иметь наиболее простые среди них. 
В качестве достоинств указанного подхода можно отметить его 
эвристичность,общность и достаточную гибкость при построении 
нужных общих соотношений инвариантности. В работах [32-З!1^ 

были отмечены связи,существующие между излагаемым подхо
дом и методами доопределения,поверхностных "псевдоисточников" 
и т.д..

3. О некоторых приложениях общих соотношений инвариантнос
ти. Очевидно,что на данном этапе развития теории переноса полу
чение решений для многомерных задач является весьма трудным де
лом. Тем не менее в работах [32,33,35*5*1]  удалось на основе 
анализа общих соотношений инвариантности получить ряд новых 
точных,приближенных,асимптотических решений,соотношений и нера
венств для различных характерстик полей излучения в плоском 
слое,шаре,цилиндре,правильных многогранниках и невогнутых рас
сеивающих телах (при этом и для ситуаций,когда они содержат 
ограниченные мононаправленные источники у. В статьях 
для консервативно рассеивающих тел,имеющих форму слоя,шара,ци
линдра, правильных многогранников были найдены точные выражения
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для средних длительностей ухода энергии излучения за пределы 
внутренних частей указанных сред при облучении их источниками 
специальных типов. Там же был получен ряд других точных решений 
уравнения переноса излучения. В работах {30,40,42,44,47] были 
выведены нижние и верхние оценки и асимптотики для потоков из
лучения и "интегральных" светимостей для случая рассеивающих 
сред невогнутой форды. К тому же в них были предложены прибли
женные формулы для этих величин и даны априорные оценки их от
носительных погрешностей. Заметим,что если среда однородна,то . 
все величины,входящие в эти форлулы можно выразить через харак
теристики полей излучения в бесконечных однородных средах,кото
рые зачастую можно найти в аналитической форме. Ниже эффектив
ность использования общих соотношений инвариантности проиллюст
рируем на примере получения асимптотик. При этом ввиду невозмо
жности приведения выводов формул ограничимся только их описани-

Приведем сначала одну асимптотику для энергии излучения/!^ 

выходящей в единицу времени через границу £ однородной опти
чески толстой почти консервативно рассеивающей среды V/со
держащей произвольные внутренние источники (границу $ считаем 
невогнутой и гладкой^. Обозначим через VfP, шар,полностью 

принадлежащий V” и касающийся $ в точке f к- оптический 
радиус этого шара}. Пусть - максимальное значение на
множестве шаров с указанными свойствами. Под будем понимать 
минимальное значение 09 при . При указанных услови
ях на основе анализа общих соотношений инвариантности 
3?] можно показать,что млеет место асимптотика

где ft - наименьший неотрицательный корень характеристического 
уравнения (71 - альбедо одаократного рассеяния^), fig “ поток 

излучения через границу $ ,когда тело V" вместе с источниками 

"погружено" в бесконечную среду (при этом в качестве главной 
норд ал и при вычислении потока надо брать внешнюю нормаль к , 
Заметим,что для однородной среды V величину Jig СЮ можно най-

(?)
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ти в аналитическом виде,а также получить для нее асимптотичес
кие выражения Для частного случая изотропного рассея
ния формула (2) была получена в [ОД .

В статье [4$]с использованием общих соотношений инвариант
ности и асимптотики функции Грина для бесконечной однородной 
среды,полученной в работе [^],бьши найдены асимптотические 
выражения для "значений" функций Грина уравнения переноса излу-
чения на границах однородных оптически толстых шара и цилиндра, 
содержащих в центре и на оси симметрии соответственно точечный 
и линейный мононаправленные источники. В [3$ 43,46) 83 J
с помощью родственных подходов был найден ряд других асимптотик 
для решений уравнения переноса излучения для оптически толстого 
шара,содержащего сферически симметричные источники.

В работе*,  [50] была*  решена задача об отыскании объемной фун
кции Грина оо) безразмерного уравнения пе

реноса излучения на границе (точка "наблюдения" задается опти
ческим радиусом-векторсм однородной полубесконечной среды 

,на большой оптической глубине которой находит
ся точечный мононаправленный "источник"
С '?*  и 52 * - определяют положение и напраленность источника;

Введем в рассмотрение безразмерную прямоуголь
ную декартову систему координат 
жена следуюцим_образом:плоскость OX'Y 
j> среды У(в>ва) _

,которая располо- 
совпадает с границей 

$ среды У(о>^ ,а точка 0 — с точкой "наблюдения";
направление оси_ 0Z совпадает с направлением внутренней_норма- 
ли к <р ;ось ОХ лежит в плоскости,перпендикулярной и 
проходящей через источник и точку "наблюдения",причем вектор 
Г*  должен иметь компоненты fl> ^о) ,где у? -.вели
чина угла между внутренней нормалью и g и вектором (“Л|/= 

. Используя общее соотношение инва

риантности, связывающее между собой функции Г'рина уравнений 
переноса излучения для случаев бесконечной V^o и полубес
конечной *сред  (см,, L33,34,513), асимптотику функ-
ции Грина для' .наЗДенную в [14,73 J »и специальный при
ем отыскания асимптотик поверхностных интегралов,использован
ный в ЭДб"1],можно показать,что имеет место следующее 
асимптотическое выражение [50J :
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(?)
Sneob^ = Utl fi =

•2 .где/ (<()- глубинное тело яркости ЕШ;

/И - косинус угла между вектором Л = - 5? и осью 0Z ,а - 
- азимутальный угол вектора Д ; 4 4g ,где функция^ 
описывает прямое и первые три кратности рассеянного излучения, 
а - ограниченная величина,убывающая "быстрее" при t~0~* оо , 
ft —too ,чем первый член в правой части {функция- 
11^;Д,^;^^является решением такой краевой задачи

ЭГ z, / _______ _
А "(*'*  )х

* f ,/*,?)<■  ]x^)i faMp, <f)da

Т(о,/*Л,М}

/
’ » f

цро v)

где xM - индикатриса рассеяния. Заметим,что формула (^сво
дит вопрос об определении асимптотики функции Грина к отыска
нию функции (.(..) и решению краевой задачи (а) .размерность ко
торой на две единицы меньше таковой для исходной проблемы. Сог
ласно принципу взаимности [13] имеет место равенство

(?*,-£>  *'?,-&)' где (...) - поверх

ностная функция,Грина. Следовательно умножив (з) на,/И .полу
чим асимптотику бТ0ПеРь положение точки "наблюдения"

:я £^*,а  место "падения" бесконечно^зкого
асимптотику (£ ^теперь положение точки "наблюдения1 

будет определяться С’*»<  " "
мононаправленного внешнего пучка излучения векторхж ■= 
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= (0,0,0) ~) • Из сказанного следует,что относительная форма 
тела яркости на большой оптической глубине полубесконечной од

нородной среды,облучаемой указанным внешним пучком излучения, 
определяется классической функцией .введенной в те
орию переноса при рассмотрении глубинного режима для случая за
дач, обладающих в своей постановке плоскопараллельной симметрией, 
Можно показать,что при облучении однородной полубесконечной 
среды,ограниченной зеркально отражающей поверхностью,точечным

слояУ равно £-*  COn$t), а точка "наблюдения" Р

кое расстояние; T'z* 1 ) от первой Гранины
значим через 
на.гтаницы

мононапр)авленным источником,находящимся на конечной оптической 
глубине, относительная фо pi а глубинного тела яркости определяет
ся тоже функцией (_ . __

Рассмотрим теперь однородный слой У большой оптической 
толщины .которзый содержит точечный мононаправленный источник 

. Пусть минимальное оптическое расстояние 
от источника (он расположен в точке 7] до второй границы 
слояУ равно £-*  (tr^-COK^fj, а точка "наблюдения" Р располо
жена на оптическом расстоянии 2^ (это тоже наименьшее оптичес- 

  — от первой Гранины слоя. Обо- 
и /^о ~ проекции точек Р и соответственно 

и $2 ,а через р угол между векторами 
,0---------------- ,где jjT - единичная внешняя нормаль к £

Введем еще в рассмотрение-две безразмерные прямоугольные декар>- 
товы системы координат KXYZ _ и 'ЧХрУ 
положены следующим образом:оси Z и орто!
цам слоя и 
равнениями 
маль к ID 
но с и

и • О™ Ра0"
и ортогональны грани-

имеют направления, совпадагтцие соответственно с нап- 
векторов " единичная внешняя нор-
;плоскости совпадают соответствен-

;оси}( и ^параллельны друг другу и тлеют 

направления;плоскости '№ МЛ. совпадают 
друг с другом;точка имеет координаты С°> tfsW) в сис
теме , а точка имеет такие же координаты в сис
теме лОМЛ- Если теперь использовать общие соотношения 
инвариантности (см. ГЗЗ_35,4<?,.Щ),связывающие функции Грина

уравнения переноса для по
лубесконечной среды Vfaeo) и плоского слоя V ,и результа
ты, изложенные в [3(2], то можно получить такую асимптотику

одинаковые направления; оси у и \ параллельными голе ют проти
воположные Д/\ Ъ --------------

& Z) и уравнения переноса для



у ~ ° (rfcotfexfcfa/cotfi, p = const, 
(o<A<i) •

3UG(firf,fy)=^

^лЛ * 0*  ,<f - угловые координаты векторов/=-£? и
$2*соответстчвенно  в сферических системах,согласованных с си

стемами U?J ,/И^^фун-

кция задает прямое и^ первые три кратности рассеянного излу
чения; величина Равна

fA'6^-SF
■ (т)Л .

Функция Г{ ] в (Ь) в свою очередь определяется из решения 
следующей краевой задачи:

/V ry
’+

(e)
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При ,V* —+0 соотношение ф) переходит в асимп
тотику, полученную в «причем при этих условиях Функция
ж1иС..) стремится к коэффициенту пропускания для по
лубесконечной среды £3, tyj. Если проинтегрировать (Ь) по/И*и^*  
соответственно на отрезках [- 1,-П ,а затем умножить
на <£^L (L величина,имеющая размерность мощности),то полу
чим асимптотику интенсивности излучения в оптически толстом 
слое,который содержит точечный изотропный источник мощности 

4JZ . Формула ф) также как и ф} сводит исследование трех
мерной (по пространственным переменным} проблемы к решению од
номерной задачи.

В статье [М] найдены асимптотики функций Грина уравнения 
переноса излучения для сред цилиндрической формы двух типов 
(Поскольку они справедливы и для неоднородных сред,то ниже рас
смотрение будет вестись с использованием "размерного" уравне
ния переноса,а геометрические величины будут описываться в обы
чной прямоугольной декартовой системе координат). К первому от
носится рассеивающее поглощающее тело Vp .границей которого 
является цилиндрическая поверхность .пересечение которой с 
плоскостью,перпендикулярной к образующим границы тела Vp дает 
невогнутую кривую/ (Z - направляющая цилиндрической поверх
ности . Тело VJ будем называть бесконечным цилиндром. Ко 
второму типу относится полубесконечный цилиндр,под которым бу
дем понимать среду V, .имеющую форму тела,являющегося общей 
частьюи одного из полупространств,на которое делит прост
ранство плоскость $ .перпендикулярная к образующим поверхно
сти . В £34Jпредполагалось,что оптические характеристики 
сред в любом сечении тел K»v2 плоскостью, перпендикулярной 
образующим,не зависят от его положения. Однако,считалось,что 
они могут изменяться в пределах самого сечения. Кратко опишем 
здесь только^способ^получения глубинной асимптотики функции 
Грина для случая бесконечного цилиндра
Vj .содержащего внутри себя точечный мононаправленный "ис
точник" (У где ? и £*  -радиусы-вектор^за-
даицие положения точки "наблюдениями источника фекторы® ,

же ют прежний смысл}. Введем декартову прямоугольную си
стему координат OXXZ ,плоскость DXY которой перпен-
дикулярна образующим цилиндра. В этой системе 
£*=фС*У,2)«  = «пдс <£. - показатель ослабления.
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Пусть / »где F - область на плоскости
Л.

0YX .ограниченная проекцией £ направляющей с на са
му плоскость ОХ.Х • Теперь введем весьма важное с физической 
точки зрения ограничение,а именно будем считать,что (d -

точная верхняя грань длин всех отрезков,отсекаемых от пря
мых, пересекающих и параллельных OXY является ограничен
ной величиной. Если oOjz~,Z*  «то естественно предположить,

• (и)

где «■=-/ а вектор, имеющий направление оси Z !sl)-

что в процессе многократного рассеяния в поперечном сечении ци
линдра "\Z будет устанавливаться распределение поля излучения, 
независимое в относительных единицах от lz-z*l  . Данное ут
верждение есть фактически предположение о возможности разделе
ния переменных,когда источник и точка "наблюдения" удалены друг 
от друга на большое оптическое расстояние <2,- lz-£*l  • В ра
боте Г 9 5”] исследованы некоторые математические вопросы, 
связанные с возможностью такого разделения, Итак,будем предпо
лагать, что

& ~ 6/1-/ws>corf, Un<?, fl)>

Здесь функции U-)'i(-)
ция О убывает при «Z/g-g*/-*  ОО^баех jjuc , чем xicpxjxuyi члеп x> 
правой части (э) (в общем случае - обобщенная функция) ;fl, 

</ и fl\*\  - угловые координаты3векторов 5? , StT*  г '

&■>

I подлежат определению;функ- 
|-»оо" быстрее" ,чем первый член в

, . - . — > Stf"*  в сфе
рической системе координат,согласованной с системой ОШ . 
Положим 2 2 > 0 • Тогда из результатов работ [35, М] сле
дует,что млеет место следующее общее соотношение инвариантно
сти:
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Подставляя (э) в (io) и отбрасывая члены более высокого порядка, 
получим (при , Z( |z*|-* ‘'9 соотношение

fn)

X (*№№'  ,
Выберем нормировку функций $6-) так,чтобы выполнялось
условие

5 &
Из (п) , (12} с учетом того,что 2 и Z^произвольные (в рамках 
ограничений2<Z{|.E-£*|  »1 ) числа, 
получаем = €Xp(t flZl) (^ “ неотрицательное число,) . 
Так как поле излучения при <Zj2-2*'/" >o0Д°лжн0 убывать,то следу
ет положить §•(£)« . Теперь надо найти связь
мевду$/.,,) и • Воспользовавшись принципом взаим
ности ИЗ] и соотношением (?),приходим к такому выражению:

бг,у;?)= *
= С (is)

Подставив (is) в (12) .получим условие нормировки для #(С.)

Из (9), (13) , (14) находим искомую асимптотику 
ё(г$, ”C№f’(-%\|2 -2*1)# <Ху;/И,

Поскольку выражение (1б) должно удовлетворять однородному ура
внении переноса,приходим к такой краевой задаче для определе
ния функции 5 6..) бсм. также £]$] )
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(х>у)ф(х>мФ+
♦ t)&, *1•  (х>у)>
71е+?vf' &1= ^1-/**№•?,

№=о , г^е 
^'^>0

- показатель рассеяния /выше фактически пред- 
.— с'/м ,А ^лл*л/^ 1 для любьк

маль к границе в
С и 7 - единичные

(я). Задача 
функции

где 6~(Х,у) к -
полагалос ъ, также, что ff^T, if) 2 СОЩГ > Q 
С#, у) с? ) • ~ внутренняя норлаль к г
точке, задаваемой . £=/9М >а <■ / х
орты системы OXY (.%(<'•) ~ 11НДикатриса рассеяния^). Задача 
[16^ может решаться для любой заданной нормировки функции 
ш ,а затем константу С в следует на

ходить из условия М’
Из изложенного выше следует,что подход,основанный на исполь

зовании общих соотношений инвариантности [32- 3?J .позво
ляет решить целый ряд "многомерных" задач теории переноса из
лучения, причем зачастую в аналитическом виде.
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