
го движения колесных машин с нелинейным управляющим воздействием, обеспечивающим 
оолее высокую сходимость расчетных значений с экспериментальными данными и значи- 
гельно повьппающим адекватность математической модели.
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РАЗРАБОТКА ДИ Н АМ ИЧЕСКОЙ М ОДЕЛИ  П Л А Н ЕТА РН О Й  Ш АРИКОВОЙ 
ПЕРЕДАЧИ НА ОСНОВЕ С ТРУ К ТУ РН О -М А ТРИ ЧН О ГО  М ЕТОДА

Белорусско-Российский университет 
Могилев, Беларусь

Введение. Передача движения и нагрузки посредством тел качения используется во 
жогих механизмах и устройствах, например в подшипниках и направляющих качения, а 
жже в механических передачах, некоторые типы из которых (щаршсовинтовые) изготавли- 
заются серийно. Планетарные передачи с те
зами качения известны не так широко, однако 
меют ряд преимуществ, позволяющих эффек- 
швно использовать их для рещения некоторых 
шженерных задач. Одна из разновидностей 
такого рода передач -  эллипсная щариковая 
зередача (ЭШП) может применяться для соз- 
зания компактньк редуцирующих узлов с низ
кой себестоимостью изготовления, легко 
ктраиваемых в различные устройства, средст- 
5а малой механизации [1]. Редукторы анало- 
лчного типа нашли применение для создания 
устройств работающих при бурении нефтяных 
н газовых скважин [2].

Принцип работы  ЭШ П основан на 
ззаимодействии профильных рабочих поверх
ностей трех соосных цилиндрических деталей
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Рисунок 1 - Секция ЭШ П в сборе (3D- 
модель)
1 - ведущий вал (внутренний кулачок),
2 -  ведомый вал с пазами,
3 -  многопериодный кулачок,
4 -  система тел качения



посредством промежуточных тел -  шариков (рис.1). Модель передачи представляет собой 
пересечение в пространстве двух периодических кривых (синусоид), замкнутых на цилиндре 
с радиусом образующей окружности R. Одна из кривых -  однопериодная (эллипс, Z\=\\ 
другая многопериодная, с числом периодов Z3.

Синусоиды имеют одинаковые амплитуды А, средние линии кривых совпадают, точ
ки их пересечения (центры тел качения) располагаются равномерно по окружности с равньш 
полярным угловым шагом относительно оси цилиндра. При вращении одной кривой относи
тельно неподвижной другой (скольжении вдоль оси абсцисс на плоской развертке) точки пе
ресечения будут двигаться согласовано. Их абсолютное движение по неподвижной синусои
де можно разложить на два движения: относительное вдоль оси ординат и переносное вдолі 
оси абсцисс. Если рассмотреть точки пересечения первой группы [2], характеризующие пе
ресечение разноименных ветвей кривых, (восходящих ветвей одной кривой и нисходящю 
другой, и наоборот), то вдоль оси абсцисс расстояние между ними в процессе движения не 
будет изменяться, что позволяет 
ввести в конструкцию передачи 
звено (вал с пазами), позволяющее 
воспринимать результирующее 
движение.

На базе ЭШП возможно из
готовление многоступенчатых вы
сокоскоростных передач путем по
следовательного соединения сек
ций. На рис.2 приведен общий вид 
мотор-редуктора с двухступенчатой 
передачей.

Блок управления служит для 
реверса мотор-редуктора. В конст
рукции использовался асинхронный электродвигатель типа 4АА5682УЗ мощностью 250Втн 
частотой вращения 2760 об/мин. Редуцирующая часть имеет передаточное отнощение, рав
ное 72 (у первой ступени -  8, у второй ступени -  9), наружный диаметр корпуса редуктора 
равен 70 мм.

Исследование динам ики  передачи. При анализе передачи вводится индексация па
раметров звеньев, согласно обозначению, приведенному на рис. 1. Направление сигналов со
ответствует первой кинематической схеме (аналог схемы 2К-Н для зубчатых передач, при 
которой звено 3 остановлено, звено 1 -  ведущее, а звено 2 -  ведомое). Кинетическая энергии 
ЭШП для 1-ой кинематической схемы:

Рисунок 2- Планетарный шариковый мотор- 
редзлстор с блоком здтравления

Г = Г, + Гг + X  7’,4г * ( 1)
И = 1

где Tl -  кинетическая энергия внутреннего кулачка; Тг -  кинетическая энергия вала с пазами: 
Т4І -  кинетическая энергия і-го тела качения; п -количество тел качения в передаче.

Принимая угол поворота ведущего вала (pi в качестве обобщенной координаты, получим:

T'l = ^\Ф\
2 и‘ т ; = Z

1=1

^ 2m^Vc^i

\
(2:

где Ji, І2, J4 -  моменты инерции тел 1, 2 и 4 соответственно; ę ji/ię i - угол поворота ведущей 
звена (внутреннего кулачка) и его угловая скорость соответственно; пь} -  масса щарика; Вс4і-
скорость центра масс і-го щарика, ę?4, - угловая скорость вращения і-го щарика вокруг оси,
проходящей через центр масс.

Скорость центра масс щарика определиться [3]:
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Vс4/
f i

и ( 3)

Угловые скорости в первом приближении можно рассматривать как линейные 
і̂ункцйй угловой скорости входного вала, т.е. ^ * ~ ^Ф\  ̂ где к— коэффициент пропорцио

нальности, и принять у всех тел качения равными. Тогда кинетическая энергия передачи:
•2 (

T ^ f L  
2 и  i=QU

c o ł
(

2 г
\

+ l̂ n J n

< 1 w п ))) J

(4)

В выражении (4) присутствует функция суммы квадратов косинусов. Для упрощения 
этого выражения и дальнейших расчетов вьтолним преобразования сумм некоторых триго
нометрических функций.

2яЛ
I sin{ax + б)с6е = ( -  cos{la7iR + Z>) + cos b) /  а = (5)

= -{cos{2 a7rR) • cos b -  sini^anR) ■ sin b + cos 6) /  a  = ( -  cos b + cos 6) /  a  = 0  ̂
причем a -  целое число (в рассматриваемой модели a=Za).

2яЛ
J со^ах + b)dx = Q. (7)

Последнее равенство следует из того, что интеграл в последнем преобразовании вы
ражения (7) равен нулю согласно выражению (6).

Аналогично доказывается равенство
2яЯ
jcos^{ax + b)dx =яЛ. (8)
о

Выражения (7) и (8) характеризуют суммарную площадь, ограниченную функциями 
sir?{ax + Ь), coł{ax + б) и осью абсцисс. Чтобы найти сумму ординат точек равномерно распре
деленных вдоль оси абсцисс необходимо разделить это выражение на длину интервала.

Таким образом

. 2 /2^ sm [ах + b)=  J sin{ax + b)dx • — = ----- ;
i=o o  ̂ ^

^  cos [ax + 6) = J cos[ax + b)dx • — = ----- , (9)
1=0 o  ̂ ^

где / -  общая длина вдоль оси абсцисс, на которой вычисляется интеграл; п -  количество ин
тервалов.

Применительно к вьфажению (4), получим
<р̂ 2 л  TcRn пп - \  /

Y^cos^
i = 0

+ — / =
V и п 2 лК

(10)

Вьшолним преобразования, предусмотренные уравнениями Лагранжа II рода.

а г  хл / хл /-114
л [ а щ )  дп  ^  « « г  ( )

где Qipi -  обобщенная сила, соответствующая обобщенной координате <pi; Мтр -  момент сил 
трения в передаче.

После преобразования с учетом формул (9), выражение (4) примет вид:
^ /■ .,2г,2

Т ^ f L  
2

J ^ + ^  + n
и

т.
2 и^и

— 0 ,5 ^  J JJ, ( 12)
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где Jn -  постоянный инерционный коэффициент, равный 
выражению в скобках в первой части формулы (13).

Таким образом, математически доказано, что не
смотря на сложный характер взаимных перемещений 
тел качения относительно друг друга и неподвижной 
системы отсчета, всю эту систему можно рассматривать 
как единое тело, совершающее вращательное движение.

Разработка м атем атической модели передачи.
Далее рассматривается система с четырьмя степенями 
свободы, состоящая из четырех сосредоточенных масс 
(рис.З).

Сосредоточенные массы Ji, J2, J3 и J4 отражают 
инерционные свойства объекта, фазовыми переменными 
типа потока являются угловые скорости, а типа потен
циала -  вращающие моменты. Матрицы инциденций и 
трансформаторных элементов приведены в таблице 1.
Таблица 1 М атрицы  инциденций и трансф орматорны х элементов динамической модели

Рисунок 3 - Динамическая модель 
планетарной шариковой передаш

Узлы

Ветви

Источники потенциалов Упругие и дисси
пативные

Трансформаторные
элементы

М в1 Мв2 Мвз Cl
(Pi)

С2
(Р2)

Сз
(рз) Cl (щ ) С2 (Ц2) Сз (цз)

1 Li 0 0 0 -Li 0 0 1 0 0
2 0 Li 0 0 0 -Li 0 0 0 0
3 0 0 Li 0 0 0 -Li 0 0 1
4 0 0 0 -1 Li Li Li 0 0 0

Подматрицы Ав Ay (Ад) Ту(Тд)

Движение системы с учетом малых колебаний будет описываться системой следую
щих уравнений, полученных на основе структурно-матричного метода [4].

do\ / d t = (л/ді — (Муі +  М д і) /Щ2 ) /  J \ ; (13)

do}  ̂ /  =  (— Afjj2 +  Му2 +  МД2 ) /  J 2 ,'

dO)Ą /  = (— Л/д4 + Afyj +  — М у2 ~  Л̂ УЗ ~  ̂ Д 2  ~

d A ^  / d t  = ą ( ą  /  м,2 “

dM / 2  /  ^

(14)

(15)

(16) 

(17)

d l ^  / d t  = c l -  (Щ^2 -  ^4). (18)
где со 1, 0)2, Юз -  угловые скорости входного, выходного звеньев и системы тел качения соот
ветственно; М в1, Мв2, Мвз -  моменты, приложенные к основным звеньям передачи; Муій 
Мді -  потенциалы упругих и диссипативных элементов соответственно; U12 -  передаточное 
число, определяемое при заторможенном 3-ем звене и передаче движения от входного звена 
1 к выходному звену 2; U32 -  передаточное число, определяемое при заторможенном звене 1 
и передаче движения от входного звена 3 к выходному звену 2.

При этом моменты диссипативных элементов и момент внешних воздействий А/дз:

^ д \  =  / ц ( ^  /  «12 -  ^  +  ^4)>‘ ^ д ъ  =  м ( -  ^ « 3 2  -

где Cj -  жесткости упругих элементов; Цк -  коэффициенты диссипации.
(19)
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Передаточные числа Ui2 и U32 определяются исходя из известной формулы Виллиса 
для планетарных передач. В правой части этой формулы роль чисел зубьев выполняют числа 
периодов на кулачках передачи: Z i= l (однопериодная синусоида -  эллипс) и Z3 .

Для решения системы шести дифференциальных уравнений (13)-(18) необходимо за
дание начальных условий: сою, сй2о, Ю40, Мую, Му2о, Музо и времени интегрирования. И если 
начальные угловые скорости можно принять равными нулю: coio=0, (О20-О, ©40=0, то моменты 
находятся во взаимосвязи и их значение необходимо находить из условий статического рав
новесия системы:

^ у \о  ~  ^ в і ’ ^ у іо  ~  ^ у з  ~  ( 20)

Особо следует рассматривать вопрос об определении коэффициентов жесткости упру- 
гах элементов и коэффициентов диссипации. Коэффициенты Сі и Ці характеризуют упругие 
и диссипативные свойства контакта внутреннего кулачка и тел качения, коэффициенты С2 и 
fi2 характеризуют упругие и диссипативные свойства контакта пазов вала с пазами и тел ка
чения, а коэффициенты сз и цз характеризуют упругие и диссипативные свойства контакта 
рабочих поверхностей наружного кулачка и тел качения, и все они являются, по сути, приве
денными коэффициентами. Так как соединение элементов во всех случаях последовательное, 
го возможно воспользоваться следующим выражением:

С і(М і)=  I  (21)
У = 1

где i -  номер звена, контактирующего с системой тел качения; j -  номер тела качения, j = 1 
t. В программе динамического анализа MSC ADAMS® 2003, например, по умолчанию ус

танавливаются следующие параметры контакта стальник деталей: с=10 H/mm, ц=10 H c/mm.
Выводы. Система тел качения в планетарной щариковой передаче в любой момент 

времени может рассматриваться как единое тело, совершающее вращательное движение и 
имеющее постоянный осевой и полярный (относительно центра масс) момент инерции.

Разработана математическая модель передачи, позволяющая анализировать переходные 
процессы при работе редуцирующих узлов. Данная математическая модель может бьпъ применена 
не только для планетарньк шариковых передач, но и для планет^ньк передач других типов, в том 
числе и зубчатьк. Методика динамического анализа автоматизирована с помощью ЭВМ.
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ИЗМ ЕНЕНИЕ У СТА ЛО СТН О Й  П РО ЧН О С ТИ  ТИТАНА В ЗАВИСИМ ОСТИ 
ОТ П РЕДВА РИ ТЕЛ ЬН О Й  Д ЕФ О РМ А Ц И И

Белорусский национальный технический университет 
Минск, Беларусь

Во время пластического деформирования процесс упрочнения и динамического ста
рения металла, в основном связан с блокированием дислокаций примесными атомами или их 
атаосферами. Имеется предложение, что в местах максимальных сдвигов или других зонах
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