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В статье найдена асимптотика для поверхностной функции Грина 
[1] уравнения переноса для того случая, когда точка «наблюдения» на­
ходится на большой оптической глубине однородной полубесконечной 
неконсерватнвно рассеивающей среды, облучаемой «бесконечно узким» 
мононаправленным пучком внешнего излучения. При этом в отличие от 
|2, 3] при выводе указанного асимптотического выражения не будут 
накладываться ограничения на положения точки «наблюдения» и мес­
та «падения» пучка излучения на границу среды.

На основе полученной в работе асимптотики поверхностной функции 
Грина нетрудно выписать в явном виде асимптотические соотношения 
для характеристик полей излучения на большой оптической глубине 
полубесконечной среды при освещении ее произвольным внешним излу­
чением. Заметим, что асимптотические выражения для интенсивности 
излучения и функции источников на большой оптической глубине полу- 
бесконечного слоя, облучаемого «бесконечно широким» мононаправлен- 
пым пучком излучения, создающим на его границе освещенность, не за­
висящую от положения на ней, были получены еще в классических рабо­
тах В. А. Амбарцумяна [4] и В. В. Соболева [5, 6J.

Известно [1], что для отыскания поверхностной функции Грина до­
статочно найти «объемную» функцию Грина, которую для случая одно­
родной полубесконечной среды Г(о, сс), ограниченной плоскостью Ś, обо­
значим через 0 (0, оо> (т, І2, т*, Q*) (т и т* — оптические радиусы-векторы, 
задающие соответственно положения точки «наблюдения» и источника; 
В и Q* — единичные векторы, определяющие направления распростра­
нения н испускания излучения; величина О(о, оо) (...) соответствует «источ­
нику» вида б(т — т*) 6(Q — Ц*))- Получим асимптотическое выраже­
ние для 0(0, оо) (...) при То->-оо (хо — оптическая глубина, на которой на­
ходится точечный мононаправленный «источник» б(т — т*) 6(0  — О*)). 
Будем при этом дополнительно предполагать, что точка «наблюдения» 
лежит на S (для краткости этот факт будем обозначать как тГЗ). Обо­
значим через р величину угла между внутренней нормалью к S н векто­
ром (—R)=T* — т, причем р должно у,довлетворять условиям 
0 ^ р < л /2 .  При получении асимптотического выражения для Ĝo.co) (■•■) 
используем такое соотношение инвариантности:

G(0,„)(t, й , тП Й*) =  0„(т, Й, тП й̂ '̂ ; 
1

|(п-Й)|
dS" f  (п-Й")С„(т", Й", т*,й*)Х
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Gs (т", — й", т, й, V(о,~))йй', ( 1 )

T ^ S ,  ( п - й ) > 0 ,

которое представляет собой частный случай выражения (12) нз [7]. В вы­
ражении (1) величины имеют следующий смысл; G„ (т, й, т*, й * )—«объ­
емная» функция Грина уравнения переноса для случая бесконечной од­
нородной _среды V„, оптические параметры которой идентичны реализую­
щимся в Г(о, оо); п — внешняя нормаль к S; Й_— полусфера, определяемая 
условием (п-Й)<;0; Gs(t", —й", т, —й, Г(о, «,))— поверхіюстная функция 
Грнна урав^іенйя переноса для случая 1/(о, „) (в (1) вектор т" задает 
точки на S, т. е. т" £ S).

Соотношеине (1) указывает только на общую связь, существующую 
между G(o, оо) (•••), 5,0 (••■) и Gs(---). Как отмечалось в [3, 8], при
отыскании асимптотик различных характеристик полей излучения с по­
мощью общих соотношений инвариантности [7, 9] необходимо принять во 
внимание какую-либо дополнительную содержательную информацию. Так 
же, как в [3, 8], в качестве таковой используем асимптотическую форму­
лу для G „(---)  при [т — т * |^ о о ,  найденную в работах ПО, 11] различ­
ными способами. Для наших целей ее удобно представить в следующей 
форме [3];

/еехр(— /е|т" — т*'''Goo (т", Й", тД ЙД =
2лШ  |т"-

X

X

Лг =  1̂ +  ‘/г. q-i =  О (1т" — ехр (— k |т" — т*1)), 
|х " -т* |-> о о ,  ( 0 < Л < 1 ) .

Здесь k — наименьший неотрицательный корень характеристического урав­
нения; Л — альбедо однократного рассеяния; г(...) — глубинное тело
яркости (предполагаем, что данная функция нормирована условием 

1 1
J  г (р.') ф ' =  (2/Л) [6]); М —2 j p'i'2(p')dp'; Qi — обобщенная функция, 

—I —Т
описывающая прямое и первые кратности рассеянного излучения, 
ограниченная функция.

Кроме (2), при получении асимптотики функции G(o, <»)(...) нам пона­
добятся следующие легко выводимые асимптотические выражения;

Й"

й=>

т — X-
Й '  -

г *  N

X —  X "
Й̂ ' X —  X"-

0 ( 1) .  

f  0(1),

(3)

|т" — х*| =  (Xo/cosp)(l+0(1)), Хо->оо, x'+S],

где S] — область в виде круга, лежащего на Ś, радиус Х\ которого удо­
влетворяет условиям (xi/xo)=o(l) при хо-)-оо, ті->-оо (центр круга Ś; 
совпадает с точкой, задаваемой х). При доказательстве справедливости 
соотнощений (3) сделано физически оправданное допущение о непре­
рывности г(р') на отрезке [—1, 1].

Если представить поверхностный интеграл в (1) в виде суммы инте­
гралов по Si и (S xS i) ,  то с помощью формул (2), (3) и целого ряда
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достаточно элементарных преобразований п оценок можно показать, 
что имеет место выражение

X г

G(o. „) (т, Й, X*, Q*) ----------i ( ( Й*.—
2 n m R  U  R

Й-
R

j exp + (In-Й|)-^ J  (n-Й")/
/ a-

X

Й" —  ' 
R

X

j j  exp (— ^іт" — т*|) Gs(x", — Й", T, — Й, У(о, „o))dS"| +  Д), (4) 
s’ ^

TgS, (п-Й)>0, ( 0 < Л < 1 ) ,  R = \R\,
где Al допускает представление А^ = q*-\- q ,̂ q^= о {R~^ exp {— kR)) при 
Tj->oo(^* совпадает с q̂  ̂ при т" =  т, й" =  й). Следующий существенный 
шаг, который необходимо сделать при отыскании искомой асимптотики, 
состоит в получении асимптотического выражения для поверхностного 
интеграла в (4) при то->со. Введем в рассмотрение прямоугольную де­
картову систему координат OXYZ, которая расположена следующим 
образом: плоскость OXY совпадает с 5, а точка О — с точкой «наблю­
дения»; 2іаправленііе оси OZ совпадает с направлением внутренней нор­
мали к S; ось О У лежит в плоскости, перпендикулярной S и проходящей 
через источник и точку «наблюдения», причем вектор т* (он задает 
положение источника) должен иметь компоненты (О, xotg (3, хо). С уче­
том сказанного можно показать, что справедливо соотнощенне

lim
Тп-*' оо

л
j  J exp ІА; f К" -  т*1) j j G j(т", -Й " ,  x, -  Й, У,о, . ,)  dS" =

=  f j  exp iky" sin (3) Gś (t", -Й " ,  X, -  Й, Ў(о, .>) dŚ"; (5)

x =  (0, 0, 0), x"= (x", y", 0), (п -й )> 0 ,  (xq/cosp) =  ;?, (п -й ")< 0 ,
( 0 < Л <  1).

Обозначим через pi, li косинусы углов между векторами (— Й"), (— Й) 
и осью OZ, а через фі, ср — соответствующие азимуты этих векторов. С 
учетом этих обозначений и определения Gs{---) [1] нетрудно убедиться в 
том, что величина в правой части (5) равна I (0, Pi, Фі, р, ф) при рі <  0, 
где функция I (...) представляет собой решение задачи

dljz, Bl; Ф у _Ю__ф)__ =  — (1 — ^5ІПр5ІПф і]/і— p^) / (z ,  Pi, фі, p, ф) ■ 
dz

А
4л

і’ л;(ро)/(г, рі', фі, р, ф)ай'. ( 6)

1 (0 , рі, фі, р, — У)5(Фі— Ф). В > 0 .  2 > 0 ,

где -х(Ро) — индикатриса рассеяния. Принимая во внимание (5), (6), из (4) 
получаем искомую асимптотику для функции G(o, «) (•..):

G(О, ») (х, Й, X*, Й*) к е.хр (— kR)
2 n m R

й*. А
R

Й-
R

--------Г p''ffp" \ I (}/1 — (р")2 sin ф" sin р - р" COS Р) I (0, —р", ф", р, ф) dę"\-p
В ь' J

1087



оо, j j ,> o ,  т £ S , ( 0 < л < ; 1 ) , ( 7)

причем А, допускает такую же асимптотическую оценку, как и А,. Со­
гласно принципу взаимности [1], имеет место равенство Gs (t*, — Й*, т, 
— й) =  |.iG(o, оо) (т, Й, т*, Й*). Следовательно, умножив (7) на f.r, получим 
асимптотику для поверхностной функции Грина (теперь положение точки 
«наблюдения» будет определяться т*, а место «падения» пучка внешнего 
излучения т).

Summary

Ап asymptotic expression is found for Green surface function of the radiative trans­
fer equation for a homogeneous semi-infinite medium.
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