
13. — 2 ----— +
дх^дх^

о-,, = -  ■
дх̂ дх.̂  дх

14. С7„ =

15. =

^>3
ах?

dx^dXj

^>3
дх1

дх^дх^

g>3
dxl ' 0-22 = dxl

_  _ 2  

 ̂ dxpx2
a>3 a v , 5>2 ^ a > , a >2

дх^ dxfix^ dxpx. dx.ĵ dx, ’ ” dxf dxpx,

= 2- d‘Vi СГ33 = 2 — ^  + a>3
dx,px. dxjdx. дх^

a >2 a > , a>3
dxl <̂13 - dxl dx,dx. dx,dx, ' ^ dxpx. dx^dx,

= 2- d‘V. a„ = 2 ,
dx,dx. dxpx.,

a > , aV j
dxj dxpx , СГ]

2 " dx\ dx^dx, ’ “ dxpx^ dx^dx,

В [1] на основании представления (1) дан вывод новых общих формул теории упругости 
для расчета напряженно- деформированного состояния трехмерных анизотропных тел, находя
щихся под действием заданной силовой нагрузки.

Перечисленные выше независимые формы решения уравнений равновесия являются осно
вой для построения других аналитических решений граничных задач для пространственных упру
гих тел, обладающих анизотропными свойствами.
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МЕТОД РАСЧЕТА ВОЛНОВЫХ ПОЛЕЙ В НЕОДНОРОДНОЙ 
УПРУГОЙ ТВЕРДОЙ СРЕДЕ
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Известна математическая модель [1], описывающая волновые поля в окрестности ограж
дающей конструкции в виде тонкой твердой упругой плиты (слоя) в воздухе при падении на нее 
плоской продольной волны.

Гармонические колебания неограниченной по протяженности вертикальной плиты при
воздействии продольной волны рі=рю е ® 
форме Ламе

.. . д .дБ d w .
(X  + р )  —  ( - — + — )  +. 

да да dz

, ,  , 5  дЗ dw
(Л + р )  —  (------1----- )  +

dz ду dz

ду^ dz^‘

^ 'd y ^  dz^ °

описываются уравнениями движения в 

.9 = 0,

w = О, (1)

где рю-амплитуда давления в падающей плоской звуковой волне; ко=& /  -  волновое число для
воздуха; со- круговая частота колебаний, - плотность плиты; X, р  - постоянные Ламе; у и z -  
вертикальная и горизонтальная оси координат с началом в середине плиты; 5 и и' -  проекции
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смещения на оси у  и г ;  2 s  - толпдана плиты; в - угол, образованный направлением распростране
ния волны Pi с осью г; Со -  скорость звуковой волны.

Согласно закону Снеллиуса угол падения волны равен углу отражения, а поскольку слой 
разделяет одну и ту же среду, то направление распространения прошедшей волны совпадает с на
правлением падающей.

Давления в отраженной рг и прошедшей рз волнах запишем в форме
Z+Ó) COS0+ysin0]

Рг -  Рго^
- lK „ \ ( z - S ) c o i e + y s m e ]

Рг = Ао® (2)
ш

где р2о, рзо -  амплитуды в отраженной и прошедшей волнах; сомножитель е - опущен; t- время; 
остальные обозначения общеприняты.

Решение системы (1) ищем в виде

S = да ди/ 
w = —̂  ^

dz дуду dz
где ę, и - некоторые непрерьтные и дифференцируемые функции координат y,z. 

С учетом (3) из (1) имеем
v v  + = 0- V V  + = 0'

(3)

(4)

где V = -; к, = о  /  /), и Kj = (О /  р^ - волновые числа для продольной и поперечной
д d z ‘ 

волн; С] и С2 -  скорости их распространения.
Решениями дифференциальных уравнений (4) являются функции

)  —iK̂ sind 6

If/ =

где «1 = co\(c  ̂ s i n e / / Сі , а 2 = s i n e / c ^ f  - l ]
1/2

(5)

/ c 2 ; Ą ( i  = \A ) - постоянные
интегрирования.

По найденным (5) потенциалам ę и щ определяются перемещения и напряжения 
V = -[Г4,е“'* + А^е- '̂’ ) ік ,  sin в + а 2 (А,е “̂ ‘ -  
w = -  ( А ,е “̂ ‘ + А ,е-'‘ ‘̂ )ік, sin

где а ( X + 2 р )а  f -  XK\sin ^в, а j= Ііра^к^ sin в,
Oj = lifia^K  ̂ sin в. = (а^ + кі sin  ̂ в )р;  А, -  находятся с учетом заданных граничных 

условий на боковых поверхностях плиты.
Предположим, что вертикальная тонкая и бесконечная по протяженности плита, толщиной 

h, помещена в упругую твердую среду. Начало декартовой системы координат Oyz поместим на 
правой границе плиты, направив по этому контуру вверх ось у, а z- вправо. Ось х выбираем парал
лельно фронту волны. Будем считать, что плита жестко соединена с твердой средой. Полупро
странства, расположенные слева и справа от плиты обозначим соответственно 1 и 2. Пусть со сре
ды 1 (z<-h) на плиту падает под углом в плоская продольная гармоническая волна 

ехр[- ia (z  ■¥ h)\. Потенциалы отраженных продольной и поперечной волн в среде 1 запишем в 
виде ę[ exp[ia(z ■¥ h )\ ц/[ exp\ip(z -¥h j\ В полупространстве 2 (:^>0) ,будут уходящие от границы 
плиты продольная e x p (- ia z )  и поперечная y/2 exp(-ipz) волны. Фактор expi(cot -  ^)ъск>ду 
опускаем для сокращения записи формул. Здесь приняты следующие обозначения:

(Р\,9[>¥\'9і’У̂ г~ амплитуды соответствующих упомянутых волн;
а  = cos ^ = к, sin в  = sin у, Р = cos у; с, и С2 - скорости продольной и поперечной волн 
в средах 1 и 2; 0 и у - углы, составляемые нормалями к фронтам продольной и поперечной волн с 
осью Z.
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Колебательное движение плиты происходит только в плоскости yz и не зависит от коорди
наты X, т.к. вдоль нее давление на плиту постоянно. Следовательно, плита подвергается плоской 
деформации.

Воспользовавшись методикой решения выше изложенной задачи, нагрузку, действующую 
на плиту со стороны областей 1 и 2 разобьем на симметричную сг = - 0 , 5 f ),

Тс = 0 , 5 ( - т ^ )  и асимметричную сг = 0 , 5 ( ),  = 0 , 5 ( + т^^)  части.
При действии симметричной нагрузки полагаем, что поперечные перемещения частиц 

плиты равны нулю в силу их малости; отсутствует изгиб плиты; продольные смещения частиц 
плиты равны между собой. Продольные колебания Uo срединной плоскости плиты, вызванные ка
сательными напряжениями, описываются уравнением

E_h d \
(6)^  -ь т „со\ = 2Тс,

\ - v n ^  сіў
где = p„h - модуль Юнга, коэффициент Пуассона, масса единицы площади плиты.

Поскольку рассматриваются вынужденные гармонические колебания, то решение уравне- 
НЮІ (6) запишем в виде

hE. . 2гМо = 2 r J  т„о) ■ Г ) (7)
К  т У ( \ - а ) ’

где d = (с„ sin в  /  с , / ,  с„ = £„ /(\ -  ў )р^ - скорость продольной волны в плите.
При действии на плиту асимметричной нагрузки допускаем, что продольные перемещения 

частиц срединной плоскости плиты равны нулю; поперечные перемещения равны между собой; 
продольные перемещения поверхностей плиты с учетом их деформации от изгиба равны 

-  Q,5hdw^ /  dy, = -d,5hdw^ /  dy.

Поперечные перемещения плиты описываются уравнением
^d*w^ /  dy* -  = -2ст, + Мт^ /  dy, (8)

где A = E„h - цилиндрическая жесткость плиты.
Частное решение (8) запишем в форме

 ̂-  1^'. (9)
где V = А4* /  т„са̂  = (с„ sin в  /  с , / ;  с, = ( Аа>̂  /  - фазовая скорость изгибной волны в плите.

При жестком соединении плиты с упругой средой необходимо выполнение равенств одно
именных компонент напряжений и перемещений, возникающих на границе плиты с материалом 
твердой среды. Из четырех граничных уравнений получим выражения для определения амплитуд 
отраженных ęl.ip l и прошедших через плиту волн

<р1 = “к ч  -  '#«0 + <Рх(Ў -  'Е'х = + '««о -
(рг  =  Г 2 = ( 10)

где Д, = -0 ,5 Ь ў  + іР, Pi = + аР , = 0,5Ла + і.
Подставив значения напряжений, выраженные через потенциалы (10), в уравнения (7) и 

(9), получим формулы для расчета поперечных и продольных перемещений плиты

= <pfi^2e^ -t- іе^Хеўv - \ ) ~  2e^(l -  In^e^) +  i(le^ + 0.5n,e, cosO -i- ejVT/J*',

Щ =  - 2 ( f \ ^  с о з ^ ў Х  - d ) -  Ц 2 щ  CO S0  -i- е^Ы т ])\\ (11)

где «1 = h e t ) / ą , n i = ą / ( \ , e g = ( \ - ( n i s i n O / в1 = г щ sili в,
= e^cos9+nasili в , p, v = (n fc /( \ f  s iA в/12' 

р -  плотность материала упругой среды;
Г) - коэффициент потерь в материале плиты.
Анализ формул (11) показал, что наибольшего снижения амплитуд в прошедших через 

плиту волнах можно достичь при выполнении условий Аю, >сі и угле падения

9 ~Ł 1,5 arcsin(yf\2 /  ). (12)
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Оценку передачи колебаний через плиту в твердой среде можно получить на основе анали
за энергии в прошедших и падающей волнах. С учетом комплексных значений скоростей потен
циалы падающей продольной волны и волн в среде за плитой запищем в виде

ę), ехр{- i[a(z + h) -  o)Ą -  О,577,[ог('z  + h) + 
ę  = i(az + -  (Ot) -  0 ,5^ /ca + fy ) \
у/ = г exp{- i(  Pz + ^  -  (O t)- O.5t] J 0 z + ^y)] 

где 7, и коэффициенты потерь продольной и поперечной волн в упругой среде.
Плотность упругой энергии в волне складывается из плотностей кинетической и потенци

альной энергий [2]
„ .  V Р  ,5i9 ,dw . 2 . 2 .dw  2

У>^>0 — ~  л ( ~ ^ )  ^((^\ ~~ 2^2)  ~  ~  + с,2 \ dt dt dz ду dz ду
2,dw дЗ  21

Воспользовавщись выражениями </г̂, у/^ с учетом поперечного колебания w„ плиты и про
дольного смещения Uo ее срединной плоскости, определим горизонтальную w и вертикальную э 
компоненты смещения произвольной точки за плитой. Отделив в формулах для w и ,9 веществен
ные части, подставим их в (13). Усредняя затем полученное выражение по времени за период и 
пренебрегая членами, содержащими т}̂  w. т]1, среднюю по времени плотность энергии в прошед- 
щей продольной и трансформированной поперечной волнах, отнесенную к средней по времени 
плотности энергии в падающей волне, запишем в форме

гдег^^ = Q,25e'^el'el^ sin^ 20{е,(\ + 0,25и,  ̂cos^ 0 )(е \ + 4е^) +
-ь 4«2 cos ^[2«2 cos 0('О,5е, -  -  0,5и,е„ cos в )  + 0 2 ( 0 ^̂  -  0,5и,с,, cos в )  \ ] -часть энергии в
ехр[- z(T]2p  -  т],а)]

падающей волне, перенесенная трансформированной поперечной волной;
= е~2 ві'е~' cos^ ^{46, [і -  n\ sin^ Q(\ -  0,25wf s i t ł  в )  ^  Л- An\ sin^ в  •

■ («2̂ 5 s i i ł  в  + ІП2 cose\leJe^eg  -  e ^e j -  0,5e,X ] -  e2 \le^(e^e^ -1- e , e j  -  0,5efe^ ] ) }- 
часть энергии, перенесенная прошедщей продольной волной; 
где = 2«2 cos в  + e^drj, е, = ej(v -  1J -  2е,(1 -  2 0 2 6 2 ),

= 2е„ + 0,5л,е, cos в  + e^vrj, е, = ejH -  d ), = е\ + е],
е, = е] + 4п\ cos^ 9, е,о = 2е̂ ,е̂  + e,ej, е,, = 26^6  ̂ -  е̂ е̂ .
Численные расчеты передачи колебаний показали, что потери энергии в материале плиты 

можно не учитывать. Основная доля энергии падающей продольной волны переносится через пли
ту продольными же волнами и энергией возникающих поперечных волн можно пренебречь. Плита 
является эффективной виброограждающей конструкцией при выполнении условий (12).
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