
флубон/ =  0,087 (вторичный фторопласт/ =  0,12, Ф4К20/ =  0,1, суперфлувис/  = 0,14). У прессо
ванной древесины линейный износ не был зафиксирован, при этом массовый износ составил 0,02
г. Сопоставляя пол>^енные данные с наблюдениями во время эксперимента, при которых продук
ты износа не выделялись, можно утверждать, что изменение массы вкладыша связано с переносом 
высокомолекулярных присадок на контртело. Среди полимерных материалов наименьший линей
ный 0,05 мм и массовый износ 0,05 г отмечается у суперфлувиса (соответственно у вторичного 
фторопласта -  1,8 мм и 0,75 г, у Ф4К20 -  0,2 мм и 0,06 г, у флубона -  0,2 мм и 0,14 г).

Также бьши проведены испытания АСПД по определению зависимости коэффициента 
трения и температуры от нагрузки при v = 0,5 м/с, результаты которых представлены на рисунке 2.

Анализ результатов сравнительных испытаний показал, что лучшей износостойкостью и 
наименьшим коэффициентом трения обладает прессованная древесина, модифицированная загу
щенными смазками.

Работа выполнена в рамках гранта МО №5378 от 01.01.2008 г.
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ПЕРЕМЕЩЕНИЯ В УПРУГОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ ПРИ ДВИЖЕНИИ НАГРУЗКИ 
ПО БАЛКЕ, ЛЕЖАЩЕЙ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

Белорусский национальный технический университет 
Минск, Беларусь

Рассматривается движении с постоянной скоростью нормальной нагрузки по упругой 
балке, лежащей на упругом шотропном однородном полупространстве. Для дозвуковых скоро
стей движения разработан способ приближенного вычисления нормальшлх перемещений поверх
ности полупространства. Дана оценка полученных выражений и проведено сравнение с извест
ными результатами для задачи о движении сосредоточенной нагрузки по полупространству.

Была рассмотрена [1], задача о движении сосредоточенной нагрузки по бесконечно длин
ной балке, лежащей на упругом полупространстве. Дополнительно к постановке этой задачи было 
введено осевое сжатие балки [2]. Была решена нестационарная задача о воздействии равномерно 
движущейся силы на однородное изотропное полупространство с учетом внезапного приложения 
нагрузки [3]. Исследовано равнопеременное движение силы по балке типа Тимошенко, лежащей 
на упругом основании[4]. Рассмотрено напряженное состояние упругого полупространства, вы
званное равномерно движущейся нормальной нагрузкой, распределенной в полосе поверхности 
полупространства [5]. Представлен способ определений 
перемещений в упругом полупространстве, содержа
щем заглубленную цилиндрическую полость, при рав
номерном движении по поверхности полупространства 
сосредоточенной осциллирующей нагрузки вдоль обра
зующей цилиндра[6]. Рассмотрена деформация упругой 
балки, лежащей на упругом основании Винклера, при 
неосевом изгибе подвижной сосредоточенной нагруз
кой [8]. Было приведено [8] решение задачи о движении 
постоянной скоростью сосредоточенной нагрузки по 
поверхности упругого полупространства.

Сопоставление полученных результатов с перечисленными выше работами показало, что в 
предельном случае, когда материалы полупространства и балки одинаковы, представляемое при
ближенное решение асимптотически сходится к решению [8] при удалении от точки приложения 
нагрузки.
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1. Постановка задачи.
По балке, лежащей на упругом полупространстве, движется сосредоточенная нагрузка ин

тенсивности Р  с постоянной скоростью ^ (фигура). Колебания оси упругой балки описываются 
уравнением [1]

d^w  ̂ ^
В — Т- + Рь ( 1.1)

дх‘' дх^
где -нормальное перемещение оси балки, В E^J -ее изгибная жесткость, -плотность
материала балки, p ( x , t )  -интенсивность нагрузки, приложенной к балке.

В неподвижной системе координат вектор перемещения в упругом полупространстве 
удовлетворяет уравнению [9]

д^ирАи + (Я + р )Wdiv и = р
dt^

(1.2)

где и(и,, Uj,, и ,) -вектор перемещения. Я, р,  р  -константы материала основания.
Принято, что между балкой и поверхностью полупространства силы трения не возникают, т.е.

д и . д и , . д и . д и  —^-1- —  ̂= 0, — i  = 0 ожв 2 = 0
дх ду ду dz

(1.3)

При рещении используется условие совпадения нормальных перемещений оси балки и уп
ругого полупространства под ней

w(x,t)  = и / х . у  = 0,2 = O.t) (1.4)
Нагрузка передается на основание равномерно по ширине опорной полосы.
В подвижной системе, в которой нагрузка приложена в начале координат, задача считается 

стационарной.
Цель исследования- получение приближенного выражения для нормального перемещения 

поверхности полупространства, которое может быть эффективно использовано в расчетах.
Введем подвижную систему координат, связанную с нагрузкой [1]. В этой системе нор

мальное перемещение оси упругой балки удовлетворяет уравнению
„d*W  ̂ d^W ,
В — Г- + АС - : ^  = P (x , t )

дх* дх^
Уравнение (1.2) в подвижной системе примет вид

рЛи л- (Ял- р  y^div и = рс
дх^

(1-5)

( 1.6)

Здесь и  (U , , и  ^) -вектор перемещения в полупространстве в подвижной системе.
Поле перемещения U раскладывается на потенциальную и соленоидальную составляющие; 

и  = ЧТ  + и . Потенциальная функция т и вектор U'  удовлетворяют уравнениям

л - н -
52 >

дх^
7 = 0 , Л - к -

J2 \

дх^
U '= 0 ,  d i v U '= 0

г, г. ^h = — , к = — , с„ =
2р  -1- Я

(1.7)
с. =

\  Р \ Р
где И и к - отношения скорости движения нагрузки к продольной и поперечной скоростям звука в 
основании.

Применим к первым двум уравнениям (1.7) косинус- и синус преобразования Фурье. Число 
неизвестных функций (обратных трансформант) сократится до двух при использовании (1.3) и 
третьего уравнения (1.7). Оставшиеся две неизвестные функции находятся из условия совпадения 
перемещения оси балки и поверхности полупространства под ней ( 1.4).

Выпишем выражение для нормального перемещения поверхности упругого полупростран
ства под движущейся нагрузкой [1]

1 5 2



S (u )du

где
я ^Е  Z> о ы + еи^(и^ + S ^ )S (u )  ’ 

Z), sin(uT)dr
^  ~ 1 r[4Z),fZ), -  D J D l  - k ^ \

Dl = \ + г ^  Dl = \ + T^ -  h \  D\ ^ \  + T^ -

лЕ U J

( 1.8)

(1.9)

В U
E ,v  — упругие константы основания, b - ширина опорной полосы.
Следуя предложенному в [1] методу решения, нормальное перемещение поверхности по

лупространства представим в виде

4(1 ~ ) P ’°f a^I(а, у )и,(х,у.О) = h

где
л^Е  6 о I + еа(а^ -  S^)S(a)

” d, sin P  ( 2 y
—

(2x  V  coĄ —  a  ща
\ b  J

( 1. 10)

dJ9
1 -  V 1  p[4d,(d, - d  ‘)d l  - a ^ k ^ \ " " 4  b ( 1 . 1 1 )

d l = p ^ + a ^ ,  d l  = + ( \ - h ^  )a^ ,  d \  = P'^ + ( \  -  k^ )a^
Расчет перемещений по формуле (1.10) требует большого объема вычислений, так как под 

знаками интегралов содержатся быстро осциллирующие функции. Ниже показано, как найти при
ближенное выражение для (1.10) при достаточно общих предположениях.

2. Приближение интегралов 1(ос,у) и степенными рядами.
Большинство современных наземных транспортных средств движутся со скоростями на 

порядок меньше скоростей распространения акустических волн, следовательно, при дозвуковых 
скоростях движения нагрузки параметры и А:̂  малы.

Разложим функции d  ̂ и в ряды по степеням параметров /?’ , к^ и возьмем по два пер
вых члена разложений

d,  ~ — h \  d ,  ^ d .  - — e
2d, 2d,

(2.1)

В выражении под знаком интеграла 
запишем в виде

произведение двух последних сомножителей

^ 2 ^ 1  2 2 
sin р  cos —  Р \  = — {sin а ф  -  sin а^р), а , = ~  + 1, а ,  = ~  - 1  

{ Ь J 2 Ь Ъ
(2.2)

Подставим выражения (2.1), (2.2) в (1.11) и вьшолним замену Д = а г  . При до- звуковых 
скоростях возможно представление

1 ^  (т* 2к* -  е ъ -сг
ч2*+2 ’ СГ =

D l - < r  2 ( k ^ - h ^ )
В итоге имеем следующее приближенное выражение:

. . .  1 I
Цсс,у)  =

где
4 ( е  - h ^ ) \ - v  L

= J-

f o ( o c a j - f , ( a a j  + ^ f ,  (/,^, ( a a j -  ( aa^ ) a ‘‘)
Jt=0

sinard t
-*k

t( t  ̂ + i p
Аналогичным образом, используя приближения

2к* -  2k-h^  + h'
2(к^ -  л и

(2.3)

(2.4)
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интеграл (1.9) можно представить в виде

А  *  Z)„ - 2Z)„ D, - 2D„
( 2 .5 )

(2.6)

Из (2.3), (2.6) следует, что проблема получения приближенного выражения для нормально
го перемещения U J x ,  у,0) поверхности полупространства свелась к расчету интегралов (2.4).

3. Разложения функций f ^ ( а  J в  степенные ряды.
Интеграл /„Са) выражается через функцию Макдональда [ 1 ]

f j a )  = I K J u ) d u
О

Используя известное разложение К и )  в степенной ряд [10], имеем

Л(а) = £ . т-ЧтШГ

(3.1)

(3.2)
t:«(2k + 1)(к! г  2к +

Покажем, как получить (3.2). Известно представление f ^ (а )  через функцию Мейера, кото

рая выражается при имеющих место параметрах через интеграл, содержащий Г-функцию [11],

а 1
. 1 ’0

1
4я7

ds
S

(3.3)

L - контур, охватывающий особые точки s = ^  + к.... Чтобы найти вычеты

у .и  подынтегральной функции (3.3), необходимы коэффициенты я„*,6„*,с„^двух младших 

членов разложений r ( s ) ,  F ^ ( s ) ,  в окрестностях зчсазанных особых точек.

Коэффициенты * известны [12]:

Г - 1 / Г -1 /
І - - С І

п Jк !  ■ к !  ' “  ■ '
(С - постоянная Эйлера). Коэффициенты получим перемножив соответствующие 

Коэффициенты возьмем из ряда Тейлора функции л г .

Перемножив соответствующие и с„^, получим а интеграл /,("а)приметвид [13]

1.?. 2 f * 1 ^  1 Г ̂ \ЛГ.
/ о ( а )  = - 1 1 Г - ы ’2 к=0 Y-U = Z - - C - H - I n

а

\-(2 k  + \ ) ( k ! f  2к + \
Аналогично можно найти разложения и остальных интегралов (2.4). Например,

U c x )  = a - Y _  __ _
*=1 к Ц к  - \ ) ! ( 2 к  ч- \) п 2к 2к-{-\

. 3

а

Л Г а ;  = - о с - \  + - І ---------------^---------------
2 )  Ъ ^ г к ! ( к - 2 ) ! ( 1 к - к \ )

| * -2  \

X І - І - - С  +
п̂1 П

1 ^  1 _ J a
2 к - \ ^  2к{2к + 1) \ 2

/  \2*+1 ' а

(3.5)

(3.6)

При получении выражения для нормального перемещения под балкой у  = 0 можно ис
пользовать нечетность функций f ^ ( a ) .

Таким образом, выражение для нормального перемещения представимо в виде, удобном 
для выполнения расчетов:
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U Jx.y .O )  =
1 P X + 2fi 

2n^ b !л(Л + It) I | / o >> -  / о a « 2 )  + (/■*.. ( a a j -  /*„ (aa^  )}

[ / , (a  + fi)aV a^ -  /«('«.> + / * . / « > ł l ' C05 2x a  \da (3 .7 )

1 (2'^ 
0)  =  —  

n
в  Л + 2)і N  = const
2 ц(Л  + n )

4. Сравнение решения с полученными ранее результатами [8]. Известно выражение 
нормального перемещения поверхности упругого полупространства под действием сосредоточен
ной нагрузки, движущейся по поверхности, в подвижной системе [8]

j/з (X, у,0) = Рк^ 1 
2ЛЦ rQ

sm ( у 1 -  sin^\ —

а  = А 1 -  sin^
Y К

1 -  к̂  sin̂ -Л U J J

У
г

Уг
2 -  sin^\ —

У
(4.1)

= х^ + у^
Был выполнен расчет нормального перемещения отрезка поверхности

О < X < 50 fi, у  = 1,36 / / по формулам (3.7) и (4.1). На фигуре показаны перемещения, рассчи
танные по этим формулам, в подвижной системе (кривые 1 и 2 соответственно) для случая, когда 
материал балки совпадает с материалом основания и близок по физико-механическим характери
стикам к известняку [14]. Были взяты следующие значения констант;
Р = \0 ^N , с = 44,44^/ /  с, Ь = 2,7 у  J  = 0,0027 у * . Решения практически совпадают при уда
лении от места приложения нагрузки, однако максимальное различие перемещений (при х = 0 ) 
составило -30%. Сравнение перемещений на том же отрезке при характеристиках материала полу
пространства. близких к граниту, сланцу и гнейсу и постоянном материале балки (песчанике) по
казало, что эти перемещения похожи на кривую 1 и отличаются лишь по величине.

Из изложенного следует, что в случае, когда скорости движения нагрузки на порядок 
меньше звуковых, определение перемещений в упругом основании существенно упрощается. По
лученное приближенное решение асимптотически совпадает с известным решением [8] при удале
нии от области приложения нагрузки, когда материалы балки и полупространства одинаковы.
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