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В работе дана методика определения радиуса кривизны плоской кривой при задании ее 
коорднинатным и параметрическим способами. Показано применение этих способов при 
изучении темв «Кинематика точки» ку'рса теоретической механики.

Определен радиус кривизны параболы в некоторых характерных ее точках.
Возьмем на плоской кривой две точки М и Л/, (рис. 1), расположенные близко друг от 

друга. Угол Да между касательными к кривой в точках М и называется углом смежности, 
соответствующим дуге ММ^. Отношение угла смежности Дя к длине соответствующей 
дуги МЯ^=Л j” называется средней кривизной дуги и обозначается , т.е.

Кривизной кривой в 
точке М называется предел, к 
которому стремится средняя 
кривизна дуги КШі, когда 
точка Mj вдоль по кривой 
стремится к точке М.

к =  hm — . (2)
Д5-+0 Д^

Величина, обратная 
кривизне, называется радиусом 
кривизны и обозначается р.

Р = (3)

Ł<t
~  ■ ( 1)

Рис. 1
Понятия кривизны и радиуса кривиз

ны кривой используются в кинематике точки 
при определении ускорения точки, если ее 
движение задано естественным способом. В 
этом случае вводится понятие вектора кри
визны кривой.

Для этого введём единичные векторы 
(орты) т и Tj касательных, проведенных в 
точках М и Mj (рис. 2). Перенесём вектор "tj 
в точку М и построим векторную сумму

TjL = .Г  +  ДТ . (4)
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Вектором средней кривизны называется отношение вектора Дт к длине A s  дуги ММ ,̂
т.е.

— >   Ат
”  l ś ‘ (5)

Вектор характеризует поворот касательной к кривой на участке ММ^, направлен по 

Д т , т.е. в сторону вогнутости кривой.
Вектор кривизны кривой в данной точке представляет собой предел отношения Ах к 

A s , при Д 5 ->  О т.е.

— > ]. Дт
К  =  hm —.

Так как т = т(.у), т.е. зависит от перемещения точки по кривой, то

( 6)

d т
dS' (7)

Определим модуль и направление вектора кривизны кривой

I к: ( =  łim ---- =  lim --------- — — hm  — =  к =  - ( 8)

т.е. модуль вектора кривизны равен кривизне кривой.
Вектор 

, Да
сгр составляет с 

Д а^
Р = 9 0 ° -  — . lim р =  lim 1 9 0 °-

2 Ді->0 As-уО Да-»0\̂  2

касательной (ортом Т ) угол 

90°, т.е. в пределе вектор представляет со

бой вектор кривизны к , который направлен внутрь вогнутости кривой перпендикулярно каса
тельной, т.е. по нормали к касательной. Введем единичный вектор fi этой нормали. Тогда век
тор кривизны можно представить в виде

—► dt' 11C = ---  =  -П-,
d S  р (9)

где р =  СМ -  радиус кривизны кривой. С учётом формулы (9) определяется модуль и 
направление нормального ускорения точки. Поэтому радиус кривизны кривой в кинематике 
точки играет важную роль.

Выведем формулы для радиуса кривизны кривой при ее задании параметрическим и ко
ординатным способами.

Пусть плоская кривая задана параметрическим способом, т.е. даны её уравнения:
X =  Д (£) м у  = Ў2 (О- С учётом формулы (2) кривизна кривой

d a

A s  ds ds 
~dt

a
Ś

(10)
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N K  d y  VИз A M N K  (Рис. 1) t o  a  =  —  =
KM d x  X

Тогда a  =  arctg  a Й =  ^  =  .

Тогда i  =
. -idx^+dy^

dt

Подставив (12) и (13) в (10), получим К
ў х —ху

Iў^)г

1  U ^ + y ^)2
Тогда радиус кривизны равен р =  -  =  --------- г.

к Іўж-іуЙ

(И)

( 12)

Так как j  = ^(^), то j  = lim = — , где ds = Jdx^ +dy^ -  дифференциал дуги.
Д / -^ о  Д /  i/?

(13)

(14)

(15)

При задании плоской кривой координатным способом задаётся уравнение у  =  / (д ) .  
Для вывода формулы радиуса кривизны в этом случае вместо производных по времени введём 
производные по аргу'менту х.

Для этого уравнение (15) преобразуем, заменив в нём аргумент t  на х.

(
\ d t )  t  o'/

3

1 +
d x .

(

‘ + І -

3
f
1 +

P =
<.dxy

3
2M

d ^ y  dx d ^x  dy 2 2 d  y d x - d  xdy d ^ y  dy d d ^y
dt^ dt dt^ dt dt^ dt^ dx dx \ d x ) dx^

(16)

так как А . ( '
dx  чі

djc\
d x )

0 .

dy d^y
Окончательно c учётом, что —  =  У‘, —~r =  У" выражение (16) примет вид

сЬс '  dx^

Р =
(l-i-r^ )i

fy ł
(17)

Раскроем физический смысл уравнения (15) и всех величин, входящих в это уравнение. 
Из кинематики точки известно, что

X  =
dx

У =
dy .. dvx dvv

J — — V y , X — ---- =  a ^ , y  -  a y  представляют проек-
d̂ - dt  drt

ЦИИ скорости и ускорения точки на декартовые оси координат при задании движения точки ко
ординатным способом. В этом случае радиус кривизны можно определить по формуле

«п
(18)

где скорость V — +  Vy , а нормальное ускорение
i ^дг~Дж̂ у I
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Т огда р
іауУдг—Оа̂ Гу! iayVaf-a^fVyj'

( 19)

что соответствует формуле (15). В этом случае нормальное ускорение можно определять по 
формуле =  -JaF^—aĘ, где полное ускорение а  =  д/'а | +  а^„ а касательное ^  и затем 
воспользоваться формулой (18).

В качестве примера рассмотрим определение радиуса кривизны траектории тела, бро
шенного с некоторой начальной скоростью V q под углом а  к горизонту. Траекторией в этом 
случае является парабола, параметрические уравнения которой

x  — V Q t  c o s  а ,

у  = Vq t  sin flr (20)

Исключив из этих уравнений время t, получим уравнение траектории в координатной
форме

У =  x t g a -
дх^

Zvn ^cos ^ a' (21)

Определим радиус кривизны траектории в начальный момент времени и в наивысшей 
ее точке.

а) Используем параметрический способ задания траектории. Определяем проекции ско
рости и ускорения точки на оси координат

X  = V y r  =  щ  c o s  а  ; у  — V y  =  V q s i n a  — g t ;

X — — О ; ,  ў  =  tty =-g.

В начальный момент t  =  О

Ро =
( ( vq c o s  a y  -Т (vjj s in  a )2 ) z  t?|

|— cos a  — 0 - V(J sin or| gco sa

В наивысшей точке гзу =  О

V q c o s   ̂or i?o c o s ^ a

■Vg g  cos a g

6) Используем координатный способ задания траектории. Определяем производные

dy . дх--------—  ;
dx Цд ^COŜ  fl£

У"
9

Vo * cos^ a
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в  начальный момент ж =  О

Ро =
( 1  +  tg^ а )г

8
Vn co s ‘ а

g co sa

В наивысшей точке функция у  =  / ( х )  имеет максимум, поэтому у

1

=  0 ,а

W cos ■‘ а

Vq cos  ̂а 

8

Полученные значения р по первому и второму способам в точности совпадают, и в за
висимости от способа задания уравнения траектории можно пользоваться уравнениями (15), 
(18), (19) при параметрическом способе или уравнением (17) при координатном способе зада
ния траектории.

Однако, при координатном способе задания траектории, т.е. когда известна функция 
у =  /{х ), радиус кривизны траектории можно определить в любой ее точке, для чего необхо
димо вычислить только значения производных у ' и у ” при соответствующих значениях apiy- 
мента X, что является весьма полезным при определении давления при движении, например, 
автомобиля по выпуклому мосту.
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В последнее время все более широкое применение в различных отраслях промышлен
ности находит лазерная наплавка покрытий [1, 2]. Область ее применения постоянно увеличи
вается. Она используется как традиционно, для восстановления размеров изношенных деталей 
машин и оборудования или придания поверхности определенных физико-механических харак
теристик [3, 4, 5], так и в сравнительно новых методах создания новых деталей (или ремонта 
деталей) путем их непосредственного формирования при наплавке с применением компьютер
ных пространственных (3D) моделей деталей и систем ЧПУ с обратной связью [6, 7, 8, 9, 10] 
(методы Direct Metal Deposition -  DMD, Laser Rapid Forming -  LRF, Rapid Prototyping -  RP, La
ser Engineered Net Shaping -  LENS и тд.), a также для получения материалов с заранее заданны
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