
в  условиях эксплуатации на данный элемент конструкции рамы приходится вес каби
ны, составляющей не более 20 тонн. На рис. 5 показана схема нагружения и закрепления опо
ры. Латинскими буквами В, С и D обозначены поверхности приложения закреплений, а к по
верхности А прикладываем нагрузку, которую принимает на себя данная часть рамы в процессе 
эксплуатации самосвала.
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Рис. 5. Схема нагружения Рис. б. Распределение напряжений в опоре

Анализ методом конечных элементов показал, что при данной схеме нагружения на
пряжения в опоре рамы не превышают предел прочности. Модификация не требуется.

Компьютерное моделирование позволяет оценить напряжённо-деформированное со
стояние в опоре, определить наиболее опасные участки, а затем, при необходимости, внести в 
неё изменения без дорогостоящих и трудоёмких натурных стендовых испытаний, что немало
важно. На рис. 5 показано напряжённое состояние по критерию Мизеса. Также в режиме пост
процессора можно проанализировать деформации, перемещения, усталостные явления, возни
кающие в раме процессе эксплуатации, и т.д.
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Построение общего решения смешанных задач теории упругости и термоупругости для 
анизотропной плоскости с эллиптическим отверстием, а также решением некоторых конкретных

1 0 6



задач занимались авторы [1,2]. В настоящей работе дается другое представление общих формул, 
на основании которых получается более простое решение такого класса граничных задач.

Предположим, что анизотропное тело, обладающее прямолинейной упругой и тепловой 
анизотропией, занимает в комплексной плоскости z = х + іу бесконечн5ло односвязную область 
Ъ~, ограниченную эллипсом £. Будем считать, что когда тело находится в недеформированном 
состоянии, оси координат х и у совпадают с полуосями эллипса а и Ь. При этом будем предпо
лагать, что термоупругое состояние в области 2) ~ определяется по формулам [2]

о, = 2Re[|łf + f̂WiCza)],
Оу = 2Re[<t>j(zi) +

Tgy = -гКеС^ііФ'ібгі)^
( 1)

u -  2Re[pi(ptCzi)+ Pi<pifej3 + Pi<ftyCz8>],
u =  2Re[qi«Pifei) +  +  Bjq»o (2)

1 = 4 ^ 0 Ge, )  Ч - ' Й е т . (3)

где щ = х+щ у, щ, pj, q; и pj- известные коэффициенты [2]; = f Фі(2і)сіг5,
(Pi(zj) = /  'Pifej)dzj- комплексные потенциалы, подлежащие определению; Фо(^) = / ¥ 0(zs)d2g 
комплексный потенциал температурного поля Т будем считать известным; остальные обозна
чения общеприняты.

Положим, что температура и компоненты напряжения (г*, а^, на бесконечности 
области ограничены, а функции ФіСгі), Ч'іСгг) и ¥ 5(1̂ ) голоморфны в 2 " и на бесконечности 
имеют вид

-  Г 4-

V ,C z5 )= r+ V zj+ 0 C V z |>
= 0.5Т„ + Vza +

(4)

где Г и Г  определяются по формулам

2НлСГр| + r 'j^ ) = <т“ , 
2Ке(ГЦі + Гр2) = - ' ^ ,

2Re(r +Г’) =а\у ’
Re[(qj, -  Рі^і)Г + (qj -  Рг|іг)Г] = (заданное на бесконечности вращение); 

ае, hę и Ь - определены в [2].
Пусть на участках £ ' и £ " = £ - £ '  контура £ заданы соответственно смещения и, u и 

компоненты внешних напряжений 3^, У̂ ; где £ ' = Е£ь- совокупность непересекающихся дуг 
4  = %сЬк, £"-остальная часть контура £; и проекции внешних напряжений на оси коор
динат X и у, п-нормаль к контуру, направленная в область 2~. В этом сл>'чае граничные условия 
для функций spCẑ ) и <рС*з) на £ можно записать в форме

2Ке[фі&і) + сріСхгЗІ = + =к' на £z '̂,
2 R e C p itp łG E t3  +  =  — /о^ Хц d s  4- « к "  н а (5)
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(P i +  <Pt +  СРг +  Щг} ФіС^г) +  CPi +  Nq^) ф Г ^  +  +  Nq^)<PiCzj) =  на £ ' ,  (6)

где 8о -т і  + Nv +  cJ-C pi + NPi^Pofe,) — (PI + NPI)q>eUi); и <^- произвольные веще
ственные постоянные; N- произвольная комплексная постоянная; c^Qc = 1^..,п)постоянная, 
принимающая различные значения на разных дугах Хь; S-длина дуги на участке контура 
£я = b)taic+i, принадлежащем Х"(отсчет дуги S ведется от точек в направлении, при котором 
область D~ остается справа).

Применяя функцию z = R(  ̂+ n»/ę), конформно отображающую область на область 
> 1 (где Ц = pe*®,R = 0,5(я -ь Ъ),т = (а -  Ь)/(а-{- Ь)), соотношения (5), (6), после дифференци

рования их по 0, преобразуем к виду

2Ке[ф(а) -Ь фСа)]і = fj на у",
2 К е [ р і Ф ( а )  +  =  h  н а  у " ,

(Рі + Nqi) Ф(о) + (Р2 + Nq2 ) 4'Cff) -  (pt + Щг) ~ ^Рз + N^)4'(o) = g на у'.

(7)

( 8)

где g = - i —(u + Nu)-CPi+NP2) ' * ' * C ® ) +  r '  и у"- участки контура
Tod^ = 1), соответствующие X' и X" на контуре а = е^, Ф(о) = оы[0у}Ф̂  ̂К (®)1 
ФСс) = ст<«>і (сг) ¥ і.[ы2<о)}, Ф.Со)  =о<д>1Са)Ч'о,[<из((г)],

f i  =  -0,5 [ ( т р в  -  іО р ) £ я е '( « 0  +  (^ р в  +  і-а р )с н « > '(о )] , 

fj = 0.5[(ap + 1тр8)ош'(о) + (о^ -  ітр0>ош'(а)3, 
z, = =  0,S[(ł -  iHj)oCę) + ІІ + ip jM lA )],

<jp и Трв- компоненты внешних нормальных и касательных напряжений на контуре X". 
При этом будем предполагать, что функции fk и g удовлетворяют условию Гельдера на уо, а по
тенциалы Ф(0  и Ф(0  в точках а  = ОІ и а = pjj, соответствующих концам дуг £к = ^к^» имеет 
интегрируемые особенности.

Условием (7) удовлетворим, если положить

іІФ(?) -f Ч^Й)! = 0,50iC^ -  /1(1 А »  + іВо, 
і[ціФ(5) + Ц2Ч'(?)1 = O,SOj(0 -  Я(1А)3 -  коАо Ч- ІПоВо, (9)

где jĵ (ę) = к=1,2; = Р ф -F(Vę)» Во = произвольные
вещественные постоянные, F(9 - произвольная кусочно-голоморфная функция, удовлетворяю
щая на у" условию W  = F~C<ff). Знаками (+) и (-) вверху справа у символов функций обозна
чаются значения функций на Уо со стороны областей < 1) и S“ Q^ > 1} соответственно.

При удовлетворении условиям (7) необходимо учесть, что ф ( V^) = ‘PCVll̂  “  на

Уо, Re<p+(o)=Re <р*(о), In,<p"(a)=-^ где ф(^- любая из функций IjCę), F(^.
Из (9) находим

Ф( )̂ = «Ро "F *tA) "РЬ̂ Во, — Фо "F Зі-Ао F bjB(j, (10)
где аі =  іко/(мі -  fia), ^2 =  ~ a i,b t =  (по -  P2)/(P i “  йг), b j =  (гц, -  Ці)/<Рі -  Рг); 

<Ро и «Ро -известные функции, зависящие от /^(0, /І’Сі/ę). В дальнейшем будем считать

4*0 =  Фо = о, считая тем самым Ор =  Тр® = 0 на , и положим, что искомые коэффициенты

и “о выражаются через некоторый произвольный параметр ^ в виде

108



ко = і(Х -Х)/2, По = а  + Я)/2.

Подставим (10) в (6) и приравняем нулю коэффициенты при F'*‘(o) и F~(o). В результа
те получим граничное условие для функции F (^

atF~(o) + = gUp

и два уравнения, на основании которых следует

ЧТСЧ+НП+ЧгСіг+НзЗ'

Отсюда для определения ко и іц, имеем уравнение

Х^піі -  A.l(|łj +  pJ)jio + Со( |і;  + Цг) -  ćóCPI +  + ЬоСйІ + Ці)1 +  Fs feSo, + T̂FiCo ~  FiFz^ +,
+t4>FiFT = ® ( 11)

если учесть, что между коэффициентами и Ьь имеют место зависимости

Яз 4- b j =  +  b j)  +  1 ,  %  — Ьз =  ~ ( %  — b j)  — 1 .

Здесь приняты обозначения

т і  = ао+Ьб + Со-% ае = Рі% -  ЯіРІ, be = Piql -  qjpJ, Ce = q i^  -  Pi%;
3B =  (aj +  bj)(pj + N qi) -f (a- +  b j)(p j + Nq  ̂)

Fe =  [ ( ^  ~ + І Ч ~

Из (11) определим значение X (которое соответствует Х = i при предельном переходе к 
изотропному телу)

X  =  — СзоСрз +  fe) +  Co,(fe -I- fe) -  ^ ( f i  +  fe) +  boCfe 4- fe> +

-KlaoCfe + PD + CoCpI+fe) -  Ą(ji,.-biI3  + boaq + fe)*--*” łfF2Piai? + lHF2Co-fetŁ2Co + bofepp3 '

В соответствии с (4) будем считать, что при ę 0 и !?1

F (9  =  +  0С1 А ) ,

где a,.,c*.ai. и Ь*- произвольные постоянные.
При фо =  Фо ~  ^ из(10) имеем

( 12 )

=  [(I -  | i s ) F ( ^  +  Ot -  F a )P (  -  Fz),

M'iCsa) =  [(f i -  ЮрС?) - O i -  F i)f (V ę)] /^ ( ? X F i  -  F*).

(13)

Принимая BO внимание, что z* = O.S(a -  ^ b )ę  + 0CV^) больших 1̂ 1, из формул (12), 

(13) следует
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^ ‘ *̂“ ^=1--------- s s -----------------Й— + 4 / j j J

Сравнивая правые части (4) и (14), получим соотношения для определения а„,с«,а„ с.

(15)

---= fu. — н.^Г̂ . а (и____ — a*fl — u.^ = fu. — и.)Ъ___a-iiljh

~ Иг) = (Йі -

= (Йі -  Рз)Г'. a .( |i i  -  X) -  aZCA. -  р^) = (jii -  pa)bo.

Определив функцию F(ę), компоненты напряжения и Tĵ  на X найдем по формулам 
(7) с з^етом (10)

°р «' rayt̂ ftty^Ке[<чФ(<^) + с^Ща}1 = - ^ ^ > ^М <4>Со) + ci'i'C®)],

где <- = [ы'(а)сг(і -  iHj) + w '(o)o(ł +  Ц  )], cf =  t<*'(c)<r(l + и, ) + co '(c)a(l -  щ )], j= l,2. 
Учитывая, что Ор + + ay для определения сте на £ имеем выражение

Стр + «в = 2Р.е{
(1 +  p f ) ( X -  tiz) (1 +  t4) ( pi  - ® .
------------------- + . ---------^ - ^ J F  f a ) + [ ; ^ ((Pl -  m)oti3j((rD (pt -  Pj XoWj Pi -  Из

(і-4-й |)( І-( іа )  
ш̂ Со)

-û Cai >]F^(a)}

Таким образом, исходя из заданных граничных условий, на основе приведенных фор
мул определяют комплексные потенциалы, являющиеся основой расчета компонент напряже
ний и деформаций в анизотропной пластине с эллиптическим отверстием.
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