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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 
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С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Нагрев стальных заготовок в печах может сопровождаться яв
лениями, которые неблагоприятно сказываются на качестве гото
вой продукции. К таким явлениям можно отнести окалинообразо- 
вание и возникновение температурных напряжений. В результате 
нагрева стальных заготовок возникают деформации, вызванные 
эффектом линейного расширения твердых тел. Хотя эти деформа
ции весьма малы (порядка 10 “  ̂м на градус нагрева), возникающие 
при этом напряжения могут оказаться весьма большими, в некото
рых случаях превосходящими предел текучести материала из
делия, что может привести к необратимым изменениям его формы 
и, соответственно, потере качества продукции. При форсирован
ном режиме нагрева температурные перепады по сечению в начале 
нагрева довольно значительны, напряжения могут превысить пре
дел прочности стали, а следовательно, в заготовке будут возникать 
трещины. Необходимо отметить, что возникающие при нагреве 
температурные напряжения будут суммироваться с остаточными 
напряжениями, возникающими на этапе затвердевания и охлаж
дения заготовки. На величину температурных напряжений значи
тельное влияние оказывает также неравномерность нагрева. На
пример, в работах [ 1 , 2] на основании теоретических и эксперимен
тальных исследований показана вероятность нарушения сплош
ности заготовок при их перемещении в методической печи под 
воздействием температуры и водоохлаждаемых рейтеров шагаю
щих балок. Кроме того, при несимметричном нагреве возможны 
недопустимые деформации заготовки, которые отрицательно ска
зываются на дальнейшей технологии обработки, а следовательно, 
и на качестве готовой продукции.

Проблема определения термических напряжений при высоко
температурном нагреве не является новой, но до недавнего време
ни определение напряжений при нагреве имело оценочный харак
тер. Сложность определения напряжений заключается как в несо
вершенстве методов расчета, так и в малой изученности теплофи
зических свойств, особенно термомеханических свойств конкрет
ных марок сталей при высоких температурах. Причем в данном 
случае физическая модель процесса является определяющей в от
ношении точности получаемого результата, так как часто имеет 
значительные упрощения. Поэтому кроме наличия, например, та
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ких зависимостей теплофизических характеристик от температу
ры, как коэффициент теплопроводности и теплоемкость стали, для 
расчета напряжений необходимо иметь такие термомеханические 
характеристики в зависимости от температуры, как предел проч
ности, модуль упругости, коэффициент линейного расширения. 
Важно также знать термомеханические свойства сталей в областях 
температур, соответствующих фазовым переходам, при которых 
изменяется структура стали.

Для определения напряжений в заготовках при их нагреве в пе
чах в настоящее время применяют как аналитические [3], так и 
численные методы. При этом исследование термонапряженного 
состояния сводится к предварительному решению задачи тепло
проводности, а затем уже определяется напряженное состояние че
рез полученную температурную функцию. Следует отметить, что 
точные аналитические решения не применяют ввиду сложности и 
нелинейности физических процессов, так как точные решения за
дач теплопроводности имеют вид сложных и громоздких выраже
ний, мало пригодных как для анализа, так и для практических 
расчетов. Кроме того, для задач высокотемпературного нагрева 
при сложном теплообмене в нагревательных печах еще не получе
ны точные решения. Недостатком существующих приближенных 
аналитических методов, несмотря на ряд их преимуществ по срав
нению с численными методами, является сложность учета различ
ного рода нелинейностей и не всегда приемлемая точность во всем 
диапазоне температур нагрева.

Тепловую задачу и задачу упругопластичности удобнее решать 
совместно, поэтому наиболее подходящим методом для расчета 
температурных напряжений является метод конечных элементов 
(МКЭ), в котором получаемое температурное поле в заготовке 
непосредственно используется в качестве исходных данных зада
чи упругопластичности. Этот подход применен, например, в рабо
тах [4 -  6]. Особенности использования МКЭ для решения тепло
вой задачи указаны в работе [7]. Кроме того, МКЭ может приме
няться для расчета напряжений заготовок произвольного сечения. 
В практике исследования напряженного состояния объектов могут 
применяться и другие численные методы [8], однако МКЭ зареко
мендовал себя как очень эффективный метод при использовании 
его для расчета напряжений в различных машиностроительных 
конструкциях, а также в расчетах гидрогазодинамики.

Промышленные коммерческие программные комплексы с 
использованием МКЭ в настоящее время представлены такими 
пакетами, как ANSYS, NASTRAN, COSMOS, FINEL, MARC, 
ПИОНЕР, ЛИРА и др. Однако их использование для расчетов 
помимо высокой стоимости программного продукта имеет не
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достатки -  невозможность модификации программной среды, а 
также усредненность методов, направленную на универсаль
ность пакета. При этом, например, некоторые подходы, вполне 
приемлемые в области машиностроения, могут оказаться не 
приемлемыми для расчета нагрева в рабочем пространстве вы
сокотемпературной печи и вычисления термических напряже
ний. Поэтому для конкретной области применения удобнее 
иметь собственный специализированный программный про
дукт. Его можно относительно легко настроить на решение 
конкретных специфических задач, и процесс модификации 
программы существенно проще.

Суть МКЭ заключается в том, что непрерывная величина (тем
пература, перемещение, напряжение) аппроксимируется дискрет
ной моделью, построение которой выполняется на множестве ку
сочно-непрерывных функций, определенных на конечном числе 
подобластей, которые называют элементами [9, 10].

В настоящее время метод часто используется для получения 
численных решений задач высокотемпературной передачи тепло
ты. Наиболее часто МКЭ применяется в стандартной формулиров
ке Галеркина [11, 1 2 ].

Как указывалось, задача определения напряжений и деформа
ций, возникающих при нагреве металлических изделий, вообще 
говоря, технически довольно трудоемка. В общем трехмерном слу
чае даже для изотропного твердого тела необходимо решить систе
му из пятнадцати уравнений, три из которых являются уравнени
ями равновесия, шесть других определяют связь деформаций и на
пряжений (обобщенный закон Гука) и еще шесть являются услови
ями совместности, накладываемыми на деформации. В случае 
нагрева длинных заготовок постоянного сечения появляется воз
можность использовать принцип Сен-Венана, согласно которому 
вдали от концевых границ длинномерных тел достаточно исследо
вать напряжения в плоскости сечения.

В дальнейшем будем рассматривать только двухмерные задачи 
термоупругости. Простейшей такой задачей является исследова
ние термоупругости в рамках модели плоского деформированного 
состояния (ПДС). В рамках этой модели задача определения на
пряжений разбивается на две подзадачи:

1 ) определение напряжений в сечении а .. гг и ..-"ХХ' ^ху " '-’1/1/
уравнениям, которые для двухмерного случая упрощаются к 
следующему виду:

по

Эа
--— +--:Эл' ду

—= 0;
Эа„. Эа„.
Эл- ду ( 1)
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^ ( 5 е „  + ye,,, - a r ) ; + у е „ - а Г ) ; ~ г ^ г ,  (2)

dll ди 1 dv ^ ди'' 
^дх ду^ (3)

/  г  1 +  V V(здесь 5 = —̂ -, у = -—- ,  е„ , е^., е компоненты тензора дефор-
1 - V  ■ 1 - V

мации; и, v -  компоненты вектора перемещения; Е, v -  модуль 
упругости и коэффициент Пуассона; Т — температура; а  -  
коэффициент линейного расширения);

2) вычисление напряжений a^zix, у ) согласно формуле

^ zz  = v ( o „  + a , , ) - £ a r . (4)
В практически важном случае свободного объекта силы отсут

ствуют на всей его поверхности, в том числе и на торцовых концах 
изделия. При этом условие плоскодеформированного состояния не 
выполняется, так как для последнего напряжение не зависит от
координаты z и, вообще говоря, не равно нулю.

Однако имеется очень важный частный случай такой задачи, 
когда масштаб изделия по оси z  значительно превышает масштаб в 
плоскости (л:, у). В этом случае все напряжения в плоскости 
оказываются равными напряжениям для плоскодеформирован
ного состояния, т.е. находятся из соотношения (4) с зшетом 
решения задачи (1) -  (3), а напряжение достаточно далеко от 
торцовых границ оценивается по формуле [9]

а =ф(х,у)- J C - -
jy^ds

где ф(хг, у) -  решение задачи (1) -  (4) для напряжения при 
плоскодеформированном состоянии. Интегрирование проводится 
по сечению Q, а оси х, у  соответствуют главным моментам инерции 
в плоскости сечения.

Методом наименьших квадратов найдем плоскость, оптималь
ным образом аппроксимирующую решение ф(х, у). Тогда искомое 
напряжение равно напряжению для плоскодеформированного 
состояния ф(д:, у) за вычетом главной линейной части. Смысл этого 
вычитания становится понятным, если принять во внимание, что в 
отсутствие внешних сил линейный профиль температур не создает 
напряжений.
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Решение задачи (1) -  (3) будем искать с помощью МКЭ, применяя 
принцип виртуальной работы к уравнениям, выраженным в терминах 
перемещений [13]. При этом что очень важно, в случае свободных гра
ниц не требуется никаких дополнительных граничных условий.

Пусть вся область сечения состоит из треугольных элементов е. 
Каждый элемент характеризуется перемещениями трех его вер
шин І, у, т, т.е. шестью величинами. Перемещения внутри 
элемента (и, v) являются линейными функциями координат:

'5;1
■ = N{8r={lN;,INj ,lN;„}-

где I -  единичная матрица размерами 2x2; N(x, у) = а + Ь х  + с у -  
линейные функции формы, а векторы перемещений в узлах имеют

в и д  5 ;  =

Применяя принцип виртуальной работы, получаем следующую 
систему уравнений для нахождения п неизвестных векторов -

перемещений в узлах 5

(5)

Здесь вектор начальной деформации {е,,} = (1 -I- v)
аТ
аТ
О

, где матрица

жесткости К  является суммой матриц жесткости отдельных 
матриц размерами 6x6 и определяется выражением

(6)

где Д -  площадь треугольника, а квадратная матрица D размерами 
3x3 отражает закон Гука и имеет вид

П = £ ( l - v )

( l  +  v ) ( l - 2 v ) 1 - v

О О

О
1 - V  

1 О 
1 - 2 V

2 ( l - v )

(7)
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а прямоугольная матрица В размерами 6x3 определяется произ
водными функции формы:

В =

3N,
дх

О

Э іУ,
ду

О

dNf
9v

ЭЛ̂
Эл-

О

ЭЛ'.
Эу

О

ЭЛ?.

Эл'̂ .
Эл

ЭА̂,„
Эл

О

эл;»
Эу

О

Эу

Эл

(8)

Решение системы уравнений (5) с учетом выражений (6) -  (8) 
представляет определенные трудности, возникающие при реше
нии практических проблем: количество элементов, а следователь
но, и порядок системы могут быть весьма высокими. Однако поло
совой характер матрицы жесткости позволяет использовать специ
альные средства для решения линейных систем, что значительно 
экономит машинную память и уменьшает время счета. В данной 
работе для решения системы (5) использовался модифицирован
ный метод Гаусса для полосовых матриц [13].

Для оценки точности представленного метода рассмотрим част
ный случай симметричного нагрева однородного стержня, анали
тическое решение которого известно. Оно явно находится в виде 
интегралов от текущего распределения температур Т(г) [14].

Если нагрев осуществляется сравнительно медленно, так что 
время нагрева много больше характерного времени распростране

ния теплоты т »  = В-рс то радиальный профиль температу

ры будет параболическим:

где Y =
АТ 1 ф
В

Т(г) = То+уг\

разность температур между поверхнос

тью цилиндра и его центром; ф -  поток теплоты на границе,
(/Г 2фсвязанный с темпом нагрева цилиндра соотношением
Л рсВ

Температурные напряжения:

Огл = О о ( ' - « ‘ ) ;  СГфф = О о ( 1 - З а Ъ ;  = а о ( 2 -4 а - ) ,  ( 9 )

1 Егде = -------- аЛТ; а = г/В.
4  1 - V

Как следует из (9), максимальными являются напряжения сжа
тия а„ и на поверхности цилиндра, а также напряжение рас-

64



тяжения на оси цилиндра. Все эти три максимальных напря
жения по модулю одинаковы и составляют

1 (ХЕ
2 1-V ЛГ = 2о,о-

Напряжения вдоль радиусов всегда являются напряжения
ми растяжения, и они по крайней мере вдвое меньше .

Для сопоставления численной модели и аналитического реше
ния был проведен ряд числовых расчетов методом конечных эле
ментов при различном количестве разбиений сечения. На рис. 1 по
казан один из вариантов такого сопоставления при количестве эле
ментов в сечении, равном 634 (число вершин составило 345, сред
ний размер стороны треугольника — около 0,05й).

Видно, что даже при таком, относительно грубом, разбиении 
МКЭ дает удовлетворительные результаты, пригодные для прак
тического применения.

Чтобы оценить практическую сходимость МКЭ, были рассчита
ны ошибки метода, которые определялись как среднеквадратич
ное отклонение результатов от теоретических значений в процен
тах от значения <Jq . В табл. 1 приведены результаты расчетов в за
висимости от числа элементов.

a/Gn

л  ^  ^

0,2 0,4 0,6
r/R---->•

0,8 1,0

Рис. 1. Сопоставление численного и точного аналитического 
решений:

• -  радиальные напряжения “ тангенциальные напряжения
Офф ; ■ -  осевые напряжения а „ ; -—  аналитическое решение

5. Зак. 3200 65



Таблица 1
Зависимость точности расчетов МКЭ от количества узлов

Номер рас
чета

Число
узлов

Число эле
ментов

Ошибка 
От %

Ошибка
Офф, %

Ошибка
о„, %

1 95 160 9,6 7,5 1.2
2 345 634 4,8 3,9 0,5
3 1313 2522 2,3 1,9 0,2

Из таблицы видно, что ошибка вычислений меняется примерно 
обратно пропорционально корню квадратному из числа узлов, т.е. 
пропорционально среднему размеру элемента. Ошибка в вычисле
нии осевых напряжений значительно ниже, чем для радиальных и 
тангенциальных напряжений. В целом МКЭ дает существенно луч
шие результаты по сравнению с инженерным «методом плоских 
сечений», который полагает коэффициент Пуассона равным нулю 
и дает заниженные на значение множителя 1/( 1  -  v) результаты, 
что может составлять несколько десятков процентов.
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С.В. ЛАСАНКИН (ООО «Ордком»)

ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЙ КОМПЛЕКС ДЛЯ РАЗМОЛА ШЛАКОВ 
И КОМПАКТИРОВАНИЯ ИЗВЛЕКАЕМЫХ ИЗ НИХ МЕТАЛЛОВ

Металлургическое производство сопровождается образованием 
большого количества шлаков, лишь частично перерабатываемых 
(в основном в строительные материалы) с извлечением из них ос
новных и сопутствующих металлов. Значительная часть шлаков 
складируется в накопительных отвалах. Объем накопленных в 
странах СНГ шлаков только медеплавильных производств состав
ляет около 12,4 млн т [1, 2]. Шлаки медеплавильного производства 
представляют собой смесь металлической и неметаллической со
ставляющих. Металлическая составляющая представляет собой 
♦корольки », размеры которых варьируются в диапазоне 0,1 ...30 мм. 
Химический состав корольков разнообразен и зависит от техноло
гии выплавки и марки выплавляемого сплава. Неметаллическая 
составляющая представлена соединениями кремния, алюминия, 
железа, кальция и др. [ 1 - 3 ] .

Процентное содержание металлической фракции в металлурги
ческих щлаках определяется технологией разливки и составом 
шлака. Так, при производстве бронзовых сплавов содержание ме
талла в щлаках может достигать 30% в весовом соотношении. Та
кое содержание сплава в шлаке делает особенно актуальной задачу 
его извлечения и возвращения в производство.

Объемы образования в Беларуси медьсодержащих шлаков 
сравнительно небольшие. Однако в условиях постоянного роста 
цен на цветные металлы задача возвращения в производство ме
таллов из отходов стоит особенно остро. Традиционные техноло
гии извлечения металла из шлаков достаточно трудоемкие. Осо-
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