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Проблемы, связанные с упругим равновесием твердых деформируемых тел, постоянно 

находятся в поле зрения механиков и математиков, занимающихся исследованием поведения ре-
альных объектов в сложных условиях их деформирования, стремлением уточнения пределов при-
менимости существующих теорий расчета напряженно–деформированного состояния (НДС) твер-
дых деформируемых тел, внедрением новых композитных материалов и т.д. Возникающие при 
этом новые задачи, как правило, не имеют точного решения. 

Возможности и средства современной вычислительной техники делают доступным реше-
ние новых классов граничных задач механики деформированного твердого тела с использованием 
современных технологий и подходов. Собственно процедура исследования закономерностей де-
формирования реальных анизотропных тел к настоящему времени разработана достаточно полно, 
но тем не менее, процедуры численной реализации соответствующих гранично-краевых матема-
тических задач приводят к мало исследованным и трудно реализуемым расчетным схемам. 

В качестве объекта исследования выбраны кубически анизотропные упруго-
деформируемые тела, численный расчет которых строится с помощью компьютерной системы 
Mathematica и пакета ANSYS. 

Рассмотрим задачу деформирования кубически анизотропных упругих тел, т.е. тел, в кото-
рых процессы деформирования описываются следующим законом Гука [2]: 
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Уравнения равновесия в перемещениях для кубически анизотропных тел получим подста-
новкой этих выражений в систему уравнений Навье–Коши: 
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В случае действия на тело массовых сил F


, 3,2,1 , уравнения кинетостатики при-

мут вид[3]: 
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Будем рассматривать силы F


, которая изменяется во времени t  по закону: 

txtxtxF  sin)(cos)(),( 21 
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где const , ),,( 321 xxxx 


, тогда вектор смещений ),( txv


 представляется в виде: 

txvtxvtxv  sin)(cos)(),( )2()1( 
 . 

Введем такие комплексные функции: 
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Здесь Re обозначает действительную часть стоящего в скобках соответствующего выра-

жения. Внося эти значения F


 и v


 в уравнения движения (3) , получаем для нахождения 
),,( 321 uuuu


 следующую систему уравнений: 
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Левая часть формулы (4) определяет следующую матрицу M  [3]: 
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Решением системы (4) будет являться каждый столбец матрицы M : 
Eu .                                                    (5) 

где )(x  является решением уравнения 0)(),,,( 2
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E – единичная матрица. 
Выполним расчеты для тел, представленных такими материалами, как вольфрам и кварц со 

следующими характеристиками [1]: 

материал вольфрам: 18600,1410.15,810.19,110.50 10

44
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материал кварц: 2070,1210.3,6110.1,8510.7 10

44

10

12

10

11  AAA . 

При расчетах использовались функциональные возможности компьютерной системы 
Mathematica, в частности, функции численного интегрирования, функции работы со списками, а 
также стандартные графические функции.  

Компоненты вектора u  находятся из уравнения (5). На основании данных формул были 

построены графики перемещений точек упругого полупространства 03 x  при действии на его 

границе нормально приложенной сосредоточенной силы HP 50 . 
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Рисунок 1 – Материал вольфрам: а – распределение компонентов вектора перемещения вдоль оси x2, x3, б– распределе-

ние компонентов вектора перемещения вдоль оси x1, x3 
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Рисунок 2 – Материал вольфрам: а – распределение компонентов вектора перемещения вдоль осей x1, x2 
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Рисунок 3 – Материал кварц: а – распределение компонентов вектора перемещения вдоль оси x2, x3, б– распределение 

компонентов вектора перемещения вдоль оси x1, x3 

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

0.0003873

¶

 
Рисунок 4 – Материал кварц: а – распределение компонентов вектора перемещения вдоль осей x1, x2 
 
Аналогичная задача о действии нормально приложенной сосредоточенной силы 

HP 50  на границе полупространства 03 x , представленного материалами вольфрам и 

кварц, была решена в пакете ANSYS. 
 

  
   а         б 
Рисунок 5 – Материал вольфрам: а – распределение компонентов вектора перемещения вдоль оси X,Y, б– распределение 

компонентов вектора перемещения вдоль оси Y,X 
 



 238

 
Рисунок 6 – Материал вольфрам распределение компонентов вектора перемещения вдоль осей Z,X 

   
      а           б 
Рисунок 7 – Материал вольфрам: а – распределение компонентов вектора перемещения вдоль осиY, Z, б– распределение 

компонентов вектора перемещения вдоль оси X,Z 

 
Рисунок 8 – Материал кварц распределение компонентов вектора перемещения вдоль осей X,Y 

Из представленных рисунков видно, что картины полей перемещений и количественные 
значения перемещений, полученные с применением пакета ANSYS и на основании соотношений 
следующих из формулы(5) с использованием компьютерной системы Mathematica, практически не 
отличаются друг от друга. Максимальная разность конечно-элементного расчета по сравнению с 
результатами расчетов, основанных на методах математической физики, составляет менее 10%. 

РЕЗЮМЕ 
Получено численно–аналитическое решение одной задачи кубически–анизотропной тео-

рии упругости. Продемонстрировано применение пакета ANSYS и использование компьютерной 
системы Mathematica, при расчете полей перемещений для материалов вольфрам и кварц. 
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SUMMARY 
This article demonstrates the use of ANSYS package and use the computer system Mathematica, 
when calculating the displacement fields for materials tungsten and quartz. It is shown that the max-
imum difference of the finite element calculation as compared with the results of calculations based 
on the methods of mathematical physics is less than 10 %. 
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УДК 539.3 
 
АНАЛИЗ СОБСТВЕННЫХ ЧАСТОТ РОТОРА ЦЕНТРИФУГИ С КОНСОЛЬНЫМ ВАЛОМ 
 

асп. Петровский А.Л. 

УО «Белорусский национальный технический университет», Минск 
 

Введение. Роторы и роторные системы являются основой многих видов оборудования – 
центрифуг, дробилок, мельниц, испытательных машин и других конструкций технологического 
оборудования с широким диапазоном скоростей вращения и геометрических размеров. Причем, 
вращающиеся конструкции могут быть представлены не только осесимметричными роторами, со-
стоящими в основном из гладких оболочек и дисков, но и роторами более сложной формы, что 
связано с необходимостью обеспечения технологических процессов. 
Традиционные методы определения жесткостных параметров, в частности перемещений и соб-
ственных частот, разработаны в основном для роторов в виде оболочек вращения простой геомет-
рической формы или приведенной к ней с грубыми приближениями [1,2]. В такой ситуации весьма 
сложно на этапе проектирования достоверно рассчитывать технологические перемещения и зазо-
ры. Это ведет к необходимости введения дополнительных регулировок и усложнению конструк-
ции. Грубое, с большим разбросом определение собственных частот колебаний элементов может 
привести к возникновению резонансных режимов работы роторов, когда рабочие частоты враще-
ния практически совпадают с собственными. В этом случае резко возрастают нагрузки на опорные 
элементы и подшипники, что ведет к необходимости, ужесточать конструкцию, что влечёт за со-
бой её(конструкции) усложнение и увеличением веса. 

Определение критической скорости центрифуги с консольным валом. 
В данной статье представлен метод проведения модального анализа простейшей центри-

фуги с ротором в виде гладкой оболочки и консольным валом, закреплённым на двух подшипни-
ковых опорах. 

На рисунке 1 представлена расчётная схема ротора центрифуги с консольным валом. 

 
Рисунок1. - Расчётная схема ротора центрифуги с консольным валом: 1 – плоский диск; 2 – обечайка; 3 – днище;            

4 – вал; 5 - подшипник 
Исходные данные. В расчёте не учитывается собственный вес вала и его сечение принято посто-
янным с диаметром d=0.125 мм. Размеры барабана и вала показаны на рисунке 1. Материал вала и 
барабана – сталь с характеристиками: 
- модуль упругости Е=2*1011 Па; 
- плотность ρ=7850 кг/м3; 
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- коэффициент Пуассона μ=0,3. 
При проверке выполнения условия виброустойчивости ротора центрифуги и оценки влияния на 
критическую скорость (ωкр) вылета его центра массы относительно центра ступицы днища бараба-
на используем методику изложенную в [3]. 
Определение масс: 

- Масса плоского кольцевого диска кгsDDm n 584/)( 1
2
1

2
1   ; (1) 

- Масса цилиндрической обечайки кгlDDm обn 5.1344/)( 2
2

2
2   ; (2) 

- Масса диска (днища) барабана кгsDm n 5.2064/2
2

1   ;  (3) 

- Общая масса ротора   кгmm i 400 .     (4) 

Сила тяжести: gmQ ii  , mgQ        (5) 

Расстояния от центра масс деталей до точки В (рисунок 1): 

мslsl об 449.0
2

1
211  ;       (6) 

мsll об 239.0
2

1
22  ;       (7) 

23 2

1
sl  .         (8) 

Расстояние от центра массы барабана до края днища из условия равенства нулю суммы моментов 
относительно точки В: 

мQlQlQlQl 155.0/)( 332211  .     (9) 

Расстояние от центра массы барабана до центров масс деталей: 
мlla 293.011         (10) 

мlla 083.022         (11) 

мlla 136.033         (12) 

Вылет центра массы барабана   
мalc 136.03       (13) 

Моменты инерции вращающихся масс: 
Осевые: 

42
н3z3

42
2

2
н 2z2

42
1

2
н1z1

*34.22/8D*mJ

*16.28)/8D(DmJ

*1.9)/8D(D mJ 

мкг

мкг

мкг







    (14) 

Окружные: 

42
3

2
2

2
н3x3

42
2

2
ob

2
н2x2

42
1

2
1

2
н1x1

*04.15)a)/12s/4D ((3 mJ

*26.17)a)/12l/4((6D mJ

*6.8)as12)/12/4D/4D ((3 mJ 

мкг

мкг

мкг







   (15) 

Моменты инерции всего барабана: 

 ziz JJ       (16) 

 xix JJ       (17) 

Критическая скорость вала при условии, что вся масса барабана  сосредоточена в точкеВ его креп-
ления к валу: 

1
2
12

4

610
64

3  c
mLL

dE
кр

      (18) 

Критическая скорость вала при учёте  вылета cl  центра массы барабана от точки В крепления его 

на валу и с учётом массы барабана ( ;1
'
1 clLL  clLL  2

'
2 ): 
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1
2'

1
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2

4

4.184
)(64

3  c
mLL

dE
кр

      (19) 

В ряде важных практических случаев формулы (18), (19) даёт лишь первое грубое приближение. 
Во избежание опасных резонансных явлений, расчёт кр  необходимо проводить, используя более 

точные формулы или методы расчёта, учитывающие вылет центра массы барабана относительно 
точки его крепления на валу, упругость опорных подшипников, собственная масса вала, измене-
ние его поперечного сечения. 

Как видно по результатам расчёта, пренебрежение одним или несколькими параметрами, 
при создании расчётной модели, ведёт к значительной погрешности расчётов. Посколькуп-
редставленный метод не позволяет учесть собственную массу вала, собственные частоты самого 
барабана, податливость опор и внешние воздействия на систему (усилия от натяжения ремней, 
дисбалансы ротора и т.д.) возникает необходимость применения более совершенных методов рас-
чёта (численные методы).  

Определение собственных частот вала с использованием МКЭ 
Используя МКЭ, появляется возможность учесть геометрию, собственный вес и податливость всех 
деталей модели, а также применить граничные условия, отражающее реальное закрепление еди-
ничной детали или системы. 
При расчёте с применением МКЭ использовались следующие входные параметры: 
Материал вала и барабана – сталь с аналогичными характеристиками. 
В качестве опор моделировались подшипники с различными жесткостями: 
- Опора А: в соевом направлении – свободно, в радиальном – жесткость составляет 3*109 Н/м. 
- Опора Б (рисунок 1): в соевом направлении – жесткость составляет 3*107 Н/м, в радиальном – 
жесткость составляет 3*108 Н/м. 
На рисунке 2 представлена расчётная модель, соответствующая предыдущей. 

 
Рисунок 2. - Расчётная модель 

Результат расчёта представляет собой графическое отображение форм частот и их значения в раз-
личных единицах измерения. Количество форм частот задаются пользователем. 
В таблице 1 представлены значения частот для пяти форм собственных частот центрифуги с кон-
сольным валом. 
 
Таблица 1 - Значения частот для пяти форм собственных частот центрифуги с консольным валом 

 
Формы 
частот 

Характер колеба-
ний 

Частоты Период 

с-1 Герц с 
1 
2 
3 
4 
5 

Игибные 
Игибные 
Осевые 
Радиальные 
Волнообразующая 
 

220.99 
221.15 
343.02 
777.85 
1037.9 

35.172 
35.196 
54.593 
123.8 
165.18 

0.028432 
0.028412 
0.018317 
0.0080776 
0.0060539 
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а)       б) 

  
г)       д) 

 
е) 

Рисунок 3. – Графическое отображение форм собственных частот центрифуги с консольным валом: а) – 1-я форма, б) 
- 2-я форма, г) - 3-я форма, д) - 4-я форма, е) - 5-я форма 

 
Полученный результат с большой точностью отображает форму колебаний, и их значения. Значе-
ния критических скоростей, полученных с учётом вылета и МКЭ, достаточно близки, что под-
тверждает соответствие моделей. Однако, результат расчёта критической скорости с учётом выле-
та определён без учёта собственной массы вала и податливости опор, что дало погрешность по 
отношению к МКЭ 100(220-184)/220=16%. Таким образом, прибегая к МКЭ расчет критических 
скоростей, получен с большей точностью. 

Влияние центробежной нагрузки на значения собственных частот. 
Влияние центробежной нагрузки на собственные частоты определим по изменению значения пер-
вой собственной частоты центрифуги. Для каждого шага по времени задаётся скорость вращения, 
при которой определялось значение первой формы собственной частоты ротора. Скорость враще-
ния и собственные частоты приводим к одним единицам измерения (рад/с) для их сопоставления.  
В таблице 2 приведены значения первых форм частот для различных скоростей вращения. 
 

Таблица 2 - Значения первых форм частот для различных скоростей вращения 
 

Время t,с 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
Скорость вра-
щения ротора 

200 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300 

Собственная 
частота ротора 

254 257 261 264 267 271 275 278 282 286 290 
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На графике (Рисунок 4) представлены зависимости скорости вращения ротораизмеряемая в герцах 
и его критических скоростей (значением первой формы собственных частот) от времени. 
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Рисунок 4 - Зависимости скорости вращения ротора и его критических скоростей от времени 
 
График наглядно отражает приближение собственных частот конструкции ротора к резонансной с 
увеличением его скорости вращения, а также резонансную частоту, которая определяется точкой 
пересечения графиков. Таким образом, при частоте вращения 284 рад/с система войдёт в резонанс. 
 

РЕЗЮМЕ 
В статье рассматривается методика проведения модального анализа простейшей центри-

фуги с консольным валом. Получены 5 форм собственных частот и проанализировано влияние 
нагрузки на значение первой собственной частоты центрифуги. 
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SUMMARY 

In this paper we consider the methodic of modal analysis of a simple centrifuge cantilever shaft. Re-
ceived five forms of natural frequencies and analyzed the influence of the load on the value of the 
first natural frequency of the centrifuge. 
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