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В работе рассмотрены обратные задачи восстановления двухфакторных произ-

водственных функций исходя из заданной предельной нормы технического замещения 

факторов производства. Указаны аналитические виды двухфакторных производствен-

ных функций, обладающих заданной дробно-линейной предельной нормой технического 

замещения труда капиталом. Выделены классы двухфакторных производственных 

функций, соответствующие заданной (постоянной, линейной, дробно-линейной, степен-

ной и др.) предельной норме технического замещения. Полученные результаты могут 

быть использованы при моделировании реальных производственных процессов. 

Ключевые слова: производственный процесс, производственная функция, обрат-

ная задача, предельная норма технического замещения, эластичность замещения. 

 

Введение.Рассмотрим двухфакторную производственную функцию (ПФ), описы-

вающую некоторый производственный процесс P, где K  – капитал, L  – труд,Y  – объем 

выпущенной продукции, а неотрицательная функция F  является дважды непрерывно 

дифференцируемой на области G  из  2 ( , ) : 0, 0 .R K L K L     

 
( , ) ( , ) ,Y F K L K L G    (1) 
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Понятие ПФ, описывающей зависимость между количеством используемых факто-
ров производства и максимально возможным при этом выпуском продукции, сформиро-
валось на рубеже XIX и XX вв. В экономическую теорию термин «производственная 
функция» был введен в 1891 году [1] А.Берри, помогавшим А. Маршаллу при подготовке 
математического приложения к его монографии «Принципы экономической науки» [2]. 
Однако попытки установить зависимость выпуска продукции от количества используе-
мых ресурсов и придать этой зависимости некоторую аналитическую форму имели ме-
сто задолго до этого (исторический обзор по становлению теории ПФ смотри, например, 
в работах [3 –6], а современное состояние и обзор литературы по этому направлению 
приведены в монографиях [7– 9]). 

Ввиду большого разнообразия производственных процессовP одной из основных 
проблем при их моделировании становиться задача выбора аналитической формы                     
ПФ (1). Прежде всего, этот выбор обусловливается теоретическими соображениями, ко-
торые должны учитывать особенности взаимосвязей между конкретными ресурсами  
и результативными признаками. Необходимо также учитывать особенности реальных 
или статистических данных, по которым оцениваются параметры ПФ. 

В процессе развития теории ПФ определился набор стандартных ПФ, обладающих 
заранее определенными свойствами (например, однородности и заданной эластичности 
замещения). Укажем некоторые наиболее распространенные двухфакторные ПФ, ши-
роко используемые в практике моделирования производственных процессов. 

В 1928 году в статье [10] Ч.У. Коббом и П.Х. Дугласом для описания влияния ве-
личины затрачиваемого капитала и труда на объем продукции в обрабатывающей про-
мышленности США за 1899 – 1922 гг. была использована функция (ПФ Кобба−Дугласа). 

 
( , )F K L AK L  2( , ) ,RK L   0,A  , (0;1),    

1.    
(2) 

 
В своей более поздней работе [11] П.Х. Дуглас снял предположения об условиях, 

накладываемых на показатели степеней   и  степенной функции (2). 
Большое применение в экономическом анализе получила CES-функция 
 

 
/

( , ) (1 )F K L A bK b L
   

    ( , ) ,K L G   
0,A  0,  [0;1],b [ 1; 0) (0; ),      

(3) 

 
которая была предложена в Р.М. Солоу в 1956 году в статье [12]. Функция (3) была ис-
следована и использована для анализа реальных национальных экономик в работе [13]  
учеными-экономистами К.Д. Эрроу, Х.Чинери, Б.С. Минхас и Р.М. Солоу, после чего 
она стала широко использоваться как модель производства, более адекватная реально-
сти, чем ПФ Кобба ̶ Дугласа (2). Отметим, что если 1,   то из CES-функции (3) при 

1    получаем линейную однородную ПФ 
 

( , )F K L cK dL 
2( , ) ,RK L   , (1 );c Ab d A b    (4) 

 
при 0   имеем ПФ Кобба−Дугласа с параметрами , 1 ;b b     а при    пре-
дельной для CES-функции (3) является ПФ Леонтьева 
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( , ) min( ; )F K L A K L 
2( , ) ,RK L    

0.A   
(5) 

 

Важнейшими характеристиками ПФ (1) являются показатели эффективности про-

цесса замещения факторов производства. Количественные меры замещения были впер-

вые введены [14] в 1932 году английским экономистом Д.Р.Хиксом для двухфакторных 

ПФ (1) как предельная норма технического замещения MRTS (marginal rate of technical 

substitution) труда капиталом 

 

( , )
( , )

( , )

L
LK

K

F K L
MRTS K L

F K L
 ( , )K L G G    (6) 

 

и эластичность замещения труда капиталом 

 

 

2 2

( )
( , )

(2 )

K L K L

K L KL K LL L KK

F F K F L F
K L

K L F F F F F F F





 
( , ) ,K L G G    (7) 

 

где для частных производных первого и второго порядков ПФ (1) введены для удобства 

записи следующие обозначения: ,K KF F  ,L LF F  2 ,KK KKF F  2 ,LL LLF F 

2 .KL KLF F   

Отметим также и то, что в практике экономико-математического анализа применя-

ются и другие определения эластичности замещения: по Аллену [15; 16], по Михалев-

скому [17], по Мак-Фаддену [18], обратная и прямая эластичности замены [7, с. 63 – 78]). 

Показатель MRTS(6) является для ПФ характеристикой первого порядка (относи-

тельно производных) и на языке процентов приближенно показывает на сколько процен-

тов нужно увеличить или уменьшить использование капитала Kпри уменьшении или 

увеличении труда Lна 1%. Графически же характеристика MRTS представляется танген-

сом угла наклона касательной к изокванте ПФ в точке, указывающей необходимые объ-

емы труда и капитала для производства заданного объема продукции. 

Например, линейная ПФ (4) имеет постоянную предельную норму замещения 

( , ) ,LK

c
MRTS K L

d
 для ПФ Кобба -Дугласа (2) характеристика ( , )LK

K
MRTS K L

L




  яв-

ляется линейной функцией относительно фондовооруженности труда / ,k K L  а у CES-

функции (3) показатель 

1
1

( , ) .LK

b K
MRTS K L

b L

 
  

  
 

 Предельные нормы замещения 

труда капиталом (6) основных двухфакторных ПФ представлены в таблице 1. 
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Таблица 1 – Предельные нормы технического замещения основных ПФ 
№ ПФ ( , )F K L  Предельная норма техниче-

ского замещения труда ка-

питалом ( , )LKMRTS K L  

1. 
Линейная ПФ ( , )F K L K L      

( , )LKMRTS K L



  

2. 
ПФ Кобба–Дугласа (Викселля) [10] 

( , ) ,F K L AK L  0,A  , \{0}R    
( , )LK

K
MRTS K L

L




  

3. 
ПФ CES [13]  

/
( , ) (1 ) ,F K L A K L

   


     

0,A  \{0},R (0;1],  [ 1; 0) (0; )     
11( , )LK

K
MRTS K L

L







  

  
 

 

4. 
ПФ Солоу[12]  ( , ) (1 ) ,F K L A K L

      
0,A  , , \{0},R    (0;1]   

1

1

(1 )( , )LK

K
MRTS K L

L





 








  

5. 
ПФ Джири [19] * *( , ) ( ) ( ) ,F K L A K K L L     

2 * *{( , ) : , },RG K L K K L L    0,A , \{0}R   

*

*( , )LK

K K
MRTS K L

L L









 

6. 
Логарифмическая ПФ 

 ( , ) ln(1 ) ln(1 )F K L A K L        
1( , )
1LK

K
MRTS K L

L

 

 





 

7. 

ПФ Реванкара (с линейной эластичностью заме-

щения, LES) [20] ( , ) ( ) ,F K L AK K L    

0,A  , \{0},R   R   

( , )
( )LK

K
MRTS K L

K L



   


 

 

8. 
ПФ Сато (произведение ПФ Кобба–Дугласа и 
CES)  

/
( , ) (1 )F K L A K L K L

     


      

 
1

( , )

( )(1 )

( ) (1 )

LK

K
MRTS K L

L

K L

K L

 

 

   

    

 


 

 

    

   

 

9. 

ПФ Лу–Флетчера[21] 
/(1 )

( , ) (1 ) K
F K L A aK a b L

L

 
 

 

   
       

 

( , )

(1 ) ( )

(1 )(1 )

LKMRTS K L

K
a b

L

K
a a

L

  

  

  

 



  


 

   
 

 

10. 
ПФ Лиу–Хильдебранда[22] 

(1 ) /( , ) ((1 ) )F K L A b K bK L          (1 )

( , )

(1 )

(1 )

LKMRTS K L

K
b

L

K
b b

L

 












 

  
 
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Окончание таблицы 1 

11. 

ПФ Кадияла[23] 
/( )

1 1 1( , ) ( 2 ) ,F K L A a K b K L c L              

0,A  1 1 12 1,a b c   1 1 1, , 0,a b c   

( ) 0,    ( ) 0     

1

1 1

1 1

( , )

2 ( )

2 ( )

LK

K
MRTS K L

L

K
b c

L

K
b a

L

 





  

  

 



 
  
 

 
  

 
 

  
 

 

12. ПФ Бруно[24; 25] ( , )F K L AK L L     1

( , )LKMRTS K L

K
K L

L A

  

 

 



 
 

13. 

ПФ Сато – Гофмана (линейно-однородные ПФ с 

переменной
K

L

 
 
 

эластичностью замещения) 

[20; 26] 

( , ) exp ,
ln

exp
( )

K
k

L

dk
F K L A

d k
k B

k









, 0A B   

( , )

ln
exp

( )

LK

K
k

L

MRTS K L

d k
B

k 



 
 

Источник: собственная разработка автора. 

 

Эластичность замещения (7) является характеристикой ПФ второго порядка, так 

как она зависит и от вторых производных ПФ. Она (характеристика) представляет связь 

фондовооруженности /k K L cпредельной нормой замещения, показывая, на сколько 

процентов должна измениться фондовооруженность при изменении MRTS на 1%. 

ПФ (2) − (5) являются примерами однородных функций постоянной эластичности 

замещения факторов производства: функция Кобба–Дугласа (2) имеет единичную эла-

стичность замещения, т.е. ( , ) 1;K L   для CES-функции (3) эластичность замещения  

равна ( , ) 1 (1 );K L    у линейной функции (4) эластичность замещения факторов бес-

конечна, а для функции Леонтьева (5) эластичность замещения факторов равна нулю. В 

общем случае, класс однородных двухфакторных ПФ (1) с постоянной эластичностью 

замещенияописывается следующим утверждением (см., например, [27; 28]) 

Теорема 1.Пусть двухфакторная ПФ (1) является однородной степени 0q   

и имеет постоянную эластичность замещения факторов производства 0.  Тогда 

двухфакторная ПФ (1) имеет следующий аналитический вид 

 

 1 2

1;
( , )

1,

q

q

K L при
F K L

K L при

 


 

 

  





 

 (8) 

 

где действительное число 0  и ,q   числа 1 2, , 0,     а ( 1) .     

Основной класс ПФ, используемых при моделировании производственных процес-

совP – однородные ПФ с постоянной эластичностью замещения факторов производства 
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(теорема 1). Однако этот класс ПФ в полной мере не позволяет описывать реальные про-
цессы производства, что приводит к задаче его расширения в разных направлениях (см., 
например, работы [7−9; 27−34]).Аналитическое описание класса однородных ПФ с пере-
менной эластичностью замещения для двух факторов впервые найдено [20] американ-
ским экономистом индийского происхождения Н. Реванкаром для частного случая ли-
нейной зависимости эластичности замещения от пропорции факторов 

 

( , ) ( )F K L AK K L   ( , ) ,K L G  0,A  ,R  , \{0},R    

 
(9) 

и в общем (двухфакторном) случае получено Р. Сато и Р.Ф. Гофманом [26] 
 

( , ) exp ,lnexp
( )

K
k

L

dk
F K L A

d k
k B

k









 

, 0.A B   
 

(10) 

Формульно-параметрическое представление класса положительно однородных во-
гнутых функций произвольной размерности через вогнутые функции, заданные на стан-
дартном симплексе, было получено профессором В.К. Горбуновым в работе [29].  

В данной статье получены новые виды ПФ, что расширяет возможности для моде-
лирования реальных производственных процессовP. А именно решена одна из обратных 

задач теории ПФ: восстановить двухфакторную ПФ исходя из заданной предельной 
нормы технического замещения. Способ построения ПФ основан на нахождении реше-
ний дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка. 

Результаты и их обсуждение.Основные результаты данной работы выражают сле-
дующие утверждения (теорема 2 и таблица 2). 

Теорема 2.Пусть для некоторого производственного процесса P предельная норма 

технического замещения (труда капиталом) задана дробно-линейной функцией 

 

1 1 1

2 2 2

( , )LK

a K b L c
MRTS K L

a K b L c

 


 
( , ) ,K L G  , , ,j j ja b c R 1,2,3,j 

2 2 2| | | | | | 0,a b c    

(11) 

 

где экономическая область G из множества 
2

2 2 2{( , ) : 0}K L a K b L c   R простран-

ства затрат 
2 2{( , ) : 0, 0}.K L K L    R R Тогда верны утверждения: 

1. Пусть 1 0   есть собственное число матрицы 1 2

1 2
,

a a
A

b b

 
  

 

 которому соот-

ветствует вещественный собственный вектор 
1

1 1( , )    при 1 1 1 1 2 0.c c     Тогда 

производственный процесс Pописывается одной из ПФ вида  

 

1 1( , ) ( )F K L K L     ( , ) .K L G   
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Здесь и далее   – произвольная неотрицательная непрерывно дифференцируемая 

функция на открытом числовом луче (0; ).  

2. Пусть 1 0   и 2 \{0} R  есть собственные числа матрицы ,A  которым соот-

ветствуют вещественные собственные векторы 
1

1 1( , )    при 1 1 1 1 2 0c c      и 

2

2 2( , ).   Тогда производственный процесс Pописывается одной из ПФ вида  

 

2

2 2 2 1 1

1

( , ) ( )exp ( )F K L K L K L


     



  
      

  
  

( , ) .K L G   

 

где вещественное число 2 2 1 2 2 2( ) / .c c      

3. Пусть 1 0   есть двукратное собственное число матрицы ,A  которому соот-

ветствуют два вещественных линейно независимых собственных вектора  
1 (1,0)   и 

2 (0,1)  при условии, что вещественные числа 1 0c  и 2 0.c    Тогда производственный 

процесс Pописывается одной из ПФ вида  2 1( , )F K L с K с L   ( , ) .K L G   

4. Если 1 2, \{0}R    – собственные числа матрицы A, которым соответствуют 

линейно независимые вещественные собственные векторы 
1

1 1( , )    и 
2

2 2( , ),    

то производственный процесс Pописывается одной из ПФ вида 

 

 12

1 1 1 2 2 2( , ) ( ) ( )F K L K L K L


       


     ( , ) ,K L G   

 

где вещественные числа 1 2( ) / ,k k k kc c     1,2.k   

5. Если 1 1 1
ˆ i     – существенно комплексное 1( 0)   собственное число мат-

рицы A, которому соответствует собственный вектор 
1

1 1 1 1
ˆˆ( , ),i i        то про-

изводственный процесс Pна экономической области Gописывается одной из ПФ вида 

 

  12 2 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

ˆ
ˆˆ ˆ( , ) ( ) ( ) exp 2 arctg ,

ˆˆ ˆ

K L
F K L K L K L

K L


   
      

   

   
        

     

 

 

где вещественные числа 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2

1 2 2

1 1

ˆ ˆ ˆˆ( ) ( )
ˆ ,

ˆ

c c       


 

  




1 1 1 1 1 1 1 1 1 2

1 2 2

1 1

ˆ ˆ ˆˆ( ) ( )
.

ˆ

c c       


 

  



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6. Если 1 \{0} R  ̶двукратное собственное число матрицы A, которому соответ-

ствуют вещественные собственныйвектор 
1

1 1( , )    и первый присоединенный век-

тор 
2

2 2( , ),    то производственный процесс Pописывается одной из ПФ вида 

 

2 2 2
1 1 1 1

1 1 1

( , ) ( )exp K L
F K L K L

K L


  
    

  

   
          

( , ) ,K L G   

 

где вещественные числа 1 1 1 1 2 1( ) / ,c c     2 2 1 2 2 1 1( ) / .c c        

7. Пусть 1 0   есть двукратное собственное число матрицы ,A  которому соот-

ветствуют вещественные собственный 
1

1 1( , )    при 1 1 1 1 2 0c c      и первый 

присоединенный 
2

2 2( , )   векторы. Тогда процесс Pописывается одной из ПФ вида  

 

 2
1 1 1 2 2 1 2 1( , ) ( ) 2( )( )F K L K L с K с L            ( , ) ,K L G   

 

где вещественное число 2 2 1 2 2 2( ) / .c c      
Доказательство каждого из утверждений теоремы основано на интегрировании 

дифференциального уравнения в частных производных первого порядка 
 

1 1 1 2 2 2( ) ( , ) ( ) ( , ) 0K La K b L c F K L a K b L c F K L         
 

спектральным методом построения первых интегралов линейных однородных систем 
уравнений в частных производных первого порядка [35; 36]. □ 

Используя метод характеристик решения линейных однородных уравнений в част-
ных производных первого порядка и справочник [37] по дифференциальным уравнениям 
с частными производными первого порядка для некоторых заданных предельных норм 
замещения труда капиталом, вычислим соответствующие им классы ПФ (таблица 2). 

 
Таблица 2 – Вид ПФ, соответствующий заданной предельной норме замещения 

№ Предельная норма технического  

замещения труда капиталом 

( , )LKMRTS K L  

  , , , , ,R f g C G       

Аналитический вид ПФ 

( , )F K L  

1( ( ))RC   

1. ( , )LKMRTS K L



 ( \{0})R  ( , ) ( )F K L K L      

2. ( , )LKMRTS K L K L       2( , ) ( ) LF K L K L e          

3. ( , )LK

K
MRTS K L

L




 ( , 0)    ( , ) ( )F K L K L 

   
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Окончние таблицы 2 
№ Предельная норма технического  

замещения труда капиталом 

( , )LKMRTS K L  

  , , , , ,R f g C G       

Аналитический вид ПФ 

( , )F K L  

1( ( ))RC   

4. ( , )LK

K
MRTS K L

L





  ( , 0)     ( , ) (( ) )F K L K L L 

        

5. ( , )LK

K
MRTS K L

L

 

 





( , 0)    ( , ) (( ) ( ) )F K L K L 

       

6. ( , )LK

K
MRTS K L

L

 

 





(| | | | 0)    ( , ) (( ) ( ) )F K L K L 

         

7. ( , )LK

K
MRTS K L

L






 
  

 
( 0, 1)    

1 1( , ) ( )F K L K L 

       

8. 
( , )LK

K
MRTS K L

L








  

( , 0, ( , ) (1,1))      

1 1( , ) ( (1 ) (1 ) )F K L K L 

           

9. 
( )

( , )
( )

LK

f K
MRTS K L

g L
  

( , )
( ) ( )

d K d L
F K L

f K g L
 

 
  

 
   

10. ( , ) ( )LKMRTS K L f K L      
|

( , )
( ) K L

d
F K L L

f


   




     

 
    

  

11. ( , )LK

K
MRTS K L f

L

 
  

 
 

| /

( , ) ln
( )

K L

d
F K L L

f







 


 
  

  
  

12. ( , ) ( )LK

K
MRTS K L f K L

L

   

|

( , ) ln
( ( ))

K L

d
F K L L

f  








   


 
  

  
  

Источник: собственная разработка авторов. 
 

Из таблицы 2 следует, например, что класс № 3 содержит ПФ Кобба–Дугласа (2), 

класс № 5 – ПФ Джири, класс № 6 – ПФ Реванкара и логарифмическую, класс № 7 – 

CES-функцию (3), класс № 8 – ПФ Солоу, а класс № 11 – ПФ Бруно.  

Выводы. В работе решены обратные задачи восстановления двухфакторных ПФ ис-

ходя из заданной предельной нормы технического замещения труда капиталом. Указаны 

аналитические виды двухфакторных ПФ, обладающих заданной дробно-линейной пре-

дельной нормой замещения труда капиталом (теорема 2). Построено все множество двух-

факторных ПФ, соответствующие заданной (постоянной, линейной, степенной и др.) пре-

дельной норме технического замещения труда капиталом (таблица 2).  

Полученные теоретические результаты (теорема2 и таблица2) могут быть исполь-

зованы при моделировании реальных производственных процессов, которые имеют из-

вестные предельной нормы технического замещения труда капиталом. 
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