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AMALY MATEMATIKA

Bu amaly-okuw kitaby Belarus milli tehniki uniwersitetinin
enjamgurlugyk fakultetinin tehniki ugurlarynda okayan talyplar {igin
“Amaly matematika” dersinden laboratoriya islerini gegirmige
niyetlenen.

Berlen kitap oziinde “Yaliiyslykar teoriyasynyi esaslary”,
“Algebraik denilemeler sistemasynyn ¢oziilis usullary”, “Funksiyalaryn
approksimasiyasy”, ‘“Deilemelerin sanly ¢6zgiidi” yaly temalary
saklayar, c¢linki sol temalary, talyplar geljekde gosma gelyin tehniki
sapaklary gowy Ozlesdirmek ii¢in, hem-de kurs proyektlarynda
kompyuterin ~ basarnyklaryny, = matematik  hasaplamalary = we
modellesdirméni ulanmak ti¢in biitin semestr dowriinde dwrenyérler.

Berlen kitabyn gursap alyan temalary Belarus milli tehniki
uniwersitetinin  enjamgurlusyk fakultetinin tehniki ugurlarynyn okuw
programmasyna layyk gelyér.

Usulyyet, awtorlar tarapyndan, okayjylaryin okuw maglumytynyi
Owrenis  derejesini, berlen dersden =zagyota tayyarlananda
0zbasdaklygyny yokarlandyrmak, didaktikanynn esasy iki prinsipini
(elyeterlilik we ulgamlylyk) tipgiin etmek maksady bilen yazylan.

Dykgatly toplanan materiallar baglangy¢ maglumaty o6zlesdirmige
komek edydr, hem-de bar bilimleri ulgamlagdyrmaga we matematik
modelleri dhli yiize g¢ykyan yalnyslyklary bilen gurmaga endikleri
doredyar.

Kitabyn ikinji boliimi Belarus milli tehniki uniwersitetinde okayan
dasaryyurt talyplary ti¢cin materiallary saklayar.

Bu ¢ap etme mugallymlar ii¢cin “Amaly matematika” dersinden
laboratoriya islerine tayyarlamakda esasy we komekgi material bolup
duryar.

Yimyit umumy XX asyrda Osiis taryhy we esasanda amaly
matematikanyn Osiisi indiki tendensiyalary gorkezdi. Kompyuter
basarnyklary we alym-barlag gecirijiler hédzirki zaman meseleleri
cozmegi basaryarlar we sunlukda islendik déwletin milli gymmatlygy
we strategik bolegi bolup duryarlar.

50-nji yyllarda atom energiyasyny ulanmak we Owrenmek,
dolandyrys kompyuter ulgamlaryny doretmek maksatlary goyulyardy.
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Diirli ylmy derslerde “diisiinje” diyen s6zin manysy diirli manyda
dus gelyar. Tehnologiyalar ulgamynda bu s6z kdpleng “diislinyén, onda
basaryan” diyen manyda ulanylyar. Amaly ylymlar ulgamynda hem
diisiinje sdzline su manyda afimaly.

Amaly matematikanyn Osiisine uly urgyny indiki ugurlarynn Osiisi
berdi: kriptografiya, gidrodinamika we asman mehanikasy.

Kriptografiya sanlar teoriyasynyii, c¢dkli meydanlaryn algebraik
geometriyasynyi, kombinatorikanyii, kompyuterlerin = doremegine
getirdi.

Gidrodinamika bolsa ulgamlayyn analizi, yonekey Oniimlerde
deiilemeleri, hasaplamagyn usullaryny doretdi.

Asman mehanikasy bolsa ¢yzykly algebranyn we wariasion
hasaplamanyn doremegine getirdi.

Matematikanynn boliimlerinin biri biri bilen yakyn baglanysygyi
barlygy matematikanyn il gengaldyryjy we ajayyp tarapydyr. Birnédge
yiizyyllyklaryn tejribesi netijesinde amaly matematikanyn Osiisi difie
tehniki progressini Osiisi bilen balanysykly dél-de, eysem sol dersii
baggalar bilen ara baglanysygynyii duydansyz agysy hem bar.

XX asyrda amaly matematikanyn zerur iistiinlikleri — kompyuterlerin
doremegi we c¢oOzglitsiz meselelerin  yiize ¢ykmagy, informasion
tehnologiyalaryi Osiisi, internet ulgamlary.



LABORATORIYA ISI Ne 1
Yaliyslyklar teoriyasynyi esaslary

§ 1 Yaliiyslyklaryii cesmeleri we yakynlagdyrylan sanlar

Meselédnin ¢ozgiidi, hasaplayys tehnikalaryn ulanylmagy bilen,
birnédge tapgyr gecyér:

- matematik modelin gurlusy;

- san usulyn saylanysy;

- algoritmyn islenip tayyarlanylysy, programmirleme;
- hasaplamalaryn gegirilisi.

Bu tapgyrlaryn kabirsi yaliiyslyklaryn cesmesi bolup biler, sonuil
bilen birlikde i1 sofiky netija 0z tésirinide yetirip biler.

Esasy yalnyslyklaryii cesmeleri:

- meseldnin eksperiment {isti bilen alnan berlenleri (berlenleriii
yaliyslygy);

- hakyky prosesin ya-da hadysanyn yakynladylyp beyan edilen
matematik modeli (modelin yaliiyslygy) ;

Berlen yaliiyslyklar ayyryp bolmajaklaryin hataryna girydr. Indiki
hasaplamalaryn netijesinde olary niwelirlesdirip (defilesdirip) bolmayar.

Eger meseldni ¢ézmek {igin san usuly ulanylsa, onda hasaplama
baglamazdan biz tize, usulyn yalnyslygy diyip atlandyrylyan, yaliyslygy
girizmeli.

San usulyn yaliiyslygyny regulirlép bolyar, teoriyada ony islendik
sana ¢enli kemeldip bolyar.

Yone tejribede ol yaliyslygy ayryp bolmayan yaliyslygyi
ululygyndan birnige esse kici bolar yaly edip, sol bilen kanagatlanylyar.

Hasaplamalarda kompyuterlerint takmynanlasdyrysynyn yaliiyslygyny
razryad setkasynyn tiikenikliligi sebapli ayryp bolmayar.

Sany takmynanlagdyrmanyn diizgiinlerinin diirli yollary bar.
Takmynanlagdyrma matematik bolup bilydr. Bu  gorniisinde
takmynanlagdyrylyan sanyn yzyndaky sana seredilyér. Eger ol 5-den uly
bolsa, takmynanlasdyrylyan san bir belgi ulaldylyar, kici bolsa,
uytgemeydr.

Bank takmynanlasdyrmasy yakyndaky jiibiit sanyn iiytgemesi bilen
indiki yagdayda yerine yetirilyér, eger sol sanyn yzyndan son 5 gelse,
basga yagdaylarda matematik takmynanlasdyrys boyunca edilyér.
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Duydansyz takmynanlasdyrma indiki yol bilen yerine yetirilyar:
takmynanlasdyrma uly ya-da kic¢i tarapa duydansyz yagdayda edilyir,
yone denn &htimallykda. Bu yol islendik sanyn yaliyslyklarynyn
toplanmasynyn matematik garagsmasyny nula deneyér.

Mysal.

_10_7 Xl + X2 =1
Xl + 2X2 = 4

Gorkezme.

Sistemadaky birinji defileméninn  birinji ndbellisini ikinji bilen
anladyp, ikinji denlemid goyun we sistemany isldn. Sonra, sol isleni’
yzygiderligini saklap, ilki bilen ikinji denleminiin birinji nébellisini
ikinjinin isti bilen afladyp, sofi sistemany ¢Oziin. Alnan netijani
analizlan (gozden gegirin).

Bu 6l¢egi mukdar taydan hasiyetlendirmek iigin absolyut we otnositel
yaliiyslyk diyen diisiinjeler ulanylyar.

Goy x takyk we nibelli san we X belli we x-a yakynlasdyrylan san
bolsun. Onda absolyut yaliyslyk indiki gérniisde bolyar:

AX = ‘x —x*‘ :

Absolyut yaliyslyk gorniisinde kdpleng Olgceg enjamalarynyn baha
boliinigiginin yarym bahasy alynyar:

X ~X +AX .
bir 6zi yetirlik dal.

Absolyut yaliyslygy diirli Olgeg tehnologiyalaryn takyklygyny
denesdiriji baha gorniisinde ulanmak bolmayar.

X =100 mm bolanda absolyut yaliiyslyk Ax=0,05mm den bolsa,
takyklygyn yokary iiytgemelerine den gelyar, X =1 mm bolanda
takyklyk az {iytgdn diyip hasap etse bolar. Bu yetmezgilik otnositel
yalnyslykda yok. Sol sebédpli yakynlasdyrylan bahany has gowy
hasiyetlendirmek {igin otnositel yalnyslyk ulanylyar we ol absolyut
yaliiyslygyin modulyny yakynlasdyrylan bahanyn modulyna gatnasdyryp
tapylyar X :.



Kopleng ol prosentda anladylyar.

Yakynlasdyrylan sanlar bilen islinimizde manyly we dogry sanlar
diyen diistinjeler ulanylyar.

Manyly sanlar diyip berlen sanyn ¢ep tarapyndan nol dil sandan
baslap bellenilen dhli sanlara aydylyar.

Mysal.
X=0,001425, X=1,237, X=0,02031.

Manyly san hacanda degisli sanyn absolyut yaliyslygy birlik
toparynyn yarymyndan uly bolmasa dogry diyip aydylyar.

Mysal. Manyly sanlaryn asagyny ¢yzyi.

X=0,0273050, X=2,7305.

Mysal. Yakynlasdyrylan sanlaryi dogry sanyny tapyi.
X=72,356%0,026

AX =0,026< 0,05= %101,

T.e. X=72,3.

Galan manyly sanlar siibheli diyip atlandyrylyar.

Dogry manyly sanlaryn mukdary sanyn otnositel yaliiyslygy bilen
berk baglanysyklydyr. Esasanda, eger yakynlasdyrylan san X~ 6ziinde N
dogry manyly sanlary saklayan bolsa, onda otnositel yalnyslyk {i¢in
asakdaky gatnagyk dogrudyr:

8 ~107M.

Bu bolsa yakynlasdyrylan sanyn takyklygyny bahalandyrmaga berer.

Mysal ii¢in, X" =2,031 berlen we sul sanyii yazgysynda difie dogry
sanlar galdyrylan diylipdir, onda 8x” ~107%.

Eger 8 onlugyn galdyrylmagy bilen yerine yetirilen hasaplamalar
netijesinde san X" =12,46104223 deni bolsa we Ax=0,02, onda netije
indiki gorniisinde bolyar:
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X~12,46+0,02.
Eger iiytgemeleriii netijesinde alnan san X =10428 we Ax =24 dei
bolsa, onda netije: X ~ (104,2+0,3)-10°.

§ 2 Magsyn arifmetikasynyii ayratynlyklary

Hasaplama yaliyslygyn yiize ¢ykmagynyn esasy sebidbi sanlaryn
kompyuterde berilmegidir.

Hézirkizaman kompyuterler bilen bitin we maddy sanlaryn iistiinde
islemek bolyar

Hézirkizaman kompyuterlerinde bitin sanlary saklamak iicin 4 bayt
goylan, sunuii esasynda —2-10°,2-10° aralykdaky bitin sanlar bilen
islemek bolyar.

Ylmy we inzener meseleler islenilende esasan maddy sanlar
ulanylyar. Kompyuterin yadynda bu sanlar yiiziiji otur gdrnisinde
sekillendirilen.

Onluk sanlar D su yazgyda indiki gérniisde boyar:

D=+m-10",

m,n — degisilikde sanyn mantissasy we onun tertibi.

Berlen 357,5 sany indiki gorniisde sekillendirse bolyar: 3575-107%,

3575-10%.
Forma 0,3575-10° yiiziiji oturli normallasdyrylan formadyr.

§ 3 Yaliiyslyklar teoriyasynyii goni wezipesi

Yakynlasdyrylan sanlar bilen hasaplamalarda esasy wezipe
berlenlerin  yaliiyslyklarynyii sonky netijd tisir edis derejesini
bahaandyrmakdyr.

Esasanda, argumenti yakynlasdyrylan san bolan funksiyanyn bahasy
tapylanda hasaplayys bahalaryil yaliiyslygy barada sorag yiize ¢ykyar.

Netijénin yalilyslygyny berlenlerin belli yalilyslyklarynyn {isti bilen
tapmaklyk yalilyslyklar teoriyasynyi esasy wezipesi bolup duryar.

Goy y =T (X, X9, %) -

Onda funksiyanyn absolyut yalilyslygy indiki gérniisde bolar:
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n k a * * *
Ay =D A — T (X, X0, X;)-

i1 OX
Mysal. Funksiyanyn absolyut yaliiyslygyny tapyfi:
A) y=x',B) y=sinx,
C) z(x,y) =3x° + Xcosy.
jogaplar:

* *6 * *

a) Ay=7Ax X ,0) Ay = AX ‘cosx ‘

b) Az =9x? +cosy — xsin y.

Mesele 1.

Plastik deformasiyalar tédsir edydn yerlerinde napryazeniyany
deformasiyalardan baglylykda tapyp bolar:

(o)
0=Asim,,/% <g <y :’ :

Polat 40X ii¢in material indiki hésiyetlere eye:

Ululygy we bahasy Absolyut yaliyslygy
o H I 12 400 01

m 0,195 0,002

3,% 25 1

oy H | 22 373,8 0,5

A 199,545 0,001

Funksiyanyii absolyut we otnositel yalilyslygyny tapyi. Onyn
grafigini inZzener hasaplamalar paketlarynyn iisti bilen gurun.

Mesele 2.

Pikselinn yagtylygynyn bahasyny c¢al oOwiisginiii bahasyna indiki
formula bilen gecirip bolar:

F(R,G,B)=0,3R+0,59 G + 0,11 B.

Ululyk Baha Absolyut
yalyslygy

R 0,NN 0,IN

G 0,IN 0,0N
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B

| O,N2

| 0,1

N — wariantyii nomeri.
F funksiyanyn absolyut we otnositel yalilyslygyny tapyi.

Mesele 3.
Material iicin Gukyfi kanunyny berlen wariant boyunca yazyn:
Wariant Material Wariant Material
1 Alyuminiy 11 Kerep
2 Beton 12 Rezin
3 Wolfram 13 Gursun
4 Granit 14 Polat
5 Demir 15 Ayna
6 Kapron 16 Pagta
7 Kirpig 17 Coyun

goyundysy

8 Buz 18 Yiipek sapagy
9 Mramor 19 Yiin
10 Organik aynasy | 20 Ebonit

Gatylyk koeffisiyentini dogry berlen diyip hasap edip, uzaltmanyn
mayysgaklyk giiyjiniii absolyut we otnositel yalityslygyny tapyn:

War. | Uzaltma, | Absolyut | War. | Uzaltma, Absolyut
mm valiyslyk mm valiyslyk

1 1 0,5 11 4 0,5

2 2 0,2 12 3 0,2

3 3 0,5 13 2 0,3

4 5 0,4 14 1 0,5

5 3 0,6 15 3 0,7

6 2 0,1 16 4 0,4

7 1 0,2 17 5 0,3

8 7 0,4 18 7 0,2

9 6 0,5 19 8 0,1

10 4 0,3 20 8 0,1
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§ 4 Hasaplayys meseleler. Usullar we algoritmler
Esasy diisiinjeler

Meselédnin gurlugy 6ziinde birndce giris berlenleri X we birnége
coziilisleri Y saklayar. Hasaplayys meseldnin maksady berle x e X
boyunga y €Y netijéni tapmak.

Diirli amaly meselelerin mohiim talaplarynyin analizi matematik
meseldnin sypayylygy diyen diisiinjelere getiryar.

Hasaplayys mesele sypayy diyip aydyyar hacanda asakdaky talaplar
yerine yetirilse:

1) islendik x e X giris berlenlerde y Y netije bar;

2) netije yeketak;

3) netije berlenlerin kici yiize ¢ykjak soraglaryna durnukly.

Matematik  modelin goni we  takyk berlen  yagdayy
hésiyetlendirmeyénligi tigin, baslangy¢ mesele gornetin netijeli bolsada,
degisli hasaplayys meseléni igldp bolmazlyk hem miimkin. Dogry, bu
yagday meseldnin berlisinde agyr kemgiligin bardygyny anladyar.

Kébir meseleler {igin yeketdklik tebigy alamat bolup duryar,
beylekiler iigin bolsa netije bir dil bolup biler. Mysal {igin, kwadrat
denleméinin koklerini tapmaklyk.

Y netije giris berlenler X boyunga durnukly, haganda ol
yzygiderlikde giris berlenlere bagly:

Ve >0,35=8(e): VX (A(X )< coorerctByer Y (A(Y )<g.

Netijanin  takylygyny ulaltmak talaby awtomatik yagdayda
berlenlerin takyklygynyn ulaldylmak talabyna getiryér.

Mysal. Matrisanyn rangyny hasaplamak meselesi umumy yagdayda
durnuksyzdyr.

10 ,
Goy matrisa Az(o Oj berlen, bu matirsanyn rangy 1 den. Yone
yiize ¢ykjak kici sorag koeffisiyentiit a,, =€ # 0 matrisany indiki sekile

« (10
getiryar: A = (0 J, bu yagdayda rang 2 den.
€
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§ 5 Hasapayys meselaniri gertliligi

Teoriya taydan meseldnin durnuklylygy netijdni islendik yagdayda
ki¢i yalityslyk bilen tapsa bolyandygyny, hacanda berlenlerini yaliyslygy
kici bolsa, anladyar.

Yone praktikada giris berlenleriti yalityslygyny isledigiiice kigeldip
bolmayar, olaryn takyklygy céklidir. Muny kompyutere berlenlerin
yazylmalydygy hem goni taydan subut edyar.

Kigi, yone sonky berlenlerin yaliiyslyslygy néhili islenilydn netijani
yoyup biler?

Hasaplayys meseldnin sertliligi — onun netijesinin kigi yalnyslyklara
duygurlygydyr.

Mesele gowy sertli diyip, hacanda berlenlerinn kigi yalnyslygy
su ikisinin arasynda uly iiytgesmeler bar bolsa aydylyar.

Kébir halatlarda hasaplayys meselénin sertliliginin mukdar 6l¢egini
almak bolyar,ol sertlilik sany diyip atlandyrylyar. Bu ululugy islenisde
berlenlerin yalnyslygy bilen gatnagykdaky yaliiyslygyn miimkin 6smek
koeffisiyenti gorniisinde interpretirlemek bolyar

Goy v, - sertliligin absolyut sany, vg - sertliligin otnositel sany,
onda:

AY) SVa- AKX, 8(y) <5 -3(x).

Gowy dal sertli mesele iicin v>>1.

Umuman aydanymyzda, eger v ~10Y, bu tayda v- sertliligin otnositel
sany, onda N dereje dogry sanlaryn sanawyny gorkezyér, ¢iinki bu san
netijede giris berlenlerin dogry sanlaryndan yitirim bolup biler.

Mysal igin, eger 0,1% takyklyk bilen iglemeli bolsa, baglangyc
berlenler 0,02% bilen berlen bolsa, onda v = 10 meseldnin gowy dal
sertlidigini gorkezyér.

Basga tarapdan, baslangy¢ berlenler 0,0001% takyklyk bilen berlen
bolsa, v = 1000 bolup, mesele gowy sertli diyse bolyar.
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§ 6 Wektor we matrisa normalary. Cyzykly algebraik ulgamly

meselelerin islenilisinde sertlilik

Wektor X = (X, Xp,...,X;) €C™
n

”X"p = (Z‘x j‘)ll Pp>=1 . Bu san Gelderin normasy diyip
i1

atlandyrylyar we normanyn &hli hésiyetlerine jogap beryér:
1) ||x||p >0 ;||x||p =0 X =0,i=1,...,n.

2) flood], =ledl] e e C:

3) x+ v, <[, v,
Praktikada indiki Gelderin yorite normalary ulanylyar:
n n
p=L|x = X[x|, p=2:|x], = ,/_leilz, p =[x, = max|x]
i=1 i=1 1<i<n
Indi n hatarly, elementleri kompleks sanlar bolan, kwadrat matrisalar
kopliigine goz aylaly:

ay ...
A= ,a; €C.
Ay . A
Matrisa normasy wektor norma bilen ylalagykly, eger-de indiki
densizlik yerine yetse: ||AX||S”A”-”X”,VXGC”,AE M,(C) - kwadrat
matrisalar kopliigi.
Xl IX]l,» [IX]l,, normalara ||A],, |A],. [A], normalar tabyndyr we

indiki gorniisde bolyarlar:

1A, = eS|, = {7, (AT A), 1A, = Sy

<j<nj_ I<i<n

Bu yerde 4; (A" A)- AT A matrisanyi 6zliik sanlary.
Meselanin sertliligi diyen soraga goz aylaly: ulgamlayyn ¢yzykly
algebraik denlemelerin islenilisi.
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AX=bh .
Goy ulgamyii netijesi wektor setir X bolsun.
Indiki ulgama seredeli: (A+AA)(X + AX) =b+ Ab

bu yerde A~ [AA] <1,

5(X") < (cond(A) /(L— cond(A)S(A%)) (5(b*) + S(A))

[[Ab] 2o
S(A") =

ol Al

wektoryit  otnositel yalnyslygy we ulgamyn matrisasy, san
cond(A) = HA‘lH |A| sertliligifi standart sanydyr.

bu yerde S(b") = — degislilikde sag tarapdaky
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LABORATORIYA ISI Ne 2
CYZYKLY ALGEBRAIK ULGAMAYYN DENLEMELERIN
ISLENIS USULLARY

§ 7 Yollama usuly

n ¢yzykly detilemeler ulgamyny n nébelli bilen yazalyn:

AX =C.

Cyzykly algebraik detilemeler ulgamyny islemegin usullary 2 topara
boliinyar: goni we iterasion.

GoOni usullar nébellileri tapmak {i¢in belli formulalary ulanyarlar.
Goni usullaryii yetmezgiligi hem bar: olar operatiw yatda sol wagtda dhli
matrisany yatlamagy talap edyérler, bu yagdayda, n sanly uly matrisalar
iicin kompyuter yadynyn kop bolegini harg etmeli bolyar.

Iterasion usul — bu yzygiderli yakynlasmalar usulydyr. Bularda kébir
yakynlasdyrylan netijdni— basky yakynlasmany bermeli bolyar, ondan
son berlen algoritm boyunca bir sikl hasaplamalar gecirilydr, muia

Krameryi usuly — goéni usul bolup, ol takyk netijéni tapmagy beryar.

Eger bir gosulyjy 107 tizlik bilen bu usulda hasaplanylsa, onda 20
hatarly matrisa ulgamyny islemek iicin 300 000 yyl gerek bolar.

Hazirki wagtda dogry usullaryn isti bilen ondan hem uly hatarly

ulgamlar az wagtda islenilyérler: n~ 10%.

Basga usullar yorite ulgamlar belli bir matrisalaryn gorniigleri {igin
doredilen, mysal {i¢in, ligdiagonallayyn.

Bu matrisa {i¢in yollama usuly ulanylyar.

Bu usul 2 tapgyrdan duryar: goni we yzlayyn yol. Netijede, géni yol
bilen yollama koeffisiyentleri hasaplanylyar. Yzlayyn yolda nébellilerin
bahasy tapylyar.

Meselénin iglenis shemasyny getirelin:

Matrisa ulgamynyn elementlerini bereliii:

N=75 n:= 50 i=1.n
ORIGIN ;= 1
2+1i+N i i i
B.:= D=(1)= A=—""— (Ci=——
' 1+i+N 1 N M 21+ 1N " 3G+ 1N
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G0z aylamada yollama usulyny yerine yetirydn ulanyjy funksiyany

gosalyi:
progonka(A . B.C.D) = e B1
D
Bre—
bl
<
C'tl —

for ie2.n-1

14— B + Ao
i i i -1

4 B +A o
n n n n—1

D-AQR

n n'n-1
B
n -

n

x «— 3

n n

for ien-1n-2.1

Ko oL X
1 1

1t B

round (x,§)

Mesele 1. Ulgamy yollama usuly bilen islan.

. Esasy diagonalda, onuni yokarsynda we | Ulgamyn
Wariant , i .
asagynda duryan elementler sag bolegi
N N+2 N +2 2
bi=—,ai= y Ci bi:_
N N —47 N

Berlen algoritm boyunga islemek {igin 8n

sanly arifmetik

. : : . 2
operasiyalary gecirmeli, sol wagtda Gaussyn usuly bilen bu san gn?’

dendir.
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§ 8 Yakobiniii iterasiya usuly

Eger ¢yzykly algebraik denilemeler ulgamy uly hatarly bolsa we onui
esasy matrisasy i¢diagonallayyn bolmasa, onda goni usullary hemise
ulanyp bolmayar. Bu yagdayda kdpleng iterasion algoritmleri ulanyarlar,
sebabi olar gerekli takyklygy iipjiin edyarler.

Goy ¢yzyky algebraik denlemeler ulgamy berlen bolsun:

AX=C,
bu yerde A — emele gelmeyian kwadrat matrisa we onun elementleri
diagonalda durup nola den déldirler. Bu ulgamy basgaca gorniisde yazyp
hem bolyar:

X=BX+c,
bu yerde B — sol gowriimdédki kwadrat matrisa, 4 yaly, a ¢ — wektor
stitilini.

Gegme indiki gorniisde bolyar: ulgamyn birinji defilemesinden birinji
tiytgeyji tapylyar. Ikinjiden ikinji we sunlukda yzygiderli tapylyar.

Berlen ¢ wektor gorniisinde nol wektor hem bolup biler, ya-da sag
bolegin wektory.

Onda yakobinin hasaplayys formulasy indiki goérniisde bolyar:

X*D=BxW+c,

Mysal.
n=4 QRIGIN =1
g —1.3000"
(099 —002 062 —008) [—1.3000)
y .| 7003 072 -033 007 b | 1100
1 009 —0.13 058 —028 | ~1.7000
\_ 1.5000

| —0.19 023 —008 063 )
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Jakobi(A,b,e) = |n « rows(A)
it<« 0
max it <« 100
for iel.n

for jel.n

L oL, .
B..<——'J if1#]
l:‘.] A..

1,1

Bi [ 0 otherwise

. < C.
1 1

while 1
y ¢« X
iteit+1
foriel.n
s« 0
for jel.n

s« s+ B. .-x.
1,] ]

X ¢ 5+ C.
1 1

break if |y — x| < e v it = max it

error( "Het cxogumoctu") if it = max it

X
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Mesele 2. Yakobinii usuly bilen ulgamy islé.

Wariant A ulgamyn matrisasy Wektor b
1,70 0,23 0,04 0,05 0,68
1 0,00 0,80 0,01 0,02 0,48
-0,03 -0,22 -0,10 0,00 -0,08
-0,15 -0,04 -0,03 -1,00 -1,00
3,00 0,38 0,49 0,59 1,51
5 0,11 2,10 0,32 0,43 1,47
-0,05 0,05 1,20 0,26 1,08
-0,22 -0,11 -0,11 0,30 0,32
0,77 2,04 -0,21 0,18 1,24
3 -0,45 1,23 -0,06 0,00 -0,88
-1,26 -0,34 1,11 0,00 -0,62
-0,05 0,26 -0,34 1,12 -1,17
0,79 -0,12 0,34 0,16 -0,64
4 -0,34 3,08 -0,17 0,18 1,42
-0,16 -0,34 0,85 0,31 -0,42
-0,12 0,26 0,08 0,75 0,83
0,99 -0,02 2,62 -0,08 -1,30
5 -0,03 0,72 -0,33 0,07 1,10
-0,09 -0,13 0,58 -1,28 -1,70
-0,19 0,23 -0,08 0,63 1,50
3,68 0,16 0,18 0,22 1,16
5 0,12 3,59 0,18 0,21 8,20
0,11 0,14 3,50 0,21 1,24
0,11 0,14 0,17 3,11 1,27
3,55 2,15 0,18 0,21 1,08
7 0,11 3,46 0,16 0,19 4,12
0,12 0,14 3,37 0,20 1,16
0,10 0,13 2,17 3,28 1,19
2,38 0,10 0,12 0,14 5,08
8 0,08 2,29 0,11 0,14 5,34
0,07 0,09 2,20 0,15 5,57
0,06 0,08 0,11 1,10 5,75
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1,00 -0,17 0,33 -0,18 -1,20
9 3,00 0,82 -0,43 0,08 0,33
-0,22 -0,18 0,79 -0,07 0,48
-0,08 -0,07 -0,21 0,96 -1,20
0,68 0,18 -0,02 -0,21 1,83
10 -0,16 1,88 0,14 -0,27 -0,65
-0,37 -0,27 1,02 0,24 6,23
-0,12 -0,21 0,18 0,75 -1,13

§ 9 Yollama we Yakobiniii usullarynyii isleme serti

Ulgamyn koeffisiyentleri iicin yeterlik sertleri getirelin (yollama
usuly), ciinki solaryin yerine yetmeginde hasaplamalar goni yollama
bilen sonuna ¢enli bolar yaly (hi¢ bir koeffisiyentini boliinijisi 0 bolmaz
yaly).

Hususylykda, bu ulgamyii jogabynyn bardygymy we onuil
yeketidkdigini kepillendirer.

Teorema. Goy ulgamyn koeffisiyentleri diagonal koplik etme
sertlerini kanagatlandyrsyn:

|bk|2|ak|+|ck|, |bk|>|ak|, lSkSm,
Bu yerde a,.b,,c, — yokarydiagonal, diagonal we asakdiagonal
matrisadaky elementler. Onda yzlayyn yollama giris berlenlere
durnuklydyr.

Yakobinif usulynyii galtagyan sertine seredelifi.

Teorema. Goy sert yerine yetsin: ||B|| <1, onda:

1) X ulgamyn netijesi bar we ol yeketik

2) erkin baslangyc X © yakynlasmada Yakobiniii usuly den gelyir we
yalnyslygyii bahasy:

jx-%]<fer

x@—ﬂy

Usulyn ulanylysy disiinikli hacanda ||B||<1/2 . Yone hakyky
yagdaylarda ||B|| bire yakyn sankara eye bolyar, sol sebdpli yalilyslyk
indiki gérniigsde tapylyar:
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Onda ululyk “X(”) —x (D H<81 bu yerde kici, sebiibi yakynlasma
netijad yakyn dél-de, usul hayallyk bilen gabat gelyér.

Mesele 3. Wektor x-yii (2-nji meselede alnan wektoryn) normalaryny
tapyn. A4 matrisanyi normalaryny tapyn (2-nji meselede alnan
matrisanyn). Matrisa 4 (2-nji meseleden) sertlilik sanyny tapyn.

24



LABORATORIYA ISI N\e 3
FUNKSIYANYN APPROKSIMASIYASY

§ 10 Esasy diisiinjeler we kesgitlemeler

Matematik modellerde ulanylyan funksiyalar diile analitik gorniisde
dél-de, tablisa hili hem berilydr we bu tablisada funksiya diskret
argument sanlary berlende belli bolyar.

Praktikada funksiyanyn basga nokatlardaky sanlary hem gerek
bolyar, ¢linki ol sanlar tablisadakylardan tiytgesik bolmaly.

f(x) funksiyanyn Oziinden yonekey funksiya ¢(x) bolan
yakynlagmasyna approksimasiya diyilydr. Approksimirleydn @(X)
funksiya f(x) funksiyadan tapawudy in ki¢i bolar yaly edip gurul

yar.

Kop ulanylyan parametrlerifi biri ortakwadrat Yakynlasmadyr we
onuii in1 ki¢i baha eye bolan ululugy:

b
M = [(f ()~ (x))*dx.

Yakynlagmanyn berlen diskret {X;} nokatlar kopliiginde gurulyan
approksimasiyasyna nokatlayyn approksimasiya diyilyér.
y=f(x) funksiyanyn tablisada berlen nokatlayyn ortakwadrat

yakynlagmasyny, ululygyii minimum sertlerinde duran, approksimirleyan
¢(X) funksiyanyn {isti bilen almak tg¢in:

5= 20 ~000))"

bu yerde y; — f(x) funksiyanyn sany X; nokatlarda.

Nokatlayyn approksimasiyanyn basga gorniisi interpolirleme, onda
approksimirleyén funksiya berlen x; nokatlarda y; bahalaryna den
bolyar, yagny ol bahalara f(x) hem eye bolyar:

o(x)=Yy;, 1=0,..,n

Interpolirleménin =~ wezipesi  tablisada  berlen  funksiyanyn
baglanysmalar bilen gabat gelmeyin X argumentlerinii, f(x)
funksiyanyn bahalaryny hasaplamak yoly bilen yakynlagmasyny
tapmakdyr.
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Eger xe[xy,x,] , onda f(x) funksiyanyn yakynlasmasyny

......

......

Belli bolsy yaly, n+1 nokatdan tekizlikde ¢yzyk gegcirip bolyar, ol
cyzyk n derejeli kopagzanyn grafigi bolup duryar, we ol polinom
yeketdkdir.

Mysal igin, tekizikde iki nokadyn {iistiinden yeketdk goni ¢yzyk
gecirip bolyar (1-nji derejeli polinom), ii¢ nokatdan — parabolany gecirip
bolyar (ii¢iinji derejeli polinom) we s.m.

Eger biitin [xg,X,] interpolirleméniii interwalynda, oziinde n+l
baglanysma saklayan, dine n derejeli bir polinom gurulsa, onda global
interpolyasiya hakynda giirriin edilyér.

Lagranz interpolirleme polinomyny indiki usul bilen gurmagy hodiir
etdi:

n X=X
L) =2yilT—*.

i=0  ji Xi —Xj

Polinomy yokary derejeli etmezlik iigin interpolirleme kesimini
birndge boleklere bolyérler we her bolek interwalda 6z pes derejeli lokal
polinomyny guryarlar.

Bolek-¢yzykly interpolirleme approksimasiyany her kesim aralygyny
go6ni ¢yzyk gorniisinde gbz 6ntinde tutyar. MathCad inZener paketlerinde
hasaplamak ti¢in i¢inde goyulan Ispline funksiya ulanylyar.

Bolek-kwadrat interpolirleme approksimasiyany Oziinde ii¢ nokady
saklayan aralygyny parabola gorniisinde goz oniinde tutyar.

Bolek interpolirlemédnin wajyp yetmezgiligi diirli interpolirleme
polinomlarynyn g¢atysma nokatlarynda olaryn birinji 6niiminini kesilydn
bolmagydyr.

Bu yetmezgilik interpolirleménin yorite gorniisi ulanylanda ayrylyar,
ol splayn interpolirlemesi diyip atlandyrylyar.

Splayn — bu her boélek interwalda haysydyr bir derejeli polinomly
funksiya bolup, biitin kesimin dowamynda Oziinin birndge Oniimleri
bilen yzygiderlidir.

[Xi_1, ;] bu interwalda kubly splayny indiki gorniisde sekillendirse
bolyar:
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5i () =& +b; (X=%1_1) + G (X=X 1) +d; (Xx=%1)°.
Gorigy splaynlary baglanysyk nokatlarynda birikdirme sertleri:
1) splaynlaryn we approksimirleyin funksiyalaryn baglanysmalarda
bahalarynyin denligi:
Si (Xi1) = Vi1
Si (%) =Vi-
2) splaynlaryn  birinji  we  ikinji  derejeli  Oniimlerinii
baglanysmalarda yzygider bolmagy:
Si (%) =si;1 (%)
S (%) =i,a(%;) -

Gosmaga sert: splaynyil ¢idk nokatlarda gysarmasynyil bolmazlygy,
yagny nol gysarma.

MathCad inzener paketlarda hasaplamak fi¢in iginde goyulan
funksiya cspline ulanylyar. Eger funksiya Ispline koeffisiyentleri
splaynynn bos soilary sertine seredip tapsa, onda funksiya cspline
koeffisiyentleri splaynyn agramly soiilary sertine seredip tapar.

Mysal. Bolek-¢yzykly interpolireme, splayn-interpolirleme we global
interpolirleme gurmagyn tapgyrlary.

N:i=0 BB:=1
0.53 BB
= 0.33
1.4 Lo
2.57
x=| L7
3 Y= 0.0
38 14
4.2 i1
4.5 N
ORIGIN = 1
n:=3y
i=1.n
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1) Boélek-¢yzykly interpolirleménifi gurlusy:
L(t) := linterp(x.v.t)

JF T T T T
,,
3 / n
eee | a
L(t) ~ .a v '
1 o’ " 4
0 | | o |
) 1 2 3 4
Xt

2) Lagranzyn polinomynyn gurlugy. Munun tigin PL(X) funksiyany
degisli kdpagza yazmaly.

AF T T T T
. .
| |
y
éoe | ]
PL(t)~ - e
. x
.. :
0 1 1 1de |
) 1 2 3 4
Xt

3) Kubly splayn interpolirleménin gurlusy:

M = csplne(x.y)
SP(t) == interp(M.x.y.t)
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AF T | T T
* .
3 b
y :.
eee | ']
SP(1)~ . :
1| S g
w L
0 1 | et 1
B 2 3 1

X.t
4) Birinji we ikinji derejeli  Oniimlerinin  bolek-gyzykly
interpolirleme, kubly splayn interpolirleme we global
interpolirleménin grafiklarynyn gurlusy.

Mesele 1. Tablisada berlen sanlara layyklykda funksiyanyn grafigini
guruii. Funksiyanyin lokal we globa interpolirlemesini guruii, bu
funksiyalaryn birinji we ikinji derejeli Onlimleriniii grafigini gurun.
Birinji we ikinji oniimleriii funksiyalarynyi yzygiderligi hakynda netije

cykaryn.

Wariant 1 Wariant 2

X |0 0,4 1 15|21 | X |95 |58 |40 |13 |34
Y 67 |71 7618185 Y [15 |01 |-13 |-21 P
Wariant 3 Wariant 4

X |2 4 6 8 9 X |-2 -1 0 1 2
Y|-08|-15 |-2 |-3 |-37|Y |23 |28 |36 |4 47

Wariant 5 Wariant 6

X1 15 |2 125]3 X |61 (08 |03 |12 |04

Y |03 |08 |13]19]25 |Y |0 -201-33]-18]-29

Wariant 7 Wariant 8

X |56 |48 965053 | X |37 |15 |93 |04 |65

Y|[-04]-16 |13]02]-01]Y |-17 |-20]22 |-32]0.9

Wariant 9 Wariant 10

X112 4 5 |6 [8 [X|-2 0 1 2 |4

Y |-1 5 85112 |18 |Y |05 |1 15 |2 3




§ 11 Empiriki baglylyk formulasynyn gurlusy

Munia ¢enli, biz berlen funksiya bilen approksimirleyén funksiyanyn
deii gelsini interpolirleme baglagmalarynda takyk diyip aydyp geldik.

Eger giirriin eksperimental maglumatlaryii {istiinde islemek hakynda
gitse, goz aylamalar netijesinde alnan, onda eksperimental maglumatlar
hemise oOzlerinde diirli gorniisli yalityslyklary saklayarlar. Olary
sistematik, totdnleyin we godek yalnyslyklar diyen toparlara bolyérler.

Sistematik  yaliiyslyklar, esasanda, bir tarapa siiysyarler
(eksperimentini sertleri tésir edyér, 6l¢eg enjamynyi kemgiligi).

Toétanleyin yalityslyklar kopsanly faktorlaryil iisti bilen tapylyarlar,
clinki olary ayryp we {liytgedip ya-da iistiinde usldp bolmayar. Olar
totanleyin we sistematik dil hasiyetlidirler.

Godek yalnyslyklar netijéni iiytgedip bilyérler, sonun ii¢in olary
hasaplamalara gosmayarlar.

Goy eksperimentiii netijesinde ¥ we X arasyndaky baglanysygy
owrenilende iiytgemelerin esasynda indiki tablisadaky bahalar alnan:

X Xo Xn

Y Yo Yn

Esasy mesele y=f(x) - yn, yakynlasmanyn baglanysygyny
gorkezyén, formulasyny tapmak

Toplanan tejribeler esasynda empirik formulany gurmagyn prosesi 2
tapgyra boliinyér: ilki bilen formulanyii gorniisi saylanylyar, son eyyam
yakynasma it gowy bolar yaly parametrlerin bahalary tapylyar.

§ 12 Defieme usuly
Usuly teswirlemezden 61, mysala goz aylalyn.
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Surat 1. — Baslangy¢ maglumatlaryn grafigi
Grafikdan gorniisi yaly y = f (x) funksiya eksponensial hisiyete eye:

y=a-e™ .

Bu denilleménin iki tarapyndan hem natural logarifm alalyii:

Iny =Ina+bx.

Onda Iny we x 6z arasynda goni ¢yzyk emele getiryarler.

Eger eksperiment maglumatlary hakykatdan-da eksponensial hisiyete
eye bolsa, onda Iny-ysi x-dan bolan grafigi goni ¢yzyga yakyn bolmaly.

Seyle bolsa, onda empirik formula dogry diyip hasap edilyér.

Deneme usuly indikini 6ziinde jemleyiar: X we Y arasynda bir
baglanysyk bar diyip ¢ak edip, kibir X “weY” ululyklary tapyarlar, ol
ululyklar ¢ak etme boyunca Oz arasynda goni ¢yzyk gorniisinde
baglanysykly bolmaly.

Grafiga seredip, X ,Y” ululyklaryfi arasyndaky baglylyk nahilidigi
barada netije edyérler. Ondan basgada ¢yzyklymy ol baglanysyk we
s.m., sona seredip, formulanyn dogry saylanandygy hakynda giirriii
edyirler.

Tablisa 1. Saylama warianty X~ ,Y~

X" -
y=a-x Inx Iny
y:a.ebx X Iny
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y =a+bx? 2 y

__ 1 1

a+b-x y

y=a-+b-Inx Inx y

b 1 y
y=a+— =
X X

X 1 1

y= - -

a-x+b X y

Ikinji tapgyr hacanda baglylyk gorniisi belli bolsa saylanylyar, sol
sanda nébelli parametrleri kesgitlemek gerekdir.

Tablisadaky nokatlaryn &hlisinin gysartmalarynn kwadratlarynyn
jemini tapalyn:

Q=2(¢(Xi Cg:Cy1ersCrn) — yi)?,

Bu yerde ¢g,cy,...,C,, tapmaly Q funksiyanyn minimumlar serti boyunga
kesgitlenilyér. In ki¢i kwadratlar usulynyn esasy pikiri hem sudyr.

§ 13 Empirik baglylyklaryii gurlusy ii¢in oturdylan funksiyalaryri
ulanylysy

Deneme usuly boyunga empirik formulalar barlanylanda kébir ¢yzyk
gomiisine ¢yzyklasdyrylan maglumatlar goz arkaly kesgitlenilyérler,
munun kite yalilys bolmagy hem miimkin. Matematik statistikada
nokatlaryn arasyndaky yakynlygy san taydan hisiyetlendiryan gorkeziji
bar. Inzener paketlarda corr funksiya sol gorkeziji koeffisiyenti
kesgitleyar.

Cyzyk dil baglylyklaryn koeffisiyentini kesgitlemek ii¢in inZener
paketlary bolan MathCad — da birnige funksiyalar bar (tablisa 2).

Tablisa 2. Cyzyk dil baglylyklary gurmak ti¢in oturdylan funksiyalar

Funksiyanyn ady Baglylyk formasy

expfit(vx,VW,Vg) y=a-expb-x)+c
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logfit(Vx,W,Vg) y=a-In(x+b)+c

pwrfit (v, Vg) y=a-x®+c
sinfit(Vx,W,Vg) y=a-sin(x+b)+c
lgpfit(Vx,W,Vg) a

= 1+b-exp(-c-x)

Eger-de gozegeilik edilyan funksiya ¢yzykly dil bolsa, onda onuii
baglylyk derejesini hisiyetlendirmek {i¢in determinasiya indeksy
ulanylyar:

RZ _1_ > (e(x)-Yi)?
1 .
2.(Y; _HZYi)Z
Bu ululygyn bahasy nice 1 yakyn bolsa, songa-da ¢yzyk regressiya

yakyn diyip hasap edilyar.
Mysal ii¢in, X — komiir gatynyn galynlygy, ¥V — komiirini bir giinde

gazylyp alnysy. Eger R? =0,91, onda muny indiki gérniisde diisindirse
bolyar: bagly iiytgeyji ¥V — yn tiytgeysi 91% X — a baglydyr. Galan 9 %
totanleyin tasir edyan faktorlar diyip diislinse bolar.

Mysal. Tablisada berlen maglumatlar boyunca ¢yzykly dal
funksiyalaryn grafiklaryny gurmak.

Ilki bilen baslangy¢ maglumatlary we ¢yzyk dél baglylygyn wektor
koffesiyentlerini girizelin

1 1
2 2
3 3 1
4 34 0= | 2
X = Y= PO {']
5 5 3
[§ 6
8 8

Cyzykly regressiyanyn gurlusy
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V1= medfit( X,Y)

5 al =V =V
\'1:(1J al: \10 bl: \11 y(t) = al + bl-t

n:= length(X) — 1

40 T T T o
0 1 = i R \ _ Vi
30 _ Lli' !}(.Xi_) Xi!
v
Lol 20 — max(d) = 25
¥t~
1()_ ..--‘.—r.,-r..--._-—_
L s © (]
o ° )
0
2 4 p g
Xt

Kwadrat regressiyanyn gurlusy
V2= regress(X.Y.2)

Y(O) = mterp( V2, X.Y.t)

n:= length(X) — 1

40T <'> T i=0.n

30 T dl = |}( Xl) _ Y1|
Y a0 - )
?3)0 max(d) = 21.607
Vi o e,
A 1 '.",, R o © G,

ok ¢ _

_o— ! !
2 4 6 8
X, t

Kubly regressiyanyn gurlusy
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V3= regress(X.Y.3)

NURS mterp( V3, X.Y.t)

o= length(X) — 1

40, T T
<& 1:=0.n
300 . ‘
Yoo . 4= ‘\(YJ - ‘li‘
¢oo 7|
__v_(_t? 10F o'--'o_"’o--_‘ max(d) = 20.584
A 8 | \2
() )
—10 ] ] | g = Z MV Y Y
! ; 1 6 g A : n < =91392
=0 T
X, t '
Eksponensial regressiyanyii gurlusy
V4 = expfit( X.Y.PO) +

a4 = \-'-‘1(.) b4 = \"-‘11 cd = V4,

Yty = ad-exp(bd-t) + c4

40 T o
o o= length(X) - 1
30 N i=0.n
1’ \ >
000 5o . di= |\(Y1) N ‘*i|
¥(t) ‘
10F- - max(d) = 25.588
1| A L
s ¥
o ¢ 2
o 4 1 ! =

2 4 6 8 . i (‘(‘{1) -Y)
{ A n

S S = 10.683
1=0

Logarifmik regressiyanyn gurlusy
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b6

as-In(b5 + t) + ¢5

= length(X) — 1
1:=0.n
di= “(Yl) - Yi|

max(d) = 24.906

b3

1=0

n

+ ¢c6

o= length(X) - 1
i=0.n

4= |y(x) - v

max(d) = 25515

V5= logfit(X.Y .P0O)
\.'3( b5:=V 51 cS = \75: ‘
MO =
40 T T
<
301 1
v
000 4 |
vt
111 TP
e o © ] g
0 ¢ I e
) 2 4 6 8
X.t
Derejeli regressiyanyin gurlusy
V6 := pwrfit( X, Y,P0)
a6 = '\'60 b6 = '\'61 c6 = '\'62 _
"\I;,(t) = a6-t
40 T T T
<&
301 N
¥
000 ok _
vty
Lof I
JUET R o © <
o ¢ ° 1
) 2 4 6 8
X.t

v () )

5= 10218

Sinusoidal regressiyanyn gurlusy
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V7 = sinfit(X.Y.P0)

a :\«“(:] b«“:z\s‘l c7:= V7
40, T
<
301
v
00,5k
y(ty
wF -
o . °
0 e O | e
) 2 4 6
X.t

y(t) = aTlsin(t+ b7) + o7

3

n = length(X) — 1

AR

=0.1n
di = |\(Xl) - Yi|

max(d) = 16.187

i (%) - )

1i=0

n

5= 8.659

Mesele 2. Tablisada berlen maglumatlar boyunga ¢yzykly dél
funksiyalaryn grafiklaryny gurmaly. Ortakwadrat gysartma boyunca ii

gowy modeli saylan.

Wariant 1 Wariant 2

X 0 1 2 4 6 X |1 2 3 4 5

Y 6 |72|9411 |15 |Y |32 (42 |27|07 1,2

Wariant 3 Wariant 4

X 0 1 3 6 8 X |41 15 8,110 |12

Y 321431(54(83|9 Y |4 8 10 | 14 | 16

Wariant 5 Wariant 6

X 1415|118 |2 241X |0 0411 1521

Y 2 1923|263 Y |67|71/76(81]|8,6

Wariant 7 Wariant 8

X 03/09 (152 22 X |1 4 9 16 | 25

Y 02/041(03|05/08|Y |01]3 81119239

Wariant 9 Wariant 10

X 2 |0 1 2 3 X |-3 (-2 |-1 |0 1

Y 4711 12(31|-5 |Y [12]|08|04 1|0 0,1
Mesele 3. Her haysy baglylyklary analizlap, determinasiya

koeffisiyentini hasaplai. Baslangy¢ maglumatlaryii modeli bilen alnan
maglumatlary defiesdirip netije gykaryn.
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LABORATORIYA ISI Ne 4
YONEKEY DIFFERENSIAL DENLEMELERI ISLEMEGIN SAN
USULY
§ 14 Esasy diisiinjeler we kesgitlemeler

Differensial defilemeler prosesleriin we hadysalaryn matematik mod-
elirlemesinde giniden ulanylyarlar: kosmos obyektlerinin hereketi, himiki
reaksiyalaryn proseslary, tebigatda biologik populyasiyanyn dinamikasy,
ykdysady 6siisint modeli.

Umumy yagdayda, yonekey differensial denlemeler diyip 6ziinde bir
ya-da ondan hem kop derejeli Oniimli kesgitlenilydn vy = y(x)
funksiyany saklayan denlemelere aydylyar. Olary asakdaky gorniisde
tiekillendirse bolar:

FOGY, YL Yy ™)=0.
Eger bir nokatda gosmaca sertler berlen bolsa:

Y(Xo) = Y00, ¥ (%) =Yg Y (X0) = Yn10-

Yonekey differensial defilemeleri i6lemegiii usullary:

1) analitik;

2) yakynlagma;

3) san.

Analitik usuly netijdni analitik O6zgertmelerinn isti bilen formula

gorniisinde almaklygy basartyar.

Bu yagdayda analitik yol bilen umumy islenisi analizlap, ondan

ayratyn netijeleri alyp bolyar.

Yakynlasma usuly defilemlerini kibir agzalaryny taslamak iisti bilen
deiileméni yonekeylesdirip islemeklige esaslanyar.

Kébir yagdaylarda ilki bilen yonekeylesdirilen denileménin jogaby
tapylyar, sofira birinji tapgyrda taslanylan kici agzalaryn diizetmeleri
bilen takmynan hasaplanylyar.

Berlen toara asimptotik usullar girip, olaryn {sti bilen kdbir netije
alynyar we ol netije seredilyin hadysany takmynan sekillendiryér.

San usullarynda bolsa, hasaplama igleri ordn kén bolup, kdp wagt
eyeleyar.

Differensial denilemelerint san usulyny islemegin kopleng ulanylyan
we uniwersal yoly sonky tapawudlar usulydyr.
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Bu usulyn manysy indikide: tiytgeyjinini yzygider meydany diskret
nokatlar kopliigine boliinyér, olar baglanysma diyip atlandyrylyarlar. Bu
baglanysmalar hasaplama setkasyny emele getiryarler. Baslangye
differensial deiileme setka funksiyasyna degislilikde tapawudlaryi
gatnasygy bilen c¢alsylyarlar. Ciinki bu defilemd girydn Oniimler
tapawudlar gatnasygy bilen calgylyar.

§ 15 Kosiniin meselesiniri iglenilisi
Kosinin meselesinin igleniliginin gilirriindesligini mysal gorniisinde
edelin:

ﬂ: f(x,y), a<x<b,
dx
y(@) = Ya-
Hasaplama meydany [a,b] diskret nokatlar toplumyny girizelin:
x. =a+h-i, i=01...N, hz% .

Bu yerde x; nokatlary setkanyn baglanysygy diyip atlandyralyn,
h — setkanyti ddimi.

Goy {y;,i =0,N} —netijinin yakynlasma sanlarynyn toplumy.

{f;,=1(x,y;),i= O,_N} — sag bolegin sanlar toplumy.
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]

Takyk netije

— 15
0

[

6 3 10

Surat 2. — Takyk we yakynlasan netijelerin grafikleri

yalnyslygyny tapalyn:
5= miax|yi - y(X )| :

Funksiya Odesolve ([vector], X, b, [nstep]) yonekey differensial
deiilemelerin berlen baglangyc we soiiky sertleri bilen netijelerini
getiryar.

Funksiya Odesolve gosmaga Given diyen sozi bilen ulanylyar we
hasaplama blokyny gurayar.

vector — tapylyan funksiyanyn wektory, x — bagly dil iiytgeyji,
b — kesimin netije gozlenilyan sonky nokady, nstep — iterasiya mukdary
(kada layyklykda bu san 100).

San usul bilen isleydn funksiya Odesolve kontekst menyusyndan
saylap alyp bolyar.
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Given

y'(t) = —4y(t) + sin(t)
y(0)y=2

y = Odesolve(t, 10)

§ 16 Eyleriit we Runge-Kuttynyii usullarynyi hasaplama formulalary
Her bir aralykdaky i-njy baglanysygyn Oniimini sag bolegin
tapawudlar gatnagygy bilen calysalyn:

A= £(,y7) 1 =0N -1, yo = .
Yzygiderli y; bahalary indiki formula boyunga hasaplanylyar:
Yir = Vi +h- 0%, y1).

Berlen formula Eylerin usulynyfi hasaplama formulasy diyip
atlandyrylyar.

f(x,v) == —4y + sin(x)

10
hi=— h=025
N
1=0,1.N-1 xizzlh
res = y0

res. . = Tes. + h‘f( i'h.l‘es.‘)
1 1 y iy
Runge-Kuttyn usulynyn hasaplama formulalaryna goz aylalyn:

h
Yia =VYi +E-(p1+2p2+2p3+ Ps),
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Py = (X, Vi)

h h
Py = (X +£in +E P1),

h h
p3 = f(X; +51Yi +§ P2).
Py =f(Xi+h,y; +h-p3).

3‘3” wl=13 Al =0
fix,v) = x2
FungeKutta(y0,x0,x1, 1.0 = |he ﬂ1; a0
%:I,D «—
7,1 <
for il . N
% o+ hi
kl « h'f'zi—l,El’zi—l,l'

h kl
kK — h-i’(zi_1 0 + E 5y 1 + ?]

h K
IS hf(zl_l 0 + E ,Zi_l 1 + ?]

)

1
1+E(kl+2k2+2k3+k4j

%

h
ke h-f(zi_1 ot 3 T gt

T — I
i-1

1,1

z

Onuni formulasy goéwrlimi boyunca, Eyleriii usulyna garanda, kop
hasaplamalary saklayar, yone takyklyk bu formuada uludyr, sonun isti
bilen hasaplamany takyk geg¢irip bolyar.

Funksiya rkfixed (ic, a, b, nstep, D) yonekey differensial birinji
derejeli Onlimli denleménin netijesini berlen sertler bilen getirip
cykaryar.
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oo e

baslangyc we soriky bahalary, nstep — integrirleménin ddiminiit mukdary
berydn parametr (ululyk), D — differensial deiileménin sag boleginin
wektory

Berlen funksiya difie birinji derejeli differensial defilemeleri iglemége
yaramly. Sonun iicin ikinji we uly derejeli denilemeler islenilende
gosmaca serte birinji derejeli denlemi ekwiwalent berlisler hadiir
edilyar.

Mesele 1. Kosinin meselesini MathCad — daky goyulan funksiya
bilen isldn.

Mesele 2. Berlen meselelrini takyk jogabyny tapyn, olary y1(x) diyip
belgilan.

Mesele 3. Meselédni Eylerin we Runge-Kuttynyn usullary bilen islan.
Alnan netijanin yalilyslygyny tapyii:
Kosiniii meselesi (N — wariant nomeri):

Differensial denleme Baslangyg sert

y'+ N -y=sin(x) y(0)=2

y'=0,04-y y(0)=N

y'=-N-y y(0) =100

y'=4-N-X y(0)=2

y = X y(0)=20
N-y
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LABORATORIYA ISI Ne 5
BIR UYTGEYJILI DENLEMANIN ISLENILISI
§ 17 Cyzykly dil deiilemdnirii islenis tapgyrlary
f(X) =0 denlema seredellin, bu yerde f(x) belli we yzygider kabir
tiikenikli ya-da tiikeniksiz a < x <b interwalda yerlesen.

Islendik x~ sana, f(x) funksiyany nola owiiryin, f(x')=0 ,
denleménin kokleri diyilyar.

Kopleng denilleme 6ziinde yakyn bolan koeffisiyentleri saklayar, onda
meselédnin takyk koklerini tapmaklyk manysyny yitiryar.

Iki mesele iglenilyar:

1) koklerin ayrylysy, yagny denleménin difie bir kokini 6ziinde

saklayan kici meydanlaryn gozlegi;
2)  berlen takyklyk bilen koklerin tapylysy.

Matematikadan belli bolsy yaly: eger yzygider funksiya kébir
interwalyn sonlarynda ters alamatly koklere eye bolsa, onda interwal
6zlinde azyndan 1 kok saklayar.

Oziinde bir koki saklayan meydanlara bolmek {icin grafiki usuly
ulansa bolar, ya-da meydanyn ugruna belli bir d4dim bilen gecip sonlarda
funksiyanyn alamatyna gozeggilik edip hem bolyar.

Ikinji meseldni islemek iicin kdpsanly usullar bar: iterasiya usuly,
kesimi iki bolmek usuly, hordalar usuly, galtagsmalar usuly.

Cyzyk dél denlemelerin kesimi iki bolmek usuly bilen islenisinin

umumy shemasy:
Baslangyc yakynlagsma gorniisinde asakdakyny alalyn:
a+b
c=—-—,
2

Sonra funksiyanyn sofilarynda [a,c] , [c,b] 6zini alyp barsyna
gozegeilik edelin. Bu yagdayda haysy kesimin i¢inde funksiya 0z
alamatyny iiytgedyan bolsa, sol kesim saylanylyar.

Berlen sert yerine yetmeyange, proses dowam edyar: |b - a| <Eg.

Cyzyk dél denlemelerin yonekey iterasiya usuly bilen islenisinii
umumy shemasy:

Deiileméni iterasion gorniise getirelin:

X=0(X),
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Bu yerde funksiya ¢(x) berlen [a, b] kesimde differensirlenyan we
islendik x e[a,b] asakdaky sert yerine yetyér:
/(9] <1.
Berlen ¢(x) funksiyany asakdaky gorniisde saylap alsa bolyar:
o(x)=x+k- f(x),
bu yerde k berlen sertden tapylyar:
lp' ()| =[L+k- £'(x)| <1, vx e[a,b].

Sonky sert X koke berlen iterasion yzygiderliginiil X;, Xy,...,Xp,---
galtagyandygyny garantiya edyér.

Hasaplamagyn gutarmak serti diyip asakdaky deiisizlik yerine yetse
aydyp bileris:

(1-q)

Xn = Xpa| < & ,q = max(e’(x)| -

Hordalar usulynyn hasaplama formulasy:
. .= X0 f(xi) =X f (%)
i+1 — )
f(x)— (%)
Galtagmalar usuly {i¢in:

f(xi)
Xisg =X —— -
(%)
Baha x, hordalar usuly ii¢cin we baslangy¢ nokat galtagmalar usuly ti¢in

deiisizligin yerine yetmekiginin sertinden alynyar:
f(Xg)- T"(Xg)>0.
Hasaplamanyn netijesinde kokin yakynlasmasynyn yzygiderligi alynyar.
Hasaplama prosesi indiki sertifi yerine yetmegi bilen tamamlanyar:
X —Xna| <€

Mesele 1. Oturdylan funksiya bilen ¢yzyk dél defileméni islan.

Mesele 2. Cyzyk dil denileméni iterasiyalar usuly bilen islaf.
Mesele 3. Berlen ¢yzyk dil defileméni galtasmalar we hordalar usuly
bilen iglan.
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1 X+X-In(x+0,5-0,5=0

2 x-3¥-1=0

3 x> —2x% +x-3=0

4 X3 +12x—2=0

5 5x—-9In(x)-8=0

6 x* +05x3 —4x2 —3x—05=0
7 X—co0s(x)-0,25=0

8 x3 —6x2+20=0

9 5x3 +10x2 +5x—1=0

10

01x? = xIn(x) =0
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LABORATORIYA ISI N2 6
TRAPESIYALAR USULY BILEN KESGITLI INTEGRALYN
TAPYLYSY
§ 18 Sanly integrirleme

Birlenji integrallary yakynlasdyryp isleydn formulalara kwadratur
formulalar diyilydr. Sol formulalaryn gurlusynyn yonekey yoly: berlen
integralynn asagyndaky f(x) funksiya [a, b] kesimde interpolyasion
kopagza bilen ¢alsylyar, mysal {icin, Lagranzyn kopagzasy L, (x) bilen.
Sunlukda, integralyn asagynda indiki agza takmynanlykda emele geler:

b b
[ f(x)dx = [L,(x)dx.

Bu yerde kesim [a,b] birndge X; nokatlar bilen n bolege bdliinen.
Dei durnukly gaglanysmalar iicin X; = Xy +1i-h,
b-a
h:T,xo =a,Xx,=a.

Kesgitli rugsat edilmelerde trapesiyalar usulyny alyarys:

b
+
[ £ (x)dx ~ (2 . Yo oy Y, ot yg),
a

bu yerde y; — funksiyanyn interpolirleme baglanysyklaryndaky ba-
halary.

Integrirleme usulynyn trapesiyalar formulasy boyunca
hasaplanylanda, bolyan yalnyslygynyi bahasy:

b—a|-h?

IRy|<M , M=ma><‘f(2)(x)‘,Xe[a,b].

Has takyk Simpsonyn formulasydyr:

b 2h y, +
| f(X)dXz?(%nL Y1+ Yo ot Yoma) -
a

Simpsonynt formulasy l¢in yalnyslygyn bahasy indiki gorniisde
hasaplanylyar:
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‘|b—a|-h4
180

Mesele 1. Berlen funksiyadan [a; b] kesimde integrirlemegin
trapesiyalar formulasy boyunga h=0,1 &dimde boljak bahasynyn
programmasyny gurun.

Mesele 2. Berlen funksiyadan [a; b] kesimde integrirlemegin
Simpsonyn formulasy boyungca h=0,1 &dimde boljak bahasynyn
programmasyny gurui.

Mesele 3. Integralyn netijesinde alnan bahalaryn yaliyslygyny tapyi.

IRy|<M , Mzmax‘f(“)(x)‘,Xe[a,b].
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LABORATORIYA ISI Ne 7
DIFFERENSIAL DENLEMELERDE UYTGESIK ONUMLERIN
ISLENILISI

§ 19 Tapawutly shemalar
Differensial deiilemeleri ayry oniimlerde san taydan islemek {i¢in
sonky tapawutlar usuly ulanylyar.
Islenis meydanynda n baglanysykly nokatlary saklayan denolcegli
setkany guraly.

of finj — finj
ox  2n
of fija—fija
x 21 '

Onda ypkardakylaryn ikinji derejeli ayry onlimleri agakdaky yaly
tapylyar:
o%f  figj—2f j+ iy

Q

ox> h? ’
0%t fiju—2fij+fi
8y2 = 12

Alnan denlemini setkada berlen &hli baglanysykly nokatlar ii¢in
yazsak, netijede n sanly we n nibellili denlemeler ulgamy alynyar.

§ 20 Temperaturanyii paylanys meseleseniit isleniligi
Munun yaly deiilemeleri owrenmége elektrik we magnit meydany,
stasionar yylylyk meydany, gidrodinamika baradaky meseleler getiryar.
Puassonyn deiilemesinin ¢oziiwini kébir ¢ékli meydanda gozlalin:
Q={0<x<0q;,05y<0q,}.
X We y bitarap liytgeyjileri utgasdyryp.
d%u 8%
v + o f(x,y).

Cékli sertler:
u(0,y) =y (y)  u@ y) =pa(y),
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U(x,0) = p3(¥) ,u(x,b) = g (¥)..

Q meydamda dendlgegli goniburgly h we | d4dimli setkany guralyti:
Xp=1-h,y;=i-1.

«Krest» differensial meseldni approksimirleyis, netijede tapawutlar
shemasy alynyar:

&, jUisg, j +Di Uiy j +Ci jU; g+ Ui a6 U = B

1 1 1 1

ai'j :bi,j :h_z’cirj Zdi,j =|—2,ei’j =—2(h—2+l—2).

Puassonyn defilemesini islemek tigin MathCad programmasynda re-
lax funksiyasy ulanylyar.

relax(a, b, c, d, e, f, u, rjac)Puassonyn denlemesinin islenisinin
kwadrat matrisasyny getiryar.

a, b, ¢, d, e — bir dlgegli kwadrat matrisalar;

U — meydanyin dasyndaky netijini saklayan we ig¢indéki
yakynlagsmany saklayan matrisa; rjac —san [0,1], we ol algoritmin gabat
gelsini dolandyryar.

Temperaturanyn paylanysy Laplasyn defilemesi bilen sekillendirilyér:

iT + iT =0.
dx®  dy?

Diistinikli bolar yay, plastina h=0,25 ddimli setkany yapalyin we
sonda sekillendirelin.

1
%’0—0 T4:=100
T, .:=100-x. 02
0,i Ty = 100-(xj
a...=1d:=a b=a
J,l
=a =—4 f..=0

e. ..
.1 11
T = relax(a.b.c.d.e.f,T.0.95

En
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Temperaturanyf baglanysykdaky T; ; téze bahasyny oturdylan relax
funksiya bilen tapyp bolyar.

Mesele 1. Kwadrat plastinada baslangyg sertler bilen temperaturanyn
paylanysy (N — wariant nomer):

T

0

N

100(x-N)

-<-<>”<><

RO O

100x-N

Paylanysy renkli etmek iicin konteks menyuda indiki funksiyalara
yerine yetirmeli: Bua ->3anuBka KoHTypoB ->KapTa 1BeToB.
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§ 21 Yrgyldylar hakyndaky meseliiniri iglenilisi
Yrgyldylar hakyndaky meseldni islemek ii¢in tapawutly shemaly
mysala seredeliii:
vi= Ja< 0.1
for 1 1..49

for 1€ 1..40

Tl
v, .« 0.02sm| —
0.1 30

2

-
V.o a_(v. AT ) + 2(1 - a_)~v. .=V
J+1i1 J.1+1 J.1-1 1.

[

pn

Mesele 2. Baslangyg f(x)-yn bahalarynda yrgyldynyn paylanysy:

sin(x)+1

€0s(x)

sin(x)

2sin(x)

gl B~ W N|

3cos(x)

52




6 4sin(x)+1
7 3cos(x)

8 4sin(x)

9 12sin(x)
10 0,3cos(x)

Puassonynt deiilemesiniii islenis shemasyna yylylygynn doly yayrys
yagdayynda seredeli.

Approksimirleydn setkanyii we ¢ék sertlerin olgeglerini berelin.
Soiira gesmainii koordinatalaryny we onun kuwwatyny bereliii.

Denleméni oturdylan multigrig(M, ncycle) funksiya bilen isldlin, bu

yerde M — kwadrat matrisa, onufi Olcegleri 1+2" , defilleminifi sag
boleginde saklanylyar, ncycle — her bir iterasiya derejedaki sikl sany.

M= 2

= 124000 ALy 0

T = mmltigrid(F, 2}

LUEREE

Mesele 3. Puassonyn denlemesini yylylygyn doly yayrys
yagdayynda islemeli. Cesméniii koordinatalary (N,N), ¢esménifi
kuwwaty N*1000 Br.
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w N

~No

10.
11.
12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

Zagyotda diigjek soraglaryii sanawy

Meselédnin hasaplayjy tehnikalary ulanyp ¢oziilisinin prosesi nahili
tapgyrlardan duryar?

Yalityslyklaryn esasy cesmelerini sanaii.

Yalityslykaryny tiplerini sanati. Olara haysylar degisli?

Haysy valiiyslyk regurirlenydn we ayryp bolmajak yaliyslyklaryi

hataryna degisli dal?

Tegeleklemdnini esasy tiplerini sanai. Matematik tegeleklemani

disiindirin.

Absolyut yaliiyslyk néhili tapylyar?

Absolyut yalnyslygy diirli 6lgeg tehnologiyalarynyn takyklygynyn

deniesdiriji bahasy hokmiinde ulanyp bolarmy? Name li¢in?

Otnositel yaliiyslyk néhili hasaplanylyar?

Manyly san ndme?

Haysy san dogry diyip atlandyrylyar?

Yakynlagdyrylan sanyf takyklygyny dogry manyly sanyi iisti bilen

nahili bahalandyrmaly?

Goy x~5.68+0,02. x-yi absolyut yalfiyslygyny tapyn.

Yalityslyklar teoriyasynyii géni maksadyny diistindirif.

Goy y(x)=1log,(x) . Berlen funksiyanyn absolyut yalilyslygynyn

umumy gornigini tapyi.

Goy y(x)=e’ . Berlen funksiyanyii absolyut Yyaliyslygynyi

umumy gornigini tapyi.

Goy y(x) = x? +cosx . Berlen funksiyanyi absolyut yaliyslygynyii

umumy gornigini tapyi.

Goy z(Xx,y)=Xx+Yy . Berlen funksiyanyn absolyut yaliiyslygynyn

umumy gornigini tapyn.

Goy z(X,y) =7x—10y. Berlen funksiyanyn absolyut yaliiyslygynyi

umumy gornisini tapyi.

Goy z(X,y)=x+y , x=5.68+0,02 , y~231+0,01 . Berlen

funksiyanyn absolyut yaliiyslygynyn umumy gornisini tapyi.

Haysy hasaplayys mesele dogry diyip atlandyrylyar?

Hasaplayys meseldnin sertliligi nime?
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23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.
32.
33.
34.

35.
36.

......

......

Sertliligini sany ndme?
Wektoryn normasyny tapyn: x=(12 -1 0 6).
Wektoryn normasyny tapyn: x = (-1 06 8 1).
Matrisanyn normasy haysy formula boyunga tapylyar?
Berlen A matrisanyi sertliliginiii sanyny ndhili tapmaly?
Haysy iki topara ulgamalyyn c¢yzykly algebraik denlemelerii
islenisininl usullary boliinyar?
Haysy usul ulgamalyyn ¢yzykly algebraik deiilemelerini islenisinii
goni usuly diyip atlandyrylyar?
Haysy usul ulgamalyyn ¢yzykly algebraik deiilemelerini islenisinii
iterasion usuly diyip atlandyrylyar?
Yollama usulyi géni hereketi nime?
Yakobinif usulyny diistindirif.
Funksiyanyii approksimasiyasy nime?
f(x) -yn ¢(x) funksiyadan ortakwadrat siiysmesi haysy formula
boyunga tapylyar?

. Berlenler ii¢cin Lagranzyi polinomyny yazyii:

0

1

1

15

. Berlenler iigin

Lagranzyn polinomyny yazyi:

-1

0

0,5

1

. Berlenler iigin

Lagranzyn polinomyny yazyn.

0

0,5

2

2,5

40.
41.
42.
43.
44,

Bolek-¢yzykly interpolyasiya néhili gurulyar?
Bolek-kwadrat interpolyasiya néhili gurulyar?

Bolek interpolyasiyanyn wajyp yetmezciligi ndmede?

Splayn ndme?

In kici kwadratlar usuly ndme?
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45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.

55.

56.

Bolek-¢yzykly interpolyasiyanyn ikilenji 6niiminin grafigini gurun.
Bolek-¢cyzykly interpolyasiyanyn birlenji oniiminin grafigi nahili?
Splayn-interpolyasion funksiyanyn ikilenji 6niiminini grafigi nahili?
Ahyrky tapawudlar usuly ndme?

Eylerini usulynyn shemasyny sekillendirin.

Denleménin koklerini tapmagyii iki tapyryny aydyn.

Kesimi ikd bolmegin usuly bilen deiileménin kokleri néhili tapylyar?
Iterasiya usulynyn esasy formulasyny yazyii.

Anyklanan integraly tapmagyn trapesiyalar usulyny diigiindirin.

Bir tiytgeyjili ¢yzykly dil defileménin islenifieniii umumy shemasyny
gorkezin.

Baslangy¢ yakynlagsmasy y=1 bolan y+ylny=0 defilemédni hordalar
usuly bilen islédp bolarmy, ndme ii¢in?

Baslangy¢ yakynlagsmasy x = 1 bolan X2 +cosx=0 defileméni
hordalar usuly bilen isldp bolarmy, nime ii¢gin?
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