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П РИ Б Л И Ж ЕН Н О Е РЕШ ЕНИЕ И НТЕГРАЛЬНОГО УР А В Н Е Н И Я  
С Л О ГАРИ Ф М И Ч ЕС К И М  Я Д Р О М  СП ЕЦ ИАЛЬН ОГО ВИ Д А

Аннотация. В данной работе на основе квадратурной формулы с неотрицательными коэф
фициентами для интеграла с логарифмическим ядром специального вида сконструирована 
и обоснована вычислительная схема решения интегрального уравнения, к которому приво
дит краевая задача для гармонической в единичном круге функции при граничном условии 
третьего рода. Получены равномерные оценки погрешности квадратурной формулы и при
ближенного решения интегрального уравнения.

Ключевые слова: интегральное уравнение, логарифмическое ядро, приближенное решение, 
квадратурная формула.
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Введение. Краевая задача для гармонической в единичном круге функции и =  и{г, (р)
при граничном условии

Г=1
=  / ( ф ) ,  ф е [ - 7 Г , 7 г ] , (1)

где д((р) и /(ф ) — заданные на отрезке [—TTjTr] функции, приводит к интегральному урав
нению ([1], с. 613) для граничных значений искомой функции

ц(ф) =
7Г

д{т)и{т) In к — I dr —
7Г

/ ( г )  In к — I dr +  С, (2)

в котором t а С — постоянная, равная значению функции и в центре круга.
Регпение уравнения (2) при условии

ГТТ ГТТ
/  q{(p)u{ip)dip =  /  f{(p)dip (3)

эквивалентно регпению краевой задачи.
Одним из наиболее эффективных методов приближенного регпения интегральных урав

нений является приведение интегрального уравнения к системе линейных алгебраических 
уравнений. Для практической реализации такого метода важное значение имеет доказа
тельство разрегпимости этой системы и ее устойчивости.

1. Исследование интегрального уравнения. Преобразуем уравнение (2). Заметив, 
что |t — =  2 |sin - -̂^1 , а по теореме о среднем

1 Г
С =  ц(0) =  ^  у  u{p)dp,
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ИЗ (2) при условии (3) получаем интегральное уравнение

In
1 Г

u{lp) =  — д{т)и{т) In
Т —-тг

Т  — LD
Sin — -—

 ̂ гт̂ 
(1т-----

7Г

Т  — LD
Sin — -—

1 г
dr +  —  и{т)йт. (4)

J —7Г
Известно (например, [2], с. 280), что если в граничном условии (1) <?((/?) >  0,

ip G [—7Г,7г], ТО краевая задача имеет единственное регпение. Будем предполагать, что это 
условие выполняется.

Ядро интегрального уравнения (2) имеет логарифмическую особенность. Как известно, 
к таким уравнениям применима теория Фредгольма.

Запигпем уравнение (4) в виде

Г к т ) 1 . .
7Г

Т — р  
Sin — -— dr — q ( ^ )

2тг (5)

где v{p)  =  q{p)u{p),  F{p)  = - ^  J / ( r )  In | sin ^ | d r .
—  7Г

Установив, что
1 Г  
vr

In
T  — p

sin — -—

получаем неравенство

Г  г 11' v{t ) In
TT

т — p 
sin — -—

dr =  21n2, 

dr

(6)

Q(r)
<  (2ln2 +  I)q max \v{p)\,

< (2 e [ — 7Г,7Г]

где I  =  ^  J q =  max q{p),  которое согласно теории метода последовательных при- 

ближений позволяет утверждать, что справедлива
Теорема 1. Пусть функции q{p) и f { p )  непрерывны на [—7Г,7г], причем q{p) такова, что 
интеграл I  сходится и выполняется условие

(21п2 +  / ) д < 1 .  (7)
Тогда интегральное уравнение (5) имеет единственное решение в пространстве С [—тт,тт].

Замечание 1. Нетрудно убедиться, что если регпение краевой задачи искать при условии 
и{0, р) =  о, то уравнение (5) примет вид

7Г

т — р  
sm — -— dr =  F{p) , (8)

а неравенство (7) заменяется неравенством
2д1п 2< 1 . (9)

Так, например, если в граничном соотногпении (1) q(p) — четная функция, а f ( p )  — нечет
ная функция, то упомянутое условие и{0, р) =  0 будет выполнено.

Замечание 2. Пусть в интегральном уравнении (8) q(p) =  1. Тогда в силу
1 Г

---- /  cos (m r) In
я ./ — TT

sm ■
т — p , cos mp

dr = ---------- , m =  l ,2 , . . .
m

устанавливаем, что собственным значениям Л =  — m линейного оператора

dr
■7Г ^

отвечают собственные функции cos тр.

v{p) — — [  v{t) In
TT .і — тг
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2. Квадратурная формула с неотрицательными коэффициентами. При построе
нии вычислительной схемы решения интегрального уравнения главную роль играет способ 
аппроксимации интеграла квадратурной суммой.

Зададим на отрезке [—тг, тг] систему точек
2тг

(рк =  kh, к = —п , . . . , —1,0,1, . . .  ,п, h =
2п +  і'

и приблизим функции v((p), f { p )  на этом отрезке по формулам
П П

v {lp) Kiv{ip) =  в к і Ф І Р к ) ,  f {p )  ~  І і р )  =  Y

(10)

(И)
к=—п к=—п

в которых вкір)  =  1, если р е  +  | ] , и вк{р)  =  0, если р ^ [рк -  Рк +  ^] - В
результате для интегралов в уравнении (5) получаются квадратурные формулы

1
7Г

г ( т ) In sin ■
т — р

dr =  Е Ak{p)v{pk) + E i { p ) ,
к=—п

1 г
2тг 1_^

v {t )

Р{р)  =  - ‘Ш  г  f (r)\n
TT

т — р  
sin — -—

dr

dr =

Y  Bkv(pk) +  E2 ,

(12)

(13)
к=—п

Y ^k{p) f {Pk)  +  q{p)E:i{p) =  E{p)  +  д{р)Ез{р),  (14)
k=—n

где
1 rek+hl2

Akip) =  —  /  In
Jipk-h/2

Sin T — p  ̂ f<Pk+h/2
dr, Bk =  —

2tt 9(t ) '
(15)

Для вычисления коэффициентов Ak{p)  воспользуемся известным разложением (например, 
[3], с. 122)

, . . , cos 2kt
In I sint| =  — m2 — > — ------, —TT < t  <тт.

k=l к

Тогда

r(pf̂ -\-h/2

Jipk-h/2
In Sin ■

T — p rEk+hl2-(p)l2
dr =  2 In |sint| dt =

J(Vk-h/2-Lp)/2

1 sin2fct
- ф е . . 2  +  ^ Е  fc.

\ k=l

{(Pk+hl2-(p)l2

{(Pk-hl2-(p)l2

В результате после простых преобразований получаем формулу

Ак{р) =  ^  {Мп2 +  {р -  Рк +  h/2) -  (р  -  рк -  hl2)) ,

00
в которой 1V^(0) =  — значение мнимой части дилогарифма Эйлера на единичной

к=1окружности.
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Из представлений коэффициентов формулами (15) и равенства (6) следует, что все ко- 
эффициентв! Ak{^)i Bk, к =  —п , . . . ,  —1, 0 ,1 , . . .  ,п, ip G [—тг,тг], неотрйцателвнві и удовле
творяют соотношениям

I Г . .  т - р
In

к=—п TT
Sin ■

1 ГІТ
(ІТ =  21n2, =  7PZ I  —ЛЛ =  В  (16)

k=—n 2vr д{т)

Оценим остатки квадратурных формул (12)-(14). Если функции v(p)  и f ( p )  непрерывны 
на отрезке [—7Г,7г], то остатки приближенных формул (11) можно оценитв неравенствами

\v{p) -v{p)\ <uj{v,h) ,  \f{p) -  f{p)\ <uj { f ,h) ,  ре[-7т,7т], (17)
где u{v,h),  u { f ,h )  — модули непрерывности этих функций. Если же v(p)  и f ( p )  — непре
рывно дифференцируемые на отрезке [—тг, тг] функции, то с помогцвю формулы Тейлора 
легко установитв, что

М, М
v{p) -v{p)\ <  ^ h ,  М ^ =  inax |Ф((/?)|; \ f { p ) - f { p ) \ < Y - h ,  M f  =  inax |/'((/?)|. (18

^  — 7Г,7Г| Z  — 7Г,7Г|

Представим остаточные члены квадратурных формул (12)-(14) равенствами
т — р

Ei{p)  = - -  [  (г(т) -  г (т )) In
J  — тг

s in  •

Е іір ) =  - -  [  и\т) -  Inтг 1_^
s in

т — р
dr.

(19)

Оценивая Ei(p) ,  Е 2 , Е^{р)  по модулю, с учетом равенства (6) получаем неравенства 
\Е\{р)\<2 max \v{p)—v{p)\\\i2, \Е2 \ <  I  max \v{p)—v{p)\,

— 7Г,7г] — 7Г,7г]

\E:i{p)\<2 inax !/( ( /? )- /( ( /? ) ! In 2.
— 7Г,7Г|

Из неравенств (17)-(19) вытекает

Теорема 2. Ес.ли функции v{p)  и f { p )  непрерывны на отрезке [—7Г,7г], то

\Ei{p)\ <2u{ v , h ) l n2 ,  \Е2 і <  Iu){v,h), \Ез{р)\ <  2u{ f ,h)  In 2. (20)
Если ж е функции v{p)  и f { p )  непрерывно дифференцируемы на этом отрезке, то

\Ei{p)\ <  Mvhln2,  \Е2 і <  \Ез{р)\ <  Mfhln2. (21)

3. Вычислительная схема решения уравнения (2). Займемся конструированием 
вычислительной схемы решения интегрального уравнения. Заменим интегралы в уравне
нии (5) соответствуюгцими квадратурными суммами с остаточными членами. После этого 
приходим к равенству

v { p ) + q { p )  Y  Ak(p)v{pk) -  q(p) Y  Bkv{pk) =  E{p)  +  q { p ) { -E i { p )  +  E2 +  Ез{р)) .  (22)
k=—n k=—n

Подставив в равенство (22) точки pj  системы (10), получаем систему уравнений
П П

v{Lpj) +  q{(pj) Y  -  q(^j) Y  Bkv{pk) =
k=—n k=—n

=  B(pj )  +  q i p j ) i - E i { p j )  +  E 2 +  Esipj)) ,  j  =  - n , . . . , - 1 , 0 , 1 , . . .  ,n.  (23)
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Отбросив в правой части (23) остаточнвіе членві, запишем систему лйнейнвіх алгебраиче
ских уравнений

П

Vj+q{Lpj) '^{Ak{Lpj )  -  Bk)vk =  F{Lpj), j  = - n , . . .  , - 1 ,0 ,1 , . . .  ,n, (24)
k=—n

в которой Vj — прйблйженнвіе значения v{ipj), входягцие в уравнения (23).
Проведем исследование сйстемві (24) методами теории разностнвіх схем.

Теорема 3. Если выполняется условие (7), то система уравнений (24) однозначно разре
шима, устойчива и имеет место оценка

q{{2 In 2 +  I)e\ +  2 In 2 82)
max |г((д,-) — ,

j ' “  l - ( 2 1 n 2  +  /)g
(25)

где El и 62 — такие положительные величины, что \v{ip) — v{ip)\ <  £1 , \f{'p) — <  £2
на промежутке [—7Г,7г].

Доказательство. Сравнивая сйстемві уравнений (23) и (24) с учетом неравенств (19), на
ходим, что аппроксимация интегралвного уравнения (8) системой (24) определяется нера
венством

\q{ip){-Ei{(p) + Е 2 +  Ез{ір))\ <  q{{2ln2 +  I)ei  +21п2е2)- (26)
Проверим разрешимости и устойчивости сйстемві (24). Пусти Vg — одна из тех компонент
решения сйстемві (24), которая по модулю не менвше каждой из осталвнвіх: Іг̂ І =  max|rj|.

j
Из уравнения с номером s сйстемві (24) при условии (7) следует

\ЕЫ \ = Vs +  q{<Ps) (Akiips) -  Bk)vk
k=—n

> \Vs\-\q{<Ps)\  ^  (2 lfc (( /? s )  +  .Bfc)|rfc|.

k=—n

(27)

Принимая BO внимание соотношения (16), получаем неравенство

\Ei<Ps)\ >  (1 -  (21п2 +  I)q)\vs\.
Тогда

I ,  I ^
' -  1 -  (2 In2 +  /)(?■

Из последнего неравенства, в частности, при F{ipj) =  0, j  =  —п , . . . ,  —1, 0 ,1 ,. . .  , п, следует, 
что система (24) не имеет нетрйвйалвнвіх решений и, следователвно, однозначно разрешима 
при любвіх праввіх частях. Неравенство (27) означает также устойчивости этой сйстемві. 
Согласно теории разностнвіх схем ([4], с. 106) из неравенств (26), (27) ввітекает (25). □

Заменим в правой части (4) йнтегралві соответствуюгцими квадратурнвімй суммами из 
(12)-(14). Учйтвівая связи функций и Д )  и v((p), получаем приближенное решение инте
гралвного уравнения (4) в виде

п п п
=  -  I ]  А к Д Д к Е  BkVk +  А к Д ) f Д к ) ■ (28)

к=—п к=—п к=—п
Здесв вместо v{ipk) взятві их прйблйженнвіе значения Vk, полученнвіе при решении сйстемві 
(24).

По найденнвім контурнвім значениям гармонической функции легко восстановитв эту 
функцию в круге.



ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 45

Оценим погрешность приближенного решения (28). Из (4) и (28) следует
П П

u {lp) -  u {lp) = -  ^ Ak{Lp){v{Lpk) - V k ) +  ^ Bk{v{Lpk) -  Vk) + E i {lp) + E 2 +  Ез{(р).
k=—n

Оценим эту разность по модулю
к=—п

\и{(р) -  и{(р)\ <  Ak{(p)\v{(pk) - V k \ +  Y  -  Vk\ + \Ei{(p)\ + +  \Ез{(р)\-
к=—п k=—n

Последнее неравенство, равенство (16), а также неравенства (19), (25) позволяют записать 
обгцую равномерную оценку погрешности приближенного решения (28)

\u{ip) -u{ip)\ <
(2 In 2 +  I)q{{2 In 2 +  I)e\ +  2 In 2 €2) 

1 -  І 2 Ы 2 +  I)q +  (21n2+  /)e i+ 2 1 n 2 e 2  (29)

и легко доказывается

Т еорем а 4. Пусть функции q((p) и f((p) непрерывны на отрезке [—7Г,7г] и выполняется 
условие (7). Тогда

{2ln2 +  I)q{{2ln2 +  I)uj{v,h) +  2ln2uj{f ,h))
-  -----------------------1 -(2 1 ,1 2  + а ,;-----------------------+

+  (2 In 2 + /)сг(г. Л,) +  2 1п2 сг(/. Л,). (30)

Если ж е функции v((p) и f((p) непрерывно дифференцируемы на этом отрезке и v' и f  — 
такие положительные числа, что |f̂ ((/7)| <  v', \f'{'-p)\ Е f  для всех ip G [—7Г,7г], то

(2 In 2 +  I)q{{2 In 2 +  I)v'h  +  2f'h In 2) (2 In 2 +  I)v'h
\u{p) -u{p)\ <

2(1 -  { 2\n2+ I)q) + +  f h l n 2 .  (31)

Доказательство. Если функции q{p) и f { p )  непрерывны на отрезке [—7Г,7г], то решение 
v{p)  интегрального уравнения (5) также будет непрерывной функцией на этом отрезке и 
неравенство (30) следует из (17) и (29). Неравенство (31) вытекает из (18) и (29). □

Замечание 3. Если функции q{p) и f { p )  имеют непрерывные производные на отрезке 
[—7Г,7г], то величину v' можно выразить через известные величины. Продифференцируем 
почленно уравнение (5), а затем применим к интегралам с ядром Гильберта формулу ин
тегрирования по частям ([3], с. 65). Последовательно имеем

,/(^) _ ŹM. Г „(ainA-(T.^)dr + Г  „ (T ) c t g i^ d r  -  Ей. Г ,,(г)
я J-

7Г
1\т)К{т, p)dT +

2тг 2 2тг _ „

У  /( 'г ) ctg К{т,р) =  \п

Q(r)
т — р  

sin — -—

v'{p) —  ̂ [  v{t ) K { t , p)dr  +  (р(7г) — г( —7г)) In cos — —
vr vr 2

dr
f  v ' { T ) K { T , p ) d T - ^ ^ ^  f  < r ) -

7Г J-TT 2тг q{T)

/  f ( r ) K { T , p ) d T +  ^^{/{тг)  -  f { - 7 T ) ) l n c o s ^ [  f' {T)K{T,p)dT.  (32) 
TT t/ —7Г 2 7T t/ —7Г
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Из уравнения (5) следует, что при выполнении условия (7)

2qf ln2
Hv)\ < 1 - ( 2  In 2 +  /)(? ’

If G [-7Г,7Г], (33)

где /  =  max \fif)\- Пуств функция q(ip) такова, что ввіполняется условие (7) и
<рЕ1—тт,тт]

^ ^ ( / ( Т Г )  -  / ( - 7 Г ) )  +  ( е ( - 7 г) -  Г(ТГ)) In  COS |  
7Г 2

< q* <  + 00, f  G [—7Г,7г].

Тогда из соотногпения (32) с учетом неравенства (33) получаем оценку

, ,, , , ^ ( 2 ( ф /  +  <?/01п2 +  (?* )(1 -(21п 2  +  / )ф  +  2(?ф/(21п2 +  /)1п2 
I" ------------------------- (1 -2 , ;1 п 2 )(1 - (2 1 п 2  +  В Д ------------------------- '

Здесв / ,  f ,  q, q' — такие положителвные величины, что на отрезке [—7Г,7г]

\ f { f ) \ < f ,  \ f { f ) \ < f ,  \q{f)\<q,  \q'{^)\<Q'-

(34)

Таким образом, в качестве v' в оценке (31) можно взятв правую части неравенства (34). 
Заметим, что q* =  О, если q îr) =  <?(—тг) и /(тг) =  / ( —тг).

4. Пример. В качестве примера рассмотрим следуюгцую краевую задачу:

Аи  =  0, г <  1,

ди 2лД
дг  3 +  cos 2 f

6 sin 2 f
r=i (3 +  cos2(/?)2

, G [-7Г,7Г],

которая приводит к интегральному уравнению

u{ f )  -
2л/2 и{т)

In
т — f  

sin — -— dr =
6 sin2r

7Г 3 +  cos 2r 

Точным регпением этого уравнения является функция
sin 2 f

TT У_я- (3 +  cos 2r)2
In

Т  — If
sin — -— dr.

u { f )  =
^ ( 3  +  cos 2f )

Формула (28) дает приближенное регпение

Ak{f)vk +  ̂ ,
2V2(3 +  co s2 ^k=—n

где значения взяты из решения линейной системы (24). Для данного примера эта система 
имеет вид

п
Vi +

2л/2 Е , , 3 sin 2 fj
3 +  cos 2 fj

, n .

к=—п

Численный эксперимент, проведенный в среде компвютерной алгебры Mathematica 8, 
показывает, что уже при неболвгпих значениях п достигается достаточно высокая точности 
вычисления приближенного регпения данного уравнения. Например, при п, равных 40 и 80, 
максималвная абсолютная погрегпноств составляет 1.2 ■ 10“  ̂ и 3.2 ■ 10“ ® соответственно.
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I.N. Meleshko and P.G. Lasyi

Approximate solution to integral equation with logarithmic kernel of special form

Abstract. Based on the quadrature formula with non-negative coefficients for integral with a special 
logarithmic kernel, we construct and substantiate a computational pattern for solving integral 
equation derived from the boundary-value problem for a function, which is harmonic in the unit 
disk under the boundary condition of the third kind. We obtain uniform estimates of deviations 
of the quadrature formula and the approximate solution to integral equation.
Keywords: integral equation, logarithmic kernel, approximate solution, quadrature formula.
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