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Тонкостенные слоистые элементы (оболочки, пластины, балки) имеют широкий спектр при-

менения во многих инженерных сооружениях, таких как воздушные и космические транспортные 
средства, подводные объекты, автомобили и т.п. ([1], [2]). Виброзащита тонкостенных конструк-
ций, испытывающих внешние колебательные нагрузки, является предметом большого практиче-
ского интереса для механиков. Появление группы новых композитных материалов с активными и 
адаптивными свойствами, называемых «интеллектуальными» материалами, открывает новые воз-
можности для решения многих проблем.  

Магнитореологический эластомер (МРЭ) это «интеллектуальный» материал, упругие свой-
ства которого изменяются в зависимости от величины приложенного магнитного поля ([3], [4]). 
Он состоит из магнитных частиц в деформированной полимерной матрице. Возможность управ-
ления вязкопластическими и вязкоупругими свойства МРЭ в широком диапазоне позволяет ис-
пользовать его в устройствах виброзащиты. 

Одним из методов виброзащиты тонкостенных конструкций является использование в каче-
стве промежуточного материала электрореологических или магнитореологическх сред. Расчет та-
ких многослойных структур является сложной задачей для механиков, которые занимаются разра-
боткой новых методов активного и полуактивного гашения строительных вибраций. Большинство 
работ по подавлению вибраций многослойных тонкостенных конструкции были сделаны для слу-
чая, когда прослойка «интеллектуальных» материалов являлась жидкостью ([5], [6], [7], [8]). Тем 
не менее, эластомеры обладают преимуществом по сравнению с жидкостями: при низком уровне 
поля они способны сохранять необходимую геометрическую форму. 

Оптимальное отношение плотности магнитных частиц, модуль сдвига, вязкость и время от-
клика являются неотъемлемыми характеристиками «интеллектуального» материала [4]. Хотя до-
статочно много работ посвящено изучению свойств МРЭ и эластомеров (см., например, [4], [9], 
[10], [7]), есть всего несколько исследований с динамическим расчетом адаптивной сэндвич балки, 
пластин и оболочек, содержащих МРЭ в качестве наполнителя вязкоупругой прослойки. Это объ-
ясняется тем, что реакция композитной конструкции содержащей МРЭ существенно зависит от 
отношения масштаба времени управляющего сигнала ко времени реакции МРЭ и динамических 
характеристик контролируемой конструкции ([11], [12]). Именно поэтому большинство авторов 
изучали адаптивную структуру сэндвича, когда приложенное магнитное поле было стационарным 
относительно времени. Необходимо также указать отсутствие универсальной и удовлетворитель-
ной теории тонких слоистых оболочек, пластин и балок, собранных на основе МРЭ.  

Комплексный модуль сдвига для МРЭ определяется экспериментально на различных уров-
нях индуцированного магнитного поля. Для упрощения основных уравнений приведенный ком-
плексный модуль Юнга и модуль сдвига вводятся для целого сэндвича. Принцип затухания коле-
баний обсуждается в статье на примере трехслойной балки с адаптивным магнитореологическим 
материалом. Свободные и вынужденные колебания балки изучаются при стационарном магнит-
ном поле. 

Целью данной работы является исследование возможности эффективного воздействия по-
стоянного магнитного поля на формы свободных и вынужденных колебаний трехслойной балки, 
содержащей магнитореологический эластомер. 
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Рассмотрим трехслойную балку, у которой внешние слои не восприимчивы к магнитному 
полю, а внутренний слой представляет собой МРЭ (см. рис. 1). Здесь w* – нормальный прогиб 
балки, x – координата на срединной линии балки, L – длина балки, b – ширина балки, h1, h3 - тол-
щины несущих слоев, h2 – толщина МРЭ. Направления координатных осей указаны на рисунке 1 

 

 
Рисунок 1. — Трехслойная балка, содержащая магнитореологический эластомер. 

Для исследования движения балки используем уравнения, которые как частный случай, по-
лучаются из уравнений движения многослойной цилиндрической оболочки приведенных в работе 
[13], с граничными условиями:  















































































 2

22

2

22

2

2

2

2

2

2

2

22

111
x

hw,f
x

h
t

h
x

D
xx

h . (1) 

Здесь D – приведенная цилиндрическая жесткость всего пакета, 321 hhhh   – суммарная 

толщина балки, 31,hh  – толщины несущих упругих слоев, 2h  – толщина внутреннего вязкоупру-
гого слоя, изготовленного и МРЭ, ρ – приведенная плотность «сэндвича»,   – функция переме-
щений, w – нормальный прогиб балки, x – продольная координата, t – время,  ,  – параметры, 
зависящие от индукции магнитного поля и характеризующие приведенную жесткость балки (в 
частности параметр β характеризует жесткость балки на поперечные сдвиги),  f – интенсивность 
внешней нагрузки (в общем случае  зависящей от координаты x и времени t).  В нашем случае 

 ,,D  – комплекснозначные параметры, зависящие от индукции B внешнего магнитного поля 
[14]. Если магнитное поле является нестационарным и неоднородным, то данные  параметры – 
функции времени t  и координаты x. В качестве граничных условий рассмотрим условия шарнир-
ного опирания, которые в терминах функции перемещений имеют вид:  
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Рассмотрим свободные колебания, для которых в (1) положим f =0. С учетом граничных 
условий (2)  собственные формы колебаний задаются функцией: 
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где n  искомая комплексная частота колебаний, а Lnn   .  Подстановка (3) в уравнения (1) 

приводит к простому соотношению для комплексной частоты колебаний: 
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Пусть теперь на балку действует внешняя нагрузка интенсивности 
*

e)(0
tixFf   ,      (5) 

где   - частота вынужденных колебаний. 
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Здусь решение уравнения (1) с граничными условиями (2) находятся в виде: 
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где )(tnq  так называемые обобщенные координаты системы.  

Подстановка (6) в уравнение (1) с последующим разложением функции (5) в ряд Фурье 
приводит к уравнению: 
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Частное решение уравнения (7) имеет вид: 
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   - обобщенная сила, соответствующая обобщенной коорди-

нате )(tnq . 

Общее решение уравнений (1), соответствующее вынужденным изгибным колебаниям при 
силовом воздействии (5), имеет вид: 
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Здесь An – произвольные комплексные числа, которые находятся из начальных условий. 
Показателем эффективности гашения вынужденных колебаний любой механической систе-

мы, подвергаемой действию внешней периодической силы, является амплитудно-частотная харак-
теристика. Изучим зависимость максимальной амплитуды вынужденных колебаний балки  

22
swcwА         (10) 

от частоты Ω внешней периодической силы при различной интенсивности магнитного поля. В (10) 
приняты следующие обозначения: 
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где nnnn  Im,Re 
 . 

Пример. В качестве примера рассмотрим трехслойную балку с параметрами  31 hh 0, 

0005 м; 2h 0,01 м; L = 1 м; 4,031  ; 42,02  ; E1=E3=1,5*109 Па; 3
31 104,1   кг/м3 в 

случае, когда внутренний слой изготовлен из МРЭ плотностью 3
2 10650,2   кг/м3. Для опре-

деления E2 и G2 были использованы результаты экспериментально установленных зависимостей 
этих параметров от индукции магнитного поля [15]. 

На рис. 2 и 3 показаны зависимости собственной частоты и декремента колебаний, соответ-
ствующие различным модам,  от интенсивности магнитного поля. 



 26 

 
Рисунок 2. — Собственные частоты nщRe  для мод с 1, 4, 7 и 10 числом волн в балке 

 
Рисунок 3. — Декремент nщIm  для мод с 1, 4, 7 и 10 числом волн в балке 

 
Из рис. 2 видно, что увеличение индукции магнитного поля приводит к едва заметному ро-

сту собственных частот колебаний, что объясняется слабой зависимостью действительной части 
приведенного модуля упругости «сэндвича» от магнитного поля. Как показано в работе [14], вли-
яние магнитного поля становится заметным на высших модах, для которых возрастает вклад сла-
гаемых в уравнении (1), учитывающих поперечные сдвиги, в общее решение (9). Анализ рис. 2 
показывает, что для всех рассмотренных мод соответствующий декремент колебаний nщIm  воз-
растает с увеличение индукции до B = 350 мТл, дальнейшее увеличение интенсивности магнитно-
го поля приводит к некоторому уменьшению параметра nщIm , что объясняется «насыщением» 
МРЭ [15]. 
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Рисунок 4. — Амплитудно-частотная характеристика при уровне магнитного поля                         
B = 0 мТл и B = 300 мТл 

 
На рис. 4 представлена амплитудно-частотная характеристика при нулевом уровне  магнит-

ного поля, а также при B = 300 мТл  в случае, когда амплитуда внешней периодической силы  (5)  

задается соотношением )1(
4

)(
L
x

L
x

xF  . Как видно ненулевой сигнал магнитного поля  приво-

дит к снижению амплитуд, соответствующих режиму резонансных колебаний балки. 
 

 

РЕЗЮМЕ 

Рассматриваются свободные и вынужденные колебания трехслойной балки, содержащей 
магнитореологический эластомер. Анализируется влияние внешнего стационарного магнитного 
поля  на собственные частоты и декремент колебаний, соответствующие различным модам балки. 
Исследуется амплитудно-частотная характеристика вынужденных колебаний при различных 
уровнях приложенного магнитного поля.  
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SUMMARY 
Free and forced vibrations of a three-layered beam containing magnetorheological elastomer are 
considered. Influence of the external stationary magnetic field on natural frequencies and damping 
ratios corresponding to the different modes of the beam is analyzed. The amplitude - frequency char-
acteristic of forced vibrations at different levels of applied magnetic field is also studied.  
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