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Реферат. В статье рассматривается смешанная задача для хорошо известного в электротех-
нике и электронике телеграфного уравнения при условии, что линия свободна от искаже-
ний. Эта задача сводится к аналогичной для одномерного неоднородного волнового урав-
нения. Ее решение можно найти как сумму решения смешанной задачи с однородными  
краевыми условиями для соответствующего однородного волнового уравнения и решения 
неоднородного волнового уравнения с однородными краевыми и нулевыми начальными 
условиями. Решения обеих задач можно отыскать методом разделения переменных в виде 
ряда по тригонометрическим функциям точки линии с коэффициентами, зависящими от 
времени. Такие решения неудобны для реального применения, поскольку требуют вычис-
ления большого числа интегралов и трудно оценить погрешность их вычислений. Предлага-
ется альтернативный способ решения этой задачи, основанный на использовании специаль-
ных функций – полилогарифмов, которые представляют собой комплексные степенные 
ряды со степенными же коэффициентами, сходящиеся в единичном круге. Точное реше- 
ние задачи выражается в интегральной форме через мнимую часть полилогарифма первого 
порядка на единичной окружности, а приближенное – в виде конечной суммы через дейст- 
вительную часть дилогарифма и мнимую часть полилогарифма третьего порядка. Все ука-
занные части полилогарифмов являются периодическими функциями, имеющими полино-
миальные выражения соответствующих степеней на отрезке длиной в период. Это позволя-
ет эффективно находить приближенное решение задачи. Также найдена простая и удобная 
оценка погрешности приближенного решения задачи. Она линейна относительно шага раз-
биения линии и шага разбиения временно́го диапазона, на котором рассматривается задача. 
Оценка является равномерной по длине линии в каждый фиксированный момент времени. 
Приведен конкретный пример решения задачи разработанным способом, построены графи-
ки точного и приближенного решений. 
 

Ключевые слова: телеграфное уравнение, волновое уравнение, смешанная задача, при-
ближенное решение, оценка погрешности, полилогарифм 
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Application of Polylogarithms to the Approximate Solution  
of the Inhomogeneous Telegraph Equation  
for the Distortionless Line  
 
P. G. Lasy1), I. N. Meleshko1) 

 
1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus) 
 
Abstract. The paper deals with a mixed problem for the telegraph equation well-known in electri-
cal engineering and electronics, provided that the line is free from distortion. This problem is re-
duced to the analogous one for the one-dimensional inhomogeneous wave equation. Its solution 
can be found as the sum of the solution for a mixed homogeneous boundary value problem for the 
corresponding homogeneous wave equation and for the solution of a non-homogeneous wave 
equation with homogeneous boundary data and zero initial conditions. Solutions to both problems 
can be found by separating the variables in the form of a series of trigonometric functions of the 
line point with time-dependent coefficients. Such solutions are inconvenient for real application 
because they require calculation of a large number of integrals, and it is difficult to estimate the 
miscalculation. An alternative method for solving this problem is proposed, based on the use of 
special functions, viz. polylogarithms, which are complex power-series with power coefficients 
converging in a unit circle. The exact solution of the problem is expressed in the integral form via 
the imaginary part of the first-order polylogarithm on the unit circle, and the approximate one  
is expressed in the form of a finite sum via the real part of the dilogarithm and the imaginary part 
of the third-order polylogarithm. All these parts of the polylogarithms are periodic functions that 
have polynomial expressions of the corresponding powers on the segment of the length equal to 
the period. This makes it possible to effectively find an approximate solution to the problem. Also, 
a simple and convenient error estimate of the approximate solution of the problem is found. It is 
linear with respect to the step of splitting the line and the step of splitting the time range in which 
the problem is considered. The score is uniform along the length of the line at each fixed point  
of time. A concrete example of solving the problem according to the proposed mode is presented; 
graphs of exact and approximate solutions are constructed. 
 

Keywords: telegraph equation, wave equation, mixed problem, approximate solution, error esti-
mation, polylogarithm 
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Введение 
 
Электромагнитное поле, возникающее вокруг проводника при прохож-

дении по нему электрического тока, вызывает колебания напряжения и си-
лы тока. 

Пусть ось Ox совпадает с осью прямолинейного проводника длиной l,  
а один из его концов примем за начало отсчета. Известно [1–6], что величины 
разности потенциалов и силы тока в любой точке х ∈ [0, l] проводника в лю-
бой момент времени t ≥ 0 являются решениями телеграфного уравнения 

 

( ) ,xx tt tw LC w RC GL w GR w∂ = ∂ + + ∂ +                            (1) 
 

где w = w(x, t) – неизвестная функция (сила тока или разность потен- 
циалов); L, C, R, G – величина самоиндукции, емкости, сопротивления  
и проводимости изоляции соответственно, рассчитанные на единицу дли-
ны линии. 

https://doi.org/10
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Уравнение (1) имеет многочисленные приложения в электротехнике  
и электронике, с которыми можно ознакомиться, например, в [1, 7–9].  
Для того чтобы решение (1) существовало и было единственным, должны 
быть заданы начальные и краевые условия. Такая задача называется сме-
шанной. 

Если рассматриваемая линия не имеет искажений, т. е. 
 

,R G
L C
= = σ  

 

то телеграфное уравнение заменой искомой функции exp( )w t u= −σ  при-
водится к одномерному однородному волновому уравнению 

 
2 ,tt xxu a u∂ = ∂                                                 (2) 

 

где 
LC

a 1
=  – скорость распространения волн напряжения и силы тока, 

возникающих в линии. 
 
Основная часть 
 

Решение смешанной задачи с неоднородными, т. е. ненулевыми, крае-
выми условиями для (2) сводится к аналогичной задаче с однородны- 
ми краевыми условиями для неоднородного волнового уравнения. Эту по-
следнюю задачу мы и рассмотрим. 

Требуется найти решение уравнения 
 

),(2 txquau xxtt +∂=∂                                           (3) 
 

в прямоугольнике 0},],0[],,0[|),{( ≥∈∈=Π TTtlxtx  при заданных на- 
чальных 

 

],0[),()0,(),()0,( lxxFxuxfxu t ∈=∂=                            (4) 
 

и краевых условиях первого рода 
 

0(0, ) ( ), ( , ) ( ), [0, ].lu t t u l t t t T= ϕ = ϕ ∈                            (5) 
 

Наложим ограничения на известные функции q(x, t), f(x), F(x), ϕ0(t), ϕl(t). 
Функцию ),( txq  будем считать удовлетворяющей условию Липшица в пря-
моугольнике ,Π  т. е. существует положительная постоянная L > 0 такая, 
что для любых двух точек данного прямоугольника выполняется нера- 
венство 

 

|).||(||),(),(| 21212211 ttxxLtxqtxq −+−≤−  
 

Коротко этот факт будем записывать следующим образом:  
 

).,Lip(),( Π∈ Ltxq  
 

Далее функция f(x) дифференцируема на отрезке [0, l] 
 

1 2( ) Lip( ,[0, ]); ( ) Lip( ,[0, ]).f x L l F x L l′ ∈ ∈  
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Функции 0 ( )tϕ  и ( )l tϕ дважды дифференцируемы на отрезке [0, T] 
 

0 0( ) Lip( ,[0, ]); ( ) Lip( ,[0, ]).l lt L T t L T′′ ′′ϕ ∈ ϕ ∈  
 

Проведем в уравнении (3) подстановку 
 

( , )u v x t= + ϕ                                                 (6) 
 

с функцией 1
0 0( , ) ( ) ( ( ) ( )).lx t t l x t t−ϕ = ϕ + ϕ −ϕ  

В результате получим также неоднородное волновое уравнение 
 

),,(1
2 txqvav xxtt +∂=∂                                          (7) 

 

где 1( , ) ( , ) ( , ).ttq x t q x t x t= − ∂ ϕ   
Несложно проверить, что 1 3( , ) Lip( , ),q x t L∈ Π  причем L3 = L + 2L0 + Ll + 
1

0[0, ]
, max | ( ) ( ) | .lt T

l M M t t−

∈
′′ ′′+ = ϕ − ϕ  

Начальные условия принимают вид: 
 

1 1( ,0) ( ); ( ,0) ( )tv x f x x F x= ∂ =                                    (8) 
 

с функциями 1 1 1 1( ) ( ) ( ,0), ( ) Lip( ,[0, ]), ( ) ( )f x f x x f x L l F x F x′= − ϕ ∈ = − 

2( ,0) Lip( ,[0, ]),t x L l− ∂ ϕ ∈  где 1
2 2 0| (0) (0) | .lL L l− ′ ′= + ϕ − ϕ  

Краевые условия, ввиду подстановки (6), становятся однородными: 
 

(0, ) 0; ( , ) 0; [0, ].v t v l t t T= = ∈                                    (9) 
 

Решение смешанной задачи (7)–(9) можно найти, следуя [2]: 
 

),,(),(),( * txvtxvtxv +=                                       (10) 
 

где ),( txv  – решение смешанных задач (8), (9) для однородного волнового 
уравнения 

2 ;tt xxv a v∂ = ∂                                                (11) 
 

),(* txv  – решение неоднородного уравнения (7) при нулевых начальных и 
краевых условиях. 

В [10], используя полилогарифмы [11, 12], точное решение задач (8), (9) 
для уравнения (11) представлено в виде 

 

2
1 1

1 1
10

1( , ) ( ( ) ( 1) ( )) ( , , ) ,
2

l
k

k
k

v x t f y a F y P x t y dy+ −

=

′= + −
π ∑∫               (12) 

 

где при k = 1 или k = 2 1 1 1( , , ) ( 1) ( ( ( ( 1) ( 1) ))k k k
kP x t y N at x y+ += − ω + − + − −   

1( ( ( 1) ( 1) )));k kN at x y− ω + − + −  ;
l
π

ω =  1( )N x  – мнимая часть полилогариф-

ма первого порядка на единичной окружности 
 

1 1

1

sin( ) Im (exp( )) ,
k

kxN x L ix x R.
k

∞

=

= = ∈∑                         (13) 
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Там же найдено и удобное для вычислений приближенное решение 
 

( ) ( )( )
1

2
1 1

1 0,5 1 0,52
1 1

( , ) ( 1) ( , , ) ,
2

k

k

n xs
n k k s xk s

lv x t f x a F x Q x t y
−

+ −
− −

= =

′= + −
π ∑∑      (14) 

 

где при фиксированном натуральном n и s = 1 или s = 2 x0 = 0; ;kx kh=  

0,5 1/ ; 0,5 ; 1, ;k kh l n x x h k n− −= = + =  2 1( , , ) ( ( ( 1) ( 1) ))s s
sQ x t y M at x y+= ω + − + − −  

2 ( ( ( 1) ( 1) ));s sM at x y− ω + − + − 2 ( )M x  – действительная часть дилогарифма 
на единичной окружности 

 

2 2
2

1

cos( ) Re (exp( )) ,
k

kxM x L ix x R.
k

∞

=

= = ∈∑  
 

Абсолютная величина погрешности вычисления решения (12) по фор-
муле (14) оценивается величиной 

 

( )1 2 .
2

l aL L
h

a
+ 

                                              (15) 
 

То есть погрешность равномерна по [0, ], 0x l t∈ ≥  и имеет первый по-
рядок малости относительно шага h  разбиения отрезка [0, l]. 

Выразим теперь решение *( , )v x t  уравнения (7) через полилогарифмы. 
В [2] оно записано в виде 

 

*

1
( , ) ( )sin ,k

k
v x t T t k x

∞

=

= ω∑                                      (16) 
 

где при любом натуральном k 
 

1
2( ) ( , )sin ( ) sin

lt

kT t q y s k a t s k ydyds
k a Π

= ω − ⋅ ω
π ∫∫                    (17) 

и интегрирование ведется по прямоугольнику ] ,,0[|),{ ( lysyl t ∈=Π  
}],0[, ts∈  

Подставив выражение (17) в (16), выполнив несложные преобразования 
и учитывая (13), получим: 

 

*
1

1( , ) ( , ) ( , , , ) ,
2

lt

v x t q y s P x t y s dyds
a Π

=
π ∫∫                          (18) 

 

где 
4

1 [( 1) / 2] [ / 2]

1
( , , , ) ( 1) ( ( ( ) ( 1) ( 1) ))k k k

k
P x t y s N a t s x y−

=

= − ω − + − + −∑ ; через ][⋅  

обозначена целая часть действительного числа. 
Отыщем приближенное выражение для решения ).,(* txv  Набросим на 

прямоугольник ltΠ сетку с узлами в точках ),,(
21 kk tx  где 

1

*
1 ,kx k h=  

2

*
1 2 20, , , 0, ;l k tk n t k k n= = τ =  tl ntnlh /,/ ** =τ=  – шаги сетки по перемен-

ным x и t соответственно. Далее заменим в (18) под знаком интеграла  
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в каждом из tlnn прямоугольников { }1 2 1 1 2 21 1( , ) | ,k k k k k ky s x y x t s x− −Π = ≤ ≤ ≤ ≤  

функцию ),(1 txq  ее значением в средней точке ( )1 20,5 0,5, ,k kx t− −  где 

1 1 2 2

* *
0,5 1 1 0,5 1 20,5 , 1, , 0,5 , 1, .k k l k k tx x h k n t t k n− − − −= + = = + τ =  

 

В результате получим 
 

( )1 2

1 2 1 2

* *
1 0,5 0,5

1 1

1( , ) ( , ) , ( , , , ) .
2

l t

l t

k k

n n

n n k k
k k

v x t v x t q x t P x t y s dyds
a − −

= = Π

≈ =
π ∑∑ ∫∫     (19) 

 

Поскольку первообразными для функций )(1 xN  и )(2 xM  являются со-
ответственно функции 2 ( )M x−  и ),(3 xN  причем N3(x) = ImL3(exp(ix) = 

3
1

sin ,
k

kx x R
k

∞

=

= ∈∑  – мнимая часть полилогарифма третьего порядка на еди-

ничной окружности, то 
 

1 2

1 2

2
1( , , , ) ( , ),

k k

k kP x t y s dyds Q x t
aΠ

=
ω∫∫  

 

где 
2

1

1 2
11

12

4
[ / 2] 3 [( 1) / 2] [ / 2]

1
( , ) ( 1) ( ( ( ) ( 1) ( 1) )) .

k
k

k
k

t
xk k k k

k k x
tk

Q x t N a t s x y
−

−

+ −

=

= − ω − + − + −∑  

Следовательно, приближенным значением для функции ),(* txv  служит 
выражение ),,(* txv

tlnn  вычисляемое по формуле 
 

.),(),(
2

1),(
1 1

5,05,0122
*

1 2

2121∑∑
= =

−−ωπ
=

l t

tl

n

k

n

k
kkkknn txQtxq

a
txv                (20) 

 

Найдем оценку абсолютной погрешности вычисления решения (18) по 
формуле (20). Из (18) и (19) следует, что 

 

1 2

1 2 1 2

* *
1 1 0,5 0,5

1 1

1( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )) ( , , , ) .
2

l t

l t

k k

n n

n n k k
k k

v x t v x t q y s q x t P x t y s dyds
a − −

= = Π

− = −
π ∑∑ ∫∫  

 

Нечетная периодическая функция )(1 xN  на промежутке (0, ]π  имеет 
выражение 1( ) 0,5( )N x x= π−  и, значит, 1| ( ) | 0,5N x < π для всех .x R∈  Сле-
довательно, при всех sytx ,,,  

 

| ( , , , ) | 2 .P x t y s < π  
 

Учитывая это неравенство и тот факт, что ),Lip(),( 31 Π∈ Ltxq , по- 
лучаем: 

 

1 2 1 2

* *
1

1 1

1| ( , ) ( , ) | | ( , )
2

l t

l t

k k

n n

n n
k k

v x t v x t q y s
a = = Π

− ≤ −
π ∑∑ ∫∫  
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1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 0,5 0,5

3 0,5 0,5
1 1

* * * *3 3

1 1

( , ) || ( , , , ) |

1 (| | | |) | 2
2

(0,5 0,5 ) ( ).
2

l t

k k

l t

k k

k k

n n

k k
k k

n n

k k

q x t P x t y s dyds

L y x s t dyds
a

L L lth dyds h
a a

− −

− −
= = Π

= = Π

− ≤

≤ − + − π ≤
π

≤ + τ = + τ

∑∑ ∫∫

∑∑ ∫∫

 

 

Таким образом, в прямоугольнике Π  имеет место следующая оценка 
погрешности вычисления решения ),(* txv  уравнения (7): 

 

* * * *3| ( , ) ( , ) | ( ).
2l tn n
L ltv x t v x t h

a
− ≤ + τ                               (21) 

 

Проведем теперь сборку решения поставленной задачи (3)–(5). Прини-
мая во внимание (6) и (10), точное решение находится по формуле 

 

*( , ) ( , ) ( , ) ( , ),u x t v x t v x t x t= + + ϕ                                (22) 
 

где ),( txv , ),(* txv  – находятся по (12) и (18), а приближенное – по фор- 
муле 

*( , ) ( , ) ( , ) ( , ),
l t l tnn n n n nu x t v x t v x t x t= + + ϕ                           (23) 

 

в которой функции ),( txvn  и ),(* txv
tlnn имеют, соответственно, выражения 

(14) и (20).  
Из (15) и (21) следует общая оценка погрешности решения задачи 

 

( )* *
1 2 3| ( , ) ( , ) | ( ) ( ) .

2l tnn n
lu x t u x t aL L h L t h
a

− ≤ + + + τ  
 

Проведенные исследования позволяют сформулировать следующее 
утверждение. 

Теорема. При указанных выше предположениях относительно функций 
),(),(),,( xFxftxq  0 ( ), ( )lt tϕ ϕ  точное решение смешанной краевой зада- 

чи (4), (5) для неоднородного волнового уравнения (3) находится с помо-
щью полилогарифма первого порядка по формуле (22), а приближенное –  
с помощью дилогарифма и полилогарифма третьего порядка по (23).  
Абсолютная погрешность вычисления оценивается величиной 

 

( )* *
1 2 3( ) ( ) .

2
l aL L h L t h
a

+ + + τ  
 

То есть она линейна по шагам h  и *h  разбиения отрезка ],0[ l  и ша- 
гу *τ  разбиения отрезка ].,0[ t  Кроме того, эта оценка является равно-
мерной по ],0[ lx∈  при каждом фиксированном ].,0[ Tt∈  

Следует заметить, что, несмотря на кажущуюся громоздкость фор- 
мул (14), (20), (23), они достаточно эффективны, так как использующиеся  
в вычислениях функции )(2 xM и )(3 xN  являются элементарными, а именно: 

 

2 2
2 3( | |) 1( ) ; ( ) ( | |)(2 | |), [ , ].

4 12 12
xM x N x x x x xπ− π

= − = π− π− ∈ −π π     (24) 
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Для вычисления значений этих функций в произвольной точке x ∈ R 
следует, учитывая их периодичность с периодом 2π, заменить в форму- 
лах (24) х на α(х), где 

1 | |, 0,( ) sign( ) | | 2 , sign( )
2 0, 0.

x x xxx x x x
x

− ≠   α = − π =   π =    
 

 

Пример. Найти решение неоднородного волнового уравнения 
 

2 2 29 40 ( (36 1)sin 2 ( ) 9cos 2 ( ))tt xxu u x x t x t∂ = ∂ + π π − π + − π +  
 

при начальных 2 2 21 1( ,0) 10sin 2 , ( ,0) 2 1 20 cos 2 ,
2 16 tu x x x x u x x x= − + + π ∂ = − + π π  

x ∈ [0, 1] и краевых 2 21 9(0, ) 9 10sin 2 , (1, ) 9
16 16

u t t t t u t t t= − + + π = + + + 

+ 10sin2π(t + 1), t ≥ 0 условиях. 
Точным решением этой задачи является функция 

 

2 2 21 1( , ) 9 2 10sin 2 ( ).
2 16

u x t x t xt x t x t= + + − − + + π +  
 

Вычисление приближенного решения задачи по формуле (23) в квадра-
те }]1,0[],1,0[|),{( ∈∈ txtx  при 100=== tl nnn  дает максимальную по-
грешность, не превышающую 0,026, что является вполне приемлемым для 
данной сетки с суммой шагов * * 0,03.h h+ + τ =  Графики точного ),( txu   
и приближенного ),(),(~

100,100,100 txutxu =  решений данной задачи представ-
лены на рис. 1. 

                              а                                                                             b 

 
 

Рис. 1. Графики решений:  
a – точного u(x, t); b – приближенного 100,100,100( , ) ( , )u x t u x t=  

 

Fig. 1. The graphics of the solutions:  
a – of exact one u(x, t); b – of approximate one 100.100.100( , ) ( , )u x t u x t=  

 
ВЫВОД 

 
С использованием полилогарифмов первого–третьего порядков найде-

ны точное и приближенное решения телеграфного уравнения для линии 
без искажений при произвольных начальных и граничных условиях. Полу-
чена равномерная по длине линии оценка погрешности приближенного 
решения. 
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