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Одним из перспективных направлений раз-

вития ультразвуковой техники является ис-

пользование упругих элементов в акустических 

технологических системах, которые могут вы-

полнять функции накопителей энергии, кон-

центраторов и модуляторов колебаний. В каче-

стве упругих элементов для этой цели могут 

быть использованы винтовые пружины, круг-

лые и эллиптические кольца, овальные кольца с 

плоскопараллельными сторонами и т. д. Одна-

ко, как показал обзор [1–3], вопросу использо-

вания упругих тел в ультразвуковых системах и 

их влиянию на показатели технологических 

процессов было уделено недостаточное вни- 

мание. В связи с этим задачей исследований 

авторов являются теоретическое обоснование 

применения упругих тел и выбор наиболее  

рациональных конструкций акустических тех-

нологических систем, в которых упругие эле-

менты могут быть использованы в качестве 

промежуточных волноводов-концентраторов [4].  

При этом объектом исследования приняли 

упругое эллиптическое кольцо, в наибольшей 

мере соответствующее условиям его примене-

ния и возможности согласования в ультразву-

ковой технологической системе. 

Рассмотрим эллиптическое кольцо с полу-

осями a и b (рис. 1а). Решение задачи будет за-

ключаться в определении взаимного перемеще-

ния стержня постоянной изгибной жесткости ЕI 

под действием двух сил Р вдоль оси Y (рис. 1б).  

Разрежем кольцо при (x ± a), рассмотрим 

верхнюю часть как свободное тело. Из условий 

равновесия и симметрии при у = 0 продольная 

сила в сечении ,
2

P
N  а поперечная сила 

равна нулю. Обозначим неизвестный момент  

в этом сечении m. Тогда в произвольном сече-

нии кольца при  (рис. 1б) изгибающий 

момент будет равен 
 

( ) ( cos ) .
2

P
M a r m               (1) 

 

При этом любую произвольную точку коль-

ца, заданную в координатах cos ,x a  

sin ,y b  можно представить в полярной си-

стеме координат. Функционал Костильяно [5] 

для определения дополнительной энергии из-

гиба эллиптического кольца будет равен 
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Рис. 1. Расчетная схема эллиптического кольца 
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В состоянии статического равновесия энер-

гия изгиба кольца должна принимать мини-

мальное значение, т. е. 
Э

0.
d

dm
 Из этого усло-

вия находим величину неизвестного изгибаю-

щего момента m 

 
2

2 2

2 2

,
2
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bE E
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      (3) 

 

где Е(z) – полный эллиптический интеграл [6]. 

Величину изгибающего момента в эллипти-

ческом кольце на интервале  0,  
2

 можно 

определить, подставив выражение (3) в (1): 

 

( ) ( cos )
2 2
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M a r  

 

2
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            (4) 

 

где r – радиальная координата кольца в произ-

вольной точке кольца. 

Эпюра изгибающих моментов, рассчитанная 

по уравнению (4), имеет вид, представленный 

на рис. 2 при а = 1,0; b = 0,5. 
 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 2. Эпюра моментов и сил 

 

Наибольший интерес для рассматриваемой 

задачи будет представлять взаимное перемеще-

ние точек приложения сосредоточенных сил 

вдоль вертикальной оси. Для вычисления его 

необходимо найти интеграл Мора [5] 
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где 1( )M  – уравнение изгибающих момен- 

тов в эллиптическом кольце от единичной силы 

Р = 1. 

В результате преобразований (5) получаем 

уравнение для расчета искомых перемещений  

в эллиптическом кольце 
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Если приравнять между собой величины полуосей a = b в (4) и (6), то можно получить также из-

вестные решения для уравнения моментов и перемещений в круглом кольце [1, 5]: 
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При определении перемещения 1P  приме-

няли теорему о пределах. 
Практический интерес представляет другая 

задача определения взаимного перемещения 
эллиптического кольца, которое имеет пере-
менные сечения. В дальнейшем будем считать, 
что эллиптическое кольцо является криво- 
линейной стержневой системой переменного 
сечения, образованной двумя несоосными ок- 
ружностями (рис. 3). Геометрически такой  
эллипс образуется из двух эллипсов с полуося-
ми а1 и а2, а также b1 и b2, которые смещены 
друг относительно друга на величину t (рис. 3). 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 3. Эллиптическое кольцо с переменным сечением 
 

Согласно рис. 3 
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В плоской системе координат ордината эл-
липса у равна 

 

2
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                (8) 

 

а переменную толщину эллипса обозначим как 
h(x). Она будет равна 

1 2 1 2
2 2

( ) cos .
x

h x R R t R R t
x y

  (9) 

 

Изгибающий момент в сечении кольца с 
размерами В и H (рис. 3) равен 
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Согласно принципу Кастельяно [5], допол-
нительная энергия стремится к минимальному 
значению, т. е. 
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Подставив выражение (9) в (10), получим 
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Ввиду гладкости подынтегральной функции 
при условии минимума дополнительной энер-

гии, т. е. 
(Ý)

0,
d

dm
 меняем очередности интег- 

рирования и дифференцирования. Получаем: 
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откуда можно получить выражение для момента 
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Для удобства дальнейших расчетов интег- 
рал (12) можно вычислить, перейдя к полярным 
координатам cos ;x b  sin .y a  Тогда мо-

мент в произвольном сечении ( )M  в поляр-

ных координатах можно записать 
 

( ) ( sin ) .
2

P
M a a m             (13) 

 

И соответственно условие (10) будет иметь 
вид 
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где ( ) cos ,H c t  а 1 2.c R R  

В этом случае энергия будет равна 
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Меняя очередность интегрирования и диф-
ференцирования, получаем 
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откуда можно вывести выражение для изгиба-
ющего момента в сечении, проходящем по вер-
тикальной оси (рис. 4) 
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Рис. 4. Расчетная схема кольца в полярных координатах 
 

Подставив (14) в (13), получим вычисле- 
ние для величины изгибающего момента в по-
лярных координатах в произвольном сечении 
кольца 
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Можно заметить, что в случае рассмотрения 
круглого кольца (t = 0): 
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Окончательно определяем взаимное пере-
мещение точек приложения сил кольца с пере-
менным сечением 
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Интеграл (16) имеет слишком громоздкий 
вид, поэтому ограничимся его значением при 

0,5;t  R1 = 5; R2 = 4. При этом получаем 
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В Ы В О Д Ы 
 

1. Приведены математические зависимости, 
позволяющие рассчитать статическое переме-
щение эллиптического кольца при действии 
уравновешенных внешних сил. 

2. Дано решение для перемещений эллипти-
ческого кольца переменного сечения. 

3. Перемещения упругого кольца зависят от 
геометрических размеров и изгибной жесткости 
поперечного сечения. 
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