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Предложены способы редуцирования моделей объектов управления, содержащих колебательные и форси-
рующие звенья, основанные на использовании модуля квадратного уравнения и коэффициента разложения, де-
лающих их дискриминант равным или больше нуля. Способы позволяют учитывать изменения коэффициентов 
передачи в процессе редуцирования моделей объектов и провести предельное упрощение квадратных уравне-
ний колебательных и форсирующих звеньев. Порядок редуцированных моделей объектов уменьшается, а их 
работа близко совпадает с исходной моделью. При этом значительно упрощается синтез корректирующих 
устройств, работа которых в составе систем управления осуществляется с перерегулированием (не превы-
шающим 10–17%), которое может быть уменьшено выбором общего коэффициента усиления системы. При-
ведены примеры редуцирования реальных моделей объектов управления, синтеза цифровых корректирующих 
устройств и проверки их работы путем моделирования.
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Введение

При проектировании систем автоматиче-
ского управления (САУ), содержащих непре-
рывные объекты управления (ОУ), обычно 
стремятся максимально упростить (редуциро-
вать) их модели, сохранив при этом их основ-
ные динамические свойства. Такая процедура 
позволяет получить дифференциальное урав-
нение, описывающее реальный объект, как 
правило, второго порядка [1, 2] и тем самым 
облегчить расчет цифровых корректирующих 
устройств (ЦКУ). Существуют различные спо-
собы редуцирования моделей ОУ, однако на 
практике находят применения те из них, кото-
рые не требуют сложных аналитических рас-
четов. Наиболее просто это можно осуще-
ствить путем отбрасывания тех сомножителей 
модели ОУ, которые содержат наименьшие по-
стоянные времени [1]. Другой путь заключает-
ся в замене постоянных времени одним сум-
марным запаздыванием и сокращении близких 
друг к другу нулей и полюсов передаточной 
функции объекта [1]. Такие подходы обеспечи-
вают низкую точность редуцирования и не 
предусматривают изменение коэффициента 

передачи модели ОУ. Редуцировать модель ОУ 
можно и путем сохранения присущего реаль-
ной модели значения частоты среза и фазоча-
стотной характеристики на этой частоте [2]. 
В этом случае расчет получается сложным, ре-
зультаты неточными, а редуцированная модель 
не отражает свойства полной модели. Суще-
ствующие современные методы редуцирова-
ния объектов и систем [3] из-за сложности рас-
четов на практике находят ограниченное при-
менение. Рассмотренные подходы имеет право 
на существование и не отрицают другие спо-
собы редуцирования моделей ОУ, которые раз-
работаны и в дальнейшем будут рассмотрены.

Способы редуцирования моделей  
объектов управления

Многие модели объектов управления со-
держат колебательные звенья вида:

 
1 2 2 2( )

2 1
kG s

T s Ts s bs a
a

= =
+ ξ + + +

, (1)

где k – коэффициент усиления в установив-
шемся состоянии; T – постоянная времени; ξ – 
коэффициент относительного демпфирования; 
a=k/T2; a= 1/T2; b= 2ξ/T – коэффициенты.
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Когда 0 < ξ < 1 и выполняется условие 
042 <− ab , разложить колебательное звено (1) 

на два апериодических звена нельзя. Вместе 
с тем для многих практических применений 
требуется, пусть даже приближенно, редуци-
ровать модель объекта, содержащего колеба-
тельное звено.

Наиболее просто это можно сделать путем 
определения комплексно сопряженных корней 

( ) abibx −±−= 222  квадратного уравне-
ния (1) и нахождения их модуля без учета знаков.

В результате выражение (1) преобразуется 
к виду:

 

1
2 2( )

( )
G s

s m
a

=
+

, (2)

где 2 2( / 2) ( / 2)m b b a a= + − =  – модуль 

квадратного уравнения (1), 2
1 m aa = a  – ко-

эффициент передачи.
Редуцировать колебательное звено можно 

и путем увеличения коэффициента b и умень-
шения коэффициента a так, чтобы дискри-
минант квадратного уравнения (1) стал D = 
(λb/2)2 – (a/λ) ≥ 0, где λ – коэффициент разло-
жения. Откуда получим выражение для опреде-
ления коэффициента разложения 3 24 /a bλ ≥   
и новые коэффициенты модели объекта a1 = a / λ, 
b1 = bλ, 1 1 /a aa = a . Причем, если выполнить 
условие 3 24 /a bλ ≈ , то модель объекта мож-
но представить в виде (2), где 1 / 2m b=   
и 2

1 m aa = a , а если выполнить условие 
3 24 /a bλ >> , то модель объекта можно пред-

ставить двумя апериодическими звеньями.
Проведенные процедуры позволяют в даль-

нейшем провести предельное редуцирование 
без аналитического вывода:

 
2

3( )
2

G s
s m

a
=

+
,  (3)

где 2 2 m aa = a .
Многие модели объектов содержат не толь-

ко колебательное, но и форсирующее звено 
первого порядка в виде:

 
4 2

( )( ) s rG s
s bs a
a +

=
+ +

. (4)

Из-за потери свойств объекта нельзя ис-
ключать форсирующее звено из состава моде-
ли. В данном случае можно редуцировать 

только квадратное уравнение и получить мо-
дель ОУ в виде:
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+

,  (5)

где 2 2 m aa = a .
Некоторые модели объектов содержат ко-

лебательное и форсирующее звено второго по-
рядка:

 

2

6 2
( )( ) s ds cG s
s bs a

a + +
=

+ +
. (6)

Редуцировать модель (6) можно путем 
определения модулей квадратных уравнений 
n c= , m a=  и вычисления 2n, 2m. В резуль-
тате получим модель ОУ в виде:
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s m
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=
+

, (7)

где 3 cm ana = a .
Редуцировать модель (6) можно и иначе. 

Представить числитель и знаменатель в виде 
s2 + ds + c = (s + m) (s + xi) и 2 2( )s bs a s m+ + = + , 
приравнять коэффициенты d = m + xi, ic mx=   
и с учетом выполнения условий 1x d m= − , 

2 /x c m=  выбрать требуемую xi. При этом 
предельно редуцированная модель объекта бу-
дет иметь вид:

 
4

8
( )( ) is xG s
s m

a +
=

+
,  (8)

где 4 icm axa = a .
Редуцировать модель объекта (6) можно 

по-другому. Представить числитель и знамена-
тель в виде s2 + ds + c = (s + n) 2 и s2 + bs + a = 
(s + n) (s + xi), приравнять коэффициенты b = n +  xi, 
a = n xi и с учетом выполнения условий xi = d − m, 

2 /x c m=  выбрать требуемую xi. При этом пре-
дельно редуцированная модель объекта будет 
иметь вид:

 

5
9

( )( )
i

s nG s
s x

a +
=

+
,  (9)

где 5 icx ana = a .
Для проверки предложенных способов осуще-
ствим редуцирование моделей реальных 
объектов управления.

Примеры редуцирования моделей 
реальных объектов управления

Пример 1. Рассмотрим гидравлический при-
вод, передаточная функция которого имеет вид:
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2
( )( )

( )
s rM s

s s bs a
a +

=
+ +

, (10)

где a = 4,0797 с–2, a = 48,2588 c–2, b = 4,5877 с–1, 
r = 1,6289 с–1.

Дискриминант 2( / 2) 42,9971D b a≡ − ≈ −  
квадратного уравнение меньше нуля, и разло-
жить колебательное звено на два апериодиче-
ских звена нельзя.

Определим модуль квадратного уравнения 
(10) 6,9469m a= = , вычислим 2 13,8937m =  
и получим редуцированную модель объекта 
в виде:

 

1
1

( )( )
( 2 )

s rM s
s s m
a +

=
+

, (11)

где 1 2 1,1746m aa = a = .
Для проверки редуцирования были состав-

лены схемы объектов [4–6], и осуществлено 
моделирование их работы. Результаты приве-
дены на рис. 1. Работа объекта (10) и его реду-
цированной модели (11) близко совпадают 
(рис. 1, б).

Пример 2. Рассмотрим гидравлический при-
вод, передаточная функция которого имеет дру-
гой вид:

 

2

2 2
( )( )
( )
s ds cM s

s s bs a
a + +

=
+ +

, (12)

где a = 0,148 с–2, a = 56,25 c–2, b = 6,0 c–1,  
c = 110,2 c–2, d = 3,36 c–1.

Дискриминанты D1 ≡ (d / 2)2 – c = –107,3776, 
2

2 ( / 2) 47,25D b a≡ − = −  меньше нуля, и квад-
ратные уравнения имеют два комплексно со-
пряженных корня.

Определим модули квадратных уравне-
ний 10,4976n c= = , 7,5m a= = , вычислим 

2n = 20,9952, 2m = 15 и получим редуцирован-
ную модель объекта (12) в виде:

 

2
3

( 2 )( )
( 2 )

s nM s
s s m

a +
=

+
, (13)

где 2 0,2072cm ana = a = .
Разложим квадратные уравнения числителя 

и знаменателя (12) на множители s2 + ds + c = 
(s + m) (s + xi) и 2 2( )s bs a s m+ + = + , прирав-
няем коэффициенты id m x= + , ic mx=  и по-
лучим 1 1,5x d m= − = − , 2 / 14,6933x c m= = . 
Определим коэффициенты передачи объекта

 3
1

1,4497cm
ax

a
a = = − , 4

2
0,1480cm

ax
a

a = =  

и с учетом физической реализации получим 
редуцированную модель объекта:

 

4 2
4

( )( )
( )

s xM s
s s m

a +
=

+
. (14)

Разложим квадратные уравнения числителя 
и знаменателя (12) на множители s2 + ds + c = 
(s + n) 2 и 2 ( )( )is bs a s n s x+ + = + + , приравня-
ем коэффициенты 3b n x= + , 4a nx=  и полу-
чим 3 4,4976x b n= − = − , 4 / 5,3584x a n= = . 
Определим коэффициенты передачи объекта

 3
5 0,1242cx

an
a

a = = − , 4
6 0,1480cx

an
a

a = =  

и с учетом физической реализации получим 
редуцированную модель объекта:

 

6
5

4

( )( )
( )

s nM s
s s x
a +

=
+

. (15)

Для проверки редуцирования были состав-
лены схемы объектов [4–6], и осуществлено 
моделирование их работы. Результаты приве-
дены на рис. 2. Работа объекта (12) и его реду-
цированных моделей (13–15) близко совпада-
ют (рис. 2, б).

                                                   а                                                 б
Рис. 1. Работа объектов: а – схема моделирования; б – результаты моделирования: 1 – полная модель; 2 – редуциро-

ванная модель
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Окончательная проверка работы моделей 
может быть проведена в составе САУ при на-
личии соответствующих ЦКУ. С этой целью 
для объектов (10–15) необходимо осуществить 
синтез ЦКУ.

Синтез цифровых корректирующих 
устройств

Для синтеза ЦКУ и обеспечения требуе-
мых динамических свойств САУ можно ис-
пользовать различные типы корректирующих 
устройств (регуляторов) [1, 7–9]: цифровые 
ПИД-регуляторы, оптимальные по быстродей-
ствию цифровые регуляторы, цифровые регу-
ляторы на основе нечеткой логики функциони-
рования, цифровые регуляторы в цепи гибкой 
обратной связи и др. С учетом, что передаточ-
ные функции (10–15) содержат форсирующие 
звенья, которые ограничивают применение мно-
гих известных корректирующих устройств, 
в дальнейшем будет использован метод прида-
ния одноконтурной замкнутой САУ требуемых 
фильтрующих свойств [10]. Суть метода со-
стоит в применении специального ЦКУ, кото-
рый обеспечивает требуемую полосу пропу-
скания и показатели качества работы следящей 
системы. Для определения передаточной функ-
ции КУ в аналоговом виде, нужно использо-
вать выражение:

 

( )( )
( )[1 ( )]

F sW s
D s F s

=
−

, (16)

где ( )W s  – передаточная функция КУ, ( )D s  – 
передаточная функция объекта управления, 

( )F s  – передаточная функция эталонного филь-
тра низкой частоты ФНЧ.

Применительно к объектам (10, 12) ис-
пользован ФНЧ 3( ) 1 ( 1)F s Ts= +  , T= 0,1699 c,  

w = 3, N = 0,8909, и определены передаточные 
функции КУ в аналоговом виде:

2
1 2

10 0 3 2
1 2 3

( ) ,s c s cV s V
s d s d s d

+ +
=

+ + +
,  

 
2

1 2
12 0 4 3 2

1 2 3 4
( ) .s c s cV s V

s d s d s d s d
+ +

=
+ + + +

 (17)

Применяя к выражениям (17) билиней-
ную аппроксимацию (преобразование Тасти-
на) [11]

 
1

1
2 1

1
zs

h z

−

−
−

≈ ⋅
+

, 

где h – шаг квантования, получены передаточ-
ные функции ЦКУ:

1 2 3
1 2 3

10 0 1 2 3
1 2 3

1( )
1

b z b z b zW z K
a z a z a z

− − −

− − −
+ + +

=
+ + +

,

 

 

1 2 3 4
1 2 3 4
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1 2 3 4

1( )
1

b z b z b z b zW z K
a z a z a z a z

− − − −

− − − −
+ + + +

=
+ + + +

. 

(18)

Применительно к объектам (11, 13–15) ис-
пользован ФНЧ 2( ) 1 ( 1)F s Ts= + , T= 0,2145 c, 
w = 3, N = 0,8409, и определены передаточ-
ные функции КУ в аналоговом и цифровом 
виде:

1
11,13 15 0 2

1 2
( ) s cV s V

s d s d−
+

=
+ +

,  

 
1 2

1 2
11,13 15 0 1 2

1 2

1( )
1

b z b zW z K
a z a z

− −

− − −
+ +

=
+ +

. (19)

                                                а                                                   б
Рис. 2. Работа объектов: а – схема моделирования; б – результаты моделирования: 1 – полной модели; 2–4 – реду-

цированных моделей
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Параметры КУ для различных объектов 
приведены в таблице.

Для проверки работы регуляторов W10,11(z)  
были составлены схемы САУ [4–6], и осущест-
влено моделирование их работы. Результаты 
приведены на рис. 3. Работа САУ с регулятора-
ми W10,11(z) близко совпадают (рис. 3, б). При 
работе САУ с регулятором W11(z), рассчитан-
ным на редуцированную модель объекта (10), 
наблюдается перерегулирование не более 17%, 

которое может быть уменьшено выбором об-
щего коэффициента усиления K0.

Для проверки работы регуляторов W12–15(z) 
были составлены схемы САУ [4–6], и осущест-
влено моделирование их работы. Результаты 
приведены на рис. 4. Работа САУ с регулятора-
ми W12–15(z) близко совпадают (рис. 4, б), а пе-
ререгулирование не превышает 10%, которое 
может быть уменьшено выбором общего коэф-
фициента усиления K0.

Таблица. Параметры КУ для различных объектов

№ 
объекта Параметры аналоговых КУ Параметры цифровых КУ

10 0 49,9431V = , 1 4,5877c = ,

2 48,2588c = , 1 19,2821d = ,

2 132,6333d = , 3 169,2069d = .

1 0,3027b = − , 1 0,3027b = − , 2 0,6425b = − ,

3 0,6602b = , 1 1,5405a = − , 2 0,7630a = ,

3 0,1495b = − , 0,1h c= .

11 0 18,4981V = , 1 13,8937c = ,

1 10,9515d = , 2 15,1856d = .
0 0,9886K = , 1 0,8198b = , 2 0,1802b = − ,

1 1,2135a = − , 2 0,3093a = , 0,1h c= .

12 0 1376,71V = , 1 6c = , 2 56,25c = ,

1 21,01d = , 2 273,39d = ,

3 2294,41d = , 4 11447,36d = .

0 1,6033K = , 1 0,8069b = , 2 0,8026b = − ,

3 0,0260b = − , 4 0,5835b = , 1 1,6949a = − ,

2 1,6370a = , 3 0,7069b = − , 4 0,1350b = , 0,1h c= .

13 0 104,86V = , 1 15c = ,

1 30,3178d = , 2 195,73d = .
0 3,0532K = , 1 0,8571b = , 2 0,1429b = − ,

1 0,3399a = − , 2 0,0088a = − , 0,1h c= .

14 0 146,81V = , 1 7,5c = ,

1 24,0159d = , 2 136,98d = .
0 3,9686K = , 1 0,5455b = , 2 0,4525b = − ,

1 0,5171a = − , 2 0,0557a = , 0,1h c= .

15 0 146,81V = , 1 5,3584c = ,

1 19,8202d = , 2 97,87d = .
0 4,1630K = , 1 0,4226b = , 2 0,5774b = − ,

1 0,6757a = − , 2 0,1135a = , 0,1h c= .

а

б
Рис. 3. Работа САУ: а – схема моделирования; б – результаты моделирования: 1 – ЦР10; 2 – ЦР11
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Заключение

Разработаны, проверены и предложены 
к применению новые способы редуцирования 
моделей объектов, которые содержат колеба-
тельные и форсирующие звенья первого и вто-
рого порядка. Новым является то, что редуци-
рование колебательных звеньев осуществляет-
ся последовательным представлением сначала 
апериодическим звеном второго порядка (с ис-
пользованием модуля квадратного уравнения 
m a= ) с последующей заменой его аперио-
дическим звеном с удвоенной постоянной вре-
мени. Редуцировать колебательные звенья 
можно также путем увеличения коэффициента 
b и уменьшения коэффициента a так, чтобы 
дискриминанты квадратных уравнений стали 

D = (λb/2)2 – (a/λ) ≥ 0, где 3 24 /a bλ ≥  – коэф-
фициент разложения. Во всех случаях требует-
ся уточнить коэффициент передачи объекта, ис-
пользуя выражения 2

1 m aa = a , 2 2m aa = a .

При наличие форсирующего звена перво-
го порядка не следует его исключать из мо-
дели, т.к. это приведет к потере свойств объек-
та. В случае наличия форсирующего звена вто-
рого порядка, его можно упростить, по анало-
гии с колебательным звеном, или разложить 
квадратные уравнения на множители с после-
дующим их сокращением. Во всех случаях 
требуется уточнить коэффициент передачи 
объекта используя выражения 3 icm axa = a , 

4 icx ana = a .
Работа редуцированных моделей объектов 

близко совпадает (рис. 1, б; рис. 2, б), а их по-
рядок уменьшается. При этом значительно 
упрощается синтез цифровых корректирую-
щих устройств, качество работы которых в со-
ставе САУ остается приемлемым (рис. 3, б; 
рис. 4, б) с перерегулированием не превышаю-
щим 10–17%, которое может быть уменьшено 
выбором общего коэффициента усиления циф-
рового корректирующего устройства 0K .

а

 
б

Рис. 4. Моделирование работы САУ: а – схема моделирования; б – результаты моделирования: 1 – ЦР12; 2 – ЦР13; 
3 – ЦР14; 2 – ЦР15
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Stryzhnev A., Shykhau A.

METHODS OF REDUCTION OF CONTROL OBJECTS MODELS CONTAINING 
OSCILLATING AND FORCING LINKS

Scientific Production Limited Liability Company «OKB TSP»

Methods of reduction of control objects models containing oscillating and forcing links are proposed. Methods are based 
on using of quadratic equation modulus and coefficient of factorization that makes links discriminants equal or more than 
zero. Methods allow taking into account transfer factors alterations during reduction of objects models ant to maximum sim-
plify quadratic equations of oscillating and forcing links. The order of reduced objects models is decreased and models behav-
ior closely agrees with behavior of the original model. In that case synthesis of controllers is essentially simplified. Such con-
trollers provide slight overshoot (less than 10–17%) during the work within control system. It can be reduced by changing of 
system gain. Examples of reduction of real control objects models and examples of synthesis of digital controllers and results 
of modelling are given.
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