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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ÷àñòüþ ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ñòó-
äåíòîâ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ÁÍÒÓ. Èçëîæåííûé â íåì ìàòåðèàë ïîëíîñòüþ ñî-
îòâåòñòâóåò ïðîãðàììå êóðñà ìàòåìàòèêè, ÷èòàåìîì âî âòîðîì ñåìåñòðå íà ýíåðãåòè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå.
Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ó÷åáíèêà ÿ, íå ïðåòåíäóÿ íà áåçóïðå÷íîñòü, ñòðåìèëñÿ ê ïîëíîòå è

ñòðîãîñòè â îïðåäåëåíèÿõ, ôîðìóëèðîâêàõ è äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé. Ïîëàãàþ, ÷òî ïî
ýòîé ïðè÷èíå ó÷åáíèê íå ñòàë ïåðåãðóæåííûì, òàê êàê ÿ ñòàðàëñÿ âûáèðàòü êîðîòêèå è ñî-
äåðæàòåëüíûå äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îñòàâàòüñÿ â ïðåäåëàõ îáúåìà îòâåäåííûõ
íà êóðñ ó÷åáíûõ ÷àñîâ. Îïóùåííûå çäåñü ãðîìîçäêèå äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé
ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïîìåùåí â êîíöå äàííîãî ïîñîáèÿ. Èìåþùèåñÿ â
êàæäîì ïàðàãðàôå íå âñåãäà òðèâèàëüíûå ïðèìåðû è äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ãðàôèêîâ äî-
ïîëíÿþò è ïîÿñíÿþò èçëîæåíèå.
Òåêñò ëåêöèé ïîäãîòîâëåí ìíîé ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íàáîðà è âåðñòêè ñëîæíûõ òåêñòîâ

MiKTEX . Âñå èìåþùèåñÿ â òåêñòå ãðàôèêè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, îíè ïîñòðîåíû â ñðåäå êîì-
ïüþòåðíîé àëãåáðû Mathematica .
Â òåêñòå èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ññûëêè íà ïåðâóþ ÷àñòü ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà àâòîðà

”
Ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ñòóäåíòîâ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ÁÍÒÓ (I ñåìåñòð)“,
ñîñòîÿùóþ èç ïÿòè ãëàâ (I � V).

2013 ã. Ï. Ëàñûé
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ÃËÀÂÀ VI. ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅÃÐÀË

Â ýòîé ãëàâå ìû ââåäåì îïðåäåëåíèå îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê äèôôåðåíöèðîâàíèþ îïåðà-

öèè èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè, èçó÷èì îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è íà-
ó÷èìñÿ åãî íàõîäèòü äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

�1. Ïåðâîîáðàçíàÿ. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë è åãî ñâîéñòâà.
Ñóùåñòâîâàíèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Òàáëèöà èíòåãðàëîâ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà, à ôóíêöèÿ F (x) îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìå-
æóòêå1 D ÷èñëîâîé îñè.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå D,

åñëè âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà

F ′(x) = f(x) ⇐⇒ dF (x) = f(x)dx.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ìû áóäåì íàçûâàòü íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè

f(x) íà äàííîì ïðîìåæóòêå è îáîçíà÷àòü ÷åðåç∫
f(x)dx.

Îïåðàöèþ íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåãðèðîâàíèåì

ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë íà íåêîòîðîì ïðîìå-
æóòêå, íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî èçâåñòíîé ôóíêöèè òðåáóåòñÿ íàéòè åå
ïðîèçâîäíóþ (ò.å. óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè), òî ïðè èíòåã-

ðèðîâàíèè, íàîáîðîò, ïî èçâåñòíîé ïðîèçâîäíîé (ò.å. óãëîâîìó êîýôôèöèåíòó êàñàòåëüíîé)
íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü ñàìó ôóíêöèþ.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà äîñòàòî÷íî íàéòè îäíó èç ïåð-

âîîáðàçíûõ ôóíêöèè.
Òåîðåìà 1. Åñëè F1(x) è F2(x) � äâå ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå D, òî

îíè îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííóþ, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C ∈ R, ÷òî

F2(x) = F1(x) + C.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ D è ïóñòü x ∈ D � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
ýòîãî ïðîìåæóòêà. Òàê êàê ôóíêöèÿ φ(x) = F2(x) − F1(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå
D, òî, ïðèìåíèâ ê ýòîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [x, x0] òåîðåìó Ëàãðàíæà (ãëàâà V, �3), ïîëó÷èì:

φ(x)− φ(x0) = φ′(c)(x− x0), c ∈ (x, x0),

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî φ′(x) = F ′
2(x)− F ′

1(x) = f(x)− f(x) = 0, íàõîäèì:

φ(x)− φ(x0) = 0 ⇐⇒ φ(x) = φ(x0) ⇐⇒ F2(x)− F1(x) = φ(x0).

Ïîëîæèâ φ(x0) = C, ìû è ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî íàéòè íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë ìû ìîæåì äîáàâèâ ê

îäíîé èç åå ïåðâîîáðàçíûõ F (x) ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ C:∫
f(x)dx = F (x) + C.

Îòìåòèì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, âûòåêàþùèå èç åãî îïðå-
äåëåíèÿ.
1) Äëÿ èíòåãðèðóåìîé íà ïðîìåæóòêå D ôóíêöèè f(x)(∫

f(x)dx

)′
= f(x), x ∈ D ⇐⇒ d

∫
f(x)dx = f(x)dx, x ∈ D.

1Åñëè ïðîìåæóòîê ñîäåðæèò êàêóþ-òî èç ñâîèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê, òî ïîä ïðîèçâîäíîé â íåé ïîíèìàåòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ.
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2) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå D, òî∫
f ′(x)dx =

∫
df(x) = f(x) + C.

3) Ëèíåéíîñòü íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Åñëè ôóíêöèè f1(x) è f2(x) èíòåãðèðóåìû íà ïðîìåæóòêå D, òî∫

(a1f1(x) + a2f2(x)) dx = a1

∫
f1(x)dx+ a2

∫
f2(x)dx, a1, a2 ∈ R.

Äîêàæåì åùå îäíî ñâîéñòâî íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, êîòîðîå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
åãî íàõîæäåíèÿ. Åãî íàçûâàþò ïîäâåäåíèåì ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà.

4) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(y) èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå D1 è F (y) � îäíà èç åå ïåðâî-

îáðàçíûõ, à ôóíêöèÿ φ(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå D è φ(D) ⊆ D1. Òîãäà ôóíêöèÿ
f(φ(x))φ′(x) èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå D è∫

f(φ(x))φ′(x)dx =

∫
f(φ(x))dφ(x) = F (φ(x)) + C.

Äåéñòâèòåëüíî, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé
(ãëàâà V, �1, ñâîéñòâî 4)), ïîëó÷èì:

(F (φ(x)))′ = F ′(φ(x))φ′(x) = f(φ(x))φ′(x),

ò. å. ôóíêöèÿ F (φ(x)) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(φ(x))φ′(x).
Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî îíà è èíòåãðèðóåìà íà

ýòîì îòðåçêå.

Äîñòàòî÷íî ñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì, îäíàêî
äàäèì âñå æå åìó íåñòðîãîå îáîñíîâàíèå, îñíîâàííîå íà èíòóèòèâíî ÿñíîì ïðåäñòàâëåíèè
î òîì, ÷òî ôèãóðà, îãðàíè÷åííàÿ ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè è îñüþ Ox,
êâàäðèðóåìà, ò. å. èìååò êîíå÷íóþ ïëîùàäü.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ïîëîæèòåëüíà íà îòðåçêå [a, b].

a bx x+Dx
x

y

O

y= f HxL

SHxL

D
S
Hx

,D
xL

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(x), x ∈ [a, b] ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì äàííîé ôóíêöèè
íà îòðåçêå [a, x] è îñüþ Ox. Òîãäà ïðèðàùåíèå ∆S(x,∆x) = S(x +∆x) − S(x) ôóíêöèè S(x)
â òî÷êå x óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

m|∆x| ≤ |∆S(x,∆x)| ≤M |∆x|,
ãäå m è M � ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå
[x, x + ∆x] (òàêèå çíà÷åíèÿ ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 3) ñóùåñòâóþò).
Ñëåäîâàòåëüíî,

m ≤ ∆S(x,∆x)

∆x
≤M.

Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 3) íà îòðåçêå [x, x +∆x] îòûùåòñÿ òî÷êà c,
äëÿ êîòîðîé

∆S(x,∆x)

∆x
= f(c).
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Îòñþäà, ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x), ìû íàõîäèì:

S′(x) = lim
∆x→0

∆S(x,∆x)

∆x
= lim

∆x→0
f(c) = f(x).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ S(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ äàííîé ôóíêöèè f(x).
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ìåíÿåò çíàê íà îòðåçêå [a, b], òî ìû ìîæåì ñâåñòè åå ê ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèè f1(x) = f(x)− l, ãäå l � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îãðàíè÷èâàþùåå ñíèçó ôóíêöèþ f(x)
íà îòðåçêå [a, b], ò. å. f(x) > l, x ∈ [a, b]. Òîãäà, åñëè S1(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f1(x), òî
S1(x) + lx � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x), òàê êàê (S1(x) + lx)′ = f1(x) + l = f(x).
Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì ïðîìå-

æóòêå, ãäå îíà îïðåäåëåíà, òàê êàê îíà òàì íåïðåðûâíà (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 4).
Çàâåðøèì ýòîò ïàðàãðàô ìû òàáëèöåé èíòåãðàëîâ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Òàáëèöà èíòåãðàëîâ

1)

∫
xαdx =

xα+1

α+ 1
+ C, −1 ̸= α ∈ R;

2)

∫
dx

x
= ln |x|+ C;

3)

∫
axdx =

ax

ln a
+ C, 0 < a ̸= 1;

∫
exdx = ex + C;

4)

∫
sinxdx = − cosx+ C;

5)

∫
cosx dx = sinx+ C;

6)

∫
dx

cos2 x
= tg x+ C;

7)

∫
dx

sin2 x
= − ctg x+ C;

8)

∫
dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C, a > 0;

9)

∫
dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C, a > 0;

10)

∫
dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣∣+ C, a > 0;

11)

∫
dx√
x2 + a

= ln
∣∣∣x+

√
x2 + a

∣∣∣+ C, 0 ̸= a ∈ R;

12)

∫
shxdx = chx+ C;

13)

∫
chx dx = shx+ C;

14)

∫
dx

ch2 x
= thx+ C;

15)

∫
dx

sh2 x
= − cthx+ C.

Ïåðâûå ñåìü è ïîñëåäíèå ÷åòûðå èç ýòèõ èíòåãðàëîâ íàõîäÿòñÿ ñðàçó æå èç òàáëèöû ïðîèç-
âîäíûõ (ãëàâà V, �2, ïóíêò 1) ïðè îáðàòíîì åå ÷òåíèè. Îñòàëüíûå ïåðâîîáðàçíûå ìû ìîæåì
íàéòè, èñïîëüçîâàâ ïîäâåäåíèå ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà (ñâîéñòâî 4) íåîïðåäåëåííîãî èíòå-
ãðàëà) è ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëè÷íûå ïðîèçâîäíûå. Äåéñòâèòåëüíî,∫

dx√
a2 − x2

=

∫
d
(
x
a

)√
1−

(
x
a

)2 = arcsin
x

a
+ C.
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Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû 9). Äàëåå, ïðèâëåêàÿ òàáëè÷íûé èíòåãðàë
2), íàéäåì: ∫

dx

a2 − x2
=

∫
1

2a
· (a− x) + (a+ x)

a2 − x2
dx =

1

2a

∫ (
1

a+ x
+

1

a− x

)
dx =

=
1

2a

(∫
d(a+ x)

a+ x
−
∫

d(a− x)

a− x

)
=

1

2a
(ln |a+ x| − ln |a− x|) + C =

1

2a
ln

∣∣∣∣a+ x

a− x

∣∣∣∣+ C.

Íàêîíåö,∫
dx√
x2 + a

=

∫
1

x+
√
x2 + a

(
1 +

x√
x2 + a

)
dx =

∫
d(x+

√
x2 + a)

x+
√
x2 + a

= ln
∣∣∣x+

√
x2 + a

∣∣∣+ C.

Ïîëüçóÿñü ïðèâåäåííîé òàáëèöåé èíòåãðàëîâ è ñâîéñòâàìè 2) � 4) ìû ìîæåì íàõîäèòü
íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû è äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ôóíêöèé.
Ïðèìåð. Íàéòè íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë∫

sin2
√
x√

x
dx.

Ðåøåíèå. ∫
sin2

√
x√

x
dx =

∫
(1− cos 2

√
x)

dx

2
√
x
=

∫
(1− cos 2

√
x)d

√
x =

=

∫
d
√
x− 1

2

∫
cos 2

√
xd(2

√
x) =

√
x− 1

2
sin 2

√
x+ C.

�2. Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, êîòîðûå â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîç-
âîëÿþò åãî íàéòè.

1. Ïîäñòàíîâêà (çàìåíà ïåðåìåííîé) â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå D, à ôóíêöèÿ x = φ(z) îïðåäå-
ëåíà, ìîíîòîííà è äèôôåðåíöèðóåìà ñ íåíóëåâîé ïðîèçâîäíîé íà ïðîìåæóòêå D1, ïðè÷åì
φ(D1) = D. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f(φ(z))φ′(z) èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå D1, òî ôóíêöèÿ
f(x) èíòåãðèðóåìà íà ïðîìåæóòêå D è∫

f(x)dx = F1(φ
−1(x)) + C,

ãäå F1(z) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(φ(z))φ
′(z).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò ïðàâîé ÷àñòè çàïèñàííîé âûøå ôîðìóëû, èñ-
ïîëüçîâàâ ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé è îáðàòíîé ôóíêöèè (ãëàâà V,
�1):

(F1(φ
−1(x)))′ = F ′

1(φ
−1(x))(φ−1(x))′ = f(φ(φ−1(x)))φ′(φ−1(x))(φ−1(x))′ = f(x), x ∈ D.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàíîâêîé x = φ(z) ìû ìîæåì ñâåñòè èíòåãðàë
∫
f(x)dx ê èíòåãðàëó∫

f(φ(z))φ′(z)dz. Åñòåñòâåííî, çàìåíó ïåðåìåííîé ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ïîñëåäíèé èí-
òåãðàë îêàçàëñÿ ïðîùå èñõîäíîãî, íàïðèìåð, áûë ïðåîáðàçîâàí ê òàáëè÷íûì. Íà ïðàêòèêå
ïîäñòàíîâêó ìû ìîæåì îôîðìëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫

f(x)dx =

∣∣∣∣∣∣
x = φ(z),

dx = φ′(z)dz,

z = φ−1(x)

∣∣∣∣∣∣ =
∫
f(φ(z))φ′(z)dz = F1(z) + C = F1(φ

−1(x)) + C.

Çàìå÷àíèå. Ïîäâåäåíèå ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ïîäñòàíîâêè,
åñëè åå îôîðìèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫

f(φ(x))φ′(x)dx =

∫
f(φ(x))dφ(x) = |z = φ(x)| =

∫
f(z)dz = F (z) + C = F (φ(x)) + C.
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Ïðèìåð. Íàéòè èíòåãðàëû

a)
∫

x2 dx√
1 + x

√
x
; b)

∫
dx

(1 + x)
√
x arctg

√
x
.

Ðåøåíèå. a) Ñâåäåì äàííûé èíòåãðàë ê òàáëè÷íûì ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè
√

1 + x
√
x = z.∫

x2 dx√
1 + x

√
x
=

∣∣∣∣∣∣∣
√

1 + x
√
x = z, x = (z2 − 1)2/3,

dx =
2

3
(z2 − 1)−1/32zdz =

4

3
z(z2 − 1)−1/3dz

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

∫
(z2 − 1)4/3 4

3z(z
2 − 1)−1/3dz

z
=

4

3

∫
(z2 − 1)dz =

4

3

(
z3

3
− z

)
+ C =

=
4

9
z(z2 − 3) + C =

4

9
(x
√
x− 2)

√
1 + x

√
x+ C.

b) Çäåñü ìû äâàæäû ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóåì ïîäâåäåíèå ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà è
òàáëèöó:∫

dx

(1 + x)
√
x arctg

√
x
= 2

∫
d
√
x(

1 + (
√
x)

2
)
arctg

√
x
= 2

∫
d arctg

√
x

arctg
√
x

= 2 ln arctg
√
x+ C.

2. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f1(x) è f2(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà ïðîìåæóòêå D. Òîãäà, åñëè
íà ýòîì ïðîìåæóòêå èíòåãðèðóåìà îäíà èç ôóíêöèé f ′1(x)f2(x) èëè f

′
2(x)f1(x), òî èíòåãðè-

ðóåìà è äðóãàÿ è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫
f1(x)f

′
2(x)dx =

∫
f1(x)df2(x) = f1(x)f2(x)−

∫
f2(x)df1(x) = f1(x)f2(x)−

∫
f2(x)f

′
1(x)dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê f1(x)df2(x) = d(f1(x)f2(x))− f2(x)df1(x), òî, âîñïîëüçî-
âàâøèñü ñâîéñòâàìè 2) è 3) íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ïîëó÷èì:∫

f1(x)df2(x) =

∫
d(f1(x)f2(x))−

∫
f2(x)df1(x) = f1(x)f2(x)−

∫
f2(x)df1(x),

â ÷åì è òðåáîâàëîñü óáåäèòüñÿ.
Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîçâîëÿåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàéòè èëè õîòÿ áû óïðî-

ñòèòü äàííûé èíòåãðàë. Èíîãäà ïðèõîäèòñÿ êîìáèíèðîâàòü ïîäñòàíîâêó è èíòåãðèðîâàíèå
ïî ÷àñòÿì.

Ïðèìåð 1. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ f(x) =
1

3
√
x sin2 3

√
x
.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðîâåäåì â èíòåãðàëå ïîäñòàíîâêó, à çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:∫
dx

3
√
x sin2 3

√
x
=

∣∣∣∣∣ 3
√
x = z, x = z3,

dx = 3z2dz

∣∣∣∣∣= 3

∫
z dz

sin2 z
= −3

∫
z d ctg z = −3

(
z ctg z −

∫
ctg z dz

)
=

= −3

(
z ctg z −

∫
d sin z

sin z

)
= −3(z ctg z − ln | sin z|) + C = −3( 3

√
x ctg 3

√
x− ln | sin 3

√
x|) + C.

Óêàæåì íåñêîëüêî ôóíêöèé, ïðè èíòåãðèðîâàíèè êîòîðûõ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìå-
òîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.
Â èíòåãðàëàõ ∫

Pn(x)e
αxdx,

∫
Pn(x) sinαx dx,

∫
Pn(x) cosαx dx, α ∈ R,

ãäå Pn(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè n, ïîä äèôôåðåíöèàë ñëåäóåò ïîäâåñòè ôóíêöèþ ïðè ïîëèíîìå è
ïðèìåíèòü ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Ýòî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé èíòåãðàë,
â êîòîðîì ñòåïåíü ïîëèíîìà áóäåò íà åäèíèöó íèæå, ÷åì â èñõîäíîì. Ïîâòîðèâ åùå n− 1 ðàç
ïðîöåäóðó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ìû ïðèäåì ê òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó.
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Â èíòåãðàëàõ æå∫
Pn(x) lnxdx,

∫
Pn(x) arcsinxdx,

∫
Pn(x) arccosxdx,

∫
Pn(x) arctg x dx,

∫
Pn(x) arcctg xdx,

íàîáîðîò, ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà ñëåäóåò ïîäâîäèòü èìåííî ïîëèíîì. Èíòåãðèðîâàíèå ïî
÷àñòÿì â ýòîì ñëó÷àå óáèðàåò â èíòåãðàëå ìíîæèòåëü ïðè ïîëèíîìå è ïðèâîäèò åãî ê èíòåã-
ðàëó îò ðàöèîíàëüíîé èëè èððàöèîíàëüíîé ôóíêöèè, ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ êîòîðûõ áóäóò
ðàññìîòðåíû íèæå (�� 3, 5).
Ïðèìåð 2. Íàéòè èíòåãðàëû

a)
∫
x2 sin2 xdx; b)

∫
x3 arcctg x dx.

Ðåøåíèå. a) Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ è çàòåì äâàæäû ïðîèíòåãðèðóåì ïî
÷àñòÿì: ∫

x2 cos2 xdx =
1

2

∫
x2(1 + cos 2x) dx =

1

2

(∫
x2dx+

∫
x2 cos 2xdx

)
=

=
1

2

(
x3

3
+

1

2

∫
x2d sin 2x

)
=

1

2

(
x3

3
+

1

2

(
x2 sin 2x−

∫
sin 2xdx2

))
=

=
1

2

(
x3

3
+

1

2
x2 sin 2x−

∫
x sin 2x dx

)
=

1

2

(
x3

3
+

1

2
x2 sin 2x+

1

2

∫
xd cos 2x

)
=

=
1

2

(
x3

3
+

1

2
x2 sin 2x+

1

2

(
x cos 2x−

∫
cos 2xdx

))
=

=
1

2

(
x3

3
+

1

2
x2 sin 2x+

1

2
x cos 2x− 1

4
sin 2x

)
+C=

1

24
(4x3+ 6x2 sin 2x+ 6x cos 2x− 3 sin 2x)+C.

b) Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì è ïðåîáðàçóåì çàòåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ:∫
x3 arcctg xdx =

∫
arcctg xd

(
x4

4

)
=

1

4

(
x4 arcctg x−

∫
x4darcctg x

)
=

=
1

4

(
x4 arcctg x+

∫
x4dx

1 + x2

)
=

1

4

(
x4 arcctg x+

∫
x2(x2 + 1)− (x2 + 1) + 1

1 + x2
dx

)
=

=
1

4

(
x4 arcctg x+

∫ (
x2 − 1 +

1

1 + x2

)
dx

)
=

1

4

(
x4 arcctg x+

x3

3
− x+ arctg x

)
+ C.

Èíîãäà â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèè ïî ÷àñòÿì ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñè-

òåëüíî èñõîäíîãî èíòåãðàëà, èç êîòîðîãî îí è íàõîäèòñÿ. Íàïðèìåð,∫ √
x2 + adx = x

√
x2 + a−

∫
xd
√
x2 + a = x

√
x2 + a−

∫
x · 2xdx

2
√
x2 + a

=

= x
√
x2 + a−

∫
x2dx√
x2 + a

= x
√
x2 + a−

∫
(x2 + a)− a√

x2 + a
dx =

= x
√
x2 + a−

∫ √
x2 + a dx+ a

∫
dx√
x2 + a

= x
√
x2 + a−

∫ √
x2 + a dx+ a ln

∣∣∣x+
√
x2 + a

∣∣∣
è, ñëåäîâàòåëüíî, ∫ √

x2 + adx =
1

2

(
x
√
x2 + a+ a ln

∣∣∣x+
√
x2 + a

∣∣∣)+ C. (1)

Àíàëîãè÷íî, äâîéíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì íàõîäÿòñÿ èíòåãðàëû∫
eµx sin νx dx,

∫
eµx cos νx dx, µ, ν ∈ R.

Çàìå÷àíèå. Â ãëàâå V, �2 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ëþáîé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé. ×òî êàñàåòñÿ èíòåãðàëà, òî çäåñü âñå ãîðàçäî ñëîæíåå
óæå õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðîèçâîäíîé, äëÿ íåãî íåò ïðàâèë èíòåãðèðîâàíèÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî è êîìïîçèöèè ôóíêöèé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, èíòåãðàëû îò êîòîðûõ óæå íå ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè. Ê ÷èñëó òàêèõ
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èíòåãðàëîâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè, îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, èíòåãðàë
âåðîÿòíîñòåé (ôóíêöèÿ îøèáîê, ôóíêöèÿ Ëàïëàñà)∫

e−
x2

2 dx,

èíòåãðàëüíûå ñèíóñ è êîñèíóñ ∫
sinx

x
dx,

∫
cosx

x
dx,

èíòåãðàëüíûé ëîãàðèôì ∫
dx

lnx
,

èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ ∫
sinx2dx,

∫
cosx2dx.

Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè íàõîäÿò ïðèìåíåíèå êàê â ñàìîé ìàòåìàòèêå, òàê è â ðàçëè÷íûõ
åå ïðèëîæåíèÿõ. Â ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììàõ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè (Mathematica, Maple,
Mathcad) ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ âñòðîåííûìè. Ñ íåêîòîðûìè èç ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé ìû
åùå âñòðåòèìñÿ â ÷åòâåðòîì ñåìåñòðå â êóðñå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå êëàññû ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàëû íà-
õîäÿòñÿ òàêæå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

�3. Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ äðîáü, ñîñòàâëåííàÿ èç ïîëèíîìîâ, ò. å. ôóíêöèÿ âèäà

Qm(x)

Pn(x)
, (1)

ãäåQm(x), Pn(x) � ïîëèíîìû ñòåïåíåém è n, ñîîòâåòñòâåííî, ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, ïðè÷åì äëÿ óäîáñòâà âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé
ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ ðàâåí 1. Åñëè m < n, òî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé,
èíà÷å � íåïðàâèëüíîé.
Èç àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî åñëè ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðàâèëüíîé, òî, ðàçäå-

ëèâ ÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü åå êàê ñóììó íåêîòîðîãî ïîëèíîìà è

ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó ïîëèíîì áåç òðóäà èíòåãðèðóåòñÿ ïî òàáëèöå,
òî, òåì ñàìûì, èíòåãðàë îò íåïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó îò

ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.

Íàó÷èìñÿ ñíà÷àëà èíòåãðèðîâàòü ïðîñòåéøèå ïðàâèëüíûå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ò. å.
ôóíêöèè âèäà

a

(x− x0)s
, a, x0 ∈ R, s ∈ N (2)

è
bx+ c

(x2 + px+ q)r
, b, c, p, q ∈ R, r ∈ N, ïðè÷åì p2 < 4q. (3)

Äëÿ ïåðâîé èç ýòèõ ôóíêöèé ïðè s = 1 ïîëó÷èì∫
a

x− x0
dx = a

∫
d(x− x0)

x− x0
= a ln |x− x0|+ C.

Åñëè æå s > 1, òî∫
a

(x− x0)s
dx = a

∫
(x− x0)

−sd(x− x0) = a
(x− x0)

−s+1

−s+ 1
+ C = − a

(s− 1)(x− x0)s−1
+ C.
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Âòîðóþ èç ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ìû òàêæå ïðîèíòåãðèðóåì ñíà÷àëà ïðè
r = 1. Âûäåëèì â ÷èñëèòåëå ýòîé äðîáè ïðîèçâîäíóþ çíàìåíàòåëÿ è âîñïîëüçóåìñÿ çàòåì
ñâîéñòâîì 4) íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (�1) è òàáëèöåé:∫

bx+ c

x2 + px+ q
dx =

∫
b1(2x+ p) + c1
x2 + px+ q

dx = b1

∫
d(x2 + px+ q)

x2 + px+ q
+ c1

∫
d(x+ p/2)

(x+ p/2)2 + q1
=

= b1 ln(x
2 + px+ q) +

c1√
q1

arctg
x+ p/2
√
q1

+ C,

ãäå b1 = b/2, c1 = c− b1p, q1 = q − p2/4 > 0. Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå r > 1 èíòåãðàë

Ir =

∫
bx+ c

(x2 + px+ q)r
dx

ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó Ir−1 ñ äðóãèìè, âîîáùå ãîâîðÿ, êîýôôèöèåíòàìè b, c. Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà,
÷òî ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ èíòåãðàëà

Îr =

∫
dx

(x2 + px+ q)r
.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåîáðàçîâàâ ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ è âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì èíòåã-
ðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

Îr =
1

q1

∫
(x2 + px+ q)− (x+ p/2)2

(x2 + px+ q)r
dx =

1

q1

(
Îr−1 −

∫
(x+ p/2)2

(x2 + px+ q)r
dx

)
=

=
1

q1

(
Îr−1 +

1

2(r − 1)

∫
(x+ p/2)d

(
1

(x2 + px+ q)r−1

))
=

=
1

q1

(
Îr−1 +

1

2(r − 1)

(
x+ p/2

(x2 + px+ q)r−1
−
∫

dx

(x2 + px+ q)r−1

))
=

=
1

q1

((
1− 1

2(r − 1)

)
Îr−1 +

x+ p/2

2(r − 1)(x2 + px+ q)r−1

)
.

Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê èíòåãðàëó Ir, ïîëó÷èì:

Ir =

∫
b1(2x+ p) + c1
(x2 + px+ q)r

dx = b1

∫
d(x2 + px+ q)

(x2 + px+ q)r
+ c1Îr =

= − b1
(r − 1)(x2 + px+ q)r−1

+
c1
q1

((
1− 1

2(r − 1)

)
Îr−1 +

x+ p/2

2(r − 1)(x2 + px+ q)r−1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì íàéòè èíòåãðàë Ir, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîíèæàÿ ñòåïåíü êâàäðàòè÷-
íîãî âûðàæåíèÿ â çíàìåíàòåëå, ïîêà íå ïðèäåì ê òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó Î1.
Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîëüíîé ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îñíîâàíî íà èçâåñòíîì

èç àëãåáðû óòâåðæäåíèè î ðàçëîæåíèè ýòîé ôóíêöèè íà ïðîñòåéøèå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè.
Êàê èçâåñòíî (ãëàâà V, �8, ôîðìóëà (12)), äëÿ çíàìåíàòåëÿ Pn(x) ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè (1)
ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ìíîæèòåëåé

Pn(x) = (x− x1)
s1(x− x2)

s2 · . . . · (x− xk)
sk×

×(x2 + p1x+ q1)
r1(x2 + p2x+ q2)

r2 · . . . · (x2 + plx+ ql)
rl ,

(4)

ãäå ìíîæèòåëè (x − xi)
si , i = 1, k ñîîòâåòñòâóþò äåéñòâèòåëüíûì êîðíÿì xi êðàòíîñòè si

ïîëèíîìà Pn(x), à ìíîæèòåëè (x2 + pjx + qj)
rj , j = 1, l � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì êîðíÿì

zj , z̄j êðàòíîñòè rj ýòîãî ïîëèíîìà.
Òåîðåìà. Ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (1), äëÿ çíàìåíàòåëÿ êîòîðîé èçâåñòíî åãî

ðàçëîæåíèå (4) ïî ñòåïåíÿì äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ ìíîæèòåëåé, åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé (2) è
(3), ïðè÷åì êàæäîé ñòåïåíè (x − xi)

si , i = 1, k â çíàìåíàòåëå ñîîòâåòñòâóåò ñóììà si
ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

ai1
x− xi

+
ai2

(x− xi)2
+ . . .+

aisi
(x− xi)si

,
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à êàæäîé ñòåïåíè (x2+pjx+qj)
rj , j = 1, l ñîîòâåòñòâóåò ñóììà rj ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëü-

íûõ ôóíêöèé
bj1 + cj1

x2 + pjx+ qj
+

bj2 + cj2
(x2 + pjx+ qj)2

+ . . .+
bjrj + cjrj

(x2 + pjx+ qj)rj
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óêàçàííîãî â òåîðåìå ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò çàïèñàòü åãî
â îáùåì âèäå ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè aiα, i = 1, k, α = 1, si; bjβ , cjβ , j = 1, l,
β = 1, rj è ïðèâåñòè ñóììó âñåõ ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ,
êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ çíàìåíàòåëåì èñõîäíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Òîãäà è ÷èñëèòåëü Qm(x)
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè áóäåò ñîâïàäàòü ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x ñ ÷èñëèòåëåì Q̃m(x) ñóììû
ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Ïîñêîëüêó äâà ïîëèíîìà òîæäåñòâåííû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò èõ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ1, òî, ïðèðàâíèâàÿ êîýô-
ôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïîëèíîìîâQm(x) è Q̃m(x), ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ, èç êîòîðîé îíè îäíîçíà÷-
íî è îïðåäåëÿþòñÿ (ââèäó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà
ïðîñòåéøèå).
Çàìå÷àíèå 1. Ëèíåéíóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìû ìîæåì

ïîëó÷èòü è èíà÷å, ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî Qm(x) = Q̃m(x) âìåñòî àðãóìåíòà x êîíêðåòíûå
çíà÷åíèÿ â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì ÷èñëó êîýôôèöèåíòîâ. Åñëè çíàìåíàòåëü Pn(x) èìååò äåéñò-
âèòåëüíûå êîðíè, òî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò ïîäñòàâëÿòü èìåííî èõ, òàê êàê ýòî ïîçâîëèò
ñðàçó æå íàéòè êîýôôèöèåíòû aisi , i = 1, k. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà çíàìåíàòåëü èìååò òîëüêî
ïðîñòûå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, ìû òàêèì îáðàçîì ìîæåì áûñòðî íàéòè âñå n êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ.
Ïðèìåð 1. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ

f(x) =
3x6 − 2x5 − 3x4 + 5x3 − 2x2 − 2x+ 2

(x2 − 1)(x3 + 1)
.

Ðåøåíèå. Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðàâèëüíîé. Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü íà çíà-
ìåíàòåëü:

3x6 − 2x5 − 3x4 + 5x3 − 2x2 − 2x+ 2

3x6 − 3x4 + 3x3 − 3x

∣∣∣∣ x5 − x3 + x2 − 1

3x− 2

−2x5 + 2x3 − 2x2 + x+ 2

−2x5 + 2x3 − 2x2 + 2

x

Òàêèì îáðàçîì,

f(x) = 3x− 2 +
x

(x2 − 1)(x3 + 1)
è, ñëåäîâàòåëüíî,∫

f(x)dx =

∫ (
3x− 2 +

x

(x2 − 1)(x3 + 1)

)
dx =

3x2

2
− 2x+

∫
x

(x2 − 1)(x3 + 1)
dx.

Ðàçëîæèì òåïåðü ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ

f1(x) =
x

(x2 − 1)(x3 + 1)
=

x

(x− 1)(x+ 1)2(x2 − x+ 1)

íà ñóììó ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèâåäåííîé âûøå òåîðå-
ìîé, ìû ìîæåì çàïèñàòü:

x

(x− 1)(x+ 1)2(x2 − x+ 1)
=

a1
x− 1

+
a2

x+ 1
+

a3
(x+ 1)2

+
bx+ c

x2 − x+ 1
.

Ïðèâîäÿ äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíèâàÿ
÷èñëèòåëü èñõîäíîé äðîáè ÷èñëèòåëþ ñóììû ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷èì:

x = a1(x+1)2(x2−x+1)+a2(x−1)(x+1)(x2−x+1)+a3(x−1)(x2−x+1)+(bx+c)(x−1)(x+1)2.

1Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òîãî î÷åâèäíîãî ôàêòà, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, êàê ñàìè ïîëèíîìû, òàê è èõ ïðîèç-

âîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà ñîâïàäàþò â íóëå.
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Ïîäñòàâèì ñíà÷àëà â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî êîðíè çíàìåíàòåëÿ:

x = 1 : 1 = 4a1 =⇒ a1 =
1

4
; x = −1 : −1 = −6a3 =⇒ a3 =

1

6
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà x = 0, x = −2, x = 2
ïîëó÷èì: 

0 =
1

12
− a2 − c,

−2 = −7

4
+ 21a2 + 6b− 3c,

2 =
29

4
+ 9a2 + 18b+ 9c.

⇐⇒


12a2 + 12c = 1,

84a2 + 24b− 12c = −1,

12a2 + 24b+ 12c = −7.

Íàéäåì ðåøåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ (ãëàâà I, �5, ïóíêò 3). 12 0 12

84 24 −12

12 24 12

∣∣∣∣∣∣
1

−1

−7

 −→

 12 0 12

72 0 −24

12 24 12

∣∣∣∣∣∣
1

6

−7

 −→

 12 0 12

0 0 −96

12 24 12

∣∣∣∣∣∣
1

0

−7

 .

Â ýòîé öåïî÷êå âòîðàÿ èç ìàòðèö ïîëó÷åíà èç ïåðâîé âû÷èòàíèåì èç âòîðîé ñòðîêè òðåòüåé,
àíàëîãè÷íî, âòîðàÿ ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíà â òðåòüþ âû÷èòàíèåì èç âòîðîé ñòðîêè ïåðâîé,
óìíîæåííîé íà 6. Òîãäà èç ñèñòåìû

12a2 + 12c = 1,

−96c = 0,

12a2 + 24b+ 12c = −7.

ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì: c = 0, a2 =
1

12
, b = −1

3
. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå ïðàâèëüíîé

ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f1(x) íà ïðîñòåéøèå èìååò âèä:

f1(x) =
1

4
· 1

x− 1
+

1

12
· 1

x+ 1
+

1

6
· 1

(x+ 1)2
− 1

3
· x

x2 − x+ 1
.

Ïðîèíòåãðèðóåì êàæäóþ èç ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé:∫
dx

x− 1
=

∫
d(x− 1)

x− 1
= ln |x− 1|+ C;∫

dx

x+ 1
=

∫
d(x+ 1)

x+ 1
= ln |x+ 1|+ C;∫

dx

(x+ 1)2
=

∫
d(x+ 1)

(x+ 1)2
=

∫
(x+ 1)−2d(x+ 1) =

(x+ 1)−1

−1
+ C = − 1

x+ 1
+ C;∫

x

x2 − x+ 1
dx =

∫
1/2(2x− 1) + 1/2

x2 − x+ 1
dx =

1

2

(∫
d(x2 − x+ 1)

x2 − x+ 1
+

∫
d(x− 1/2)

(x− 1/2)2 + 3/4

)
=

=
1

2

(
ln(x2 − x+ 1) +

1√
3/2

arctg
x− 1/2√

3/2

)
+ C =

1

2
ln(x2 − x+ 1) +

1√
3
arctg

2x− 1√
3

+ C.

Ñëåäîâàòåëüíî,∫
f1(x)dx =

1

4
ln |x− 1|+ 1

12
ln |x+ 1| − 1

6(x+ 1)
− 1

6
ln(x2 − x+ 1)− 1

3
√
3
arctg

2x− 1√
3

+ C.

Îêîí÷àòåëüíî, ∫
f(x)dx =

3x2

2
− 2x+

∫
f1(x)dx =

=
3x2

2
− 2x+

1

4
ln |x− 1|+ 1

12
ln |x+ 1| − 1

6(x+ 1)
− 1

6
ln(x2 − x+ 1)− 1

3
√
3
arctg

2x− 1√
3

+ C.
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Çàìå÷àíèå 2. Åñëè âñå êîðíè çíàìåíàòåëÿ ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ïðîñòûå,
òî åå ðàçëîæåíèå íà ïðîñòåéøèå ìû ìîæåì íàéòè è áåç íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü x1, x2, . . . , xn � ïðîñòûå êîðíè çíàìåíàòåëÿ Pn(x) ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè (1). Òîãäà

Qm(x)

Pn(x)
=

a1
x− x1

+
a2

x− x2
+ . . .+

an
x− xn

.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êàæäîãî èç êîýôôèöèåíòîâ ak, k = 1, n óìíîæèì îáå ÷àñòè ïðåäûäóùåãî
ðàâåíñòâà íà x− xk è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè x→ xk, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Pn(xk) = 0, P ′

n(xk) ̸= 0 :

(x− xk)
Qm(x)

Pn(x)
= a1

x− xk
x− x1

+ a2
x− xk
x− x2

+ . . .+ ak + . . .+ an
x− xk
x− xn

;

lim
x→xk

(x− xk)
Qm(x)

Pn(x)
= lim

x→xk

Qm(x)
Pn(x)−Pn(xk)

x−xk

=
Qm(xk)

P ′
n(xk)

;

lim
x→xk

(
a1
x− xk
x− x1

+ a2
x− xk
x− x2

+ . . .+ ak + . . .+ an
x− xk
x− xn

)
= ak.

Çíà÷èò,

ak =
Qm(xk)

P ′
n(xk)

, k = 1, n;

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè íà ïðîñòåéøèå â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

Qm(x)

Pn(x)
=

Qm(x1)
P ′
n(x1)

x− x1
+

Qm(x2)
P ′
n(x2)

x− x2
+ . . .+

Qm(xn)
P ′
n(xn)

x− xn
=

n∑
k=1

Qm(xk)
P ′
n(xk)

x− xk
. (5)

Ïðèìåð 2. Íàéòè èíòåãðàë

I =

∫
x4 + x2 + 1

(x3 − x)(x2 − 5x+ 6)
dx.

Ðåøåíèå. Çäåñü ÷èñëèòåëü Q4(x) = x4 + x2 + 1 è çíàìåíàòåëü P5(x) = (x3 − x)(x2 − 5x+ 6)
èìååò ïðîñòûå êîðíè x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2, x5 = 3. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ÷èñëèòåëÿ è
ïðîèçâîäíîé çíàìåíàòåëÿ

P ′
5(x) = (3x2 − 1)(x2 − 5x+ 6) + (x3 − x)(2x− 5)

äëÿ êàæäîãî èç íàéäåííûõ êîðíåé:

Q4(−1) = 3, P ′
5(−1) = 24;

Q4(0) = 1, P ′
5(0) = −6;

Q4(1) = 3, P ′
5(1) = 4;

Q4(2) = 21, P ′
5(2) = −6;

Q4(3) = 91, P ′
5(3) = 24.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (5)

x4 + x2 + 1

(x3 − x)(x2 − 5x+ 6)
=

1

8
· 1

x+ 1
− 1

6
· 1
x
+

3

4
· 1

x− 1
− 7

2
· 1

x− 2
+

91

24
· 1

x− 3

è, ñòàëî áûòü,

I =
1

8
ln |x+ 1| − 1

6
ln |x|+ 3

4
ln |x− 1| − 7

2
ln |x− 2|+ 91

24
ln |x− 3|+ C.

Çàìå÷àíèå 3. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ óäàåòñÿ ïðèâåñòè ê âèäó, óäîá-
íîìó äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé äàííîé äðîáè, âûäåëÿÿ
â åå ÷èñëèòåëå ìíîæèòåëè çíàìåíàòåëÿ.
Ïðèìåð 3. Íàéòè èíòåãðàë ∫ (

x4 + 1

x2 + 1

)2

dx.
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Ðåøåíèå. Òàê êàê
x4 + 1

x2 + 1
=

(x4 − 1) + 2

x2 + 1
= x2 − 1 +

2

x2 + 1
,

òî (
x4 + 1

x2 + 1

)2

= x4 − 2x2 + 1 + 4

(
x2 − 1

x2 + 1
+

1

(x2 + 1)2

)
=

= x4 − 2x2 + 1 + 4

(
(x2 + 1)− 2

x2 + 1
+

(x2 + 1)− x2

(x2 + 1)2

)
= x4 − 2x2 + 5− 4

(
1

x2 + 1
+

x2

(x2 + 1)2

)
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé è ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:∫ (
x4 + 1

x2 + 1

)2

dx =

∫
(x4 − 2x2 + 5)dx− 4

(∫
dx

x2 + 1
+

1

2

∫
x · 2xdx

(x2 + 1)2

)
=

=
x5

5
− 2x3

3
+ 5x− 4

(
arctg x− 1

2

∫
xd

(
1

x2 + 1

))
=

=
x5

5
− 2x3

3
+ 5x− 4

(
arctg x− 1

2

(
x

x2 + 1
−
∫

dx

x2 + 1

))
=

=
x5

5
− 2x3

3
+ 5x− 2

(
3 arctg x− x

x2 + 1

)
+ C.

Çàìå÷àíèå 3.Èç ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðåòåîðåòè-
÷åñêè, ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Íà ïðàêòèêå
æå ìû ìîæåì âñòðåòèòüñÿ ñ òðóäíîñòüþ ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî
ìû íå âñåãäà ìîæåì íàéòè ðàçëîæåíèå çíàìåíàòåëÿ äðîáè íà ìíîæèòåëè, òàê êàê èç àëãåáðû
èçâåñòíî, ÷òî êîðíè ïîëèíîìà ñòåïåíè âûøå ÷åòâåðòîé â îáùåì ñëó÷àå óæå íåëüçÿ âûðàçèòü

÷åðåç ðàäèêàëû.

�4. Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè

1. Èíòåãðàëû âèäà

∫
sinα x cosβ xdx, α, β ∈ R.

Çäåñü ìû âûäåëèì òðè ñëó÷àÿ, êîãäà ýòîò èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê ñòåïåííûì èíòåãðàëàì.

a) Ñðåäè ÷èñåë α, β èìååòñÿ íàòóðàëüíîå íå÷åòíîå.

Â îáùåì ñëó÷àå çäåñü ñëåäóåò ïîäâåñòè îäèí ìíîæèòåëü íå÷åòíîé ñòåïåíè ïîä äèôôåðåí-
öèàë è âûðàçèòü çàòåì îñòàâøóþñÿ óæå ÷åòíóþ ñòåïåíü ÷åðåç ôóíêöèþ ïîä äèôôåðåíöèàëîì
ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà sin2 x + cos2 x = 1. Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèäåì ê
ñòåïåííûì èíòåãðàëàì, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïî òàáëèöå.
Ïðèìåð 1. Íàéòè èíòåãðàë ∫

sin5 x
5
√
cosx

dx.

Ðåøåíèå. Çäåñü α = 5, β = −1

5
. Òîãäà∫

sin5 x
5
√
cosx

dx = −
∫

sin4 x
5
√
cosx

d cosx = −
∫

(1− cos2 x)2

5
√
cosx

d cosx =

= −
∫

1− 2 cos2 x+ cos4 x
5
√
cosx

d cosx = −
∫ (

cos−
1
5 x− 2 cos

9
5 x+ cos

19
5 x
)
d cosx =

= −

(
cos

4
5 x

4/5
− 2 · cos

14
5 x

14/5
+

cos
24
5 x

24/5

)
+ C = − 5

168

5
√
cos4 x

(
42− 24 cos2 x+ 7 cos4 x

)
+ C.

b) Îáà ÷èñëà α, β íåîòðèöàòåëüíûå ÷åòíûå.



18

Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôîðìóëàìè

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x), cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x), sinx cosx =

1

2
sin 2x

ìû ìîæåì, â äâà ðàçà ïîíèçèâ ñòåïåíè â âûðàæåíèè äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, ñâåñòè
äàííûé èíòåãðàë ê ñóììå àíàëîãè÷íûõ èëè èíòåãðàëîâ, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.
Ïðèìåð 2. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ f(x) = sin4 x cos6 x.
Ðåøåíèå. Òàê êàê

f(x) =
1

32
sin4 2x(1 + cos 2x) =

1

32

(
1

4
(1− cos 4x)2 + sin4 2x cos 2x

)
=

=
1

128

(
1− 2 cos 4x+

1

2
(1 + cos 8x) + 4 sin4 2x cos 2x

)
=

=
1

256
(3− 4 cos 4x+ cos 8x+ 8 sin4 2x cos 2x),

òî ∫
f(x)dx =

1

256

(
3

∫
dx−

∫
cos 4x d(4x) +

1

8

∫
cos 8x d(8x) + 4

∫
sin4 2xd sin 2x

)
=

=
1

256

(
3x− sin 4x+

1

8
sin 8x+ 4 · sin

5 2x

5

)
+ C =

=
1

10240
(120x− 40 sin 4x+ 5 sin 8x+ 32 sin5 2x) + C.

c) ×èñëà α, β � öåëûå, à èõ ñóììà � ÷åòíîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Â ýòîì ñëó÷àå óïðîùàåò èíòåãðàë ïîäñòàíîâêà z = tg x èëè z = ctg x. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
α+ β = −2n, n ∈ N. Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé 1/ cos2 x = 1 + tg2 x, ïîëó÷èì:∫

sinα x cosβ xdx =

∫ (
sinx

cosx

)α
cosα+β+2 x

dx

cos2 x
=

∫
tgα x(1 + tg2 x)n−1d tg x.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê ñòåïåííûì îòíîñèòåëüíî tg x èíòåãðàëàì.
Ïðèìåð 3. Íàéòè èíòåãðàë

I =

∫
dx

sin5 x cos3 x
.

Ðåøåíèå. Çäåñü α = −5, β = −3, α + β = −8. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé sinx cosx =
ctg x/(1 + ctg2 x) è òàáëèöåé èíòåãðàëîâ, íàéäåì:

I =

∫
1

(sinx cosx)3
· dx

sin2 x
= −

∫ (
1 + ctg2 x

ctg x

)3

d ctg x =

= −
∫

(ctg−3 x+ 3 ctg−1 x+ 3 ctg x+ ctg3 x)d ctg x =

= −
(
ctg−2 x

−2
+ 3 ln | ctg x|+ 3 · ctg

2 x

2
+

ctg4 x

4

)
+ C =

=
1

4

(
2 tg2 x− 12 ln | ctg x| − 6 ctg2 x− ctg4 x

)
+ C.

Â îáùåì ñëó÷àå èíòåãðàë
∫

sinα x cosβ xdx ïðè öåëûõ α è β ïðèâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó îò

ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè, ðàññìîòðåííîé â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

Ââåäåì òåïåðü íåîáõîäèìîå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïîíÿòèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

äâóõ ïåðåìåííûõ.
Ïîëèíîìîì ñòåïåíè n îò äâóõ ïåðåìåííûõ x, y íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ âèäà

Pn(x, y) =
n∑

k+l=0

aklx
kyl
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ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè akl, k + l = 0, n, ïðè÷åì ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ, ò. å. akl, k + l = n, îòëè÷åí îò íóëÿ.
Ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ x, y íàçûâàåòñÿ äðîáü, ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü

êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû îò ýòèõ ïåðåìåííûõ.
Ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé φ(x), ψ(x) íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèÿ ôóíê-

öèé f(φ(x), ψ(x)), ãäå f(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòîâ u è v.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ââåñòè îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè òðåõ è áîëü-

øåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

2. Èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé îòíîñèòåëüíî sinx, cosx ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ∫
f(sinx, cosx)dx,

ãäå f(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ïðîâåäåì â ýòîì èíòåãðàëå ïîäñòàíîâêó

z = tg
x

2
, x ∈ (−π, π).

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî

sinx =
2z

1 + z2
, cosx =

1− z2

1 + z2
, x = 2arctg z =⇒ dx =

2dz

1 + z2
,

ïîëó÷èì: ∫
f(sinx, cosx)dx =

∫
f

(
2z

1 + z2
,
1− z2

1 + z2

)
2dz

1 + z2
=

∫
f1(z)dz.

Òàêèì îáðàçîì, ýòà ïîäñòàíîâêà ñâåëà äàííûé èíòåãðàë ê èíòåãðàëó îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè
f1(z).
Ïðèìåð 4. Íàéòè èíòåãðàë

I =

∫
sinx

sinx+ 2 cosx+ 2
dx.

Ðåøåíèå. Âûïîëíèâ â ýòîì èíòåãðàëå óêàçàííóþ âûøå çàìåíó ïåðåìåííîé, ïîëó÷èì:

I =

∫ 2z
1+z2

2z
1+z2

+ 2 · 1−z2
1+z2

+ 2
· 2dz

1 + z2
= 2

∫
z

(z + 2)(z2 + 1)
dz.

Ðàçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ íà ïðîñòåéøèå ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè:

z

(z + 2)(z2 + 1)
=

a

z + 2
+
bz + c

z2 + 1
.

Îòñþäà, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïðîñòåéøèõ äðîáåé ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ìû ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

z = a(z2 + 1) + (bz + c)(z + 2).

Ïîëàãàÿ â íåì ïîñëåäîâàòåëüíî z = −2, z = 0, z = −1, ìû íàéäåì íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ:

z = −2 : −2 = 5a =⇒ a = −2

5
; z = 0 : 0 = a+2c =⇒ c =

1

5
; z = −1 : −1 = 2a− b+ c =⇒ b =

2

5
.

Òàêèì îáðàçîì,
z

(z + 2)(z2 + 1)
= −2

5
· 1

z + 2
+

1

5
· 2z + 1

z2 + 1
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I = 2

∫ (
−2

5
· 1

z + 2
+

1

5
· 2z + 1

z2 + 1

)
dz =

2

5

(
−2

∫
d(z + 2)

z + 2
+

∫
d(z2 + 1)

z2 + 1
+

∫
dz

z2 + 1

)
=

=
2

5
(−2 ln |z + 2|+ ln(z2 + 1) + arctg z)+C =

2

5

(
−2 ln

∣∣∣tg x
2
+ 2
∣∣∣+ ln

(
1 + tg2

x

2

)
+
x

2

)
+C =

=
1

5

(
x− 4 ln

∣∣∣tg x
2
+ 2
∣∣∣− 4 ln

∣∣∣cos x
2

∣∣∣)+ C =
1

5

(
x− 4 ln

∣∣∣sin x
2
+ 2 cos

x

2

∣∣∣)+ C.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè ôóíêöèÿ f(u, v) îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé, òî áîëåå ïðåä-
ïî÷òèòåëüíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèâåäåííîé âûøå ìîãóò îêàçàòüñÿ äðóãèå ïîäñòàíîâêè. À
èìåííî, åñëè f(−u, v) = −f(u, v) èëè f(u,−v) = −f(u, v), òî ïîëåçíûìè ìîãóò áûòü ïîä-
ñòàíîâêè z = cosx èëè z = sinx, ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè æå f(−u,−v) = f(u, v), òî áûâàåò
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü çàìåíó ïåðåìåííîé z = tg x èëè z = ctg x.
Ïðèìåð 5. Íàéòè èíòåãðàë

I =

∫
dx

(sin2 x− 2 sinx cosx+ 3 cos2 x) cos2 x
.

Ðåøåíèå. Çäåñü

f(u, v) =
1

(u2 − 2uv + 3v2)v2

è, ñëåäîâàòåëüíî, f(−u,−v) = f(u, v). Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ è ïðîâåäåì â
èíòåãðàëå ïîäñòàíîâêó z = tg x :

I =

∫
1/ cos2 x

tg2 x− 2 tg x+ 3
· dx

cos2 x
=

∫
(1 + tg2 x)d tg x

tg2 x− 2 tg x+ 3
=

∫
(1 + z2)dz

z2 − 2z + 3
.

Âûäåëèâ çíàìåíàòåëü â ÷èñëèòåëå ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà, ïîëó÷èì:

I =

∫
(z2 − 2z + 3) + 2z − 2

z2 − 2z + 3
dz =

∫
dz +

∫
2z − 2

z2 − 2z + 3
dz = z +

∫
d(z2 − 2z + 3)

z2 − 2z + 3
=

= z + ln(z2 − 2z + 3) + C = tg x+ ln(tg2 x− 2 tg x+ 3) + C.

3. Èíòåãðàëû∫
sinαx sinβxdx,

∫
sinαx cosβx dx,

∫
cosαx cosβx dx, α, β ∈ R.

ïðèâîäÿòñÿ ê òàáëè÷íûì ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôîðìóë

sinαx sinβx =
1

2
(cos(α− β)x− cos(α+ β)x),

sinαx cosβx =
1

2
(sin(α− β)x+ sin(α+ β)x),

cosαx cosβx =
1

2
(cos(α− β)x+ cos(α+ β)x),

ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèìåð 6. Íàéòè èíòåãðàë

I =

∫
sin 3x cos3 5xdx.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x

cos3 x =
1

4
(3 cosx+ cos 3x),

òî

sin 3x cos3 5x =
1

4
(3 sin 3x cos 5x+ sin 3x cos 15x) =

=
1

4

(
3

2
(sin(−2x) + sin 8x) +

1

2
(sin(−12x) + sin 18x)

)
=

=
1

8
(−3 sin 2x+ 3 sin 8x− sin 12x+ sin 18x).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

I =
1

8

(
−3

2

∫
sin 2x d(2x) +

3

8

∫
sin 8x d(8x)− 1

12

∫
sin 12x d(12x) +

1

18

∫
sin 18x d(18x)

)
=

=
1

8

(
3

2
cos 2x− 3

8
cos 8x+

1

12
cos 12x− 1

18
cos 18x

)
+ C =

=
1

576
(108 cos 2x− 27 cos 8x+ 6 cos 12x− 4 cos 18x) + C.

�5. Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ èððàöèîíàëüíîñòåé

1. Èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé îòíîñèòåëüíî x è ðàäèêàëà n

√
ax+b
cx+d ôóíêöèè.

Çäåñü ðå÷ü èäåò îá èíòåãðàëå1∫
f

(
x, n

√
ax+ b

cx+ d

)
dx, a, b, c, d ∈ R, ad− bc ̸= 0, 2 ≤ n ∈ N,

ãäå f(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ ðàöèîíàëèçèðóåòñÿ ïîäñòàíîâêîé

z = n

√
ax+ b

cx+ d
.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ýòîé ïîäñòàíîâêè ìû íàõîäèì

x =
dzn − b

a− czn
, dx =

(ad− bc)nzn−1

(a− czn)2
dz

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèäåì ê èíòåãðàëó∫
f

(
x, n

√
ax+ b

cx+ d

)
dx =

∫
f

(
dzn − b

a− czn
, z

)
(ad− bc)nzn−1

(a− czn)2
dz =

∫
f1(z)dz

îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f1(z).
Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò êîðíè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé âûðà-

æåíèÿ ax+b
cx+d , òî â êà÷åñòâå íîâîé ïåðåìåííîé ñëåäóåò âçÿòü êîðåíü îáùåé êðàòíîé ñòåïåíè

ýòîãî âûðàæåíèÿ.
Ïðèìåð 1. Íàéòè èíòåãðàë

I =

∫ √
x+ 1− 2

3
√
x+ 1 + 1

dx.

1Óñëîâèå ad− bc ̸= 0 íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû äðîáü ax+b
cx+d

íå âûðîæäàëàñü â êîíñòàíòó.
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Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x è
êîðíåé

√
x+ 1 è 3

√
x+ 1. Îáùåé êðàòíîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü 6

√
x+ 1, ïîýòîìó

I =

∣∣∣∣∣∣
z = 6

√
x+ 1,

x = z6 − 1,

dx = 6z5dz

∣∣∣∣∣∣ =
∫
z3 − 2

z2 + 1
6z5dz = 6

(∫
z8

z2 + 1
dz − 2

∫
z5

z2 + 1
dz

)
=

= 6

(∫
(z8 − 1) + 1

z2 + 1
dz − 2

∫
z((z4 − 1) + 1)

z2 + 1
dz

)
=

= 6

(∫ (
(z2 − 1)(z4 + 1) +

1

z2 + 1

)
dz − 2

∫
z

(
z2 − 1 +

1

z2 + 1

)
dz

)
=

= 6

(∫ (
z6 − z4 + z2 − 1 +

1

z2 + 1

)
dz − 2

∫ (
z3 − z +

z

z2 + 1

)
dz

)
=

= 6

(
z7

7
− z5

5
+
z3

3
− z + arctg z − z4

2
+ z2 −

∫
d(z2 + 1)

z2 + 1

)
=

= 6

(
z7

7
− z5

5
+
z3

3
− z + arctg z − z4

2
+ z2 − ln(z2 + 1)

)
+ C =

=
6

7
6
√

(x+ 1)7 − 6

5
6
√

(x+ 1)5 − 3 3
√

(x+ 1)2 + 2
√
x+ 1 + 6 3

√
x+ 1− 6 6

√
x+ 1+

+6arctg 6
√
x+ 1− 6 ln( 3

√
x+ 1 + 1) + C.

2. Èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé îòíîñèòåëüíî x è êîðíÿ
√
ax2 + bx+ c ôóíêöèè.

Â ýòîì ïóíêòå ìû íàó÷èìñÿ èíòåãðèðîâàòü ôóíêöèè âèäà1

f
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
, a, b, c ∈ R,

ãäå f(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ u, v.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ýòîò èíòåãðàë â îäíîì ïðîñòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå:∫

Ax+B√
ax2 + bx+ c

dx, A,B ∈ R.

Îí íàõîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïðîñòåéøåé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè (3), �3 â
ñëó÷àå r = 1. Âûäåëÿÿ â ÷èñëèòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïðîèçâîäíóþ êâàäðàòè÷íîãî
âûðàæåíèÿ ïîä êîðíåì, ìû ïðèäåì ê äâóì èíòåãðàëàì, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íûì,
à âòîðîé ñâîäèòñÿ ê òàáëèöå âûäåëåíèåì â êâàäðàòè÷íîì âûðàæåíèè ïîëíîãî êâàäðàòà.
Ïðèìåð 2. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ

f(x) =
4 lnx− 1

x
√
ln2 x+ lnx− 2

.

Ðåøåíèå. Ïîäñòàíîâêîé z = lnx ìû ñâåäåì äàííûé èíòåãðàë ê èíòåãðàëó, óêàçàííîìó â
ïðåäûäóùåì àáçàöå è çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì, êàê óêàçàíî âûøå.∫

f(x)dx =

∫
4 lnx− 1√

ln2 x+ lnx− 2
d lnx =

∫
4z − 1√
z2 + z − 2

dz =

∫
2(2z + 1)− 3√
z2 + z − 2

dz =

= 2

∫
d(z2 + z − 2)√
z2 + z − 2

− 3

∫
d(z + 1/2)√

(z + 1/2)2 − 9/4
=

= 4
√
z2 + z − 2− 3 ln

∣∣∣z + 1/2 +
√

(z + 1/2)2 − 9/4
∣∣∣+ C =

= 4
√

ln2 x+ lnx− 2− 3 ln
∣∣∣lnx+ 1/2 +

√
ln2 x+ lnx− 2

∣∣∣+ C.

1Çäåñü ìû áóäåì, åñòåñòâåííî, ñ÷èòàòü, ÷òî a ̸= 0, D = b2 − 4ac ̸= 0 è D > 0, åñëè a < 0.
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Â îáùåì ñëó÷àå ðàöèîíàëèçàöèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â èíòåãðàëå∫
f
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx

äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîé èç ïîäñòàíîâîê Ýéëåðà:

1)
√
ax2 + bx+ c = z ±

√
ax, åñëè a > 0;

2)
√
ax2 + bx+ c = zx±

√
c, åñëè c > 0.

Åñëè D = b2 − 4ac > 0 è x0 � îäèí èç êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0, òî

3)
√
ax2 + bx+ c = z(x− x0).

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïåðâóþ èç íèõ.√
ax2 + bx+ c = z +

√
ax =⇒ ax2 + bx+ c =

(
z +

√
ax
)2

=⇒ bx+ c = 2
√
axz + z2.

Îòñþäà, ìû íàõîäèì

x =
z2 − c

b− 2
√
az
, dx =

2
(
−
√
ac+ bz −

√
az2
)

(b− 2
√
az)

2 dz.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫
f
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx =

=

∫
f

(
z2 − c

b− 2
√
az
, z +

√
a · z2 − c

b− 2
√
az

)
2
(
−
√
ac+ bz −

√
az2
)

(b− 2
√
az)

2 dz =

∫
f1(z)dz,

ãäå f1(z) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà z.
Ïðèìåð 3. Íàéòè èíòåãðàë

I =

∫
x−

√
x2 + 2

1 + x+
√
x2 + 2

dx.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì â èíòåãðàëå ïåðâóþ èç ïîäñòàíîâîê Ýéëåðà. Òàê êàê√
x2 + 2 = z − x =⇒ x =

z2 − 2

2z
=⇒ dx =

z2 + 2

2z2
dz,

òî

I =

∫
2 · z2−2

2z − z

1 + z
· z

2 + 2

2z2
dz = −

∫
z2 + 2

z3(z + 1)
dz.

Ðàçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ íà ïðîñòåéøèå:

z2 + 2

z3(z + 1)
=

1

z(z + 1)
+

2

z3(z + 1)
=

(z + 1)− z

z(z + 1)
+ 2 · (z + 1)− z

z3(z + 1)
=

=
1

z
− 1

z + 1
+ 2

(
1

z3
− 1

z2(z + 1)

)
=

1

z
− 1

z + 1
+ 2

(
1

z3
− (z + 1)− z

z2(z + 1)

)
=

=
1

z
− 1

z + 1
+ 2

(
1

z3
− 1

z2
+

1

z(z + 1)

)
= 3

(
1

z
− 1

z + 1

)
+ 2

(
1

z3
− 1

z2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I = −3

∫ (
1

z
− 1

z + 1

)
dz − 2

∫ (
1

z3
− 1

z2

)
dz = 3(ln(z + 1)− ln z) + 2

(
1

2z2
− 1

z

)
+ C =

= 3
(
ln
(
1 + x+

√
x2 + 2

)
− ln

(
x+

√
x2 + 2

))
+

1

(x+
√
x2 + 2)2

− 2

x+
√
x2 + 2

+ C.

Èñïîëüçîâàíèå ïîäñòàíîâîê Ýéëåðà ìîæåò ïðèâåñòè ê âåñüìà ãðîìîçäêèì âûêëàäêàì. Â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áûñòðåå ê öåëè âåäóò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè, î êîòîðûõ ìû
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ñåé÷àñ è ïîãîâîðèì. Âûäåëèâ â êâàäðàòè÷íîì âûðàæåíèè ïîä êîðíåì ïîëíûé êâàäðàò, ìû
ïðèâåäåì åãî ê âèäó

a

(
x+

b

2a

)2

± α2,

ãäå 0 < α � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíèâ â äàííîì èíòåãðàëå
ëèíåéíóþ ïîäñòàíîâêó

z =
√
|a|
(
x+

b

2a

)
,

ìû ñâåäåì åãî ê îäíîìó èç òðåõ èíòåãðàëîâ∫
f1

(
z,
√
z2 + α2

)
dz,

∫
f1

(
z,
√
z2 − α2

)
dz,

∫
f1

(
z,
√
α2 − z2

)
dz,

â êàæäîì èç êîòîðûõ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé îòíîñèòåëüíî ñâîèõ
àðãóìåíòîâ. Óáðàòü êîðíè â ýòèõ èíòåãðàëàõ è ïðèâåñòè èõ ê èíòåãðàëàì îò ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ñèíóñà è êîñèíóñà íîâîé ïåðåìåííîé ìû ìîæåì ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâîê

z = α tg t èëè z = α ctg t, z =
α

sin t
èëè z =

α

cos t
, z = α sin t èëè z = α cos t,

ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, åñëè â òðåòüåì èç ýòèõ èíòåãðàëîâ ïðîâåñòè çàìåíó ïåðåìåííîé

z = α sin t =⇒
√
α2 − z2 = α cos t, dz = α cos t dt,

òî ∫
f1

(
z,
√
α2 − z2

)
dz =

∫
f1 (α sin t, α cos t)α cos t dt =

∫
f2(sin t, cos t) dt,

ãäå f2(u, v) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòîâ u, v.
Ïðèìåð 4. Âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå

I =

∫
dx

1 +
√
1− 2x− x2

.

Ðåøåíèå. Çàìåòèâ, ÷òî
1− 2x− x2 = 2− (x+ 1)2,

ïðîâåäåì â èíòåãðàëå òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó

x+ 1 =
√
2 cos z =⇒ dx = −

√
2 sin z dz, 1− 2x− x2 = 2 sin2 z.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

I = −
∫ √

2 sin z dz

1 +
√
2 sin z

=

∫
1− (1 +

√
2 sin z)

1 +
√
2 sin z

dz =

∫ (
1

1 +
√
2 sin z

− 1

)
dz =

∫
dz

1 +
√
2 sin z

− z.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå èñïîëüçóåì ïîäñòàíîâêó èç �4, ïóíêò 2:

t = tg
z

2
, sin z =

2t

1 + t2
, dz =

2dt

1 + t2
.

Òîãäà, ∫
dz

1 +
√
2 sin z

=

∫ 2dt
1+t2

1 +
√
2 · 2t

1+t2

= 2

∫
dt

t2 + 2
√
2t+ 1

= 2

∫
d(t+

√
2)

(t+
√
2)2 − 1

=

= ln
t+

√
2− 1

t+
√
2 + 1

+ C = ln
tg z

2 +
√
2− 1

tg z
2 +

√
2 + 1

+ C =
1

2
ln

1− x+
√
1− 2x− x2

3 + x+
√
1− 2x− x2

+ C.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî

I =
1

2
ln

1− x+
√
1− 2x− x2

3 + x+
√
1− 2x− x2

− arccos
x+ 1√

2
+ C.
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ÃËÀÂÀ VII. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÉ ÈÍÒÅÃÐÀË

Â ýòîé ãëàâå ìû çàéìåìñÿ èçó÷åíèåì èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîãî êàê â ñàìîé ìàòåìàòèêè, òàê è
â åå ïðèëîæåíèÿõ ïîíÿòèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ìû óâèäèì, íàïðèìåð, ÷òî òàì, ãäå ðå÷ü
èäåò î ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ôèãóð, ñâÿçàííûõ ñ èõ ìåðîé (äëèíîé, ïëîùàäüþ, îáúåìîì)
îïðåäåëåííûé èíòåãðàë âîçíèêàåò âïîëíå åñòåñòâåííî, êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

�1. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë, åãî ñóùåñòâîâàíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], a < b ÷èñëîâîé îñè.
Îïðåäåëåíèå 1. Îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] íàçûâàåòñÿ

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî
b∫
a

f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a), (1)

ãäå F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x) íà äàííîì îòðåçêå.

Ñîîòíîøåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Èç íåå, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî, ïîñêîëüêó ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå ñâÿçàíû ïîñòîÿííîé (ãëàâà VI, �1, òåîðåìà 1), òî
çíà÷åíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò âûáîðà ïåðâîîáðàçíîé.
Äëÿ ïîëíîòû ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî

a∫
a

f(x)dx = 0,

b∫
a

f(x)dx = −
a∫
b

f(x)dx.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 (ãëàâà VI,
�1), îïðåäåëåííûé èíòåãðàë äëÿ íåå íà ýòîì îòðåçêå ñóùåñòâóåò. Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ ýëåìåí-
òàðíàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå èç ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
1) Ëèíåéíîñòü îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Åñëè ôóíêöèè f1(x) è f2(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a, b], òî äëÿ ëþáûõ c1, c2 ∈ R

b∫
a

(c1f1(x) + c2f2(x)) dx = c1

b∫
a

f1(x)dx+ c2

b∫
a

f2(x)dx.

2) Àääèòèâíîñòü îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, c], òî äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ [a, c]

c∫
a

f(x)dx =

b∫
a

f(x)dx+

c∫
b

f(x)dx.

Ýòè äâà ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Íàïðèìåð,
äëÿ àääèòèâíîñòè,

c∫
a

f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣c
a

= F (x)

∣∣∣∣b
a

+ F (x)

∣∣∣∣c
b

=

b∫
a

f(x)dx+

c∫
b

f(x)dx.

3) Åñëè ôóíêöèè f1(x) è f2(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåçêå [a, b] è äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ [a, b]
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f1(x) ≤ f2(x), òî

b∫
a

f1(x)dx ≤
b∫
a

f2(x)dx.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè F1(x), F2(x) � ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèé f1(x), f2(x) ñîîòâåòñòâåííî, òî
äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè F (x) = F2(x)− F1(x) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

F ′(x) = F ′
2(x)− F ′

1(x) = f2(x)− f1(x) ≥ 0, x ∈ [a, b].

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé íà îòðåçêå [a, b] (ãëàâà V, �6, ïóíêò 1,
òåîðåìà 1). Ïîýòîìó

F (b)− F (a) ≥ 0,

îòêóäà
b∫
a

(f2(x)− f1(x))dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− F (a) ≥ 0 =⇒
b∫
a

f1(x)dx ≤
b∫
a

f2(x)dx.

Èç ñâîéñòâà 3) ñðàçó æå âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà.
4) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] âìåñòå ñî ñâîåé àáñîëþòíîé âåëè÷è-

íîé, òî ∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫
a

|f(x)|dx.

5) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è îãðàíè÷åíà íà íåì, ò. å. ñóùåñò-

âóþò ÷èñëà m è M òàêèå, ÷òî

m ≤ f(x) ≤M, x ∈ [a, b],

òî

m(b− a) ≤
b∫
a

f(x)dx ≤M(b− a).

Äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî
6) Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ [a, b], äëÿ
êîòîðîé

b∫
a

f(x)dx = f(c)(b− a).

Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 3) ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà
íà îòðåçêå [a, b] è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó

m(b− a) ≤
b∫
a

f(x)dx ≤M(b− a) =⇒ m ≤ 1

b− a

b∫
a

f(x)dx ≤M,

ãäå m = inf
[a, b]

f(x), M = sup
[a, b]

f(x). Òîãäà ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 3) íàé-

äåòñÿ òî÷êà c ∈ [a, b], äëÿ êîòîðîé

f(c) =
1

b− a

b∫
a

f(x)dx =⇒
b∫
a

f(x)dx = f(c)(b− a),

â ÷åì è òðåáîâàëîñü óáåäèòüñÿ.
7) Ïðîèçâîäíàÿ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.
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Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì

ïðåäåëîì
x∫
a
f(z)dz ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ äàííîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [a, b], ò. å. x∫

a

f(z)dz

′

= f(x), x ∈ [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.

Ðàñïðîñòðàíèì òåïåðü ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà íà ñëó÷àé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà
îòðåçêå ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b], åñëè

ýòîò îòðåçîê ìû ìîæåì ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòè÷íûõ ïðîìåæóòêîâ, âíóòðè êàæ-

äîãî èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, à â êàæäîé èç ãðàíè÷íûõ òî÷åê ïðîìåæóòêîâ ôóíêöèÿ

èìååò óñòðàíèìûé ðàçðûâ èëè ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a1, a2, . . . , an � òî÷êè, êîòîðûìè îòðåçîê [a, b] äåëèòñÿ íà ïðîìåæóòêè.
Äîîïðåäåëèâ â êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(x) ñîîòâåòñòâóþùèìè
îäíîñòîðîííèìè ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè, ìû ïîëó÷èì òåì ñàìûì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ áóäåò
íåïðåðûâíîé, à, çíà÷èò, è èíòåãðèðóåìîé íà êàæäîì èç n+ 1 ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ

[a, a1], [a1, a2], . . . , [an, b].

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 3. Îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíê-

öèè f(x) íàçûâàåòñÿ ñóììà îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ýòîé ôóíêöèè ïî âñåì ÷àñòè÷íûì

îòðåçêàì, ò. å.
b∫
a

f(x)dx =

a1∫
a

f(x)dx+

a2∫
a1

f(x)dx+ . . .+

b∫
an

f(x)dx.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå
ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ, ñïðàâåäëèâû è äëÿ îïðåäåëåííî-
ãî èíòåãðàëà êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè. Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé ñâîéñòâà 6) è 7) íàðóøàþòñÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ çíàêà1

sgnx =


−1, x ∈ (−∞, 0);

0, x = 0;

1, x ∈ (0,+∞).

Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà â íóëå, òàê êàê f(−0) = −1, f(+0) = 1. Äëÿ íåå
5∫

−1

sgnxdx =

0∫
−1

sgnxdx+

5∫
0

sgnxdx =

0∫
−1

(−1)dx+

5∫
0

1dx = −x
∣∣∣∣0
−1

+ x

∣∣∣∣5
0

= 0− 1 + 5− 0 = 4,

îäíàêî íà îòðåçêå [−1, 5] íåëüçÿ óêàçàòü òî÷êó c, äëÿ êîòîðîé
5∫

−1

sgnx dx = sgn c · (5− (−1)) ⇐⇒ 2 = 3 sgn c.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà î ñðåäíåì (ñâîéñòâî 6)) äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà íå âûïîëíÿåòñÿ. ×òî
êàñàåòñÿ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì (ñâîéñòâî 7)), òî çäåñü ïðè x ∈ [−1, 0]

x∫
−1

sgn z dz =

x∫
−1

(−1)dz = −z
∣∣∣∣x
−1

= −x− 1,

1×èòàåòñÿ ñèãíóì x.
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àíàëîãè÷íî, åñëè x ∈ (0, 5], òî
x∫

−1

sgn zdz =

0∫
−1

(−1)dz +

x∫
0

1 dz = −z
∣∣∣∣0
−1

+ z

∣∣∣∣x
0

= 0− 1 + x− 0 = x− 1.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

F (x) =

x∫
−1

sgn z dz = |x| − 1

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè sgnx íà ïðîìåæóòêàõ [−1, 0) è (0, 5], à âîò â íóëå ôóíêöèÿ
F (x) íåïðåðûâíà, òàê êàê F (−0) = F (+0) = F (0) = −1, íî íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé,
ââèäó òîãî, ÷òî F ′

−(0) = −1, F ′
+(0) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, è ñâîéñòâî 7) äëÿ äàííîé ôóíêöèè íà

îòðåçêå [−1, 5] òàêæå íå èìååò ìåñòà.
Ïåðåôîðìóëèðóåì ñâîéñòâà 6) è 7) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè èìåëè ìåñòî è äëÿ êóñî÷íî-

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
6′) Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è a1, a2, . . . , an � òî÷êè, â êîòîðûõ
ôóíêöèÿ èìååò óñòðàíèìûé ðàçðûâ èëè ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà, òî ñóùåñòâóþò òî÷êè

c1 ∈ [a, a1], c2 ∈ [a1, a2], . . . , cn+1 ∈ [an, b],

äëÿ êîòîðûõ

b∫
a

f(x)dx = f(c1)(a1 − a) + f(c2)(a2 − a1) + . . .+ f(cn+1)(b− an).

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè sgnx, x ∈ [−1, 5], ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, a1 = 0 è
5∫

−1

sgnxdx = 4 = −1 · 1 + 1 · 5 = sgn c1 · (0− (−1)) + sgn c2 · (5− 0),

ãäå c1 ∈ [−1, 0), c2 ∈ (0, 5].
7′) Èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì äëÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõ-

íèì ïðåäåëîì
x∫
a
f(z)dz ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé àðãóìåíòà x âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà

[a, b] è ñëóæèò ïåðâîîáðàçíîé äëÿ äàííîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [a, b] çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê

ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ýòîé ôóíêöèè.

�2. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì.
Ïðîñòåéøèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà â ôèçèêå

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîå, èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå â ïðèëîæåíèÿõ, îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà,
îñíîâàííîå íà ìåòîäå èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b], a < b. Ðàçîáüåì ýòîò îòðåçîê ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì íà ÷àñòè òî÷êàìè

a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b. (1)

Íà êàæäîì èç ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ [xk−1, xk], k = 1, n, äëèíó êîòîðîãî ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
∆xk, âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ïî òî÷êå ck. Ñîñòàâèì äëÿ äàííîãî ðàçáèåíèÿ èíòåãðàëüíóþ ñóììó

In = f(c1)∆x1 + f(c2)∆x2 + . . .+ f(cn)∆xn =

n∑
k=1

f(ck)∆xk.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì In ïðè óñëîâèè,

÷òî äëèíû âñåõ ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íå çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ
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îòðåçêà íà ÷àñòè è âûáîðà òî÷åê âíóòðè ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ, òî îí íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåí-

íûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b].

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå ôóíêöèè îïðåäåëåííûé èíòåãðàë êàê

ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì ðàâåí îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó, âû÷èñëåííîìó ïî ôîðìóëå Íüþ-

òîíà-Ëåéáíèöà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå ìû îòìåòèëè, ÷òî îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx (2)

ñóùåñòâóåò. Îöåíèì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàçíîñòü ìåæäó èíòåãðàëüíîé ñóììîé In, ñîîò-
âåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ (1) îòðåçêà íà ÷àñòè, è èíòåãðàëîì (2). Âîñïîëüçîâàâøèñü ëèíåé-
íîñòüþ è àääèòèâíîñòüþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (�1, ñâîéñòâà 1) è 2)), ïîëó÷èì:

In −
b∫
a

f(x)dx =
n∑
k=1

f(ck)∆xk −
n∑
k=1

xk∫
xk−1

f(x)dx =

=

n∑
k=1

xk∫
xk−1

f(ck)dx−
n∑
k=1

xk∫
xk−1

f(x)dx =

n∑
k=1

xk∫
xk−1

(f(ck)− f(x))dx.

Ïî òåîðåìå Êàíòîðà (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 5) ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a, b], ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δε > 0 òàêîå, ÷òî |f(x1) − f(x2)| < ε, êàê
òîëüêî |x1−x2| < δε. Òîãäà äëÿ ε1 = ε/(b−a) ìû ìîæåì âûáðàòü ðàçáèåíèå (1) ñòîëü ìåëêèì,
÷òîáû íà êàæäîì èç îòðåçêîâ ýòîãî ðàçáèåíèÿ âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|f(ck)− f(x)| < ε1, x ∈ [xk−1, xk], k = 1, n.

Îòñþäà, áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì 3) è 4) îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (�1),∣∣∣∣∣∣In −
b∫
a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

xk∫
xk−1

(f(ck)− f(x))dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣
xk∫

xk−1

(f(ck)− f(x))dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=1

xk∫
xk−1

|f(ck)− f(x)|dx <
n∑
k=1

xk∫
xk−1

ε1dx =

n∑
k=1

ε1∆xk = ε1(b− a) = ε,

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî

lim
∆µ→0

In = lim
∆µ→0

n∑
k=1

f(ck)∆xk =

b∫
a

f(x)dx, (3)

ãäå ∆µ = max
k=1,n

∆xk.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî è äëÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b]
ôóíêöèè f(x) êîíå÷íûé ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì ñóùåñòâóåò è ðàâåí îïðåäåëåííîìó èíòå-
ãðàëó

b∫
a

f(x)dx

ýòîé ôóíêöèè (�1, îïðåäåëåíèå 3).

Èìåííî êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì è âîçíèêàåò èíòåãðàë â ïðèëîæåíèÿõ. Ïóñòü,
íàïðèìåð, ïîä äåéñòâèåì íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé ñèëû F (x), äåéñòâóþùåé âäîëü ÷èñëîâîé
îñè Ox, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïåðåìåñòèëàñü èç ïîëîæåíèÿ a â ïîëîæåíèå b. Òðåáóåòñÿ íàéòè
âåëè÷èíó ñîâåðøåííîé ïðè ýòîì ðàáîòû. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà ìàëûå ÷àñòè
[xk−1, xk], k = 1, n è âîçüìåì âíóòðè êàæäîé èç íèõ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ck. Ââèäó ìàëîñòè
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îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëà ïîñòîÿííà íà êàæäîì èç íèõ è ðàâíà çíà-
÷åíèþ ñèëû â âûáðàííîé íà ýòîì îòðåçêå òî÷êå. Òîãäà èñêîìàÿ ðàáîòà ïðèáëèæåííî ðàâíà
èíòåãðàëüíîé ñóììå

A ≈
n∑
k=1

F (ck)∆xk,

à åå òî÷íîå çíà÷åíèå ðàâíî ïðåäåëó ýòèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì ïðè óñëîâèè áåñêîíå÷íî ìàëîãî
äðîáëåíèÿ îòðåçêà [a, b] íà ÷àñòè, ò. å. îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó ñèëû F (x) íà ýòîì îòðåçêå:

A =

b∫
a

F (x)dx.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè èçâåñòíà ñêîðîñòü v(t) ïåðåìåùåíèÿ ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè ïî ïðÿìîé íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [t1, t2], òî ïóòü, ïðîéäåííûé òî÷êîé çà ýòî
âðåìÿ âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

s =

t2∫
t1

v(t)dt.

Ïðèìåð. Êàêóþ ðàáîòó íåîáõîäèìî çàòðàòèòü, ÷òîáû òåëî ìàññû m ïîäíÿòü ñ ïîâåðõ-

íîñòè Çåìëè, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí R, íà âûñîòó h? ×åìó ðàâíà ýòà ðàáîòà, åñëè òåëî

óäàëÿåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü?

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî íà òåëî ìàññû m, íàõîäÿùååñÿ íà âûñîòå x ñî ñòîðîíû
Çåìëè äåéñòâóåò ñèëà òÿãîòåíèÿ

F =
mgR2

(R+ x)2
,

ãäå g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Òîãäà èñêîìàÿ ðàáîòà ðàâíà

Ah =

h∫
0

mgR2

(R+ x)2
dx = mgR2

h∫
0

(R+ x)−2d(R+ x) = mgR2 (R+ x)−1

−1

∣∣∣∣h
0

=

= −mgR2 1

R+ x

∣∣∣∣h
0

= −mgR2

(
1

R+ h
− 1

R

)
= mgR

h

R+ h
.

Åñëè òåëî óäàëÿåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, òî

A∞ = lim
h→∞

Ah = lim
h→∞

mgR
h

R+ h
= mgR lim

h→∞

1

R/h+ 1
= mgR.

�3. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Îáðàòèâøèñü ê ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, ìû âèäèì, ÷òî âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïåðâîîáðàçíîé, ò. å. íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âñå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìåíåíèÿìè
áóäóò ñëóæèòü òàêæå ìåòîäàìè âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

1. Ïîäñòàíîâêà (çàìåíà ïåðåìåííîé) â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b], à ôóíêöèÿ x = φ(z) îïðåäå-
ëåíà, ìîíîòîííà è äèôôåðåíöèðóåìà ñ íåíóëåâîé ïðîèçâîäíîé íà îòðåçêå [c, d], ïðè÷åì φ(c) =
a, φ(d) = b. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f(φ(z))φ′(z) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [c, d], òî ôóíêöèÿ f(x)
èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è

b∫
a

f(x)dx =

d∫
c

f(φ(z))φ′(z)dz. (1)
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Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î çàìåíå ïåðåìåííîé â íåîïðåäåëåííîì èíòåã-
ðàëå (ãëàâà VI, �2, ïóíêò 1) ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ F1(φ

−1(x)), ãäå F1(z) � ïåðâî-
îáðàçíàÿ ôóíêöèè f(φ(z))φ′(z), ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(x). Ïîýòîìó
b∫
a

f(x)dx = F1(φ
−1(x))

∣∣∣∣b
a

= F1(φ
−1(b))−F1(φ

−1(a)) = F1(d)−F1(c) = F1(z)

∣∣∣∣d
c

=

d∫
c

f(φ(z))φ′(z)dz.

Çàìå÷àíèå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîäñòàíîâêè â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå íåò íèêàêîé íåîá-
õîäèìîñòè â âîçâðàòå îò íîâîé ê ñòàðîé ïåðåìåííîé. Ñëåäóåò ïðîñòî âû÷èñëèòü èíòåãðàë â
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.
Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

I =

1∫
0

dx

(1 + x2)3
.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì â ýòîì èíòåãðàëå ïîäñòàíîâêó

x = tg z, dx =
dz

cos2 z
.

Î÷åâèäíî, îòðåçîê [0, 1] â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû ïåðåìåííîé ïðåîáðàçóåòñÿ â îòðåçîê [0, π4 ].
Òîãäà

I =

π
4∫

0

1

(1 + tg2 z)3
· dz

cos2 z
=

π
4∫

0

cos4 z dz.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìû íàéäåì, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîíèæàÿ ñòåïåíè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
(ãëàâà VI, �4, ïóíêò 1, b)).

I =
1

4

π
4∫

0

(1 + cos 2z)2dz =
1

4

π
4∫

0

(1 + 2 cos 2z + cos2 2z)dz =

=
1

4

π
4∫

0

(
1 + 2 cos 2z +

1

2
(1 + cos 4z)

)
dz =

1

8

π
4∫

0

(3 + 4 cos 2z + cos 4z) dz =

=
1

8


π
4∫

0

3 dz + 2

π
4∫

0

cos 2z d(2z) +
1

4

π
4∫

0

cos 4z d(4z)

 =
1

8

(
3z

∣∣∣∣π4
0

+ 2 sin 2z

∣∣∣∣π4
0

+
1

4
sin 4z

∣∣∣∣π4
0

)
=

=
1

8

(
3
(π
4
− 0
)
+ 2

(
sin

π

2
− sin 0

)
+

1

4
(sinπ − sin 0)

)
=

1

8

(
3π

4
+ 2

)
=

3π + 8

32
.

2. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f1(x) è f2(x) äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà, åñëè íà
ýòîì îòðåçêå èíòåãðèðóåìà îäíà èç ôóíêöèé f ′1(x)f2(x) èëè f

′
2(x)f1(x), òî èíòåãðèðóåìà è

äðóãàÿ è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:
b∫
a

f1(x)f
′
2(x)dx =

b∫
a

f1(x)df2(x) = f1(x)f2(x)

∣∣∣∣b
a

−
b∫
a

f2(x)df1(x) = f1(x)f2(x)

∣∣∣∣b
a

−
b∫
a

f2(x)f
′
1(x)dx.

Â ñàìîì äåëå, èç ðàâåíñòâà

f1(x)f
′
2(x) = (f1(x)f2(x))

′ − f2(x)f
′
1(x)
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ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f1(x)f ′2(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f1(x)f2(x)−F (x), ãäå F (x)
� ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f2(x)f ′1(x). Ñëåäîâàòåëüíî,
b∫
a

f1(x)f
′
2(x)dx = (f1(x)f2(x)− F (x))

∣∣∣∣b
a

= f1(x)f2(x)

∣∣∣∣b
a

− F (x)

∣∣∣∣b
a

= f1(x)f2(x)

∣∣∣∣b
a

−
b∫
a

f2(x)f
′
1(x)dx,

â ÷åì è òðåáîâàëîñü óáåäèòüñÿ.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

eπ∫
1

sin(lnx)dx.

Ðåøåíèå. Ïðîèíòåãðèðóåì çäåñü äâàæäû ïî ÷àñòÿì:

I =

eπ∫
1

sin(lnx)dx = x sin(lnx)

∣∣∣∣eπ
1

−
eπ∫
1

xd sin(lnx) = eπ sinπ − sin 0−
eπ∫
1

x cos(lnx)
dx

x
=

= −
eπ∫
1

cos(lnx)dx = − x cos(lnx)

∣∣∣∣eπ
1

+

eπ∫
1

xd cos(lnx) =

= −eπ cosπ + cos 0 +

eπ∫
1

−x sin(lnx)dx
x

= eπ + 1− I.

Ñëåäîâàòåëüíî, I =
1

2
(eπ + 1) .

�4. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

Â �1 íàñòîÿùåé ãëàâû ìû ðàññìîòðåëè îïðåäåëåííûé èíòåãðàë íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Òàì
æå ìû êîíñòàòèðîâàëè òîò ôàêò, ÷òî îïðåäåëåííûé èíòåãðàë äëÿ íåïðåðûâíîé èëè êóñî÷íî-

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò. Çàéìåìñÿ òåïåðü îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåã-
ðàëà íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà èëè íåîãðàíè÷åííîé íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå

ôóíêöèè. Òàêèå èíòåãðàëû íàçûâàþòñÿ íåñîáñòâåííûìè.

1. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a, +∞). Òîãäà, êàê ìû óñòà-

íîâèëè â �1, ïðè ëþáîì b ∈ [a, +∞) ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûé èíòåãðàë
b∫
a
f(x)dx.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
b→+∞

b∫
a

f(x)dx, (1)

òî îí íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x) íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå1

[a, +∞) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
+∞∫
a

f(x)dx. (2)

Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ïðåäåëà (1) íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (2) íàçûâàåòñÿ ñõî-
äÿùèìñÿ, èíà÷å, ò. å. åñëè ïðåäåë (1) íå ñóùåñòâóåò èëè áåñêîíå÷åí, � ðàñõîäÿùèìñÿ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, ìû ìîæåì çàïèñàòü ïðåäåë (1) â âèäå

lim
b→+∞

b∫
a

f(x)dx = lim
b→+∞

F (x)

∣∣∣∣b
a

= lim
b→+∞

F (b)− F (a) = F (x)

∣∣∣∣+∞

a

,

1Àëüòåðíàòèâíîå íàçâàíèå � íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.
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ãäå F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (2)
òàêæå ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:

+∞∫
a

f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣+∞

a

= lim
x→+∞

F (x)− F (a). (3)

Åñëè â ôîðìóëå (3) lim
x→+∞

F (x) íå ñóùåñòâóåò èëè lim
x→+∞

F (x) = ∞, òî èíòåãðàë (2) ðàñõîäèòñÿ,

åñëè æå lim
x→+∞

F (x) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
+∞∫
a

dx

xα
, 0 < a ∈ R, α ∈ R

èëè óñòàíîâèòü åãî ðàñõîäèìîñòü.

Ðåøåíèå. Åñëè α < 1, òî
+∞∫
a

dx

xα
=

1

1− α
x1−α

∣∣∣∣+∞

a

=
1

1− α

(
lim

x→+∞
x1−α − a1−α

)
= +∞,

ò. å. èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ. Â ñëó÷àå α = 1
+∞∫
a

dx

x
= lnx

∣∣∣∣+∞

a

= lim
x→+∞

lnx− ln a = +∞

è, òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë
+∞∫
a

dx
x òàêæå ðàñõîäèòñÿ. Íàêîíåö, ïðè α > 1

+∞∫
a

dx

xα
=

1

1− α
· 1

xα−1

∣∣∣∣+∞

a

=
1

1− α

(
lim

x→+∞

1

xα−1
− 1

aα−1

)
=

1

(α− 1)aα−1
.

Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
π3

cos 3
√
x

3
√
x2

dx.

Ðåøåíèå. Çäåñü
+∞∫
π3

cos 3
√
x

3
√
x2

dx = 3

+∞∫
π3

cos 3
√
x d 3

√
x = 3 sin 3

√
x

∣∣∣∣+∞

π3

= 3 lim
x→+∞

sin 3
√
x.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë lim
x→+∞

sin 3
√
x íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì äâå áåñêîíå÷íî áîëü-

øèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x(1)n = (πn)3, n ∈ N è x(2)n =
(π
2
+ 2πn

)3
, n ∈ N.

Äëÿ ïåðâîé èç íèõ lim
n→∞

sin
3

√
x
(1)
n = 0, äëÿ âòîðîé � lim

n→∞
sin

3

√
x
(2)
n = 1. Îòñþäà, ââèäó åäèíñò-

âåííîñòè ïðåäåëà ôóíêöèè (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 2, ñâîéñòâî 3)), è ñëåäóåò, ÷òî lim
x→+∞

sin 3
√
x íå

ñóùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.
Îòìåòèì äâà ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå íåìåä-

ëåííî ñëåäóþò èç ôîðìóëû (3).
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1) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [a, +∞), òî íåñîáñòâåííûå
èíòåãðàëû

+∞∫
a

f(x)dx è

+∞∫
b

f(x)dx, b ≥ a

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì â ñëó÷àå èõ ñõîäèìîñòè

+∞∫
a

f(x)dx =

b∫
a

f(x)dx+

+∞∫
b

f(x)dx.

2) Åñëè íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

+∞∫
a

f1(x)dx è

+∞∫
a

f2(x)dx

äëÿ íåïðåðûâíûõ íà ïðîìåæóòêå [a, +∞) ôóíêöèé f1(x) è f2(x) ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäèòñÿ òàê-
æå è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
a

(c1f1(x) + c2f2(x))dx, c1, c2 ∈ R

è
+∞∫
a

(c1f1(x) + c2f2(x))dx = c1

+∞∫
a

f1(x)dx+ c2

+∞∫
a

f2(x)dx.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñõîäÿùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ìû òàêæå, êàê è äëÿ îïðåäåëåí-
íûõ, ìîæåì èñïîëüçîâàòü ìåòîäû çàìåíû ïåðåìåííîé è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (�3) ïðè
óñëîâèè, ÷òî âñå âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû, à íåñîáñòâåííûå èíòå-
ãðàëû ñõîäÿòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîäñòàíîâêè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí â îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ïî êîíå÷íîìó îòðåçêó.
Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

I =

+∞∫
0

e− arctg x x dx

(1 + x2)2
.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì â èíòåãðàëå ïîäñòàíîâêó

z = arctg x, x = tg z, dx =
dz

cos2 z
.

Çäåñü áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê [0, +∞) îòîáðàæàåòñÿ â ïðîìåæóòîê
[
0, π2

)
. Ïîýòîìó

I =

π
2∫

0

e−z
tg z cos4 z dz

cos2 z
=

1

2

π
2∫

0

e−z sin 2z dz.

Èíòåãðàë

I1 =

π
2∫

0

e−z sin 2z dz
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ìû âû÷èñëèì äâîéíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.

I1 = −

π
2∫

0

sin 2z de−z = − e−z sin 2z

∣∣∣∣π2
0

+

π
2∫

0

e−zd sin 2z = 2

π
2∫

0

e−z cos 2z dz = −2

π
2∫

0

cos 2z de−z =

= −2

e−z cos 2z∣∣∣∣π2
0

−

π
2∫

0

e−zd cos 2z

 = 2

e−π
2 + 1− 2

π
2∫

0

e−z sin 2z dz

 = 2
(
e−

π
2 + 1

)
− 4I1.

Îòñþäà

I1 =
2

5

(
e−

π
2 + 1

)
è, ñëåäîâàòåëüíî,

I =
1

2
I1 =

1

5

(
e−

π
2 + 1

)
.

×àñòî âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë èëè óñòàíîâèòü ôàêò åãî ðàñõîäèìîñòè ïî ôîð-
ìóëå (3) äàæå äëÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òàê êàê ïåðâî-
îáðàçíàÿ F (x) ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü ãðîìîçäêîé èëè áûòü ñïåöèàëüíîé ôóíêöèåé. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èññëåäîâàòü ýòîò íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íà ñõîäèìîñòü áåç åãî âû-
÷èñëåíèÿ, èñïîëüçîâàâ ïîäõîäÿùèé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè. Ðàññìîòðèì îäèí èç òàêèõ ïðèçíàêîâ
äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 1 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü ôóíêöèè f1(x) è f2(x) íåïðåðûâíû è íåîòðèöà-

òåëüíû íà ïðîìåæóòêå [a, +∞) è, êðîìå òîãî, ïðè âñåõ x ∈ [a, +∞) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

f1(x) ≤ f2(x).

Òîãäà, åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
a

f2(x)dx (4)

ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ òàêæå è èíòåãðàë

+∞∫
a

f1(x)dx. (5)

Íàîáîðîò, åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (5) ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäÿùèìñÿ ÿâëÿåòñÿ è íåñîá-
ñòâåííûé èíòåãðàë (4).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (4) ñõîäèòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F1(x) è F2(x) ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèé f1(x) è f2(x) ñîîòâåòñòâåííî. Îíè
ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè, òàê êàê F ′

1(x) = f1(x) ≥ 0, F ′
2(x) = f2(x) ≥ 0 ïðè

x ∈ [a, +∞). Äëÿ ëþáîãî b ≥ a ïî ñâîéñòâó 3) îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (�1) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

b∫
a

f1(x)dx ≤
b∫
a

f2(x)dx⇐⇒ F1(b)− F1(a) ≤ F2(b)− F2(a) (6)

è, òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëû
b∫
a
f1(x)dx è

b∫
a
f2(x)dx ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè, íåóáûâà-

þùèìè ôóíêöèÿìè àðãóìåíòà b ≥ a. Îòñþäà, ââèäó ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (4), ñëåäóåò, ÷òî
b∫
a

f1(x)dx ≤
b∫
a

f2(x)dx ≤
+∞∫
a

f2(x)dx
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è, çíà÷èò, èíòåãðàë
b∫
a
f1(x)dx ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ôóíêöèåé ïåðåìåí-

íîé b ∈ [a, +∞). Òîãäà ïî ñâîéñòâó 6) ïðåäåëà ôóíêöèè (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 2) ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
b→+∞

b∫
a

f1(x)dx,

ò. å. íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (5) ñõîäèòñÿ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (5) ðàñõîäèòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, áëàãîäàðÿ

òîìó, ÷òî èíòåãðàë
b∫
a
f1(x)dx ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé àðãóìåíòà b ∈ [a, +∞), ÷òî

lim
b→+∞

b∫
a

f1(x)dx = +∞.

Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî (6), ñëåäóåò, ÷òî

lim
b→+∞

b∫
a

f2(x)dx = +∞

è, òàêèì îáðàçîì, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (4) òàêæå ðàñõîäèòñÿ. Ò å î ð å ì à ä î ê à ç à í à.
Çàìå÷àíèå 1. Íà ïðàêòèêå ïðè èñïîëüçîâàíèè äîêàçàííîãî ïðèçíàêà ðåêîìåíäóåòñÿ ñðàâ-

íèâàòü äàííóþ ôóíêöèþ ñ áîëåå ïðîñòîé, äëÿ êîòîðîé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íåñëîæíî èñ-
ñëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü. Åñëè ôóíêöèÿ èìååò ñòåïåííîé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè, òî åå ñëåäóåò
ñðàâíèâàòü ñ ôóíêöèåé 1

xα (ïðèìåð 1).
Ïðèìåð 4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
2

dx

lnx
.

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî x > lnx ïðè x ≥ 2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(x) = x − lnx. Äëÿ íåå
φ′(x) = 1 − 1/x > 0, x ≥ 2 è φ(2) = 2 − ln 2 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, φ(x) > 0, x ≥ 2, ÷òî ðàâ-
íîñèëüíî äîêàçûâàåìîìó íåðàâåíñòâó. Òîãäà ïðè âñåõ x ∈ [2, +∞) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1

x
<

1

lnx
.

Â ïðèìåðå 1 ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
2

dx

x

ðàñõîäèòñÿ, à ïîòîìó ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ðàñõîäèòñÿ è äàííûé èíòåãðàë.
Ïðèìåð 5. Äîêàçàòü, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
0

2 + sin 3x

(1 + x2)(5 + cos 7x)
dx.

ñõîäèòñÿ.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà è, òàê êàê ïðè âñåõ x ∈ R

1 ≤ 2 + sin 3x ≤ 3, 5 + cos 7x ≥ 4,

òî
2 + sin 3x

(1 + x2)(5 + cos 2x)
≤ 3

4(1 + x2)
, x ∈ R.
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Êîëü ñêîðî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
0

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣∣∣+∞

0

= lim
x→+∞

arctg x =
π

2

ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ è äàííûé èíòåãðàë.
Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ÷àñòî áûâàåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü â ñëåäóþùåé ïðåäåëüíîé ôîðìå.
Ñëåäñòâèå (ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü ôóíêöèè f1(x) è f2(x) íåïðå-

ðûâíû è íåîòðèöàòåëüíû íà ïðîìåæóòêå [a, +∞) è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé, íå ðàâíûé íóëþ

ïðåäåë

lim
x→+∞

f1(x)

f2(x)
.

Òîãäà íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

+∞∫
a

f1(x)dx è

+∞∫
a

f2(x)dx

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü lim
x→+∞

f1(x)
f2(x)

= l, 0 < l ∈ R. Âûáåðåì ìàëîå ÷èñëî ε > 0 òàê,

÷òîáû l − ε > 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 2)
ñóùåñòâóåò ÷èñëî Mε > a òàêîå, ÷òî

l − ε <
f1(x)

f2(x)
< l + ε, x > Mε ⇐⇒ (l − ε)f2(x) < f1(x) < (l + ε)f2(x), x > Mε.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ è ñëåäóåò äàííîå óòâåðæäåíèå. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè, íàïðèìåð, èíòåãðàë
+∞∫
a
f1(x)dx ñõîäèòñÿ, òî ïî ñâîéñòâó 1) ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

+∞∫
Mε

f1(x)dx,

à òîãäà èç íåðàâåíñòâà (l − ε)f2(x) < f1(x), x > Mε ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
+∞∫
Mε

f2(x)dx, à, çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó 1) ñõîäÿùèìñÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå èíòåãðàë
+∞∫
a
f2(x)dx. Àíàëî-

ãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ âñå îñòàëüíûå ñëó÷àè.
Ïðèìåð 6. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

I =

+∞∫
1

√
xe

1
x
(
ln
(
1 + x2

)
− 2 lnx

)
dx.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðè ln
(
1 + 1

x2

)
∼ 1

x2
, x→ ∞ (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 4, ôîðìóëà 5)), òî

√
xe

1
x
(
ln
(
1 + x2

)
− 2 lnx

)
=

√
xe

1
x ln

(
1 +

1

x2

)
∼

√
x · 1 · 1

x2
=

1

x
3
2

.

Ïîñêîëüêó íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
1

dx

x
3
2
ñõîäèòñÿ (ïðèìåð 1, α = 3

2 > 1), òî ïî ïðåäåëüíîìó

ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ òàêæå èíòåãðàë I.

Ââåäåì òåïåðü îïðåäåëåíèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà è óñòàíîâèì
çàâèñèìîñòü ìåæäó ñõîäèìîñòüþ è àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòüþ.
Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (2) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

+∞∫
a

|f(x)|dx.

Òåîðåìà 2. Èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (2) ñëåäóåò åãî ñõîäè-

ìîñòü.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

0 ≤ f(x) + |f(x)| ≤ 2|f(x)|, x ∈ [a, +∞),

òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
+∞∫
a

(f(x) + |f(x)|)dx,

à òîãäà ïî ñâîéñòâó 2) íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ñõîäèòñÿ òàêæå èíòåãðàë (2).
Ïðèìåð 7. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
1

φ(x)

x2
dx,

ãäå φ(x) � íåïðåðûâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà ïîëóîñè [1, +∞) ôóíêöèÿ.
Ðåøåíèå. Èññëåäóåì ýòîò èíòåãðàë íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü. Òàê êàê

|φ(x)| ≤M, x ∈ [1, +∞), 0 < M ∈ R,

òî ∣∣∣∣φ(x)x2

∣∣∣∣ ≤ M

x2
, x ∈ [1, +∞).

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë
+∞∫
1

dx
x2

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ (ïðèìåð 1, α = 2), òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ

ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
+∞∫
1

∣∣∣∣φ(x)x2

∣∣∣∣dx,
ò. å. äàííûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà. Ìîæåò òàê

ñëó÷èòüñÿ, ÷òî èíòåãðàë (2) ñõîäèòñÿ, íî íåàáñîëþòíî. Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî èíòåãðàëà.
Ïðèìåð 8. Äîêàçàòü, ÷òî ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

+∞∫
1

sinx

x
dx

íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíîé.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:
+∞∫
1

sinx

x
dx = −

+∞∫
1

1

x
d cosx = − cosx

x

∣∣∣∣+∞

1

+

+∞∫
1

cosxd

(
1

x

)
= − lim

x→+∞

cosx

x
+cos 1−

+∞∫
1

cosx

x2
dx.

Îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî äàííûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, òàê êàê ââèäó îãðàíè÷åííîñòè
ôóíêöèè cosx ïðåäåë

lim
x→+∞

cosx

x
= 0,

à èíòåãðàë
+∞∫
1

cosx
x2

dx ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ (ïðèìåð 7, φ(x) = cosx).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî èñõîäíûé èíòåãðàë íå îáëàäàåò àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòüþ. Äåéñò-
âèòåëüíî, òàê êàê

| sinx| ≥ sin2 x =
1

2
(1− cos 2x), x ∈ R,

òî ∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ ≥ 1

2

(
1

x
− cos 2x

x

)
, x ∈ [1, +∞).
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èíòåãðàë
+∞∫
1

∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ dx

ñõîäèòñÿ. Òîãäà ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

1

2

+∞∫
1

(
1

x
− cos 2x

x

)
dx,

ïðèáàâèâ ê êîòîðîìó òàêæå ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë1

1

2

+∞∫
1

cos 2x

x
dx,

ìû ïî ñâîéñòâó 2) ïîëó÷èì ñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë

1

2

+∞∫
1

dx

x
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê êàê ïîñëåäíèé èíòåãðàë çàâåäîìî ðàñõîäèòñÿ
(ïðèìåð 1, α = 1). Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è, ñòàëî áûòü, äàííûé èíòåã-
ðàë íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.
Çàìå÷àíèå 2. Âñÿ èçëîæåííàÿ âûøå òåîðèÿ ñïðàâåäëèâà, î÷åâèäíî, è äëÿ íåñîáñòâåííîãî

èíòåãðàëà íåïðåðûâíîé íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå (−∞, b], b ∈ R ôóíêöèè f(x), ò. å. èíòåã-
ðàëà

b∫
−∞

f(x)dx.

Ïðèìåð 9. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

I =

−1∫
−∞

x ln(−x)
(1 + x2)2

dx.

Ðåøåíèå. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

I =
1

2

−1∫
−∞

ln(−x)
d
(
1 + x2

)
(1 + x2)2

= −1

2

−1∫
−∞

ln(−x)d
(

1

1 + x2

)
=

= −1

2

 ln(−x)
1 + x2

∣∣∣∣−1

−∞
−

−1∫
−∞

1

1 + x2
d ln(−x)

 =
1

2

 lim
x→−∞

ln(−x)
1 + x2

+

−1∫
−∞

dx

x (1 + x2)

 .

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà lim
x→−∞

ln(−x)
1+x2

âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞
∞ , êîòîðóþ ìû ðàñ-

êðîåì ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ (ãëàâà V, �4).

lim
x→−∞

ln(−x)
1 + x2

= lim
x→−∞

(ln(−x))′

(1 + x2)′
= lim

x→−∞

1/x

2x
= lim

x→−∞

1

2x2
= 0.

1Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
+∞∫
1

cos 2x
x

dx ïðîâåðÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
+∞∫
1

sin x
x

dx.
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Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
−1∫

−∞

dx
x(1+x2)

ìû íàéäåì, ïðåîáðàçîâàâ ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ:

−1∫
−∞

dx

x (1 + x2)
=

−1∫
−∞

(
1 + x2

)
− x2

x (1 + x2)
dx =

−1∫
−∞

(
1

x
− x

1 + x2

)
dx =

=
1

2

−1∫
−∞

(
2 dx

x
−

d
(
1 + x2

)
1 + x2

)
=

1

2

−1∫
−∞

(
d lnx2 − d ln

(
1 + x2

))
=

1

2
ln

x2

1 + x2

∣∣∣∣−1

−∞
=

=
1

2

(
ln

1

2
− lim
x→−∞

ln
x2

1 + x2

)
=

1

2

(
ln

1

2
− lim
x→−∞

ln
1

1 + 1/x2

)
=

1

2

(
ln

1

2
− 0

)
= − ln 2

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I =
1

2

(
0− ln 2

2

)
= − ln 2

4
.

Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè R, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, íåñîáñòâåííûé èí-
òåãðàë

+∞∫
−∞

f(x)dx (7)

ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäÿòñÿ îáà èíòåãðàëà
a∫

−∞

f(x)dx è

+∞∫
a

f(x)dx, a ∈ R. (8)

Â ýòîì ñëó÷àå
+∞∫

−∞

f(x)dx =

a∫
−∞

f(x)dx+

+∞∫
a

f(x)dx

è ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà
+∞∫

−∞

f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣+∞

−∞
= lim

x→+∞
F (x)− lim

x→−∞
F (x),

ãäå F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x). Íàîáîðîò, åñëè õîòÿ áû îäèí èç íåñîáñòâåííûõ èíòåã-
ðàëîâ (8) ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ òàêæå è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (7).
Ïðèìåð 10. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
−∞

|2x+ 1|2−2x2−2xdx.

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëû

I1 =

− 1
2∫

−∞

|2x+ 1|2−2x2−2xdx è I2 =

+∞∫
− 1

2

|2x+ 1|2−2x2−2xdx
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ñõîäÿòñÿ è ðàâíû ïî âåëè÷èíå. Äåéñòâèòåëüíî,

I1 = −

− 1
2∫

−∞

(2x+ 1)2−2(x2+x)dx =
1

2

− 1
2∫

−∞

2−2(x2+x)d
(
−2
(
x2 + x

))
=

=
1

2
· 2

−2(x2+x)

ln 2

∣∣∣∣∣
− 1

2

−∞

=
1

2 ln 2

(√
2− lim

x→−∞
2−2(x2+x)

)
=

1

2 ln 2

(√
2− 0

)
=

√
2

2 ln 2
.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî I2 = I1. Ñëåäîâàòåëüíî,

+∞∫
−∞

|2x+ 1|2−2x2−2xdx =

− 1
2∫

−∞

|2x+ 1|2−2x2−2xdx+

+∞∫
− 1

2

|2x+ 1|2−2x2−2xdx = 2 ·
√
2

2 ln 2
=

√
2

ln 2
.

Çàìå÷àíèå 3. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó ìû ìîæåì îáîáùèòü
òàêæå íà ñëó÷àé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ
êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå, åñëè îíà êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà ëþáîì
îòðåçêå (�1), ñîäåðæàùåìñÿ â äàííîì áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. Âñå ïðèâåäåííûå âûøå ñâîé-
ñòâà è ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ òàêæå è
íà êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íåîãðàíè÷åííîé íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå (a, b], a < b è

lim
x→a+0

f(x) = ∞.

Ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε, òàêîãî, ÷òî a + ε ≤ b
ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

b∫
a+ε

f(x)dx

è ìû ìîæåì äàòü ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
ε→+0

b∫
a+ε

f(x)dx, (1)

òî îí íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå1 (a, b] è îáîç-

íà÷àåòñÿ ÷åðåç
b∫
a

f(x)dx. (2)

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (2) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, èíà÷å, ò. å., åñëè ïðåäåë

(1) íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, � ðàñõîäÿùèìñÿ.

Êàê è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (2)
ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, åñëè èçâåñòíà ïåðâîîáðàçíàÿ F (x)
ôóíêöèè f(x) íà ïðîìåæóòêå (a, b] :

b∫
a

f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

= F (b)− lim
x→a+0

F (x).

1Èíîå íàçâàíèå � íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà.
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Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

b∫
a

dx

(x− a)α

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà α ∈ R.
Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðè âñåõ α ∈ R íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå (a, b]. Êàê

è â ïðèìåðå 1 ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïðÿìûì èíòåãðèðîâàíèåì ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì,

÷òî ïðè α < 1 äàííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ è ðàâåí (b−a)1−α

1−α , à ïðè âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ α
èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

I =

1
π∫

0

sin 1
x

x2
(
2 + cos 1

x

) dx
ðàñõîäèòñÿ.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå

I =

1
π∫

0

− sin 1
x d
(
1
x

)
2 + cos 1

x

=

1
π∫

0

d
(
2 + cos 1

x

)
2 + cos 1

x

= ln

(
2 + cos

1

x

) ∣∣∣∣ 1π
0

= − lim
x→+0

ln

(
2 + cos

1

x

)
.

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî lim
x→+0

ln
(
2 + cos 1

x

)
íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè

x(1)n =
1

(2n+ 1)π
, x(2)n =

1

2nπ
.

Íà ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ

lim
n→∞

ln

(
2 + cos

1

x
(1)
n

)
= 0, lim

n→∞
ln

(
2 + cos

1

x
(2)
n

)
= ln 3,

÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî äàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 2, ñâîéñòâî 3)). Òàêèì
îáðàçîì, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë I ðàñõîäèòñÿ.
Äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (2) ñïðàâåäëèâû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èçìåíåíèÿìè, êàñà-

þùèìèñÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, âñå ñâîéñòâà è ïðèçíàêè ñõîäè-

ìîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî áåñêî-
íå÷íîìó ïðîìåæóòêó. Ïåðåôîðìóëèðóåì, íàïðèìåð, äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (2)
Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Ïóñòü ôóíêöèè f1(x) è f2(x) íåïðåðûâíû è íåîòðè-

öàòåëüíû íà ïðîìåæóòêå (a, b] è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé, îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðåäåë

lim
x→a+0

f1(x)

f2(x)
.

Òîãäà íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

b∫
a

f1(x)dx è

b∫
a

f2(x)dx

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Ïðèìåð 3. Ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

2∫
1

√
x3 − 1 ctg2

x2 − 1

x
dx ?
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Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäåëüíûì ïðèçíàêîì ñðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñðàâíèì ïîäûíòåã-
ðàëüíóþ ôóíêöèþ ñ ôóíêöèåé âèäà 1

(x−1)α . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x→ 1 + 0√
x3 − 1 =

√
x− 1 ·

√
x2 + x+ 1 ∼

√
3 ·

√
x− 1,

tg
x2 − 1

x
∼ x2 − 1

x
=
x+ 1

x
· (x− 1) ∼ 2(x− 1).

Ñëåäîâàòåëüíî,√
x3 − 1 ctg2

x2 − 1

x
∼

√
3 ·

√
x− 1 · 1

(2(x− 1))2
=

√
3

4
· 1

(x− 1)
3
2

.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
2∫

1

dx

(x− 1)
3
2

ðàñõîäèòñÿ (ïðèìåð 1), à ïîòîìó ðàñõîäèòñÿ è äàííûé èíòåãðàë.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx

è â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå [a, b) è íåîãðàíè÷åíà â òî÷êå b.
Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

I =

4∫
2

dx√
6x− x2 − 8

.

Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (2, 4) è íåîãðàíè÷åíà íà
êîíöàõ ýòîãî èíòåðâàëà. Çäåñü

I =

4∫
2

d(x− 3)√
1− (x− 3)2

= arcsin(x− 3)

∣∣∣∣4
2

= arcsin 1− arcsin(−1) =
π

2
+
π

2
= π.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè c ∈ (a, b), â êîòîðîé
ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà, òî, ïî îïðåäåëåíèþ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

b∫
a

f(x)dx

ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäÿòñÿ îáà èíòåãðàëà
c∫
a

f(x)dx è

b∫
c

f(x)dx, (3)

ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå
b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx.

Íàîáîðîò, åñëè õîòÿ áû îäèí èç èíòåãðàëîâ (3) ðàñõîäèòñÿ, òî è äàííûé íåñîáñòâåííûé èíòåã-
ðàë ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàñõîäÿùèìñÿ.
Ïðèìåð 5. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

5∫
−1

e(x−4)−1

(x− 4)2
dx.
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Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà â òî÷êå x = 4. Ðàññìîòðèì äâà íåñîáñò-
âåííûõ èíòåãðàëà

I1 =

4∫
−1

e(x−4)−1

(x− 4)2
dx è I2 =

5∫
4

e(x−4)−1

(x− 4)2
dx.

Äëÿ ïåðâîãî èç íèõ

I1 = −
4∫

−1

e(x−4)−1
d(x− 4)−1 = − e(x−4)−1

∣∣∣∣4
−1

= − lim
x→4−0

e(x−4)−1
+ e−1/5 = 0 + e−1/5 = e−1/5,

ò. å. èíòåãðàë I1 ñõîäèòñÿ è ðàâåí e−1/5. Àíàëîãè÷íî,

I2 = − e(x−4)−1

∣∣∣∣5
4

= −e+ lim
x→4+0

e(x−4)−1
= +∞

è, òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë I2 ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, è äàííûé íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
ðàñõîäèòñÿ.
Çàìå÷àíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íåîãðàíè÷åííîé íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèè

îáîáùàåòñÿ òàêæå è íà ñëó÷àé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå, ñîäåðæàùåì òî÷êó c, ãäå äàííàÿ ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà, åñëè
îíà êóñî÷íî-íåïðåðûâíà íà ëþáîì îòðåçêå (�1), ñîäåðæàùåìñÿ â äàííîì ïðîìåæóòêå è íå
ñîäåðæàùåì òî÷êó c.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ðàññìîòðèì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë, â êîòîðîì ñî÷åòàþòñÿ

äâå îñîáåííîñòè, èçó÷åííûå â ïóíêòàõ 1 è 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå

(a, +∞) è íåîãðàíè÷åíà â òî÷êå a. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ñõîäÿòñÿ îáà èíòåãðàëà
b∫
a

f(x)dx è

+∞∫
b

f(x)dx, b > a, (4)

òî ñõîäèòñÿ òàêæå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
a

f(x)dx (5)

è
+∞∫
a

f(x)dx =

b∫
a

f(x)dx+

+∞∫
b

f(x)dx.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç èíòåãðàëîâ (4) ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäÿùèìñÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü è íåñîáñò-
âåííûé èíòåãðàë (5).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîãî èíòåãðàëà ðàññìîòðèì î÷åíü âàæíóþ â ïðèëîæåíèÿõ ãàììà-

ôóíêöèþ, ñ êîòîðîé ìû åùå âñòðåòèìñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè:

Γ(x) =

+∞∫
0

tx−1e−tdt.

Ïîêàæåì, ÷òî ãàììà-ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè âñåõ x > 0. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû

I1 =

1∫
0

tx−1e−tdt è I2 =

+∞∫
1

tx−1e−tdt.

Äëÿ ïåðâîãî èç íèõ
tx−1e−t ∼ tx−1 ïðè t→ +0.
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Ïîñêîëüêó èíòåãðàë
1∫
0

tx−1dt ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x > 0 (ïðèìåð 1 íàñòîÿùåãî ïóíêòà), òî ïî

ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ èíòåãðàë I1 òàêæå ñõîäèòñÿ ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ x. Äëÿ âòîðîãî èíòåã-
ðàëà ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

tx−1e−t < e−
t
2 . (6)

Ðàññìîòðèì ïðåäåë
L = lim

t→+∞
tx−1e−

t
2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî L = 0 ïðè x ≤ 1. Ïðè x > 1 ïåðåïèøåì äàííûé ïðåäåë â âèäå

L = lim
t→+∞

tx−1

et/2

è ïðèìåíèâ ê íåìó äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ (ãëàâà V, �4), ïðèäåì ê ïðåäåëó
âèäà

lim
t→+∞

ta

et/2
, a ≤ 0,

êîòîðûé, î÷åâèäíî, ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, L = 0 ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ïðåäåëà (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 2) ñóùåñòâóåò ÷èñëî t1 > 1 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ t > t1 èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

tx−1e−
t
2 < 1,

èç êîòîðîãî ïîñëå óìíîæåíèÿ îáåèõ åãî ÷àñòåé íà ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ e−
t
2 ìû è ïîëó÷èì

íåðàâåíñòâî (6). Òàê êàê èíòåãðàë
+∞∫
t1

e−
t
2 dt = −2 e−

t
2

∣∣∣∣+∞

t1

= −2

(
lim

t→+∞
e−

t
2 − e−

t1
2

)
= −2

(
0− e−

t1
2

)
= 2e−

t1
2

ñõîäèòñÿ, òî ââèäó íåðàâåíñòâà (6) ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ òàêæå è èíòåãðàë
+∞∫
t1

tx−1e−tdt,

à òîãäà, ïî ñâîéñòâó 1) íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ (ïóíêò 1), ñõîäÿùèìñÿ ÿâëÿåòñÿ íåñîáñò-
âåííûé èíòåãðàë I2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè x > 0 ñõîäÿòñÿ îáà èíòåãðàëà I1, I2 è, çíà÷èò, ñõîäèòñÿ
èíòåãðàë Γ(x).
Ãàììà-ôóíêöèÿ ïîäðîáíî ïðîòàáóëèðîâàíà, îíà ÿâëÿåòñÿ âñòðîåííîé ôóíêöèåé äëÿ âñåõ

ïðîãðàìì êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè.

�5. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ñóìì äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû
êðèâîé íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå, ïëîùàäè ôèãóðû íà ïëîñêîñòè è îáúåìà òåëà â ïðîñò-
ðàíñòâå.

1. Âû÷èñëåíèå äëèíû ëèíèè íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

Íàéäåì ðàçëè÷íûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû êðèâîé â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà åå
çàäàíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ëèíèÿ L íà ïëîñêîñòè çàäàíà ÿâíûì óðàâíåíèåì

y = y(x), x ∈ [a, b],

ïðè÷åì ôóíêöèÿ y = y(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [a, b], ò. å. íà
ýòîì îòðåçêå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé. Òàêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ
ãëàäêîé. Ðàçáèåíèþ

a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b

îòðåçêà [a, b] íà ìàëûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè Mk(xk, yk), yk = y(xk), k = 0, n íà êðèâîé.



46

x

y

O

M0
M1

M2

Mn-1

Mn

L

Òîãäà ñóììà

Ln =

n∑
k=1

|Mk−1Mk|

ðàâíà äëèíå ëîìàíîé, âïèñàííîé â ëèíèþ L, à åå ïðåäåë ïðè óñëîâèè, ÷òî äëèíû âñåõ çâåíüåâ
ëîìàíîé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü äëèíîé ëèíèè L, ò. å.

l = lim
∆ν→0

Ln,

ãäå ∆ν = max
k=1,n

|Mk−1Mk|. Òàê êàê äëÿ âñåõ k = 1, n

|Mk−1Mk| =
√

(xk − xk−1)2 + (yk − yk−1)2 =
√

∆x2k +∆y2k,

òî, çàïèñàâ ïðèðàùåíèå ∆yk ôóíêöèè y(x) íà îòðåçêå [xk−1, xk] ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëàãðàíæà
(ãëàâà V, �3) â âèäå ∆yk = y′(ck)∆xk, ck ∈ (xk−1, xk), ïîëó÷èì:

|Mk−1Mk| =
√

∆x2k + (y′(ck))2∆x
2
k =

√
1 + (y′(ck))2∆xk.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå

Ln =
n∑
k=1

|Mk−1Mk| =
n∑
k=1

√
1 + (y′(ck))2∆xk

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíóþ ñóììó äëÿ ôóíêöèè
√

1 + (y′(x))2 íà îòðåçêå [a, b] è, ñòàëî
áûòü, ââèäó íåïðåðûâíîñòè ýòîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
∆µ→0

Ln = lim
∆µ→0

n∑
k=1

√
1 + (y′(ck))2∆xk =

b∫
a

√
1 + (y′(x))2 dx, ∆µ = max

k=1,n
∆xk

(ôîðìóëà (3), �2). Òàêèì îáðàçîì, äëèíà äàííîé ãëàäêîé ëèíèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

l =

b∫
a

√
1 + (y′(x))2 dx. (1)

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ãëàäêàÿ êðèâàÿ çàäàíà çàâèñèìîñòüþ

x = x(y), y ∈ [c, d],

òî åå äëèíà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå

l =

d∫
c

√
1 + (x′(y))2 dy.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü äëèíó ëèíèè

y =
1

4
x2 − 1

2
lnx,

1

e
≤ x ≤ e.

Ðåøåíèå.
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0.5 1 1.5 2 2.5 3 x

0.5

1

1.5

y

O

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1). Òàê êàê

y′ =
x

2
− 1

2x
,

òî

1 + (y′(x))2 = 1 +

(
x

2
− 1

2x

)2

= 1 +
1

4

(
x2 − 2 +

1

x2

)
=

1

4

(
x+

1

x

)2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

l =

e∫
1/e

1

2

(
x+

1

x

)
dx =

1

2

(
x2

2
+ lnx

)∣∣∣∣e
1/e

=
1

2

(
e2

2
+ 1− e−2

2
+ 1

)
= 1 +

1

2
sh 2.

Åñëè ãëàäêàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2],

ãäå ôóíêöèè x(t), y(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè íà îòðåçêå [t1, t2], òî ïîñëå
ðàññóæäåíèé, ïîäîáíûõ ïðèâåäåííûì âûøå, ìû ïðèäåì ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ äëèíû ýòîé êðèâîé:

l =

t2∫
t1

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt. (2)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ãëàäêîé êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [t1, t2],

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

l =

t2∫
t1

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt. (3)

Ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìû ìîæåì çàïèñàòü è â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå, åñëè ðàññìàòðèâàòü
äàííóþ êðèâóþ êàê òðàåêòîðèþ âåêòîðíîé ôóíêöèè

r̄(t) = x(t)̄ı+ y(t)ȷ̄+ z(t)k̄, t ∈ [t1, t2]

(ãëàâà V, �7). Òàê êàê
r̄′(t) = x′(t)̄ı+ y′(t)ȷ̄+ z′(t)k̄,

òî
|r̄′(t)| =

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

l =

t2∫
t1

|r̄′(t)|dt.

Ïðèìåð 2. Íàéòè äëèíó ëèíèè

L : x = et/2 cos t, y = et/2 sin t, z = et

ìåæäó òî÷êàìè O(0, 0, 0) è A(1, 0, 1).
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Ðåøåíèå. Òàê êàê êîîðäèíàòû òî÷åê ýòîé ëèíèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ïàðàáîëîèäà
âðàùåíèÿ z = x2 + y2 (ãëàâà III, �5, ïóíêò 3), à íà ïëîñêîñòè Oxy ëèíèÿ

x = et/2 cos t, y = et/2 sin t

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèðàëü âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, òî äàííàÿ ëèíèÿ L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñïèðàëü íà ïàðàáîëîèäå.

-1

0
1

x

-1

0

1

y

0

1
z

L

-1

0
1

x

-1

0

1

y

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó (3). Ïîñêîëüêó

x′ =
1

2
et/2 cos t− et/2 sin t, y′ =

1

2
et/2 sin t+ et/2 cos t, z′ = et,

òî

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 = et
(
1

4
cos2 t− sin t cos t+ sin2 t

)
+

+et
(
1

4
sin2 t+ sin t cos t+ cos2 t

)
+ e2t =

5

4
et + e2t.

Â íà÷àëî êîîðäèíàò O êðèâàÿ L âõîäèò ïðè t→ −∞, òàê êàê

lim
t→−∞

x(t) = lim
t→−∞

y(t) = lim
t→−∞

z(t) = 0,

à òî÷êå A ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå t = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

l =

0∫
−∞

√
5

4
et + e2t dt =

0∫
−∞

et/2
√

5

4
+ et dt = 2

0∫
−∞

√
5

4
+ et det/2.

Âûïîëíèâ â ýòîì íåñîáñòâåííîì èíòåãðàëå ïîäñòàíîâêó s = et/2, ïðèäåì ê èíòåãðàëó

l = 2

1∫
0

√
5

4
+ s2 ds.

Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë òàêîãî âèäà íàéäåí èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì â ãëàâå VI, �2, ïóíêò
2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèâåäåííîé òàì ôîðìóëîé (1) ïðè a = 5/4, ïîëó÷èì:

l =

(
s

√
5

4
+ s2 +

5

4
ln

(
s+

√
5

4
+ s2

))∣∣∣∣∣
1

0

=
3

2
+

5

8
ln 5.

Íàéäåì åùå îäíó ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû êðèâîé, êîòîðàÿ çàäàíà â ïîëÿðíîé ñèñ-

òåìå êîîðäèíàò. Ñâÿæåì ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Oxy ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò
Orφ, âçÿâ â êà÷åñòâå ïîëþñà íà÷àëî êîîðäèíàò O, à â êà÷åñòâå ïîëÿðíîé îñè � ïîëîæèòåëüíóþ
ïîëóîñü Ox.
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x
x

y

y

j

r

O

M

Òîãäà ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êèM(x, y) íà ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðó ÷èñåë (r, φ),
ãäå r � ðàññòîÿíèå îò ïîëþñà äî òî÷êè M, à φ � óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò ðàäèóñ-âåêòîð OM
ñ ïîëÿðíîé îñüþ. Îòîæäåñòâëÿÿ òî÷êó M(x, y) ñ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì z = x+ yi, ìû ìîæåì
ñêàçàòü, ñîñëàâøèñü íà �8 ãëàâû V, ÷òî ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r, φ òî÷êè M ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ìîäóëü è àðãóìåíò, ñîîòâåòñòâåííî, êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Î÷åâèäíî, çíà÷åíèå óãëà φ
îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî êðàòíîãî 2π. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû áóäåì îòñ÷èòûâàòü åãî â
ïðåäåëàõ ïîëíîãî óãëà, íàïðèìåð, îò 0 äî 2π.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ãëàäêàÿ ëèíèÿ L íà ïëîñêîñòè çàäàíà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò çàâèñèìîñòüþ ðàññòîÿíèÿ r îò óãëà φ, ò. å. óðàâíåíèåì

r = r(φ), φ ∈ [α, β],

ãäå r(φ) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà îòðåçêå [α, β] ôóíêöèÿ. Ïîñêîëüêó, êàê ñëåäóåò
èç ïðèâåäåííîãî âûøå ÷åðòåæà, äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ñ ïîëÿðíûìè ôîðìóëàìè

x = r cosφ, y = r sinφ,

òî óðàâíåíèÿ
x = r(φ) cosφ, y = r(φ) sinφ, φ ∈ [α, β]

ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòðè÷åñêèå (îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà φ) óðàâíåíèÿ êðèâîé
L. Òàê êàê

x′ = r′(φ) cosφ− r(φ) sinφ, y′ = r′(φ) sinφ+ r(φ) cosφ; (x′)2 + (y′)2 = (r(φ))2 + (r′(φ))2,

òî, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (2), ïîëó÷èì:

l =

β∫
α

√
(r(φ))2 + (r′(φ))2 dφ. (4)

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü äëèíó êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì

r = sin3
φ

3
.

Ðåøåíèå. Ïðè èçìåíåíèè óãëà φ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 3π ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàìêíóòóþ
êðèâóþ:

-1 -0.5 0.5 1 x

-1

-0.5

0.5

y

O

Çäåñü

r′ =
(
sin3

φ

3

)′
= 3 sin2

φ

3
cos

φ

3
· 1
3
= sin2

φ

3
cos

φ

3
è

(r(φ))2 + (r′(φ))2 = sin6
φ

3
+ sin4

φ

3
cos2

φ

3
= sin4

φ

3
.
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Òîãäà ïî ôîðìóëå (4)

l =

3π∫
0

sin2
φ

3
dφ =

1

2

3π∫
0

(
1− cos

2φ

3

)
dφ =

1

2

(
φ− 3

2
sin

2φ

3

)∣∣∣∣3π
0

=
3π

2
.

Çàìå÷àíèå 2. Ôîðìóëû (1) � (4) ñïðàâåäëèâû è äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ëèíèé, ò. å. ëèíèé,
äëÿ êîòîðûõ, ôóíêöèè, âõîäÿùèå â èõ îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíû, à èõ ïðîèçâîäíûå êóñî÷íî-
íåïðåðûâíû (�1).

2. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ôèãóðû íà ïëîñêîñòè

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ôèãóðà D íà ïëîñêîñòè îãðàíè÷åíà ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé è

ïîëîæèòåëüíîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè y(x) è îñüþ Ox.

a b
x

y

O

y= f HxL

D

a b
x

y

Â �1 ãëàâû VI ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïëîùàäü S(x), x ∈ [a, b] ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé
ãðàôèêîì äàííîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [a, x] è îñüþ Ox ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè y(x)
íà îòðåçêå [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü S ôèãóðû D ðàâíà S = S(b)−S(a) è, òàêèì îáðàçîì,
ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà

S =

b∫
a

y(x)dx. (1)

Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëà (1) ïîçâîëÿåò òàêæå äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ è íåñîá-
ñòâåííûì èíòåãðàëàì. Åñëè ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà, òî ñõîäÿùèéñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåã-

ðàë ýòîé ôóíêöèè ðàâåí ïëîùàäè íåîãðàíè÷åííîé ôèãóðû íà ïëîñêîñòè, çàêëþ÷åííîé ìåæäó
ãðàôèêîì ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå îïðåäåëåíèÿ è îñüþ Ox.

a
x

y

O

y=y1HxL
D1

a
x

y

a b
x

y

O

y=y2HxL

D2

a b
x

y

Çäåñü ôèãóðà D1 îãðàíè÷åíà ãðàôèêîì ôóíêöèè y1(x) íà ïîëóîñè [a,+∞) è, ñëåäîâàòåëüíî,
åå ïëîùàäü ðàâíà

S1 =

+∞∫
a

y1(x)dx.

Àíàëîãè÷íî, ôèãóðà D2 íàõîäèòñÿ ïîä ãðàôèêîì ôóíêöèè y2(x) íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå
[a, b), ïðè÷åì â òî÷êå b ýòà ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà. Ïëîùàäü ôèãóðû D2 âûðàæàåòñÿ íåñîáñò-
âåííûì èíòåãðàëîì

S2 =

b∫
a

y2(x)dx.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ôèãóðà D îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b] ãðàôèêàìè äâóõ

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé y1(x) è y2(x), ò. å.

D : y1(x) ≤ y ≤ y2(x), x ∈ [a, b].
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a b
x

y

O

y=y2HxL

y=y1HxL

Da b
x

y

Åñëè y1(x) ≥ 0, x ∈ [a, b], òî ïëîùàäü ôèãóðû D ìû ìîæåì âû÷èñëèòü êàê ðàçíîñòü ïëîùà-
äåé ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ ãðàôèêàìè äàííûõ ôóíêöèé è îñüþ Ox. Ñëåäîâàòåëüíî, âîñïîëü-
çîâàâøèñü ôîðìóëîé (1), ïîëó÷èì:

S =

b∫
a

(y2(x)− y1(x))dx. (2)

Åñëè æå ôóíêöèÿ y1(x) ìåíÿåò çíàê íà îòðåçêå [a, b], òî, îñóùåñòâèâ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
ôèãóðû D âäîëü îñè Oy íà âåëè÷èíó m, ðàâíóþ ìèíèìóìó ôóíêöèè y1(x) íà îòðåçêå [a, b]
(ýòîò ìèíèìóì ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 3) ñóùåñòâóåò), ìû ïîëó÷èì
ôèãóðó D1, îãðàíè÷åííóþ ãðàôèêàìè ôóíêöèé y1(x)−m è y2(x)−m íà îòðåçêå [a, b], ïëîùàäü
êîòîðîé ðàâíà ïëîùàäè ôèãóðû D. Ïîñêîëüêó y1(x)−m ≥ 0 íà îòðåçêå [a, b], òî ïî ôîðìóëå
(2)

S =

b∫
a

((y2(x)−m)− (y1(x)−m))dx =

b∫
a

(y2(x)− y1(x))dx

è, òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (2) èìååò ìåñòî è â ýòîì ñëó÷àå.
Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íî, åñëè ôèãóðà îãðàíè÷åíà ãðàôèêàìè äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé x1(y) è x2(y), y ∈ [c, d], òî åå ïëîùàäü âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

S =

d∫
c

(x2(y)− x1(y))dy. (3)

x

y

O

c

d

x=x1HyL x=x2HyL
D

x

y

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû D íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè

y = (x+ 1)2, x = sinπy, y = 0.

Ðåøåíèå.

-1 1 x

1

y

O

D

-1 1 x

1

y

Ôèãóðà D çàêëþ÷åíà ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé

x =
√
y − 1, x = sinπy
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íà îòðåçêå [0, 1] ÷èñëîâîé îñè Oy. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (3)

S =

1∫
0

(sinπy −√
y + 1)dy = − 1

π
cosπy

∣∣∣∣1
0

− 2

3
y
√
y

∣∣∣∣1
0

+ y

∣∣∣∣1
0

= − 1

π
(−1− 1)− 2

3
+ 1 =

1

3
+

2

π
.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôèãóðà D íà ïëîñêîñòè Oxy îãðàíè÷åíà êðèâîé L, ðàñïîëàãà-
þùåéñÿ âûøå îñè Ox è îòðåçêîì [a, b] ýòîé îñè.

a b
x

y

O

L

D

a b
x

y

Ïóñòü êðèâàÿ L çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2],

ïðè÷åì ôóíêöèþ x(t) ìû áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ñ ïîëîæèòåëüíîé
ïðîèçâîäíîé, à ôóíêöèþ y(t) � íåïðåðûâíîé è ïîëîæèòåëüíîé íà âñåì îòðåçêå [t1, t2]. Â ýòîì
ñëó÷àå êðèâóþ L ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê ãðàôèê íåïðåðûâíîé ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàí-
íîé ôóíêöèè y = y(x), x ∈ [a, b] (ãëàâà V, �2, ïóíêò 2) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü ôèãóðû D
ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå (1). Ïðè ñäåëàííûõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé x(t), y(t) ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ, â èíòåãðàëå (1) äîïóñòèìà çàìåíà ïåðåìåííîé x = x(t), âûïîëíèâ êîòîðóþ, ìû,
î÷åâèäíî, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ôèãóðû D :

S =

t2∫
t1

y(t)dx(t) =

t2∫
t1

y(t)x′(t)dt. (4)

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé ëèíèåé, èìåþ-

ùåé ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

x = cos t, y =
sin2 t

2 + sin t
.

Ðåøåíèå.

-1 1 x

y

O

D

1

-1 1 x

y

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà t â ïðåäåëàõ îò 0 äî π òî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ ïî íèæíåé äóãå êðèâîé â
íàïðàâëåíèè îò òî÷êè (1, 0) äî òî÷êè (−1, 0), åñëè æå ïàðàìåòð èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò π äî
2π, òî òî÷êà èäåò â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïî âåðõíåé äóãå. Èñêîìóþ ïëîùàäü S ìû íàéäåì,
âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (4), êàê ðàçíîñòü ïëîùàäåé S1 è S2 äâóõ ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ
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âåðõíåé è íèæíåé äóãàìè äàííîé êðèâîé, ñîîòâåòñòâåííî, è îòðåçêîì [−1, 1] îñè Ox.

S1 =

2π∫
π

sin2 t

2 + sin t
d cos t = −

2π∫
π

sin3 t

2 + sin t
dt = −

2π∫
π

(8 + sin3 t)− 8

2 + sin t
dt =

= −
2π∫
π

(
4− 2 sin t+ sin2 t− 8

2 + sin t

)
dt = −

2π∫
π

(
9

2
− 2 sin t− 1

2
cos 2t− 8

2 + sin t

)
dt =

= − 9

2
t

∣∣∣∣2π
π

− 2 cos t

∣∣∣∣2π
π

+
1

4
sin 2t

∣∣∣∣2π
π

+ 8

2π∫
π

dt

2 + sin t
= −9

2
π − 4 + 8

2π∫
π

dt

2 + sin t
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ ïîäñòàíîâêîé z = tg t
2 (ãëàâà VI, �4,

ïóíêò 2). Ïðè ýòîé çàìåíå ïåðåìåííîé ïðîìåæóòîê (π, 2π] îòîáðàæàåòñÿ â áåñêîíå÷íûé ïðî-
ìåæóòîê (−∞, 0]. Ñëåäîâàòåëüíî,

2π∫
π

dt

2 + sin t
=

0∫
−∞

2dz
1+z2

2 + 2z
1+z2

=

0∫
−∞

dz

z2 + z + 1
=

0∫
−∞

d(z + 1/2)

(z + 1/2)2 +
√
3/2

=
2√
3
arctg

2z + 1√
3

∣∣∣∣0
−∞

=

=
2√
3

(
arctg

1√
3
− lim
z→−∞

arctg
2z + 1√

3

)
=

2√
3

(π
6
+
π

2

)
=

4π

3
√
3
.

Òàêèì îáðàçîì,

S1 = −9

2
π − 4 +

32π

3
√
3
.

Àíàëîãè÷íî ìû âû÷èñëèì è ïëîùàäü1 S2 :

S2 =

0∫
π

sin2 t

2 + sin t
d cos t =

π∫
0

sin3 t

2 + sin t
dt =

9

2
t

∣∣∣∣π
0

+ 2 cos t

∣∣∣∣π
0

− 1

4
sin 2t

∣∣∣∣π
0

− 8

π∫
0

dt

2 + sin t
=

=
9

2
π − 4− 16√

3
arctg

2z + 1√
3

∣∣∣∣+∞

0

=
9

2
π − 4− 16√

3

(
lim

z→+∞
arctg

2z + 1√
3

− arctg
1√
3

)
=

=
9

2
π − 4− 16√

3

(π
2
− π

6

)
=

9

2
π − 4− 16π

3
√
3
.

Îêîí÷àòåëüíî,

S = S1 − S2 =

(
16π√
3
− 9

)
π.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà âû÷èñëèì ïëîùàäü ñåêòîðà D, îãðàíè÷åííîãî â ïîëÿðíîé ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò ëó÷àìè φ = α, φ = β, α < β è ëèíèåé ñ óðàâíåíèåì r = r(φ), φ ∈ [α, β], ãäå
r(φ) � íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [α, β] ôóíêöèÿ.

x

y

O

r=rHjL

Α

D

DDk

Α

Β

x

y

1Çäåñü ìû ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ áåðåì â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òàê êàê ôóíêöèÿ x = cos t óáûâàåò íà îòðåçêå
[0, π].
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Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì ñåêòîð D íà n ìàëûõ ñåê-
òîðîâ ∆Dk, k = 1, n ëó÷àìè φ = φk, k = 1, n− 1, ãäå

α = φ0 < φ1 < . . . < φn−1 < φn = β.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆φk = φk − φk−1, k = 1, n � öåíòðàëüíûå óãëû ýòèõ ñåêòîðîâ. Âíóòðè êàæ-
äîãî ñåêòîðà ∆Dk, k = 1, n âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ëó÷ φ = ψk. Ïëîùàäè ñåêòîðîâ ∆Dk, k =
1, n ââèäó èõ ìàëîñòè ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò ïëîùàäåé ñîîòâåòñòâóþùèõ êðóãîâûõ ñåêòîðîâ ñ
öåíòðàëüíûìè óãëàìè ∆φk è ðàäèóñàìè r(ψk), ò. å. âåëè÷èí

1

2
(r(ψk))

2∆φk.

Òîãäà ñóììà

Sn =
1

2

n∑
k=1

(r(ψk))
2∆φk

ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ïëîùàäè äàííîãî ñåêòîðà D. Ñóììà Sn ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ ôóíê-
öèè 1

2(r(φ))
2 íà îòðåçêå [α, β]. Ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì Sn ïðè óñëîâèè, ÷òî âåëè÷èíû âñåõ

öåíòðàëüíûõ óãëîâ ñåêòîðîâ ∆Dk, k = 1, n ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ìû è áóäåì ñ÷èòàòü ïëîùàäüþ
ñåêòîðà D. Ýòîò ïðåäåë, áëàãîäàðÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè r(φ), ñóùåñòâóåò è ðàâåí

S =
1

2

β∫
α

(r(φ))2dφ. (5)

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè

y =
√
3x è x(x2 + y2) = x+ y.

Ðåøåíèå. Ïåðâàÿ èç ýòèõ ëèíèé � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïîä óãëîì π
3

ê îñè Ox. Âòîðàÿ ëèíèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò è â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò èìååò óðàâíåíèå r2 = 1 + tgφ. Ïðè èçìåíåíèè óãëà φ â ïðåäåëàõ îò −π

4 äî π
3

ðàññòîÿíèå r, ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ, èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî
√

1 +
√
3.

-1 1 x

-1

1

y

O-1 1 x

-1

1

y

Ïî ôîðìóëå (5)

S = 2 · 1
2

π
3∫

−π
4

(1 + tgφ)dφ = φ

∣∣∣∣π3
−π

4

−

π
3∫

−π
4

d cosφ

cosφ
=
π

3
+
π

4
− ln cosφ

∣∣∣∣π3
−π

4

=
7π

12
+

1

2
ln 2.

Ïðèìåð 4. Íàéòè ïëîùàäü ñåêòîðà, îãðàíè÷åííîãî ëèíèåé ñ óðàâíåíèåì φ = r arctg r è
ëó÷àìè φ = 0 è φ = π√

3
.

Ðåøåíèå. Çàâèñèìîñòü óãëà φ îò ðàññòîÿíèÿ r ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé,
âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé, ïðè÷åì ïðè φ = 0 òàêæå è r = 0, à çíà÷åíèþ óãëà φ = π√

3
ñîîòâåò-

ñòâóåò ðàññòîÿíèå r =
√
3.



55

-0.5 0.5 x

y

O

0.5

1.0

1.5

Èñïîëüçóåì çäåñü òàêæå ôîðìóëó (5), âûïîëíèâ â èíòåãðàëå ïîäñòàíîâêó φ = r arctg r è äâà-
æäû ïðèìåíèâ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

S =
1

2

√
3∫

0

r2d(r arctg r) =
1

2

r3 arctg r∣∣∣∣
√
3

0

−

√
3∫

0

r arctg r dr2

 =

√
3π

2
−

√
3∫

0

r2 arctg r dr =

=

√
3π

2
− 1

3

√
3∫

0

arctg r dr3 =

√
3π

2
− 1

3

r3 arctg r∣∣∣∣
√
3

0

−

√
3∫

0

r3d arctg r

 =

=
1

6

√
3π + 2

√
3∫

0

r3

1 + r2
dr

 =
1

6

√
3π + 2

√
3∫

0

(r3 + r)− r

1 + r2
dr

 =

=
1

6

√
3π + 2

√
3∫

0

(
r − r

1 + r2

)
dr

 =
1

6

√
3π + r2

∣∣∣∣
√
3

0

−

√
3∫

0

d
(
1 + r2

)
1 + r2

 =

=
1

6

(
√
3π + 3− ln

(
1 + r2

) ∣∣∣∣
√
3

0

)
=

1

6

(√
3π + 3− 2 ln 2

)
.

3. Âû÷èñëåíèå îáúåìà òåëà â ïðîñòðàíñòâå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíà íåïðåðûâíî èçìåíÿþùàÿñÿ ïëîùàäü ñå÷åíèÿ îãðàíè÷åí-
íîãî òåëà T â ïðîñòðàíñòâå ïëîñêîñòÿìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ïðÿ-
ìîé. Âûáðàâ äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòó ïðÿìóþ â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîé îñè Ox, îáîçíà÷èì
÷åðåç S(x) ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òåëà T ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x ∈ [a, b] îñè Ox,
ïåðïåíäèêóëÿðíî ýòîé îñè.

y

a

bx

z T

DTk
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ìåëêîå ðàçáèåíèå

a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b

îòðåçêà [a, b] íà ÷àñòè÷íûå îòðåçêè. Ïëîñêîñòè x = xk, k = 1, n− 1 ðàçáèâàþò òåëî T íà
òîíêèå ñëîè ∆Tk, k = 1, n. Îáúåì êàæäîãî ñëîÿ ∆Tk, k = 1, n ïðèáëèæåííî ðàâåí îáúåìó
S(ck)∆xk ïðÿìîãî öèëèíäðà ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S(ck), ãäå ck � íåêîòîðàÿ òî÷êà ÷àñòè÷íîãî
îòðåçêà [xk−1, xk], è âûñîòîé ∆xk = xk − xk−1, ðàâíîé òîëùèíå ñëîÿ ∆Tk. Òîãäà ñóììà

Vn =
n∑
k=1

S(ck)∆xk

ñëóæèò ïðèáëèæåííûì âûðàæåíèåì äëÿ îáúåìà V òåëà T. Ïîëàãàÿ ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

V = lim
∆µ→0

Vn = lim
∆µ→0

n∑
k=1

S(ck)∆xk, ∆µ = max
k=1,n

∆xk

è çàìå÷àÿ, ÷òî ñóììà
n∑
k=1

S(ck)∆xk ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ ôóíêöèè S(x) íà îòðåçêå [a, b],

ìû, ñîñëàâøèñü íà ôîðìóëó (3) èç �2, ïîëó÷èì:

V =

b∫
a

S(x)dx. (1)

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáúåì òåëà â ïðîñòðàíñòâå, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôèãóðà íà

ïëîñêîñòè Oxy, îãðàíè÷åííàÿ àðêîé öèêëîèäû

x = t− sin t, y = 1− cos t, t ∈ [0, 2π]

è îñüþ Ox, à ñå÷åíèåì ýòîãî òåëà â ëþáîé åãî òî÷êå ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè Ox,
ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò.

Ðåøåíèå. Öèêëîèäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àðî÷íóþ ëèíèþ íà ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
òðàåêòîðèåé òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ñîâïàäàþùåé ñ íà÷àëîì êîîð-
äèíàò, ïðè êà÷åíèè áåç ñêîëüæåíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè âäîëü îñè Ox.

0
2

4
6 x

0
0.5
1
1.5
2

y

0
0.5
1
1.5
2

z

0
2

4
6

0
0.5
1
1.5

Äëÿ ïåðâîé àðêè öèêëîèäû åå óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííóþ ôóíêöèþ
y = y(x), x ∈ [0, 2π]. Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ òåëà ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè Ox, ðàâíà

S(x) = (y(x))2, x ∈ [0, 2π].

Òîãäà ïî ôîðìóëå (1)

V =

2π∫
0

(y(x))2dx,
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èëè ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé x = t− sin t, dx = (1− cos t)dt,

V =

2π∫
0

(1− cos t)3dt =

2π∫
0

(1− 3 cos t+ 3 cos2 t− cos3 t)dt =

= t

∣∣∣∣2π
0

− 3 sin t

∣∣∣∣2π
0

+
3

2

2π∫
0

(1 + cos 2t)dt−
2π∫
0

(1− sin2 t)d sin t =

= 2π +
3

2

(
t+

1

2
sin 2t

) ∣∣∣∣2π
0

−
(
sin t− sin3 t

3

) ∣∣∣∣2π
0

= 2π + 3π = 5π.

Íàéäåì òåïåðü îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì ôèãóðû íà ïëîñêîñòè Oxy, îãðàíè÷åí-
íîé ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè y(x) è îñüþ Ox, âîêðóã ýòîé îñè.

a

b
x

0
y

0 z
y= yHxL

a

x

0

Çäåñü, î÷åâèäíî, ñå÷åíèÿìè äàííîãî òåëà ïëîñêîñòÿìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñè Ox, ÿâëÿþòñÿ
êðóãè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäè ýòèõ ñå÷åíèé ðàâíû S(x) = π(y(x))2, x ∈ [a, b]. Îñòàëîñü
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (1):

Vx = π

b∫
a

(y(x))2dx. (2)

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè

y = sinx, y = cosx, x = 0 âîêðóã îñè Ox.
Ðåøåíèå.

0
Π
����
4

x

-1
-0.5

0 0.5 1

y

-1

-0.5

0

0.5

1

z

Èñêîìûé îáúåì ìû âû÷èñëèì êàê ðàçíîñòü îáúåìîâ äâóõ òåë, îáðàçîâàííûõ âðàùåíèåì âîêðóã
îñè Ox ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ ãðàôèêàìè ôóíêöèé y = cosx è y = sinx, ñîîòâåòñòâåííî, íà
îòðåçêå

[
0, π4

]
. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (2), ïîëó÷èì:

Vx = π

π
4∫

0

cos2 xdx− π

π
4∫

0

sin2 xdx = π

π
4∫

0

cos 2xdx =
π

2
sin 2x

∣∣∣∣π4
0

=
π

2
.
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Ïóñòü òåïåðü ôèãóðà D íà ïëîñêîñòè Oxy, îãðàíè÷åííàÿ ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå
[a, b], 0 ≤ a < b ôóíêöèè y(x) è îñüþ Ox, âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Oy. Âû÷èñëèì îáúåì ïîëó÷åí-
íîãî òåëà âðàùåíèÿ T.

0
z

a
b

x

0

yy= yHxL

T

0
z

a
b

x

Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà ìåëêèå ÷àñòè òî÷êàìè

a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b.

Ïðÿìûå x = xk, k = 1, n− 1 ðàçáèâàþò ôèãóðó D íà óçêèå ïîëîñû, êîòîðûå ïðè âðàùåíèè
ôèãóðû âîêðóã îñèOy îáðàçóþò öèëèíäðè÷åñêèå ñëîè∆Tk, k = 1, n.Îáúåì ñëîÿ∆Tk, k = 1, n
ïðèáëèæåííî ðàâåí 2πck|y(ck)|∆xk, ãäå ck ∈ [xk−1, xk], ∆xk � òîëùèíà ñëîÿ ∆Tk. Òîãäà

Vy ≈ Vn = 2π

n∑
k=1

ck|y(ck)|∆xk

è ïî îïðåäåëåíèþ

Vy = lim
∆µ→0

Vn = 2π lim
∆µ→0

n∑
k=1

ck|y(ck)|∆xk, ∆µ = max
k=1,n

∆xk.

Ïîñêîëüêó ñóììà
n∑
k=1

ck|y(ck)|∆xk ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ ôóíêöèè x|y(x)| íà îòðåçêå [a, b],
òî

Vy = 2π

b∫
a

x|y(x)|dx. (3)

Ïðèìåð 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèãóðà èç ïðèìåðà 2 âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Oy. Âû÷èñëèòü
îáúåì òåëà âðàùåíèÿ.

Ðåøåíèå.

-0.5
0

0.5 z

-0.5
0

0.5x

0

0.25

0.5

0.75

1

y

-0.5
0

0.5 z

Ýòîò îáúåì ìû òàêæå íàéäåì êàê ðàçíîñòü îáúåìîâ äâóõ òåë âðàùåíèÿ. Ïî ôîðìóëå (3)

Vy = 2π

π
4∫

0

x cosxdx− 2π

π
4∫

0

x sinxdx = 2π

π
4∫

0

x(cosx− sinx)dx.
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Ïðèìåíèâ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

Vy = 2π

π
4∫

0

x d(sinx+ cosx) = 2π

x(sinx+ cosx)

∣∣∣∣π4
0

−

π
4∫

0

(sinx+ cosx)dx

 =

= 2π

(√
2π

4
− (sinx− cosx)

∣∣∣∣π4
0

)
=
π

2

(√
2π − 4

)
.

�6. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Òî÷íîå çíà÷åíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
b∫
a

f(x)dx (1)

äàåò íàì ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà (�1, ôîðìóëà (1)). Îäíàêî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòîé ôîð-
ìóëîé íå âñåãäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî äàæå äëÿ ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòîé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè åå ïåðâîîáðàçíàÿ ìîæåò áûòü ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêîé èëè
âîîáùå îêàçàòüñÿ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèåé. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîïûòàòüñÿ íàéòè ïðèáëè-
æåííîå çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà. Ðàññìîòðèì òðè ïðîñòåéøèõ ìåòîäà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (1).

1) Ìåòîä ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì èíòåãðàëà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ñóìì (�2). Ðàçîáüåì îòðå-
çîê [a, b] íà n ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû h = b−a

n (øàã ðàçáèåíèÿ) è îáîçíà÷èì ÷åðåç

ck = a+

(
k − 1

2

)
h, k = 1, n

ñåðåäèíû ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ. Òîãäà èíòåãðàëüíàÿ ñóììà

In =

n∑
k=1

f(ck)h = h

n∑
k=1

f(ck)

ñëóæèò ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (1), ò. å.
b∫
a

f(x)dx ≈ In = h

n∑
k=1

f(ck). (2)

Ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Ãåîìåòðè÷åñêè ôîðìóëà (2) âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ïëîùàäü ôèãóðû íà ïëîñêîñòè, îãðà-

íè÷åííîé ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] è îñüþ Ox ìû ìîæåì ïðèáëèæåííî çàìå-
íèòü ïëîùàäüþ ñòóïåí÷àòîé ôèãóðû, ñîñòàâëåííîé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, â îñíîâàíèÿõ êîòî-
ðûõ ðàñïîëîæåíû ÷àñòè÷íûå îòðåçêè [xk−1, xk], k = 1, n, ãäå xk = a+kh, k = 0, n, à âûñîòàìè
ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ ck, k = 1, n.

a b
x

y

O

y= f HxL

a b
x

y
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Îñòàíîâèìñÿ êîðîòêî íà âåëè÷èíå ïîãðåøíîñòè, êîòîðóþ ìû äîïóñêàåì, ïîëüçóÿñü ôîð-
ìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ïîãðåøíîñòü

Rn =

b∫
a

f(x)dx− In

ôîðìóëû (2) ðàâíà

Rn =
b− a

24
f ′′(c)h2, c ∈ [a, b].

Íåñëîæíîå, îäíàêî äîñòàòî÷íî äëèííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì.
Òàêèì îáðàçîì, ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîãðåøíîñòü Rn óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|Rn| ≤
M(b− a)

24
h2,

ãäå M = sup
[a, b]

f ′′(x) (òàêîå ÷èñëî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 3) ñóùåñòâóåò).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ èìååò âòîðîé ïîðÿäîê
ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî øàãà h. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííûé ìåòîä èìååò âòîðîé
ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

2) Ìåòîä òðàïåöèé.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà îòðåçêå [a, b].
Êàê è â ìåòîäå ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ðàçîáüåì îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b] íà n ðàâíûõ ÷àñòåé
òî÷êàìè xk = a+ kh, k = 0, n, ãäå h = b−a

n � øàã ðàçáèåíèÿ. Ñîåäèíèâ ïîñëåäîâàòåëüíî òî÷êè
(xk, f(xk)), k = 0, n îòðåçêàìè ïðÿìûõ, ìû ïîëó÷èì ëîìàíóþ, âïèñàííóþ â ãðàôèê äàííîé
ôóíêöèè.

a b
x

y

O

y= f HxL

a b
x

y

Òîãäà ïëîùàäü S ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] è îñüþ Ox,
ïðèáëèæåííî ðàâíà ïëîùàäè In ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé óêàçàííîé âûøå ëîìàíîé è îñüþ Ox
(ýòà ôèãóðà ñîñòîèò èç òðàïåöèé, áîêîâûìè ñòîðîíàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè ðàçáèåíèÿ
è çâåíüÿ ëîìàíîé). Ïîñêîëüêó ïëîùàäü êàæäîé òàêîé òðàïåöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé îòðåçêó
ðàçáèåíèÿ [xk−1, xk], k = 1, n ðàâíà 1

2(f(xk−1) + f(xk))h, òî

S =

b∫
a

f(x)dx ≈ In =

n∑
k=1

1

2
(f(xk−1) + f(xk))h = h

(
1

2
(f(a) + f(b)) +

n−1∑
k=1

f(xk)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó òðàïåöèé äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà:

b∫
a

f(x)dx ≈ In = h

(
1

2
(f(a) + f(b)) +

n−1∑
k=1

f(xk)

)
. (3)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ìåíÿåò çíàê íà îòðåçêå [a, b]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f1(x) = f(x)−m ≥ 0, x ∈ [a, b],
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ãäå m = inf
[a, b]

f(x). Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f1(x) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (3):

b∫
a

f1(x)dx ≈ h

(
1

2
(f1(a) + f1(b)) +

n−1∑
k=1

f1(xk)

)
,

èç êîòîðîé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
b∫
a

f1(x)dx =

b∫
a

f(x)dx−m(b− a),

h

(
1

2
(f1(a) + f1(b)) +

n−1∑
k=1

f1(xk)

)
= h

(
1

2
(f(a) + f(b)) +

n−1∑
k=1

f(xk)−mn

)
=

= h

(
1

2
(f(a) + f(b)) +

n−1∑
k=1

f(xk)

)
−m(b− a),

ñëåäóåò ôîðìóëà (3) äëÿ äàííîé ôóíêöèè f(x). Ñòàëî áûòü, ôîðìóëà òðàïåöèé (3) èìååò ìåñòî
äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.
Ïîãðåøíîñòü

Rn =

b∫
a

f(x)dx− In

ýòîé ôîðìóëû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
íà îòðåçêå [a, b], ðàâíà

Rn = −b− a

12
f ′′(c)h2, c ∈ [a, b],

îòêóäà

|Rn| ≤
M(b− a)

12
h2, M = sup

[a, b]
f ′′(x)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä òðàïåöèé, êàê è ìåòîä ïðÿìîóãîëüíèêîâ, èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷-

íîñòè.

3) Ìåòîä ïàðàáîë (Ñèìïñîíà).
Êàê è â ìåòîäå òðàïåöèé ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è íåîòðè-

öàòåëüíà íà îòðåçêå [a, b]. Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà ÷åòíîå 2n ÷èñëî ðàâíûõ ÷àñòåé. Ïóñòü
xk = a+ kh, k = 0, 2n, h = b−a

2n � øàã ðàçáèåíèÿ. Íà êàæäîé ïàðå

[x2k−2, x2k−1] ∪ [x2k−1, x2k], k = 1, n

ñìåæíûõ îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ çàìåíèì ãðàôèê ôóíêöèè ïàðàáîëîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè

(x2k−2, f (x2k−2)) , (x2k−1, f(x2k−1)), (x2k, f(x2k)).

a b
x

y

O

y= f HxL

a b
x

y
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Óðàâíåíèå êàæäîé òàêîé ïàðàáîëû íàì óäîáíî çàïèñàòü â âèäå:

y =
(x− x2k−1)(x− x2k)

(x2k−2 − x2k−1) (x2k−2 − x2k)
f (x2k−2)+

+
(x− x2k−2) (x− x2k)

(x2k−1 − x2k−2) (x2k−1 − x2k)
f(x2k−1) +

(x− x2k−2) (x− x2k−1)

(x2k − x2k−2) (x2k − x2k−1)
f(x2k).

Íåñëîæíûì èíòåãðèðîâàíèåì ýòîé ôóíêöèè ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïëîùàäü, îãðàíè-
÷åííàÿ äàííîé ïàðàáîëîé íà îòðåçêå [x2k−2, x2k] è îñüþ Ox ðàâíà

h

3
(f (x2k−2) + 4f(x2k−1) + f(x2k)) .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîñëåäíåé ôîðìóëîé, ñëîæèì ïëîùàäè ïîä âñåìè n ïàðàáîëàìè íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îòðåçêàõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå I2n äëÿ ïëîùàäè S ïîä ãðà-
ôèêîì äàííîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [a, b], ò. å. ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
(1):

S =

b∫
a

f(x)dx ≈ I2n =

n∑
k=1

h

3
(f (x2k−2) + 4f(x2k−1) + f(x2k)) =

=
h

3

(
f(a) + f(b) + 4

n∑
k=1

f(x2k−1) + 2

n−1∑
k=1

f(x2k)

)
.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó ïàðàáîë (Ñèìïñîíà) äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà:

b∫
a

f(x)dx ≈ I2n =
h

3

(
f(a) + f(b) + 4

n∑
k=1

f(x2k−1) + 2

n−1∑
k=1

f(x2k)

)
. (4)

Êàê è äëÿ ôîðìóëû òðàïåöèé ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôîðìóëà ïàðàáîë (4) èìååò
ìåñòî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè f(x).
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ÷åòûðåæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], òî äëÿ

ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû ïàðàáîë (4) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

R2n =

b∫
a

f(x)dx− I2n = −b− a

180
f IV(c)h4, c ∈ [a, b].

Ñëåäîâàòåëüíî,

|R2n| ≤
M(b− a)

180
h4, M = sup

[a, b]
f IV(x)

è, òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïàðàáîë èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

Çàìå÷àíèå. Åñëè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü îïðåäåëåííûé èíòåãðàë (1) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ
ε > 0, òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèâåäåííûõ âûøå ìåòîäîâ øàã ðàçáèåíèÿ h èëè, ÷òî ðàâíî-
ñèëüíî, ÷èñëî n îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ ìû ìîæåì íàéòè èç óñëîâèÿ

|Rn| < ε.

Åäèíñòâåííàÿ ñëîæíîñòü, êîòîðàÿ ìîæåò çäåñü âîçíèêíóòü, ñâÿçàíà ñ îöåíêîé àáñîëþòíîé
âåëè÷èíû ïðîèçâîäíîé, êîòîðàÿ âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè Rn. Ýòà ïðîèçâîäíàÿ
ìîæåò èìåòü äîâîëüíî ãðîìîçäêèé âèä, ÷òî äåëàåò îöåíêó òî÷íîñòè ìåòîäà âåñüìà çàòðóäíè-
òåëüíîé. Íà ïðàêòèêå äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ÷àñòî èñïîëü-
çóåòñÿ ïðàâèëî Ðóíãå, êîòîðîå íå òðåáóåò ïðÿìîé îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Ýòî ïðàâèëî çàêëþ÷à-
åòñÿ â ñëåäóþùåì: òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ε ñ÷èòàåòñÿ äîñòèãíóòîé, åñëè äëÿ ðàçáèåíèÿ îòðåçêà
èíòåãðèðîâàíèÿ íà n è 2n ÷àñòåé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|In − I2n|
2s − 1

< ε, (5)
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ãäå s � ïîðÿäîê òî÷íîñòè ìåòîäà. Â ýòîì ñëó÷àå çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ ε ñëåäóåò âçÿòü âåëè÷èíó I2n, ò. å.

b∫
a

f(x)dx ≈ I2n.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−4 îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

I =

5∫
1

sin
1

x
dx.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà êàæäûì èç ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ1, èñïîëüçî-
âàâ äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðàâèëî Ðóíãå (5).
Ïî ôîðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ (2)

I40 = 1, 53128; I80 = 1, 53143;
|I40 − I80|

3
< ε.

Ñëåäîâàòåëüíî,
I ≈ 1, 53143.

Àíàëîãè÷íî, ïî ôîðìóëå òðàïåöèé (3)

I80 = 1, 53159; I160 = 1, 53151;
|I80 − I160|

3
< ε,

ïîýòîìó
I ≈ 1, 53151.

Ïðèìåíèâ, íàêîíåö, ôîðìóëó ïàðàáîë (4), ïîëó÷èì:

I10 = 1, 53139; I20 = 1, 53147;
|I10 − I20|

15
< ε.

Òàêèì îáðàçîì,
I ≈ 1, 53147.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ôîðìóëà ïàðàáîë îêàçàëàñü íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ýòîãî èíòåãðàëà.

1Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû â ñðåäå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Mathematica.
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ÃËÀÂÀ VIII. ÔÓÍÊÖÈÈ ÌÍÎÃÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Â ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ
òàêæå çàâèñèìîñòè îò äâóõ è áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Â ýòîé ãëàâå ìû ïî àíàëîãèè ñ
ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé ââåäåì ïîíÿòèå ôóíêöèè ìíîãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è
ðàññìîòðèì îñíîâû òåîðèè ïðåäåëà è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òàêîãî ðîäà ôóíêöèé. Âî èçáåæàíèå
ãðîìîçäêîñòè èçëîæåíèÿ ìû, â îñíîâíîì, áóäåì âåñòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ. Âñå ïðèâåäåííûå íèæå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè èìåþò
ìåñòî òàêæå è äëÿ ôóíêöèé áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

�1. Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, åå ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü

Âûáåðåì íà ïëîñêîñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy. Ïóñòü D � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
òî÷åê äàííîé ïëîñêîñòè.
Îïðåäåëåíèå 1. Àëãîðèòì, ïî êîòîðîìó êàæäîé òî÷êå M(x, y) ìíîæåñòâà D ñòàâèòñÿ

â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D.
Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ: f(M) èëè f(x, y) èëè z = f(x, y).
Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ äîïóñêàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ, ïîñêîëüêó åå ãðàôè-

êîì ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå ñ óðàâíåíèåì z = f(x, y). Íàïðèìåð, ãðàôèêîì
ôóíêöèè

z =
√
x2 + y2 − 1

ÿâëÿåòñÿ ïîëîâèíà îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ

x2 + y2 − z2 = 1,

ðàñïîëîæåííàÿ âûøå ïëîñêîñòè Oxy.
-5
0
5
x

-10 0 10
y

0

5

10
z

0

5

10

Ââåäåì îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëü-
íåéøåì.
Íàçîâåì ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè M0(x0, y0) ìíîæåñòâî U(ε,M0) âíóòðåííèõ òî÷åê êðóãà ðà-

äèóñà ε > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå M0, ò. å.

U(ε,M0) =
{
(x, y) |

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < ε

}
.

Âûáðîñèâ èç ε-îêðåñòíîñòè U(ε,M0) òî÷êó M0, ïîëó÷èì ïðîêîëîòóþ ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè
M0(x0, y0), êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç U̇(ε,M0).
Ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè êàæäàÿ åãî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåí-

íåé, ò. å. îíà îáëàäàåò íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòüþ, ïðèíàäëåæàùåé ýòîìó ìíîæåñòâó.
Îêðåñòíîñòüþ U(M0) òî÷êè M0 íàçûâàåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó M0.

x

y

O

M0

UHM0L

x

y
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Îêðåñòíîñòü U(M0) áåç òî÷êè M0 ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè M0

è îáîçíà÷àòü ÷åðåç U̇(M0).
Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(M) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

U̇(M0) òî÷êè M0, ò. å. â ñàìîé òî÷êå M0 ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü è íåîïðåäåëåíà.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïðåäåëîì ôóíêöèè f(M) â òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

L, îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò ïðîêî-

ëîòàÿ δε-îêðåñòíîñòü U̇(δε,M0) ⊂ U̇(M0) òî÷êè M0, äëÿ âñåõ òî÷åê êîòîðîé

|f(M)− L| < ε, M ∈ U̇(δε,M0).

Îáîçíà÷àåòñÿ ýòîò ïðåäåë ÷åðåç

lim
M→M0

f(M) èëè lim
x→x0
y→y0

f(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî L ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(M) â òî÷êåM0, åñëè çíà÷åíèÿ ýòîé
ôóíêöèè îòëè÷àþòñÿ îò ÷èñëà L ñêîëü óãîäíî ìàëî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå äëÿ âñåõ òî÷åê,

äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå M0.
Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ââåñòè îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

è ïðåäåëà ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. ïðè óñëîâèè, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç êîîðäèíàò
ïåðåìåííîé òî÷êè M(x, y) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Ïðèìåð 1. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

lim
x→1
y→−1

xy

x2 + y2
= −1

2
. (1)

Ðåøåíèå. Îöåíèì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè âáëèçè
òî÷êèM0(1, −1) è ÷èñëîì −1

2 , èñïîëüçîâàâ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî 2ab ≤ a2+ b2, ñïðàâåäëèâîå
äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ a è b.∣∣∣∣ xy

x2 + y2
+

1

2

∣∣∣∣ = (x+ y)2

2(x2 + y2)
=

(x− 1)2 + (y + 1)2 + 2(x− 1)(y + 1)

2(x2 + y2)
≤ (x− 1)2 + (y + 1)2

x2 + y2
.

Âûáåðåì îêðåñòíîñòü U(M0) òî÷êè M0, äëÿ âñåõ òî÷åê M(x, y) êîòîðîé x ≥ 1√
2
, y ≤ − 1√

2
è,

ñëåäîâàòåëüíî, x2 + y2 ≥ 1. Òîãäà∣∣∣∣ xy

x2 + y2
+

1

2

∣∣∣∣ ≤ (x− 1)2 + (y + 1)2, M ∈ U(M0).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ìû ïî ìàëîìó çàäàííîìó ε > 0 âûáåðåì ÷èñëî δε =
√
ε,

òî äëÿ âñåõ òî÷åê δε-îêðåñòíîñòè U(δε,M0) ⊂ U(M0) òî÷êèM0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣ xy

x2 + y2
+

1

2

∣∣∣∣ < ε,

÷òî è äîêàçûâàåò (1).

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ àíàëîãè÷íû (âìåñòå ñ äîêàçàòåëü-
ñòâàìè) ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì ïðåäåëîâ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåíîé (ãëàâà IV, �4, ïóíêò
2). Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.
1) Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëà â äàííîé òî÷êå.

2) Åñëè ôóíêöèè f1(M) è f2(M) èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû â òî÷êå M0, òî ñóùåñòâóþò
òàêæå ïðåäåëû ôóíêöèé c1f1(M) + c2f2(M), c1, c2 ∈ R è f1(M)f2(M), ïðè÷åì

a) lim
M→M0

(c1f1(M) + c2f2(M)) = c1 lim
M→M0

f1(M) + c2 lim
M→M0

f2(M);

b) lim
M→M0

f1(M)f2(M) = lim
M→M0

f1(M) lim
M→M0

f2(M).
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Åñëè, ïîìèìî òîãî, f2(M) ̸= 0, M ∈ U̇(M0) è lim
M→M0

f2(M) ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò òàêæå

ïðåäåë äðîáè f1(M)/f2(M) è

c) lim
M→M0

f1(M)

f2(M)
=

lim
M→M0

f1(M)

lim
M→M0

f2(M)
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå M0 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå åãî
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè âäîëü ëþáîé ëèíèè, âåäóùåé â òî÷êó M0 ñîâ-
ïàäàþò è ðàâíû ïðåäåëó ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ëó÷à, âåäóùåãî â òî÷êó
M0. Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî, åñëè ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà êàêèõ-íèáóäü äâóõ
ëèíèÿõ ðàçëè÷íû, òî ïðåäåë lim

M→M0

f(M) íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåë â íà÷àëå êîîðäèíàò ôóíêöèè èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà

íå ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(x, y) =
xy

x2 + y2
ïîñòîÿííà âäîëü ëó÷åé y = kx, k ∈ R, âõîäÿùèõ â

íà÷àëî êîîðäèíàò, òàê êàê ïðè x ̸= 0

f(x, kx) =
k

1 + k2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→0

f(x, kx) =
k

1 + k2
.

Òàêèì îáðàçîì, ñ èçìåíåíèåì óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà k ýòèõ ëó÷åé èçìåíÿþòñÿ òàêæå è ïðå-
äåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè âäîëü íèõ. Ñòàëî áûòü, äàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò. Ïîâåðõíîñòü

z =
xy

x2 + y2
âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò èìååò âèä:

-1
-0.5

0

0.5

1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

y

-0.5
-0.25

0
0.25
0.5

z

-1

-0.5

0

0.5

1

y

-0.5
-0.25

0
0.25
0.5

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü êîðîòêî íà ïîíÿòèè ïîâòîðíîãî ïðåäåëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ,
êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå

Π = {(x, y) |x ∈ (a, b), y ∈ (c, d)} ,
ñîäåðæàùåì òî÷êó M0(x0, y0), êðîìå, âîçìîæíî, òî÷êè M0. Åñëè ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
x ∈ (a, b) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

φ(x) = lim
y→y0

f(x, y) (2)

è ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
x→x0

φ(x),
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òî îí íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå M0 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y). (3)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîâòîðíûé ïðåäåë

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y).

Äîêàæåì îäíî óòâåðæäåíèå î ñâÿçè ìåæäó ïðåäåëîì ôóíêöèè â òî÷êå è ïîâòîðíûì ïðåäå-
ëîì â ýòîé æå òî÷êå.
Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→x0
y→y0

f(x, y)

è äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ (a, b) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë (2), òî ñóùåñòâóåò ïîâ-

òîðíûé ïðåäåë (3) è
lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y). (4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò êîíå÷íûé
ïðåäåë â òî÷êåM0, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç L. Îöåíèì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàçíîñòü
ìåæäó ôóíêöèåé φ(x) è ÷èñëîì L. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê M(x, y) ∈ Π

|φ(x)− L| ≤ |f(x, y)− L|+ |f(x, y)− φ(x)|. (5)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ââèäó ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå M0 íàéäåòñÿ
ïðîêîëîòàÿ δε-îêðåñòíîñòü U̇(δε,M0) ýòîé òî÷êè, äëÿ êîòîðîé

|f(x, y)− L| < ε

2
, M(x, y) ∈ U̇(δε,M0). (6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ïðåäåë (2) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b), òî ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì x ∈ (x0 − δε, x0 + δε), x ̸= x0 äëÿ âñåõ çíà÷åíèÿõ y äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê y0 è
òàêèõ, ÷òî M(x, y) ∈ U̇(δε,M0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(x, y)− φ(x)| < ε

2
. (7)

Èç íåðàâåíñòâà (5), ó÷èòûâàÿ (6) è (7), ïîëó÷èì

|φ(x)− L| < ε,

åñëè x ∈ (x0 − δε, x0 + δε), x ̸= x0, ÷òî è äîêàçûâàåò (4).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ
f(M) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(M0) òî÷êè M0(x0, y0). Êàê è äëÿ ôóíêöèè îäíîé
ïåðåìåííîé ââåäåì ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f(M) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå M0, åñëè ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë lim
M→M0

f(M) è

lim
M→M0

f(M) = f(M0).

Ïåðåôîðìóëèðóåì ïî àíàëîãèè ñ ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå ñ ïîìîùüþ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü

∆f(M0,∆x,∆y) = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0),

ãäå ∆x, ∆y � ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåííûõ x è y, ñîîòâåòñòâåííî, â òî÷êå M0. Î÷åâèäíî, äàííàÿ
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå M0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
∆x→0
∆y→0

∆f(M0,∆x,∆y) = 0.

Åñëè äàííàÿ ôóíêöèÿ íåîïðåäåëåíà â òî÷êå M0 èëè ïðåäåë lim
M→M0

f(M) íå ñóùåñòâóåò èëè

ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî ìû áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèþ ðàçðûâíîé â òî÷êå M0.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ïîâòîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå
ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Â ÷àñòíîñòè, àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè ïðèâîäÿò îïÿòü æå ê íåïðåðûâíûì ôóíêöèÿì.

Ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, îáðàçîâàííàÿ ñ ïîìîùüþ
êîíå÷íîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé è êîìïîçèöèé îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
îäíîé ïåðåìåííîé (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 1) íàä ïåðåìåííûìè ýòîé ôóíêöèè.
Ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òàê

êàê âñå óêàçàííûå â åå îïðåäåëåíèè îïåðàöèè íå âûâîäÿò åå èç êëàññà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ

f(x, y) =
sin(x2 + y2 − 1)

|x2 + y2 − 1|
.

Ðåøåíèå. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé, ïîýòîìó îíà íåïðåðûâíà âåçäå, êðîìå òî÷åê
îêðóæíîñòè x2 + y2 = 1. Â ëþáîé òî÷êå M0(x0, y0) ýòîé îêðóæíîñòè äàííàÿ ôóíêöèÿ èñïû-
òûâàåò ðàçðûâ, òàê êàê

lim
x→x0
y→y0

x2+y2>1

f(x, y) = lim
x→x0
y→y0

x2+y2>1

sin(x2 + y2 − 1)

x2 + y2 − 1
= 1, lim

x→x0
y→y0

x2+y2<1

f(x, y) = lim
x→x0
y→y0

x2+y2<1

sin(x2 + y2 − 1)

1− x2 − y2
= −1

è, òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë
lim
x→x0
y→y0

f(x, y)

íå ñóùåñòâóåò. Èçîáðàçèì ôðàãìåíò ïîâåðõíîñòè ñ óðàâíåíèåì z =
sin(x2 + y2 − 1)

|x2 + y2 − 1|
:

-2
-1

0
1

2
x

-2
-1

0
1

2
y

-1

-0.5

0

0.5

1

z

-2
-1

0
1

2
x

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ àíàëîãè òåîðåì Âåéåðøòðàññà è
Áîëüöàíî-Êîøè (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 3), ââåäåì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà

è îáëàñòè íà ïëîñêîñòè.
Òî÷êà M0 íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà D íà ïëîñêîñòè, åñëè â ëþáîé åå ε-

îêðåñòíîñòè íàéäóòñÿ òî÷êè, êàê ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó D, òàê è íå ïðèíàäëåæàùèå åìó.
Çàìåòèì, ÷òî è ñàìà òî÷êà M0 ìîæåò êàê áûòü òî÷êîé ìíîæåñòâà D, òàê è íå ñîäåðæàòüñÿ â
íåì.
Ìíîæåñòâî D ìû áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòûì, åñëè îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå

íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ñ ìíîæåñòâîì åãî ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Èíà÷å ãîâîðÿ, çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ òî÷åê ýòîãî

ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå åãî äâå òî÷êè ìîæíî
ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé ëèíèåé, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùåé ýòîìó ìíîæåñòâó.
Îòêðûòîå (çàìêíóòîå) ëèíåéíî ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè óñëîâèìñÿ íàçûâàòü îáëà-

ñòüþ (çàìêíóòîé îáëàñòüþ).
Ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ðàçìåùàåòñÿ âíóòðè íåêîòî-

ðîãî êðóãà.
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Ìû îïðåäåëèëè ïîíÿòèÿ ïðåäåëà è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå îò-
êðûòîãî ìíîæåñòâà. Åñëè ìíîæåñòâî çàìêíóòî, òî ñëåäóåò åùå óñëîâèòüñÿ, ÷òî ìû áóäåì
ïîíèìàòü ïîä ïðåäåëîì è íåïðåðûâíîñòüþ â ãðàíè÷íîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà.
Èòàê, ïóñòü ôóíêöèÿ f(M) îïðåäåëåíà â çàìêíóòîì ìíîæåñòâå D è ïóñòü M0 � ãðàíè÷íàÿ

òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà (â êîòîðîé, âîçìîæíî, ôóíêöèÿ è íåîïðåäåëåíà). ×èñëî L íàçûâàåòñÿ
ïðåäåëîì ôóíêöèè f(M) â ãðàíè÷íîé òî÷êå M0, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íåðàâåíñòâî

|f(M)− L| < ε

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê M ìíîæåñòâà D èç íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé δε-îêðåñòíîñòè òî÷-
êè M0. Åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è â ãðàíè÷íîé òî÷êå M0, òî îíà ñ÷èòàåòñÿ â ýòîé òî÷êå
íåïðåðûâíîé, åñëè óïîìÿíóòûé âûøå ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí f(M0). Î÷åâèäíî, ïðåäåë
è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ â ãðàíè÷íîé òî÷êå àíàëîãè÷íû îäíîñòîðîííèì

ïðåäåëó è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.
Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü äâå òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, íåïðåðûâíûõ íà

çàìêíóòîì, îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå, ò. å. íåïðåðûâíûõ â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà.
Òåîðåìà 2 (àíàëîã òåîðåìû Âåéåðøòðàññà). Åñëè ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(M)

îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì, îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå D, òî îíà îãðàíè÷åíà è

äîñòèãàåò íà ýòîì ìíîæåñòâå ñâîèõ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíåé, ò. å. ñóùåñòâóþò òî÷êè

M1, M2 ∈ D òàêèå, ÷òî

f(M1) = inf
D
f(M), f(M2) = sup

D
f(M).

Òåîðåìà 3 (àíàëîã òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(M)
îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé, îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c, çà-
êëþ÷åííîãî ìåæäó íèæíåé è âåðõíåé ãðàíÿìè ýòîé ôóíêöèè, íàéäåòñÿ òî÷êà C ìíîæåñòâà

D, äëÿ êîòîðîé f(C) = c.
Çàìå÷àíèå 1. Âñå ïðèâåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ, ñâîéñòâà è òåîðåìû ìû ïðàêòè÷åñêè áåç

èçìåíåíèé ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü äëÿ ôóíêöèé òðåõ è áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïîä ε-
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè M0(x10, x20, . . . , xn0) â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ñëåäóåò, åñòåñòâåííî,
ïîíèìàòü ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê n-ìåðíîãî øàðà ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå M0, ò. å.
ìíîæåñòâî òî÷åê M(x1, x2, . . . , xn) òàêèõ, ÷òî

|M0M | =
√

(x1 − x10)2 + (x2 − x20)2 + . . .+ (xn − xn0)2 < ε.

Çàìå÷àíèå 2. Ïî àíàëîãèè ñ âåêòîðíîé ôóíêöèåé äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà (ãëàâà V,
�7) ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âåêòîðíóþ ôóíêöèþ äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ è ââåñòè äëÿ íåå
îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà è íåïðåðûâíîñòè.

Ïðè èçó÷åíèè êðèâîëèíåéíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ (III ñåìåñòð) íàì ïðèäåòñÿ ðàñ-
ñìàòðèâàòü ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ, íåïðåðûâíûå íà íåêîòîðûõ ëèíèÿõ (ïîâåðõ-
íîñòÿõ). Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå
íåïðåðûâíîé ëèíèè íà ïëîñêîñòè (â ïðîñòðàíñòâå) èëè íåïðåðûâíîé ïîâåðõíîñòè ìû ìîæåì
äàòü òî÷íî òàêæå, êàê è ïðèâåäåííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïå-
ðåìåííûõ â ãðàíè÷íîé òî÷êå ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè, åñëè çàìåíèòü ýòî ìíîæåñòâî äàííîé
ëèíèåé èëè ïîâåðõíîñòüþ. Äëÿ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îãðàíè÷åííûõ è ñâÿçíûõ ëèíèÿõ
èëè ïîâåðõíîñòÿõ, ñîäåðæàùèõ ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè, ñïðàâåäëèâû òàêæå ïðèâåäåííûå âûøå
àíàëîãè òåîðåì Âåéåðøòðàññà è Áîëüöàíî-Êîøè.

�2. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ,
åå äèôôåðåíöèðóåìîñòü è äèôôåðåíöèàë.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîìïîçèöèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
è íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè.

Î äèôôåðåíöèðîâàíèè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà

Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
M0(x0, y0).
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Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x, y0) â òî÷êå x0 (ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèè f(x0, y)
â òî÷êå y0), òî îíà íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x, y) ïî ïåðåìåííîé x â

òî÷êå M0 (ñîîòâåòñòâåííî, ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x, y) ïî ïåðåìåííîé y â òî÷-

êå M0). Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ: f ′x(M0), f
′
y(M0) èëè

∂f

∂x
(M0),

∂f

∂y
(M0) èëè

∂xf(M0), ∂yf(M0).
Ïåðåôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ ÷àñòíûõ ïðèðàùåíèé

ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå. ×àñòíûì ïðèðàùåíèåì äàííîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé x èëè ïåðå-
ìåííîé y íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü

∆xf(M0,∆x) = f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)

èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçíîñòü

∆yf(M0,∆y) = f(x0, y0 +∆y)− f(x0, y0).

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé (ãëàâà V, �1)

f ′x(M0) = lim
∆x→0

∆xf(M0,∆x)

∆x
, f ′y(M0) = lim

∆y→0

∆yf(M0,∆y)

∆y
.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü èçìå-
íåíèÿ ôóíêöèè âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòíîé îñè è äëÿ åå íàõîæäåíèÿ íåîáõîäèìî
äèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé, ñ÷èòàÿ
îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ôèêñèðîâàííûìè. Åñòåñòâåííî, ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñâÿçàí-
íûå ñ àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íàä ôóíêöèÿìè è ïåðå÷èñëåííûå â ãëàâå V, �1, ñïðà-
âåäëèâû òàêæå è äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ïðèìåð 1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé:

a) z = x sin
y

x2
; b) u = xy

z
.

Ðåøåíèå.

a) z′x =
(
x sin

y

x2

)′
x
= (x)′x sin

y

x2
+ x

(
sin

y

x2

)′
x
= sin

y

x2
+ x cos

y

x2

( y
x2

)′
x
=

= sin
y

x2
+ x cos

y

x2
· y(−2)x−3 = sin

y

x2
− 2y

x2
cos

y

x2
;

z′y =
(
x sin

y

x2

)′
y
= x cos

y

x2

( y
x2

)′
y
= x cos

y

x2
· 1

x2
=

1

x
cos

y

x2
.

b) u′x =
(
xy

z)′
x
= yzxy

z−1; u′y =
(
xy

z)′
y
= xy

z
lnx · (yz)′y = xy

z
lnx · zyz−1 = xy

z
yz−1z lnx;

u′z =
(
xy

z)′
z
= xy

z
lnx · (yz)′z = xy

z
lnx · yz ln y.

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ è ñâÿçàííîå ñ íåé
ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà.
Ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå M0(x0, y0), åñëè â îêðåñòíîñòè

ýòîé òî÷êè åå ïîëíîå ïðèðàùåíèå

∆f(M0,∆x,∆y) = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

∆f(M0,∆x,∆y) = Ax∆x+Ay∆y + o(∆r), (1)

ãäå Ax, Ay � îïðåäåëåííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, o(∆r) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà, ÷åì ∆r =
√

∆x2 +∆y2, ò. å.

lim
∆r→0

o(∆r)

∆r
= 0.

Åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà D,
òî îíà íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Ïðè∆x = 0 èëè∆y = 0 èç ðàâåíñòâà (1) ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðèðàùåíèé:

∆xf(M0,∆x) = Ax∆x+ o(∆x)
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èëè
∆yf(M0,∆y) = Ay∆y + o(∆y).

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè êàæäîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ íà ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà è
óñòðåìèâ åãî ê íóëþ, ïîëó÷èì:

lim
∆x→0

∆xf(M0,∆x)

∆x
= Ax + lim

∆x→0

o(∆x)

∆x
⇐⇒ f ′x(M0) = Ax;

lim
∆y→0

∆yf(M0,∆y)

∆y
= Ay + lim

∆y→0

o(∆y)

∆y
⇐⇒ f ′y(M0) = Ay.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå M0 ôóíêöèè f(x, y) ñóùåñòâóþò îáå åå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå â ýòîé òî÷êå è

∆f(M0,∆x,∆y) = f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y + o(∆r). (2)

Îáîçíà÷èâ áåñêîíå÷íî ìàëóþ ïðè ∆r → 0 ôóíêöèþ o(∆r)
∆r ÷åðåç φ(∆x, ∆y), ìû ìîæåì ïåðå-

ïèñàòü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå

∆f(M0,∆x,∆y) = f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y + φ(∆x,∆y)∆r. (3)

Èç ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî

lim
∆x→0
∆y→0

∆f(M0,∆x,∆y) = 0

è, òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ f(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â

ýòîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè äëÿ ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà äèôôåðåíöèðóåìîñòü ðàâíîñèëüíà

ñóùåñòâîâàíèþ ïðîèçâîäíîé (ãëàâà V, �1), òî äëÿ ôóíêöèè áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ýòî,

âîîáùå ãîâîðÿ, óæå íå èìååò ìåñòà. Êîíòðïðèìåðîì çäåñü ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ

f(x, y) =

{
0, åñëè xy ̸= 0;

1, åñëè xy = 0.

Ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà 1 íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ, òî â íà÷àëå êîîðäèíàò îáå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå f ′x(0, 0) è f

′
y(0, 0) ñóùåñòâóþò è ðàâíû íóëþ, îäíàêî ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåí-

öèðóåìîé â òî÷êå O(0, 0) íå ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, îíà íå ÿâëÿåòñÿ â ýòîé òî÷êå äàæå
íåïðåðûâíîé.
Óêàæåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ áóäåò äèôôåðåíöèðóåìîé â äàííîé òî÷êå.
Òåîðåìà 1. Åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(x, y) ñóùåñòâóþò â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êèM0(x0, y0) è ýòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êàê ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ x, y íåïðå-
ðûâíû â òî÷êå M0, òî äàííàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðåïèñàâ ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â òî÷êå M0 â âèäå

∆f(M0,∆x,∆y) = (f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0 +∆y)) + (f(x0, y0 +∆y)− f(x0, y0))

è ïðèìåíèâ ê êàæäîé èç ñêîáîê òåîðåìó Ëàãðàíæà (ãëàâà V, �3) íà îòðåçêàõ [x0, x0 + ∆x] è
[y0, y0 +∆y], ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì:

∆f(M0,∆x,∆y) = f ′x(x0 +∆x1, y0 +∆y)∆x+ f ′y(x0, y0 +∆y1)∆y,

ãäå ∆x1 ∈ (0,∆x), ∆y1 ∈ (0,∆y). Òîãäà

R(∆x,∆y) = ∆f(M0,∆x,∆y)− f ′x(M0)∆x− f ′y(M0)∆y =

= (f ′x(x0 +∆x1, y0 +∆y)− f ′x(x0, y0))∆x+ (f ′y(x0, y0 +∆y1)− f ′y(x0, y0))∆y.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå
M0, äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε1 = ε/

√
2 íàéäåòñÿ ÷èñëî δε1 > 0 òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâà

|f ′x(x0 +∆x, y0 +∆y)− f ′x(x0, y0)| < ε1, |f ′y(x0 +∆x, y0 +∆y)− f ′y(x0, y0)| < ε1 (4)
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âûïîëíÿþòñÿ êàê òîëüêî ∆r =
√

∆x2 +∆y2 < δε1 . Îöåíèì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàçíîñòü
R(∆x,∆y), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâà (4)1:

|R(∆x,∆y)| ≤ |f ′x(x0 +∆x1, y0 +∆y)− f ′x(x0, y0)||∆x|+ |f ′y(x0, y0 +∆y1)− f ′y(x0, y0)||∆y| ≤
≤ ε1(|∆x|+ |∆y|) ≤ ε1

√
2(∆x2 +∆y2) = ε∆r,

åñëè ∆r < δε1 . Òàêèì îáðàçîì, ∣∣∣∣R(∆x,∆y)∆r

∣∣∣∣ ≤ ε, 0 < ∆r < δε1 ,

ò. å.

lim
∆r→0

R(∆x,∆y)

∆r
= 0,

÷òî, ïî îïðåäåëåíèþ, è îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå M0.
Ò å î ð å ì à ä î ê à ç à í à.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0, òî ëèíåéíàÿ ÷àñòü åå ïðèðàùåíèÿ â

ýòîé òî÷êå íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì äàííîé ôóíêöèè â òî÷êåM0. Îáîçíà÷àåòñÿ äèôôåðåí-
öèàë ÷åðåç df(M0). Èç ôîðìóëû (2) ñëåäóåò, ÷òî

df(M0) = f ′x(M0)∆x+ f ′y(M0)∆y (5)

è âáëèçè òî÷êèM0, ò. å. ïðè ìàëûõ∆x, ∆y, ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïðèáëèæåííî ðàâíî åå äèôôå-

ðåíöèàëó :

∆f(M0,∆x,∆y) ≈ df(M0) ⇐⇒ f(x0 +∆x, y0 +∆y) ≈ f(x0, y0) + df(M0).

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ çíà÷åíèé ôóíêöèè àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü

ïðèáëèæåííî ðàâíà àáñîëþòíîé âåëè÷èíå äèôôåðåíöèàëà.

Ïðèìåð 2. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà a = 200ì ± 2ì, b = 300ì ± 5ì, à óãîë ìåæäó íèìè

C = 60◦ ± 1◦. Îöåíèòü ïðèáëèæåííî âåëè÷èíû àáñîëþòíîé è îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòåé

âû÷èñëåíèÿ òðåòüåé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà c.
Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

c =
√
a2 + b2 − 2ab cosC,

ò. å. ñòîðîíà c ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òðåõ ïåðåìåííûõ a, b, C. Ïîñêîëüêó

a = a0 +∆a, b = b0 +∆b, C = C0 +∆C,

ãäå a0 = 200ì, b0 = 300ì, C0 = 60◦, |∆a| = 2ì, |∆b| = 5ì, |∆C| = 1◦ = π
180 , òî àáñîëþòíàÿ

ïîãðåøíîñòü ε âû÷èñëåíèÿ ñòîðîíû c ïðèáëèæåííî ðàâíà

ε = |∆c(M0, ∆a, ∆b, ∆C)| ≈ |dc(M0)|, M0(a0, b0, C0).

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè c â òî÷êå M0.

c ′a =
(√

a2 + b2 − 2ab cosC
)′
a
=

1

2
√
a2 + b2 − 2ab cosC

(
a2 + b2 − 2ab cosC

)′
a
=

=
1

2c
· (2a− 2b cosC) =

a− b cosC

c
, c ′a(M0) =

a0 − b0 cosC0

c(M0)
=

1

2
√
7
.

Àíàëîãè÷íî,

c ′b =
b− a cosC

c
, c ′b(M0) =

2√
7
; c ′C =

ab sinC

c
, c ′C(M0) =

300
√
3√

7
.

Òîãäà äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè c â òî÷êå M0 ðàâåí

dc(M0) = c ′a(M0)∆a+ c ′b(M0)∆b+ c ′C(M0)∆C =
∆a+ 4∆b+ 600

√
3∆C

2
√
7

.

1Çäåñü ìû èñïîëüçóåì î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà |a + b| ≤ |a| + |b| ≤
√

2(a2 + b2), ñïðàâåäëèâûå äëÿ ëþáûõ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

|dc(M0)| =

∣∣∣∣∣∆a+ 4∆b+ 600
√
3∆C

2
√
7

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
√
7
(|∆a|+ 4|∆b|+ 600

√
3|∆C|) = 33 + 5π

√
3

3
√
7

≈ 7, 6

è ïîýòîìó ε ≤ 7, 6ì. Òàê êàê îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü δ ñâÿçàíà ñ àáñîëþòíîé ε ðàâåíñòâîì

δ =
ε

c(M0)
· 100%,

òî

δ ≤ 7, 6

100
√
7
· 100% ≈ 2, 9%.

Åñëè ôóíêöèÿ z = f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíî-
æåñòâà D, òî, èñïîëüçîâàâ îáîçíà÷åíèÿ ∆x = dx, ∆y = dy, ìû ìîæåì çàïèñàòü äèôôåðåíöèàë
(5) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ìíîæåñòâà D â ñëåäóþùåé ñèììåòðè÷íîé ôîðìå:

dz = z′xdx+ z′ydy. (6)

Ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå, òî ïðè âûïîëíåíèè àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä ôóíêöèÿìè íà íåãî àâòîìàòè-

÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé èëè äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè îä-

íîé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð 3. Íàéòè äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

z =
x

x2 + y2
.

Ðåøåíèå. Òàê êàê

z′x =

(
x

x2 + y2

)′

x

=
1 · (x2 + y2)− x · 2x

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

z′y =

(
x

x2 + y2

)′

y

= x
(
−
(
x2 + y2

)−2
)
2y = − 2xy

(x2 + y2)2
,

òî

dz = z′xdx+ z′ydy =
(y2 − x2)dx− 2xydy

(x2 + y2)2
.

Íàéäåì ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîçèöèè ôóíêöèé íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ. Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

z = z(x, y)

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M(x, y), à ôóíêöèè

x = x(t), y = y(t)

äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå t. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé

z(x(t), y(t))

ïî àðãóìåíòó t ñóùåñòâóåò è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

(z(x(t), y(t)))′ = z′x(M)x′(t) + z′y(M)y′(t)

èëè â áîëåå ñèììåòðè÷íîé ôîðìå

z′t = z′xx
′
t + z′yy

′
t. (7)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàïèøåì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè z(t) = z(x(t), y(t)) â òî÷êå t, âîñïîëüçî-
âàâøèñü ôîðìóëîé (3):

∆z(t,∆t) = z(x(t+∆t), y(t+∆t))− z(x(t), y(t)) =

= z′x(M)∆x(t,∆t) + z′y(M)∆y(t,∆t) + φ(∆x(t,∆t),∆y(t,∆t))∆r(t,∆t),
(8)

ãäå ∆x(t,∆t), ∆y(t,∆t) � ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèé x(t), y(t), ñîîòâåòñòâåííî, â òî÷êå t, ôóíêöèÿ
φ(∆x,∆y) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè ∆x→ 0, ∆y → 0,

∆r(t,∆t) =
√

(∆x(t,∆t))2 + (∆y(t,∆t))2.
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Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) íà∆t è óñòðåìèâ ýòî ïðèðàùåíèå ê íóëþ, ïîëó÷èì, ó÷èòûâàÿ
äèôôåðåíöèðóåìîñòü, à, çíà÷èò, è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé x(t) è y(t)1:

(z(x(t), y(t)))′ = lim
∆t→0

∆z(t,∆t)

∆t
= z′x(M) lim

∆t→0

∆x(t,∆t)

∆t
+ z′y(M) lim

∆t→0

∆y(t,∆t)

∆t
+

+ lim
∆t→0

φ(∆x(t,∆t),∆y(t,∆t))
∆r(t,∆t)

∆t
= z′x(M)x′(t) + z′y(M)y′(t)+

+ lim
∆t→0

φ(∆x(t,∆t),∆y(t,∆t)) sgn∆t

√(
∆x(t,∆t)

∆t

)2

+

(
∆y(t,∆t)

∆t

)2

=

= z′x(M)x′(t) + z′y(M)y′(t) + 0 ·
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 = z′x(M)x′(t) + z′y(M)y′(t).

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ïðîâåðèòü, ÷òî, åñëè ïåðåìåííûå x, y äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè

z = z(x, y)

ÿâëÿþòñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè

x = x(x1, y1), y = y(x1, y1)

ïåðåìåííûõ x1, y1, òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå êîìïîçèöèè ôóíêöèé

z(x(x1, y1), y(x1, y1))

ïî ïåðåìåííûì x1, y1 íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî (7) ïî ôîðìóëàì

z′x1 = z′xx
′
x1 + z′yy

′
x1 , z

′
y1 = z′xx

′
y1 + z′yy

′
y1 . (9)

Çàìå÷àíèå 2. Ôîðìóëû (9) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è íà ñëó÷àé ôóíêöèé
áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.
Ïðèìåð 4. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè

z =
(
x+ y2

)ex3y
.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì äàííóþ ôóíêöèþ â âèäå z = φψ, ãäå φ = x + y2, ψ = ex
3y è âîñïîëü-

çóåìñÿ ôîðìóëàìè (9). Òàê êàê

z′φ = ψφψ−1, z′ψ = φψ lnφ; φ′
x = 1, φ′

y = 2y; ψ′
x = 3x2yψ, ψ′

y = x3ψ,

òî
z′x = z′φφ

′
x + z′ψψ

′
x = ψφψ−1 · 1 + φψ lnφ · 3x2yψ = φψ−1ψ(1 + 3x2yφ lnφ),

z′y = z′φφ
′
y + z′ψψ

′
y = ψφψ−1 · 2y + φψ lnφ · x3ψ = φψ−1ψ(2y + x3φ lnφ).

Èñïîëüçóåì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íåÿâíûõ ôóíêöèé.
Ïóñòü óðàâíåíèå

F (x, y) = 0,

ãäå F (x, y) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå íà ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ,
îïðåäåëÿåò íåÿâíóþ2, äèôôåðåíöèðóåìóþ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèþ y(x), ïðè÷åì
F ′
y(x, y(x)) ̸= 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b). Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ íåÿâíîé ôóíêöèè, ïðîäèôôåðåí-

öèðîâàâ ïî àðãóìåíòó x îáå ÷àñòè òîæäåñòâà F (x, y(x)) = 0, x ∈ (a, b). Âîñïîëüçîâàâøèñü
ôîðìóëîé (7), ïîëó÷èì:

(F (x, y(x)))′x = F ′
x(x, y(x)) + F ′

y(x, y(x))y
′(x) = 0.

Îòñþäà

y′(x) = −F
′
x(x, y(x))

F ′
y(x, y(x))

, x ∈ (a, b)

1Ôóíêöèÿ çíàêà sgnx îïðåäåëåíà â ãëàâå VII, �1.
2Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ íåÿâíûõ ôóíêöèé îáñóæäàþòñÿ, íàïðèìåð, âî âòîðîì òîìå èìåþùåãîñÿ â ñïèñêå

ëèòåðàòóðû äâóõòîìíèêà Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà.
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èëè, êîðî÷å,

y′ = −F
′
x(x, y)

F ′
y(x, y)

. (10)

Àíàëîãè÷íî, åñëè óðàâíåíèå
F (x, y, z) = 0

ñ äèôôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèåé F (x, y, z) îïðåäåëÿåò íåÿâ-
íóþ, äèôôåðåíöèðóåìóþ â íåêîòîðîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ z =
z(x, y), òî, ïîäîáíî (10), ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

z′x = −F
′
x(x, y, z)

F ′
z(x, y, z)

, z′y = −
F ′
y(x, y, z)

F ′
z(x, y, z)

. (11)

Ïðèìåð 5. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé:

a) y = 2x arctg
y

x
; b) z =

√
x2 − y2 tg

z√
x2 − y2

.

Ðåøåíèå. a) Ïåðåïèøåì äàííîå óðàâíåíèå â âèäå F (x, y) = 0, ãäå F (x, y) = 2x arctg y
x − y.

Ïîñêîëüêó

F ′
x(x, y) = 2

(
arctg

y

x
+ x · 1

1 +
( y
x

)2 (yx)′x
)

=

= 2

(
arctg

y

x
+ x · 1

1 +
( y
x

)2 (− y

x2

))
= 2

(
y

2x
− xy

x2 + y2

)
=
y(y2 − x2)

x(x2 + y2)
,

F ′
y(x, y) = 2x · 1

1 +
( y
x

)2 (yx)′y − 1 =
2x

1 +
( y
x

)2 · 1
x
− 1 =

2x2

x2 + y2
− 1 =

x2 − y2

x2 + y2
,

òî ïî ôîðìóëå (10)

y′ = −F
′
x(x, y)

F ′
y(x, y)

= − y(y2 − x2)

x(x2 + y2)

/
x2 − y2

x2 + y2
=
y

x
.

b) Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå

F (x, y, z) = −
√
x2 − y2 tg

z√
x2 − y2

− z = 0

îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ z = z(x, y). Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (11). Çäåñü

F ′
x(x, y, z) =

1

2
√
x2 − y2

· 2x tg z√
x2 − y2

+
√
x2 − y2 · 1

cos2 z√
x2−y2

·

(
z√

x2 − y2

)′

x

=

=
x√

x2 − y2
· z√

x2 − y2
+
√
x2 − y2

(
1 +

z2

x2 − y2

)
z

(
−1

2

(
x2 − y2

)− 3
2 · 2x

)
=

=
xz

x2 − y2
− xz

x2 − y2

(
1 +

z2

x2 − y2

)
= − xz3

(x2 − y2)2
,

F ′
y(x, y, z) =

yz3

(x2 − y2)2
,

F ′
z(x, y, z) =

√
x2 − y2 · 1

cos2 z√
x2−y2

·

(
z√

x2 − y2

)′

z

− 1 =

=
√
x2 − y2

(
1 +

z2

x2 − y2

)
1√

x2 − y2
− 1 =

z2

x2 − y2
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

z′x = −F
′
x(x, y, z)

F ′
z(x, y, z)

=
xz3

(x2 − y2)2

/
z2

x2 − y2
=

xz

x2 − y2
,

z′y = −
F ′
y(x, y, z)

F ′
z(x, y, z)

= − yz3

(x2 − y2)2

/
z2

x2 − y2
=

yz

y2 − x2
.

Âðåìÿ îò âðåìåíè íàì ïðèäåòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ äèôôåðåíöèðîâàòü ïî îä-
íîé èç ïåðåìåííûõ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïî äðóãîé ïåðåìåííîé.
Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ îáåñïå÷èâàåò
òàêóþ âîçìîæíîñòü.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ÷àñòíîé

ïðîèçâîäíîé f ′y(x, y) â ïðÿìîóãîëüíèêå Π = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} è êðèâàÿ ñ óðàâíåíèåì
x = φ(y), ãäå ôóíêöèÿ φ(y) äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [c, d], ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå.

Òîãäà èíòåãðàë

I(y) =

φ(y)∫
a

f(x, y)dx,

êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé y, äèôôåðåíöèðóåì ïî ýòîé ïåðåìåííîé è

I ′(y) =

φ(y)∫
a

f ′y(x, y)dx+ f(φ(y), y)φ′(y).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè âî âòîðîì òîìå òðåõòîìíèêà Ôèõòåí-

ãîëüöà Ã.Ì., èìåþùåãîñÿ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.

Ïðèâåäåì äâà ïðîñòûõ ñëåäñòâèÿ äàííîé òåîðåìû.
1) Åñëè φ(y) ≡ y, òî  y∫

a

f(x, y)dx

′

y

=

y∫
a

f ′y(x, y)dx+ f(y, y).

2) Â ñëó÷àå φ(y) ≡ b  b∫
a

f(x, y)dx

′

y

=

b∫
a

f ′y(x, y)dx.

�3. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ
ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y) îïðåäåëåíà âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè f ′x(x, y) è f ′y(x, y) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M(x, y). Òîãäà, åñëè â òî÷êå M ñó-
ùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé f ′x(x, y) è f ′y(x, y), òî îíè íàçûâàþòñÿ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x, y) â äàííîé òî÷êå. Äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
âòîðîãî ïîðÿäêà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

f ′′xx(x, y) = (f ′x(x, y))
′
x, f

′′
xy(x, y) = (f ′x(x, y))

′
y, f

′′
yx(x, y) = (f ′y(x, y))

′
x, f

′′
yy(x, y) = (f ′y(x, y))

′
y

èëè
∂2f

∂x2
(x, y),

∂2f

∂x∂y
(x, y),

∂2f

∂y∂x
(x, y),

∂2f

∂y2
(x, y)

èëè
∂xxf(x, y), ∂xyf(x, y), ∂yxf(x, y), ∂yyf(x, y).

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî, ÷åòâåðòîãî, ..., n-ãî ïî-
ðÿäêîâ.
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Åñëè ïðè íàõîæäåíèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî äèôôåðåíöèðîâàíèå âû-
ïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî ïî îäíîé ïåðåìåííîé, òî òàêàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íàçûâàåòñÿ ñìåøàí-
íîé.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

z = ln(xm + yn), m, n ∈ N.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ñíà÷àëà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà:

z′x = (ln(xm + yn))′x =
1

xm + yn
(xm + yn)′x =

mxm−1

xm + yn
,

z′y = (ln(xm + yn))′y =
1

xm + yn
(xm + yn)′y =

nyn−1

xm + yn
.

Òîãäà

z′′xx =

(
mxm−1

xm + yn

)′

x

= m · (m− 1)xm−2(xm + yn)− xm−1mxm−1

(xm + yn)2
=
mxm−2((m− 1)yn − xm)

(xm + yn)2
,

z′′xy =

(
mxm−1

xm + yn

)′

y

= mxm−1
(
−(xm + yn)−2

)
nyn−1 = −mnx

m−1yn−1

(xm + yn)2
,

z′′yx =

(
nyn−1

xm + yn

)′

x

= nyn−1
(
−(xm + yn)−2

)
mxm−1 = −mnx

m−1yn−1

(xm + yn)2
,

z′′yy =

(
nyn−1

xm + yn

)′

y

=
nyn−2((n− 1)xm − yn)

(xm + yn)2
.

Íà ýòîì ïðèìåðå ìû âèäèì, ÷òî z′′xy = z′′yx. È ýòî íå ñëó÷àéíî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íå
î÷åíü îáðåìåíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ çíà÷åíèÿ ñìåøàííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå

çàâèñÿò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

f ′x(x, y), f
′
y(x, y), f

′′
xy(x, y), f

′′
yx(x, y)

îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M(x, y) è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà
f ′′xy(x, y), f

′′
yx(x, y) íåïðåðûâíû â òî÷êå M, òî çíà÷åíèÿ ýòèõ ñìåøàííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ ðàâíû â òî÷êå M, ò. å.
f ′′xy(x, y) = f ′′yx(x, y).

Òåõíè÷åñêè äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû çäåñü íå ïðèâîäèì.
Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè ñïðàâåä-

ëèâî è äëÿ ñìåøàííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ëþáîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð,

∂xmynf(x, y) = ∂ynxmf(x, y).

Åñòåñòâåííî, ýòà òåîðåìà èìååò ìåñòî òàêæå è äëÿ ôóíêöèé áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê äèôôåðåíöèàëàì âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

z = f(x, y) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êåM(x, y), ò. å. â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî è
âòîðîãî ïîðÿäêîâ è âñå îíè íåïðåðûâíû â òî÷êå M. Âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì (äèôôåðåíöèà-
ëîì âòîðîãî ïîðÿäêà) ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå M ñ÷èòàåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, äèôôåðåíöèàë
îò ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà. Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ôîðìóëîé (6) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ëèíåéíîñòüþ äèôôåðåíöèàëà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî
òåîðåìå èç �2 ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå z′x è z

′
y äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå M, à äèôôåðåíöèàëû

dx è dy íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ íå çàâèñÿò îò òî÷êè M :

d2z = d(dz) = d(z′xdx+ z′ydy) = dz′x dx+ dz′y dy =

= (z′′xxdx+ z′′xydy)dx+ (z′′yxdx+ z′′yydy)dy = z′′xxdx
2 + (z′′xy + z′′yx)dxdy + z′′yydy

2.

Òàê êàê ïî ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìå z′′xy = z′′yx, òî, îêîí÷àòåëüíî,

d2z = z′′xxdx
2 + 2z′′xydxdy + z′′yydy

2. (1)
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Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Íàïðèìåð, ïðè
óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå M ôóíêöèè è âñåõ åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äî òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, äèôôåðåíöèàë òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

d3z = z′′′x3dx
3 + 3z′′′x2ydx

2dy + 3z′′′xy2dxdy
2 + z′′′y3dy

3. (2)

Ïåðåïèøåì ôîðìóëû (1) è (2) â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå:

d2z =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

z, d3z =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)3

z,

ãäå ôîðìàëüíîå âîçâåäåíèå â ñòåïåíü ñèìâîëîâ
∂

∂x
è
∂

∂y
îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ îïåðàöèé ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íàïðèìåð,(
∂

∂x

)2 ∂

∂y
z =

∂3z

∂x2∂y
.

Ïî èíäóêöèè íåñëîæíî äîêàçàòü è îáùóþ ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ïðîèç-
âîëüíîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ 1:

dnz =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
z.

Ïðèìåð 2. Íàéòè äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè z = tg(xy).
Ðåøåíèå. Òàê êàê

z′x = (tg(xy))′x =
1

cos2(xy)
(xy)′x =

y

cos2(xy)
, z′y =

x

cos2(xy)
,

òî

z′′xx =

(
y

cos2(xy)

)′

x

= y(−2 cos−3(xy))(− sin(xy))y =
2y2 sin(xy)

cos3(xy)
,

z′′xy =

(
y

cos2(xy)

)′

y

=
cos2(xy)− y · 2 cos(xy)(− sin(xy))x

cos4(xy)
=

cos(xy) + 2xy sin(xy)

cos3(xy)
,

z′′yy =

(
x

cos2(xy)

)′

y

=
2x2 sin(xy)

cos3(xy)
.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (1)

d2z =
2

cos2(xy)

(
y2 tg(xy)dx2 + (1 + 2xy tg(xy))dxdy + x2 tg(xy)dy2

)
.

Çàéìåìñÿ òåïåðü ôîðìóëîé Òåéëîðà. Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(M) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà n+1 ðàç â íåêîòîðîé ε-îêðåñòíîñòè U(ε,M0) òî÷êè M0(x0, y0), ò. å. â ëþáîé
òî÷êå ýòîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äàííîé ôóíêöèè
äî (n+ 1)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.
Íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f(M) â îêðåñòíîñòè U(ε,M0) ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìà ñòå-

ïåíè n îò ïåðåìåííûõ x, y.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M(x, y) ∈ U(ε,M0). Äëÿ óäîáñòâà ïåðåïèøåì êîîðäèíàòû

òî÷êèM â âèäå x = x0+∆x, y = y0+∆y, ãäå, î÷åâèäíî, ∆x = x−x0, ∆y = y−y0. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ

g(t) = f(Mt), Mt(x0 + t∆x, y0 + t∆y), t ∈ [−1, 1].

1Ñòåïåíü â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ðàñêðûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà

(a+ b)n = an + C1
na

n−1b+ C2
na

n−2b2 + . . .+ Cn−1
n abn−1 + bn,

ãäå Ck
n = n(n−1)·...·(n−k+1)

k!
, k = 1, n.
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Ââèäó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ôóíêöèÿ g(t) äèôôåðåíöèðóåìà n+1 ðàç íà îòðåçêå [−1, 1]
è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà (ãëàâà V, �5, ïóíêò 1, ôîðìóëà
(2)) â âèäå:

g(t) = g(0) +
g′(0)

1!
t+

g′′(0)

2!
t2 + . . .+

g(n)(0)

n!
tn +

g(n+1)(c)

(n+ 1)!
tn+1, c ∈ (0, t). (3)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è
îïðåäåëåíèåì äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ïîëó÷èì:

g′(t) = f ′x(Mt)∆x+ f ′y(Mt)∆y = df(Mt), g
′(0) = df(M0),

g′′(t) = d(df(Mt)) = d2f(Mt), g
′′(0) = d2f(M0),

· · · · · · · · · ·
g(n)(t) = d(dn−1f(Mt)) = dnf(Mt), g

(n)(0) = dnf(M0),

g(n+1)(t) = d(dnf(Mt)) = dn+1f(Mt), g
(n+1)(c) = dn+1f(Mc).

Òîãäà, çàìåòèâ, ÷òî g(0) = f(M0), g(1) = f(M), èç ôîðìóëû (3) ïðè t = 1 íàéäåì:

f(M) = f(M0) +
df(M0)

1!
+

d2f(M0)

2!
+ . . .+

dnf(M0)

n!
+ Sn(M), (4)

ãäå

Sn(M) =
dn+1f(x0 + c∆x, y0 + c∆y)

(n+ 1)!
, c ∈ (0, 1).

Ïðåäñòàâëåíèå (4) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ïîðÿäêà n äëÿ ôóíêöèè f(M) â òî÷êå M0.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè M0 = O(0, 0) ïîëó÷èì ôîðìóëó Ìàêëîðåíà:

f(M) = f(O) +
df(O)

1!
+

d2f(O)

2!
+ . . .+

dnf(O)

n!
+ Sn(M)

ñ îñòàòêîì

Sn(M) =
dn+1f(cx, cy)

(n+ 1)!
, c ∈ (0, 1).

Åñëè ôóíêöèÿ f(M) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà n ðàç â ε-îêðåñòíîñòè U(ε,M0) òî÷êè
M0, òî, êàê è äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ íåå ìû ìîæåì çàïèñàòü
â âèäå

f(M) = f(M0) +
df(M0)

1!
+

d2f(M0)

2!
+ . . .+

dnf(M0)

n!
+ o(∆rn) (5)

è, òàêèì îáðàçîì, îñòàòîê ýòîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà,
÷åì ∆rn, ãäå ∆r =

√
∆x2 +∆y2.

Çàìåòèì, ÷òî ïî âèäó ôîðìóëû Òåéëîðà (4) è (5) âïîëíå àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì
ôîðìóëàì äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé (ãëàâà V, �5, ïóíêò 1), îäíàêî íà ïðàêòèêå îíè
ìîãóò îêàçàòüñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèìè, òàê êàê íàõîæäåíèå äèôôåðåíöèàëîâ ñâÿçàíî ñ áîëüøèì
êîëè÷åñòâîì âûêëàäîê.
Ïðèìåð 3. Çàïèñàòü ôîðìóëó Ìàêëîðåíà âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà (5) äëÿ ôóíêöèè z = tg(xy)

èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

Ðåøåíèå. Òàê êàê äëÿ ýòîé ôóíêöèè

z(O) = 0; dz = z′xdx+ z′ydy =
ydx+ xdy

cos2(xy)
, dz(O) = 0;

d2z =
2

cos2(xy)

(
y2 tg(xy)dx2 + (1 + 2xy tg(xy))dxdy + x2 tg(xy)dy2

)
, d2z(O) = 2dxdy,

òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî çäåñü dx = ∆x = x, dy = ∆y = y, ïî ôîðìóëå (5) ïðè n = 2 ïîëó÷èì:

tg(xy) = xy + o(x2 + y2).
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�4. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëüíàÿ ïðÿìàÿ ê ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Q â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà íåÿâíûì óðàâíåíèåì

F (x, y, z) = 0 (1)

è òî÷êà M0(x0, y0, z0) ïðèíàäëåæèò ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ôóíêöèþ F (x, y, z) = 0 ìû áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü íåïðåðûâíîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 è äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ êðèâóþ L íà ïîâåðõíîñòè Q, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç

òî÷êó M0, è ïóñòü
x = x(t), y = y(t), z = z(t)

� åå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì òî÷êå M0 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t0 è
ôóíêöèè x = x(t), y = y(t), z = z(t) íåïðåðûâíû â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (t1, t2), ñîäåðæàùåì
òî÷êó t0 è äèôôåðåíöèðóåìû â ýòîé òî÷êå. Ïîñêîëüêó

F (x(t), y(t), z(t)) = 0, t ∈ (t1, t2),

òî, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ (�2), ïîëó÷èì:

F ′
x(M0)x

′(t0) + F ′
y(M0)y

′(t0) + F ′
z(M0)z

′(t0) = 0.

Â ãëàâå V, �7 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî âåêòîð τ̄(x′(t0), y′(t0), z′(t0)) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåê-
òîðîì êàñàòåëüíîé ê êðèâîé L â òî÷êå M0. Åñëè ââåñòè åùå â ðàññìîòðåíèå âåêòîð

n̄
(
F ′
x(M0), F

′
y(M0), F

′
z(M0)

)
, (2)

òî ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå

n̄ · τ̄ = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, n̄⊥τ̄ . Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êà-
ñàòåëüíîé ê ëþáîé ëèíèè íà äàííîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå M0 îðòîãîíàëåí ôèêñèðîâàííîìó
âåêòîðó n̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, âïîëíå åñòåñòâåííûì áóäåò ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå. Êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê ïîâåðõíîñòè Q, çàäàííîé óðàâíåíèåì (1), â

òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó

(2)1. Âåêòîð (2) óñëîâèìñÿ íàçûâàòü íîðìàëüíûì âåêòîðîì ê äàííîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå

M0.
Çàïèøåì îáùåå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè:

F ′
x(M0)(x− x0) + F ′

y(M0)(y − y0) + F ′
z(M0)(z − z0) = 0. (3)

Íîðìàëüíîé ïðÿìîé ê ïîâåðõíîñòè Q â òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
äàííóþ òî÷êó ïåðïåíäèêóëÿðíî êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.
Ïîñêîëüêó íîðìàëüíûé âåêòîð êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì

íîðìàëüíîé ïðÿìîé, òî åå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:
x− x0
F ′
x(M0)

=
y − y0
F ′
y(M0)

=
z − z0
F ′
z(M0)

. (4)

x

y

z
M0Q

1×òîáû êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü áûëà îïðåäåëåíà ìû, åñòåñòâåííî, äîëæíû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n̄ ̸= 0̄.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîâåðõíîñòü Q çàäàíà ÿâíî óðàâíåíèåì

z = f(x, y), (5)

ãäå ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) è äèôôåðåíöèðóåìà
â ýòîé òî÷êå. Ïåðåïèñàâ óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â âèäå

z − f(x, y) = 0,

ìû âèäèì, ÷òî çäåñü F (x, y, z) = z − f(x, y) è, ñëåäîâàòåëüíî,

F ′
x(x, y, z) = −f ′x(x, y), F ′

y(x, y, z) = −f ′y(x, y), F ′
z(x, y, z) = 1.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (3) è (4) êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëüíîé ïðÿìîé ê äàííîé ïîâåðõíîñòè
â òî÷êå M0(x0, y0, z0), z0 = f(x0, y0) ïðèíèìàþò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä:

−f ′x(x0, y0)(x− x0)− f ′y(x0, y0)(y − y0) + (z − z0) = 0;
x− x0

−f ′x(x0, y0)
=

y − y0
−f ′y(x0, y0)

=
z − z0

1
.

Âûøå ìû âåëè ðå÷ü î êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå M0 ïîâåðõíîñòè. Åñ-
ëè æå â êàæäîé òî÷êå M ïîâåðõíîñòè Q ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî èçìåíÿþùàÿñÿ êàñàòåëü-

íàÿ ïëîñêîñòü è, çíà÷èò, íåïðåðûâíî èçìåíÿþùèéñÿ íîðìàëüíûé âåêòîð n̄(M) ̸= 0̄, òî äàí-
íàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé. Â ÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (5), ãäå
f(x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè ôóíêöèÿ, ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî,
ãëàäêîé.
Ïðèìåð. Íàéòè óðàâíåíèÿ âñåõ íîðìàëüíûõ ïðÿìûõ ê ïîâåðõíîñòè

x2 + y2 − z2 = 1,

êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó A(2, 2, 0).
Ðåøåíèå. Çäåñü, î÷åâèäíî, F (x, y, z) = x2 + y2 − z2 − 1 è, ñòàëî áûòü,

F ′
x(x, y, z) = 2x, F ′

y(x, y, z) = 2y, F ′
z(x, y, z) = −2z.

Ïóñòü M0(x0, y0, z0) � òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò íîðìàëüíàÿ ïðÿìàÿ.
Ïîñêîëüêó âåêòîðM0A(2−x0, 2−y0,−z0) êîëëèíåàðåí íîðìàëüíîìó âåêòîðó n̄(2x0, 2y0,−2z0),
òî êîîðäèíàòû òî÷êè M0 ìû ìîæåì íàéòè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

2− x0
x0

=
2− y0
y0

=
−z0
−z0

,

x20 + y20 − z20 = 1.
(6)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî x0 = y0. Òîãäà, åñëè z0 = 0, òî èç âòîðîãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ìû íàõîäèì x0 = ± 1√

2
è, òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâå ñèììåòðè÷íûå

îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè

M1

(
1/

√
2, 1/

√
2, 0
)
èM2

(
−1/

√
2,−1/

√
2, 0
)
.

Íîðìàëüíûå ïðÿìûå ê ïîâåðõíîñòè â ýòèõ òî÷êàõ ñîâïàäàþò, òàê êàê îíè èìåþò îáùèé íà-
ïðàâëÿþùèé âåêòîð l̄(1, 1, 0), êîëëèíåàðíûé ðàäèóñàì-âåêòîðàì òî÷åê M1 è M2. Çàïèøåì êà-
íîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îáùåé íîðìàëüíîé ïðÿìîé:

x− 2

1
=
y − 2

1
=
z

0
.

Åñëè â ñèñòåìå (6) z0 ̸= 0, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìû ñðàçó æå ïîëó÷àåì x0 = y0 = 1. Òîãäà
èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî z0 = ±1 è, çíà÷èò, ìû íàøëè åùå äâå òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè:

M3(1, 1,−1) èM4(1, 1, 1).

Äëÿ ïåðâîé èç ýòèõ òî÷åê íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì íîðìàëüíîé ïðÿìîé ñëóæèò âåêòîð
l̄3(1, 1, 1), äëÿ âòîðîé � âåêòîð l̄4(1, 1,−1) è, ñëåäîâàòåëüíî, êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ íîðìàëü-
íûõ ïðÿìûõ â òî÷êàõ M3 è M4 èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä:

x− 2

1
=
y − 2

1
=
z

1
è
x− 2

1
=
y − 2

1
=

z

−1
.
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�5. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(M) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè M0(x0, y0).
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êàM0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) ôóíêöèè

f(M), åñëè äëÿ âñåõ òî÷åêM èç äîñòàòî÷íî ìàëîé ε-îêðåñòíîñòè U(ε,M0) òî÷êèM0 âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(M) ≥ f(M0) (f(M) ≤ f(M0)). (1)

Åñëè, êðîìå òîãî, f(M) ̸= f(M0) ïðè M ̸=M0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ

èìååò ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì).
Òî÷êè (ñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè åå

(ñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

x

y

z

max

min

Î÷åâèäíî, óñëîâèÿ (1) ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî â òî÷êå ýêñòðåìóìà ïðèðàùåíèå ôóíêöèè

∆f(M0,∆x,∆y) = f(M)− f(M0) = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)

ñîõðàíÿåò çíàê âáëèçè òî÷êè M0, à èìåííî, ∆f(M0,∆x,∆y) ≥ 0, M ∈ U(ε,M0) äëÿ òî÷êè
ìèíèìóìà è ∆f(M0,∆x,∆y) ≤ 0, M ∈ U(ε,M0) äëÿ òî÷êè ìàêñèìóìà.
Ïî àíàëîãèè ñ ýêñòðåìóìîì ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé óñòàíîâèì íåîáõîäèìîå è äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.
Òåîðåìà 1 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Â òî÷êå ýêñòðåìóìà M0(x0, y0) ôóíê-

öèè f(x, y) êàæäàÿ èç åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îáðàùàåòñÿ â íóëü èëè íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ðàññìîòðèì ôóíêöèè

f1(x) = f(x, y0) è f2(y) = f(x0, y)

ïåðåìåííûõ x è y, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå M0,
òî ôóíêöèè f1(x) è f2(y) òàêæå èìåþò ýêñòðåìóì òîãî æå õàðàêòåðà â òî÷êàõ x0 è y0, ñîîò-
âåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2 (ãëàâà V, �6, ïóíêò 1) êàæäàÿ èç ïðîèçâîäíûõ f ′1(x0)
è f ′2(y0) ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî, òàê êàê, î÷åâèäíî,
f ′x(x0, y0) = f ′1(x0), f

′
y(x0, y0) = f ′2(y0).

Êàê è äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé äîêàçàííîå âûøå íåîáõîäèìîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì, ò. å., åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ðàâíû íóëþ èëè íå
ñóùåñòâóþò, òî ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî, ÷òî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ èìååò ýêñòðåìóì. Íàïðèìåð,
äëÿ ôóíêöèè z = x3 3

√
y åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ z′x = 3x2 3

√
y íà îñÿõ êîîðäèíàò îáðàùàåòñÿ â

íóëü, à âòîðàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ z′y =
x3

3 3
√
y2

ðàâíà íóëþ íà îñè Oy è íå ñóùåñòâóåò íà îñè

Ox, îäíàêî íè îäíà èç òî÷åê îñåé êîîðäèíàò íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà, òàê êàê ôóíêöèÿ,
î÷åâèäíî, ìåíÿåò çíàê â ñêîëü ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé èç ýòèõ òî÷åê.
Òî÷êà íà ïëîñêîñòè, â êîòîðîé êàæäàÿ èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùå-

ñòâóåò, íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè.

Ïðèâåäåííûé âûøå ïðèìåð ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî íå âñÿêàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè. Âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà áóäåò â
òî æå âðåìÿ è òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(M) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè
ñâîåé êðèòè÷åñêîé òî÷êè M0(x0, y0). Ïðåäñòàâèì ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â òî÷êå M0 ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà (5), �3, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â äàííîé òî÷êå df(M0) = 0:

∆f(M0,∆x,∆y) =
1

2
d2f(M0) + o

(
∆x2 +∆y2

)
, (2)

ãäå ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòîâ ∆x, ∆y äîñòàòî÷íî ìàëû. Ïîêàæåì, ÷òî, åñëè âòîðîé äèôôåðåí-
öèàë d2f(M0) êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ ∆x, ∆y çíàêîîïðåäåëåí, ò. å. ñîõðàíÿåò îïðåäåëåííûé
çíàê, êîãäà ïðèðàùåíèÿ ∆x, ∆y íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî, òî â íåêîòîðîé ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (2) èìååò òîò æå çíàê. Ïîñêîëüêó

d2f(M0) = f ′′xx(M0)∆x
2 + 2f ′′xy(M0)∆x∆y + f ′′yy(M0)∆y

2, (3)

òî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî, ÷òîáû f ′′xx(M0) ̸= 0 è f ′′yy(M0) ̸= 0, òàê êàê èíà÷å
äèôôåðåíöèàë d2f(M0) îáðàòèòñÿ â íóëü, åñëè îäíî èç ïðèðàùåíèé àðãóìåíòîâ áóäåò ðàâíî
íóëþ, à âòîðîå � ïðîèçâîëüíî. Ïðåäñòàâèâ äàëåå âòîðîé äèôôåðåíöèàë â âèäå

d2f(M0)=
1

f ′′xx(M0)

((
f ′′xx(M0)∆x+f

′′
xy(M0)∆y

)2
+
(
f ′′xx(M0)f

′′
yy(M0)−

(
f ′′xy(M0)

)2)
∆y2

)
, (4)

ìû çàìå÷àåì, ÷òî îí áóäåò ñîõðàíÿòü çíàê â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà áóäåò ïîëîæè-
òåëüíîé âåëè÷èíà

D(M0) = f ′′xx(M0)f
′′
yy(M0)−

(
f ′′xy(M0)

)2
,

êîòîðóþ ìû ñ öåëüþ îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ çàïèøåì â âèäå îïðåäå-
ëèòåëÿ

D(M0) =

∣∣∣∣∣ f ′′xx(M0) f ′′xy(M0)

f ′′xy(M0) f ′′yy(M0)

∣∣∣∣∣ .
Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δε�îêðåñòíîñòü òî÷êè M0, äëÿ

âñåõ òî÷åê êîòîðîé

−ε
2

(
∆x2 +∆y2

)
< o

(
∆x2 +∆y2

)
<
ε

2

(
∆x2 +∆y2

)
,

òî â òîé æå îêðåñòíîñòè
1

2

(
d2f(M0)− ε

(
∆x2 +∆y2

))
< ∆f(M0, ∆x, ∆y) <

1

2

(
d2f(M0) + ε

(
∆x2 +∆y2

))
. (5)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåëè÷èíû

f ′′xx(M0)± ε è

∣∣∣∣∣ f ′′xx(M0)± ε f ′′xy(M0)

f ′′xy(M0) f ′′yy(M0)± ε

∣∣∣∣∣
íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ε è, çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó 3) íåïðåðûâíîñòè (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 1), ïðè
ìàëîì ε îíè ñîõðàíÿþò çíàê ÷èñåë f ′′xx(M0) ̸= 0 è D(M0) ̸= 0, ñîîòâåòñòâåííî, ìû ìîæåì
óòâåðæäàòü, ñîñëàâøèñü íà ïðåäñòàâëåíèå (4), ÷òî ïðè D(M0) > 0 â óêàçàííîé âûøå δε�
îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 âûðàæåíèÿ

d2f(M0)± ε
(
∆x2 +∆y2

)
= (f ′′xx(M0)± ε)∆x2 + 2f ′′xy(M0)∆x∆y + (f ′′yy(M0)± ε)∆y2

ñîõðàíÿþò çíàê âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà d2f(M0), à èìåííî, ïðè f ′′xx(M0) > 0 îíè ïîëîæè-
òåëüíû, à ïðè f ′′xx(M0) < 0 � îòðèöàòåëüíû, åñëè òîëüêî ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòîâ ∆x è ∆y
íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî. Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî (5), ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî âáëèçè òî÷êè M0

∆f(M0,∆x,∆y) > 0, åñëè f ′′xx(M0) > 0

è, çíà÷èò, â òî÷êå M0 äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ìèíèìóì, à

∆f(M0,∆x,∆y) < 0, åñëè f ′′xx(M0) < 0

è, ñòàëî áûòü, M0 � òî÷êà ñòðîãîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè.
Åñëè D(M0) < 0, òî, êàê ñëåäóåò èç (3), åñëè f ′′xx(M0) = 0, èëè èç (4), åñëè f ′′xx(M0) ̸= 0,

âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2f(M0), à âìåñòå ñ íèì è âûðàæåíèÿ d2f(M0) ± ε
(
∆x2 +∆y2

)
ïðè
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ìàëîì ε > 0 ìîãóò ìåíÿòü çíàê â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ââèäó (5) ïðèðàùåíèå ∆f(M0,∆x,∆y) òàêæå ìåíÿåò çíàê âáëèçè òî÷êè M0, ò. å. â ýòîé òî÷êå
ôóíêöèÿ íå èìååò ýêñòðåìóìà.
Åñëè D(M0) = 0, òî ïî âòîðîìó äèôôåðåíöèàëó íè÷åãî îïðåäåëåííîãî î íàëè÷èè èëè îò-

ñóòñòâèè ýêñòðåìóìà â òî÷êå M0, âîîáùå ãîâîðÿ, ñêàçàòü íåëüçÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèè z = x4 + y4 è z = x4 − y4. Äëÿ îáåèõ èç íèõ íà÷àëî êîîðäèíàò O(0, 0) � êðè-
òè÷åñêàÿ òî÷êà, â êîòîðîé ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, à, çíà÷èò, è îïðåäåëèòåëè
D(O), ðàâíû íóëþ. Îäíàêî ïåðâàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé èìååò, î÷åâèäíî, â òî÷êå O ñòðîãèé ìè-

íèìóì, à âòîðàÿ ýêñòðåìóìà íå èìååò, òàê êàê îíà ìåíÿåò çíàê â ëþáîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà
êîîðäèíàò.
Ðåçóëüòàòîì ïðîâåäåííûõ âûøå èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ f(M)

äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè ñâîåé êðèòè÷åñêîé òî÷êè M0. Òîãäà â
ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ýêñòðåìóì, åñëè

D(M0) =

∣∣∣∣∣ f ′′xx(M0) f ′′xy(M0)

f ′′xy(M0) f ′′yy(M0)

∣∣∣∣∣ > 0,

à èìåííî, M0 � òî÷êà ñòðîãîãî ìèíèìóìà, åñëè f ′′xx(M0) > 0, åñëè æå f ′′xx(M0) < 0, òî
â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ìàêñèìóì. Â ñëó÷àå D(M0) < 0 ôóíêöèÿ íå èìååò

ýêñòðåìóìà â êðèòè÷åñêîé òî÷êå M0.
Ïðèìåð. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = x ln

(
x2 + y2

)
.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äàííîé ôóíêöèè:

z′x = ln
(
x2 + y2

)
+

2x2

x2 + y2
, z′y =

2xy

x2 + y2
.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè ìû îïðåäåëèì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
ln
(
x2 + y2

)
+

2x2

x2 + y2
= 0,

2xy

x2 + y2
= 0.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî x = 0 èëè y = 0. Ïðè x = 0 èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ìû íàõîäèì y = ±1 è, òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ìû îòûñêàëè äâå êðèòè÷åñêèå
òî÷êè ôóíêöèèM1(0, 1) èM2(0,−1). Àíàëîãè÷íî ïðè y = 0 íàéäåì åùå äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè
M3(e

−1, 0) è M4(−e−1, 0). Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì êàæäóþ èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Íàéäåì
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè:

z′′xx =

(
ln
(
x2 + y2

)
+

2x2

x2 + y2

)′

x

=
2x

x2 + y2
+ 2 · 2x(x

2 + y2)− x2 · 2x
(x2 + y2)2

=
2x(x2 + 3y2)

(x2 + y2)2
,

z′′xy =

(
ln
(
x2 + y2

)
+

2x2

x2 + y2

)′

y

=
2y

x2 + y2
+ 2x2 · −2y

(x2 + y2)2
=

2y(y2 − x2)

(x2 + y2)2
,

z′′yy =

(
2xy

x2 + y2

)′

y

= 2x · x
2 + y2 − y · 2y
(x2 + y2)2

=
2x(x2 − y2)

(x2 + y2)2
.

Ïîñêîëüêó
z′′xx(M1,2) = z′′yy(M1,2) = 0, z′′xy(M1,2) = ±2,

òî

D(M1,2) =

∣∣∣∣∣ 0 ±2

±2 0

∣∣∣∣∣ = −4 < 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ íå èìååò ýêñòðåìóìà â òî÷êàõ M1 è M2. Àíàëîãè÷íî,

z′′xx(M3,4) = z′′yy(M3,4) = ±2e, z′′xy(M3,4) = 0
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è

D(M3,4) =

∣∣∣∣∣ ±2e 0

0 ±2e

∣∣∣∣∣ = 4e2 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êàõ M3 è M4 ýêñòðåìóì åñòü è êîëü ñêîðî z′′xx(M3) > 0, òî M3 � òî÷êà
ñòðîãîãî ìèíèìóìà, ïðè÷åì zmin = z(M3) = −2e−1; àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó z′′xx(M4) < 0, òî M4

� òî÷êà ñòðîãîãî ìàêñèìóìà è zmax = z(M4) = 2e−1.
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Íà èçîáðàæåííîé ïîâåðõíîñòè òî÷êè P1, P2, P3, P4 ñîîòâåòñòâóþò êðèòè÷åñêèì òî÷êàì M1,
M2, M3, M4 ñîîòâåòñòâåííî.
Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà è äëÿ ôóíêöèè áîëüøåãî ÷èñëà

ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ f(x, y, z) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè ñâîåé êðèòè÷åñêîé òî÷êè M0, òî â ýòîé òî÷êå îíà áóäåò èìåòü

ñòðîãèé ìèíèìóì, åñëè âñå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû f ′′xx(M0) f ′′xy(M0) f ′′xz(M0)

f ′′xy(M0) f ′′yy(M0) f ′′yz(M0)

f ′′xz(M0) f ′′yz(M0) f ′′zz(M0)

 ,

ò. å. îïðåäåëèòåëè

D1(M0)=f
′′
xx(M0), D2(M0)=

∣∣∣∣∣ f ′′xx(M0) f ′′xy(M0)

f ′′xy(M0) f ′′yy(M0)

∣∣∣∣∣ , D3(M0)=

∣∣∣∣∣∣∣
f ′′xx(M0) f ′′xy(M0) f ′′xz(M0)

f ′′xy(M0) f ′′yy(M0) f ′′yz(M0)

f ′′xz(M0) f ′′yz(M0) f ′′zz(M0)

∣∣∣∣∣∣∣
ïîëîæèòåëüíû. Åñëè æå D1(M0) < 0, D2(M0) > 0, D3(M0) < 0, òî M0 � òî÷êà ñòðîãîãî

ìàêñèìóìà äàííîé ôóíêöèè.

�6. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå

Ïóñòü ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ f(x, y) è φ(x, y) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
M0(x0, y0) è M0 ∈ Dφ, ãäå Dφ � ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

φ(x, y) = 0, (1)

êîòîðîå ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì ñâÿçè èëè óñëîâèåì.
Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â òî÷êå M0 ôóíêöèè f(x, y), ðàññìàòðèâàåìîé íà ìíîæåñòâå Dφ,

íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì (îòíîñèòåëüíûì) ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì.

Åñëè óðàâíåíèå (1) îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè íåêîòîðóþ ëèíèþ L, òî â ïðîñòðàíñòâå åìó
ñîîòâåòñòâóåò öèëèíäð ñ íàïðàâëÿþùåé L è îáðàçóþùåé, ïàðàëëåëüíîé îñè Oz. Ïîâåðõíîñòü
ñ óðàâíåíèåì z = f(x, y) ïåðåñåêàåòñÿ ñ öèëèíäðîì ïî íåêîòîðîé ëèíèè L1 â ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü òî÷êå M0 óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x, y) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà M1 íà ëèíèè L1.
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Òîãäà âñå òî÷êè ëèíèè L1, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê òî÷êå M1, ðàñïîëàãàþòñÿ íå íèæå (íå âûøå)
ýòîé òî÷êè, åñëè M0 � òî÷êà óñëîâíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) äàííîé ôóíêöèè.

x y

z

L

L1
maxmax max

minmin
z= f Hx,yL

x

Åñëè óðàâíåíèå ñâÿçè (1) óäàåòñÿ ðàçðåøèòü (âîçìîæíî è íåîäíîçíà÷íî) îòíîñèòåëüíî
îäíîé èç ïåðåìåííûõ, òî, ïîäñòàâèâ íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîé ïåðåìåííîé â ôóíêöèþ

f(x, y), ìû ñâåäåì òåì ñàìûì çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ê

çàäà÷å íà ýêñòðåìóì ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè z = cos2 x+ cos2 y, åñëè ïåðåìåííûå x, y ñâÿçàíû
óñëîâèåì x− y = π

4 .
Ðåøåíèå. Èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè y = x− π

4 è, ñëåäîâàòåëüíî,

z = cos2 x+ cos2
(
x− π

4

)
.

Òàê êàê

z′=2 cosx(− sinx)+2 cos
(
x− π

4

)(
− sin

(
x− π

4

))
=− sin 2x−sin 2

(
x− π

4

)
=− sin 2x+ cos 2x,

òî êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîé ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

− sin 2x+ cos 2x = 0,

êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

xn =
π

8
+
πn

2
, n ∈ Z.

Ïîñêîëüêó z′′ = −2 cos 2x− 2 sin 2x, òî

z′′(xn) = −2 cos
(π
4
+ πn

)
− 2 sin

(π
4
+ πn

)
=

{
2
√
2, åñëè n = 2k − 1;

−2
√
2, åñëè n = 2k

è, ñëåäîâàòåëüíî, âîñïîëüçîâàâøèñü äîñòàòî÷íûì ïðèçíàêîì ýêñòðåìóìà II äëÿ ôóíêöèè îä-
íîé ïåðåìåííîé (ãëàâà V, �6, ïóíêò 1, òåîðåìà 4), ìû âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ìè-
íèìóì â òî÷êàõ x2k−1 =

π
8 + π(2k−1)

2 , k ∈ Z è ñòðîãèé ìàêñèìóì â òî÷êàõ x2k =
π
8 + πk, k ∈ Z.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãèé óñëîâíûé ìèíèìóì â òî÷êàõ

M2k−1

(
π

8
+
π(2k − 1)

2
,−π

8
+
π(2k − 1)

2

)
, k ∈ Z,

ïðè÷åì âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ zmin = z(M2k−1) = 1 −
√
2
2 , è, ñîîòâåòñòâåííî, ñòðîãèé óñëîâíûé

ìàêñèìóì â òî÷êàõ

M2k

(π
8
+ πk,−π

8
+ πk

)
, k ∈ Z

ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì zmax = z(M2k) = 1 +
√
2
2 , k ∈ Z.
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Èçëîæèì òåïåðü îáùèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì, êîòîðûé íà-
çûâàåòñÿ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Äëÿ ýòîãî íàéäåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìîå óñëîâèå îòíîñèòåëüíîãî ýêñòðåìóìà. Ïóñòü
M0(x0, y0) � òî÷êà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êè ôóíêöèè f(x, y) ïðè
íàëè÷èè ñâÿçè (1), ïðè÷åì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ φ(x, y) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0 è ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
φ′
x(M0) èëè φ′

y(M0) îòëè÷íà îò íóëÿ, äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ′
y(M0) ̸= 0.

Òîãäà óðàâíåíèå (1) îïðåäåëÿåò íåÿâíóþ, äèôôåðåíöèðóåìóþ â òî÷êå x0 ôóíêöèþ y = y(x),
ãðàôèê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóM0. Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåÿâíîé ôóíêöèè
(ôîðìóëà (10), �2)

y′(x0) = −φ
′
x(M0)

φ′
y(M0)

. (2)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x, y(x)) èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå x0, òî â ýòîé òî÷êå åå ïðîèçâîäíàÿ
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé è
ôîðìóëîé (2), ïîëó÷èì:

f ′x(x0, y(x0))+f
′
y(x0, y(x0))y

′(x0)=0 ⇐⇒ f ′x(M0)−f ′y(M0)
φ′
x(M0)

φ′
y(M0)

=0 ⇐⇒ f ′x(M0)

φ′
x(M0)

=
f ′y(M0)

φ′
y(M0)

.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû (f ′x(M0), f
′
y(M0)) è (φ′

x(M0), φ
′
y(M0)) êîëëèíåàðíû è, çíà÷èò, ñóùåñò-

âóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ0 òàêîå, ÷òî{
f ′x(M0) + λ0φ

′
x(M0) = 0,

f ′y(M0) + λ0φ
′
y(M0) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ôóíêöèè f(x, y) è φ(x, y) â
òî÷êå M =M0 ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò óñëîâíûé ýêñòðåìóì, òî ïðè íåêîòîðîì äåéñòâèòåëüíîì
λ = λ0 êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

f ′x(M) + λφ′
x(M) = 0,

f ′y(M) + λφ′
y(M) = 0,

φ(M) = 0.

(3)

Ïóñòü òåïåðü òî÷êà (M0, λ0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé
íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ

L(x, y, λ) = f(x, y) + λφ(x, y),

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà. Åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü âòîðîé äèô-
ôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëàãðàíæà â òî÷êå (M0, λ0) äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè f(x, y) íà óñëîâíûé
ýêñòðåìóì â òî÷êåM0. Ïóñòü ôóíêöèè f(x, y) è φ(x, y) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0. Êàê è âûøå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî óðàâíåíèå ñâÿçè (1) îïðåäåëÿåò
îäíó èç ïåðåìåííûõ êàê íåÿâíóþ ôóíêöèþ äðóãîé, íàïðèìåð, y = y(x) âáëèçè òî÷êè x0.
Ïîñêîëüêó

f1(x) = f(x, y(x)) = L(x, y(x), λ),

òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ââèäó (3) df1(x0) = dL(M0, λ0) = 0 è èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè

φ′
x(M0)dx+ φ′

y(M0)dy = 0, (4)

ïîëó÷èì:

d2f1(x0) = d2L(M0, λ0) = L′′
xx(M0, λ0)dx

2 + 2L′′
xy(M0, λ0)dxdy + L′′

yy(M0, λ0)dy
2, (5)

ãäå äèôôåðåíöèàëû dx è dy ñâÿçàíû ëèíåéíûì ðàâåíñòâîì (4). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âòîðîé

äèôôåðåíöèàë (5) ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñ ó÷åòîì ëèíåéíîé ñâÿçè (4) ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè

íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿåò çíàê, åñëè dx è dy íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî, òî M0

� òî÷êà ñòðîãîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x, y), ïðè÷åì, åñëè d2L(M0, λ0) > 0, òî
â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãèé óñëîâíûé ìèíèìóì, à ïðè d2L(M0, λ0) < 0 � ñòðîãèé

óñëîâíûé ìàêñèìóì.
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Ïðåèìóùåñòâîì îïèñàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðè èññëåäîâàíèè
ôóíêöèè íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì íåò íåîáõîäèìîñòè â ÿâíîì ïðåäñòàâëåíèè îäíîé èç ïåðå-

ìåííûõ ÷åðåç äðóãóþ èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè, êîòîðîãî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü.
Ïðèìåð 2. Òî÷êè A è B ðàñïîëîæåíû â ðàçëè÷íûõ îïòè÷åñêèõ ñðåäàõ, îòäåëåííûõ îäíà

îò äðóãîé ïëîñêîñòüþ A1B1. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â ïåðâîé ñðåäå ðàâíà v1, âî
âòîðîé � v2. Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì Ôåðìà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñâåòîâîé ëó÷ ðàñïðîñòðàíÿåò-

ñÿ âäîëü òîé ëèíèè AOB, äëÿ ïðîõîæäåíèÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ ìèíèìóì âðåìåíè, íàéòè

çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α è β, ñîîòâåòñòâåííî, óãëû ïàäåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ ñâåòîâîãî
ëó÷à.

O

Α

Β
A1

B1

A

B

a

b

Èç òðåóãîëüíèêîâ AOA1 è BOB1 ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê A è B äî òî÷êè O íà îòðåçêå
A1B1 ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, |AO| = a

cosα è |OB| = b
cosβ . Òîãäà îáùåå âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ

ñâåòîâîãî ëó÷à ðàâíî

t =
a

v1 cosα
+

b

v2 cosβ
. (6)

Êðîìå òîãî,
|A1O|+ |OB1| = |A1B1| = c⇐⇒ a tgα+ b tg β − c = 0. (7)

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè (6) ïðè óñëîâèè (7). Çäåñü
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä:

L(α, β, λ) =
a

v1 cosα
+

b

v2 cosβ
+ λ(a tgα+ b tg β − c).

Â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ýòîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî L′
α(α, β, λ) = 0, L′

β(α, β, λ) = 0 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, òàê êàê

L′
α(α, β, λ) =

a sinα

v1 cos2 α
+

λa

cos2 α
, L′

β(α, β, λ) =
b sinβ

v1 cos2 β
+

λb

cos2 β
,

òî 
a sinα

v1 cos2 α
+

λa

cos2 α
= 0,

b sinβ

v1 cos2 β
+

λb

cos2 β
= 0.

Èñêëþ÷àÿ èç ýòîé ñèñòåìû ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ, ìû è ïîëó÷èì çàêîí ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà:
v1
v2

=
sinα

sinβ
.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì èññëåäîâàòü íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèþ áîëüøåãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ ïðè áîëüøåì êîëè÷åñòâå ñâÿçåé. Ïîäðîáíîñòè òàêîãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî
íàéòè â ëþáîì èç ó÷åáíèêîâ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, èìåþùèõñÿ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.

Îáñóäèì òåïåðü êàê íàõîäèòü ãëîáàëüíûå ýêñòðåìóìû, ò. å. íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà-
÷åíèÿ íåïðåðûâíîé â çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå D íà ïëîñêîñòè ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ f(x, y), êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç min

(x, y)∈D
f(x, y) è max

(x, y)∈D
f(x, y), ñîîòâåò-

ñòâåííî. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (�1, òåîðåìà 2) ãëîáàëüíûå
ýêñòðåìóìû ñóùåñòâóþò. Åñëè êàêîé-òî èç ýòèõ ýêñòðåìóìîâ äîñòèãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå
ìíîæåñòâà D, òî íåîáõîäèìî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ äàííîé ôóíêöèè. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âñå êðèòè÷å-

ñêèå òî÷êè ôóíêöèè, ïîïàäàþùèå â ìíîæåñòâî D è âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â íèõ,
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íàéòè íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà D (ò. å. ðåøèòü
çàäà÷ó íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì) è âûáðàòü ñðåäè âñåõ ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ìèíèìàëüíîå è

ìàêñèìàëüíîå.

Ïðèìåð 3.Íàéòè íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè z=x2e−y â êðóãå x2+y2≤1.
Ðåøåíèå. Íàéäåì ñíà÷àëà êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè. Òàê êàê

z′x = 2xe−y, z′y = −x2e−y,
òî îíè íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû {

2xe−y = 0,

−x2e−y = 0,

ðåøåíèÿìè êîòîðîé â äàííîì êðóãå ÿâëÿþòñÿ òî÷êè M1(0, y), y ∈ [−1, 1]. Â êàæäîé èç ýòèõ
òî÷åê z(M1) = 0.
Îñòàëîñü íàéòè íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè x2+y2=1.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ýòîé çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì èìååò âèä:

L(x, y, λ) = x2e−y + λ(x2 + y2 − 1).

Ïîñêîëüêó

L′
x(x, y, λ) = 2xe−y + 2λx, L′

y(x, y, λ) = −x2e−y + 2λy, L′
λ(x, y, λ) = x2 + y2 − 1,

òî äëÿ íàõîæäåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñëåäóåò ðåøèòü ñèñòåìó
2xe−y + 2λx = 0,

−x2e−y + 2λy = 0,

x2 + y2 − 1 = 0.

Èñêëþ÷èâ èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ïàðàìåòð λ, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x(2y + x2) = 0,

ðåøàÿ êîòîðîå âìåñòå ñ ïîñëåäíèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû, ìû íàéäåì òî÷êè (0,±1), ñîäåðæà-
ùèåñÿ ñðåäè íàéäåííûõ âûøå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äàííîé ôóíêöèè, è òî÷êè

M2,3

(
±
√

2
(√

2− 1
)
, 1−

√
2

)
,

äëÿ êîòîðûõ z(M2,3) = 2
(√

2− 1
)
e
√
2−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

min
x2+y2≤1

z(x, y) = z(M1) = 0, max
x2+y2≤1

z(x, y) = z(M2,3) = 2
(√

2− 1
)
e
√
2−1.

-1-0.500.51
x

-1
-0.5
0
0.5
1

y

0

0.5

1

z
P1

P2 P3

-1-0.500.51

-1
-0.5
0
0.5
1

y

Íà ïîâåðõíîñòè òî÷êè P1, P2, P3 ñîîòâåòñòâóþò êðèòè÷åñêèì òî÷êàì M1, M2, M3, ñîîòâåò-
ñòâåííî.
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ÃËÀÂÀ IX. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íîãî ðîäà äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùèõñÿ ïðîöåññîâ, âîçíèêàþùèõ â
ôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè, òåõíèêå, ýêîíîìèêå èëè â êàêîé-íèáóäü èíîé íàóêå èëè îáëàñòè
÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ÷àñòî áûâàåò òðóäíî, à òî è íåâîçìîæíî, íàéòè íåïîñðåäñòâåííî
õàðàêòåðèñòèêó, îïðåäåëÿþùóþ ýòîò ïðîöåññ, îäíàêî ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíî îòûñêàòü ôóíê-
öèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü, ñâÿçûâàþùóþ, íàïðèìåð, âðåìÿ, èñêîìóþ õàðàêòåðèñòèêó è ñêî-
ðîñòü èëè óñêîðåíèå åå èçìåíåíèÿ, ò. å. ïðîèçâîäíûå. Óêàçàííóþ çàâèñèìîñòü íàçûâàþò äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è äàñò íàì íåèçâåñòíóþ
õàðàêòåðèñòèêó.
Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà, ïðèâîäÿùåãî ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, ðàññìîòðèì

ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà ïðÿ-
ìî ïðîïîðöèîíàëüíà èìåþùåìóñÿ êîëè÷åñòâó ýòîãî âåùåñòâà. Íàéòè ìàññó ðàäèîàêòèâíîãî

âåùåñòâà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè åãî ìàññà

áûëà ðàâíà m0. Íàéòè òàêæå ïåðèîä ïîëóðàñïàäà âåùåñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m(t) ìàññó âåùåñòâà â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0. Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü ðàñïàäà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ ìàññû ïî âðåìåíè, òî ïî óñëîâèþ çàäà÷è ìû ìîæåì çàïèñàòü
ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàñïàäà:

m′(t) = −km(t),

ãäå k � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè è çíàê ” − ” â ïðàâîé ÷àñòè îòðàæàåò òîò ôàêò,
÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè êîëè÷åñòâî ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà óìåíüøàåòñÿ. Íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêîé íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

m(t) = Ce−kt,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îáðàòèì çäåñü âíèìàíèå íà îñîáåííîñòü,
õàðàêòåðíóþ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ: åãî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, âîîáùå

ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿí-

íûõ. ×òîáû âûäåëèòü èç ýòîãî ìíîæåñòâà êàêîå-íèáóäü îòäåëüíîå ðåøåíèå íåîáõîäèìî çàäàòü
êàêèå-íèáóäü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ÷àùå âñåãî, íà÷àëüíûå. Â íàøåì ïðèìåðå èçâåñòíà
íà÷àëüíàÿ ìàññà m(0) = m0, ïîäñòàíîâêà êîòîðîé â ðåøåíèå äàåò íàì çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé
C = m0 è, òàêèì îáðàçîì, èñêîìûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ðàñïàäà ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ

m(t) = m0e
−kt.

Ïåðèîä ïîëóðàñïàäà âåùåñòâà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
m0

2
= m0e

−kT

è, ñëåäîâàòåëüíî,

T =
ln 2

k
.

Âñå âñòðå÷àþùèåñÿ íèæå â ýòîé ãëàâå ôóíêöèè, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû áóäåì

ïðåäïîëàãàòü äåéñòâèòåëüíûìè è çàâèñÿùèìè îò äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Â îáùåì âèäå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü êàê óðàâíåíèå

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0,

êîòîðîå ñâÿçûâàåò íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ x, èñêîìóþ ôóíêöèþ y = y(x) è n åå ïðîèçâîäíûõ
y′ = y′(x), y′′ = y′′(x), . . . , y(n) = y(n)(x). Ôóíêöèÿ F ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé èëè íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðîé îáëàñòè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn+2.
Ïîðÿäîê n ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, íàçûâà-

åòñÿ åãî ïîðÿäêîì.
Ðåøåíèåì äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìàÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ y = y(x), äëÿ êîòîðîé

F
(
x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)

)
≡ 0, x ∈ (a, b).
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Ãðàôèê ðåøåíèÿ y = y(x), x ∈ (a, b) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòè Oxy
íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ îïðåäåëåííûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðîñ-
òåéøèìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ

�1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ðàññìîòðåíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â íîð-
ìàëüíîé ôîðìå èëè ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:

y′ = f(x, y), (1)

ãäå f(x, y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ â íåêîòîðîé îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè.
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) â îáùåì ñëó÷àå

çàâèñèò îò ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé è äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü êàêîå-íèáóäü îïðåäåëåííîå
ðåøåíèå íåîáõîäèìî çàäàòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, íàïðèìåð, íà÷àëüíîå.
Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ y = y(x) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåãî

ïðè x = x0 íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(x0) = y0, ãäå y0 � çàäàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è òî÷êà

M0(x0, y0) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D, íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè.

Ãåîìåòðè÷åñêè, ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè îçíà÷àåò íàéòè èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ äàííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0) íà ïëîñêîñòè.

x

y

M0

y= yHxL

O

D

Ðåøåíèå y = y(x), x ∈ (a, b) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ íåïðîäîëæà-

åìûì â îáëàñòè D, åñëè â ýòîé îáëàñòè íå ñóùåñòâóåò åãî ïðîäîëæåíèÿ, ò. å. ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåííîãî â èíòåðâàëå (a1, b1) ⊃ (a, b) è ñîâïàäàþùåãî ñ äàííûì ðåøåíèåì â
èíòåðâàëå (a, b).
Â îáùåì ñëó÷àå ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìî-

æåò áûòü î÷åíü ñëîæíûì. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, êîòîðàÿ ïðè íå î÷åíü îáðåìåíèòåëüíûõ
óñëîâèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ ãàðàíòèðóåò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó èíòåãðàëüíûõ
êðèâûõ ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Òåîðåìà (î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè). Ïóñòü ôóíê-

öèÿ f(x, y) â ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé f ′y(x, y) â îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè M0(x0, y0) ∈ D ñóùåñòâóåò è åäèí-

ñòâåííî íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(x0) = y0. Åäèíñòâåí-
íîñòü çäåñü ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî äâà ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1),
óäîâëåòâîðÿþùèå äàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, ñîâïàäàþò.

Èç ýòîé òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî â åå óñëîâèÿõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) â îïðåäåëåííîì ñìûñëå "ïàðàëëåëüíû" â îáëàñòè D, ò. å. îíè íå ìîãóò
ïåðåñåêàòüñÿ.
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x

y

O

D

Ââåäåì åùå îäíî âàæíîå â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëåíèå îáùåãî ðå-
øåíèÿ.

Îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

y = y(x,C), C − äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,

îáëàäàþùàÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ y(x0) = y0 èç îáëàñòè D
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé C = C0, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ y(x,C0) ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïðîäîëæàåìûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ñ äàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì.

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), ïîëó÷àþùååñÿ èç îáùåãî ïðè êîíêðåòíîì
çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé C, íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì.

Ïîñòîÿííóþ C â îáùåì ðåøåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü ìåòêîé èëè ìàðêåðîì çàäà÷è Êîøè. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñå çàäà÷è Êîøè ìîæíî ïðîìàðêèðîâàòü, ò. å. íå äëÿ ëþáîé
çàäà÷è Êîøè â îáëàñòè D ñóùåñòâóåò ïîäõîäÿùàÿ êîíñòàíòà â îáùåì ðåøåíèè. Îäíàêî ëî-
êàëüíî ýòî âñå-òàêè âåðíî, à èìåííî, â óñëîâèÿõ ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû äëÿ ëþáîé

òî÷êè M0(x0, y0) ∈ D ñóùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü U(M0) ⊂ D, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò îáùåå

ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).
Äîêàçàòåëüñòâî êàê ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, òàê è ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

è åäèíñòâåííîñòè, âåñüìà ñëîæíû è ïðèâîäèòü èõ çäåñü ìû íå áóäåì. Âñå ýòè äîêàçàòåëüñòâà
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå Ðîìàíêî Â.Ê. ïî êóðñó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ïðèâåäåííîìó â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = −y2.
Äëÿ íåãî, î÷åâèäíî, âî âñåé ïëîñêîñòè Oxy âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé. Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèÿìè
ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

y = 0 è y =
1

x+ C
,

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ. Ôóíêöèÿ

y =
1

x+ C
îáùèì ðåøåíèåì äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âî âñåé ïëîñêîñòè íå ÿâëÿåòñÿ, òàê
êàê íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé C ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
y(x0) = 0 ìû, î÷åâèäíî, ïîëó÷èòü íå ìîæåì. À âîò â ïîëóïëîñêîñòÿõ y > 0 èëè y < 0 ýòà
ôóíêöèÿ îáùèì ðåøåíèåì óæå ÿâëÿåòñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè çàäà÷å Êîøè
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(x0) = y0 > 0 îòâå÷àåò ïîñòîÿííàÿ C0 = 1

y0
− x0 è ñîîòâåòñòâóþùèì

ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ y = 1
x+C0

, x > −C0.
×àñòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà çàïèñûâàþò â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå

èëè äèôôåðåíöèàëàõ :
f1(x, y)dx+ f2(x, y)dy = 0, (2)

ãäå f1(x, y), f2(x, y) � íåïðåðûâíûå â íåêîòîðîé îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè ôóíêöèè, ïðè÷åì ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

|f1(x, y)|+ |f2(x, y)| > 0
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â îáëàñòè D, ò. å. â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè ýòè ôóíêöèè íå ìîãóò îáðàòèòüñÿ â íóëü îäíîâðå-
ìåííî (ýòî ïîñëåäíåå óñëîâèå íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè âûïîëíåíèè òðåáîâàíèé òåîðåìû
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè â îáëàñòè D äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) ñóùå-
ñòâîâàëà êàñàòåëüíàÿ ê ëþáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé â ýòîé îáëàñòè. Òî÷êè, ãäå íàðóøàåòñÿ
äàííîå óñëîâèå, íàçûâàþòñÿ îñîáûìè). Ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå óäîáíà, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííûå x è y
ðàâíîïðàâíû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå (1) â ôîðìå (2) äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ïðîèçâîäíóþ
y′ êàê îòíîøåíèå äèôôåðåíöèàëîâ

y′ =
dy

dx
è ôîðìàëüíî óìíîæèòü îáå åãî ÷àñòè íà dx. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

f(x, y)dx− dy = 0.

Îáðàòíî, óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëàõ (2) ìû âñåãäà ìîæåì ïðåäñòàâèòü â íîðìàëüíîé ôîð-
ìå (1) â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè îáëàñòè D. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, â òî÷êå
M0(x0, y0) ∈ D f1(M0) ̸= 0. Òîãäà ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f1(M) íàéäåòñÿ îêðåñò-
íîñòü U(M0) òî÷êè M0, â êîòîðîé f1(M) ̸= 0, M ∈ U(M0) è, ñòàëî áûòü, â ýòîé îêðåñòíîñòè
ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (2) â âèäå

x′ = −f2(x, y)
f1(x, y)

,

ò. å. â íîðìàëüíîé ôîðìå (1), ãäå ïåðåìåííàÿ x ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà y.
Àíàëîãè÷íî, åñëè f2(M0) ̸= 0, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êèM0 ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâ-
íåíèå (2) â íîðìàëüíîé ôîðìå

y′ = −f1(x, y)
f2(x, y)

.

Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíî óðàâíåíèÿ (1) è (2) ýêâèâàëåíòíû.
Ðåøåíèå êàê óðàâíåíèÿ (1), òàê è óðàâíåíèÿ (2) ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è â íåÿâíîì âèäå

F (x, y) = 0, (3)

ãäå F (x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè D0 ⊆ D ôóíêöèÿ, ïðè÷åì â
ëþáîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ F ′

x(x, y) èëè F
′
y(x, y)

îòëè÷íà îò íóëÿ. Òîãäà îíî íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Çàìå-
òèì, ÷òî óðàâíåíèå (3) îïðåäåëÿåò ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Äëÿ èíòåãðàëà (3) óðàâíåíèÿ (1) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî F ′

x(x, y) +F ′
y(x, y)y

′ = 0 è,
ñëåäîâàòåëüíî,

F ′
x(x, y) + F ′

y(x, y)f(x, y) = 0. (4)

Âåðíî è îáðàòíîå, à èìåííî, åñëè íåÿâíî çàäàííàÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå óðàâíåíèåì (3)
ôóíêöèÿ y = y(x) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (4), òî (3) � èíòåãðàë äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (1).
Àíàëîãè÷íî, íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (3) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû(
F ′
x(x, y), F

′
y(x, y)

)
è (f1(x, y), f2(x, y))

êîëëèíåàðíû, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

F ′
x(x, y)

f1(x, y)
=
F ′
y(x, y)

f2(x, y)
. (5)

Ïî àíàëîãèè ñ îáùèì ðåøåíèåì ìîæíî ââåñòè òàêæå îïðåäåëåíèå îáùåãî èíòåãðàëà

F (x, y, C) = 0,

ãäå C � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) èëè (2).
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå(
2x+

1

x

)
dx+

(
2y +

1

y

)
dy = 0.

Èíòåãðàë ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ëþáîé èç ÷åòâåðòåé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè,
êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïîëüçóÿñü óñëîâèåì (5), èìååò âèä:

x2 + y2 + ln |xy| = C, C ∈ R.

Ýòîò èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ â òî æå âðåìÿ è îáùèì èíòåãðàëîì, òàê êàê çàäà÷å Êîøè ñ ïðîèç-
âîëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(x0) = x0, x0y0 ̸= 0 ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå ïîñ-
òîÿííîé C0 = x20 + y20 + ln |x0y0|.
Êàê ìû óâèäèì íèæå, ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàõîäèòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ èëè, êàê ãîâîðèëè íàøè âåëèêèå ïðåäøåñòâåííèêè, êâàäðàòóðû, â
ñâÿçè ñ ÷åì è ñàì ïðîöåññ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò èíòåãðè-
ðîâàíèåì. Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ,
åñëè åãî ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé èëè èíòåãðàëîâ
îò íèõ.
Ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íå èíòåãðèðóþòñÿ â êâàäðàòóðàõ, à

òàêæå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå â êâàäðàòóðàõ èíòåãðèðóþòñÿ, îäíàêî ðåøåíèÿ èõ íå âûðàæàþòñÿ

÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = sinx2

â êâàäðàòóðàõ èíòåãðèðóåòñÿ, òàê êàê åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

y =

∫
sinx2dx+ C,

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, à ïîä èíòåãðàëîì çäåñü ïîíèìàåòñÿ îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè sinx2,
êîòîðàÿ, êàê óæå îòìå÷àëîñü (ãëàâà VI, �2), ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íå âûðàæàåòñÿ.
Ïðèìåðîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå íå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèå Ðèêêàòè

y′ = x2 + y2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå òèïû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòî-
ðûå èíòåãðèðóþòñÿ â êâàäðàòóðàõ ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ýòè óðàâíåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè.

1. Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé îá-
ëàñòè D íå èìååò îñîáûõ òî÷åê è ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíî ê âèäó

f1(x)dx+ f2(y)dy = 0, (1)

ãäå f1(x), f2(y) � íåïðåðûâíûå â ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëàõ îñåé Ox è Oy ôóíêöèè, íàçûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Ïóñòü y = y(x), x ∈ (a, b) (èëè x = x(y), y ∈ (c, d)) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè D.
Òîãäà äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ

f1(x)dx+ f2(y(x))dy(x) = 0, x ∈ (a, b).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f1(x) è f2(y) íåïðåðûâíû, òî èíòåãðàë îò ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåí-
ñòâà ñóùåñòâóåò è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ∫

f1(x)dx+

∫
f2(y)dy = C, C ∈ R, (2)

ãäå F1(x) =
∫
f1(x)dx è F2(y) =

∫
f2(y)dy � ôèêñèðîâàííûå ïåðâîîáðàçíûå äàííûõ ôóíêöèé.

Òàêèì îáðàçîì, (2) � èíòåãðàë äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1). Âåðíî è îáðàòíîå, à èìåííî,
ôóíêöèÿ y = y(x), x ∈ (a, b) èëè x = x(y), y ∈ (c, d), îïðåäåëÿåìàÿ â îáëàñòè D óðàâíåíèåì
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(2), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ, âçÿâ äèô-
ôåðåíöèàëû îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (2).
Ðàññóæäàÿ êàê è âûøå, ìû ïîëó÷èì, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ (1), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0) ∈ D èìååò óðàâíåíèå
x∫

x0

f1(z)dz +

y∫
y0

f2(z)dz = 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü
â âèäå (2), ãäå C = F1(x0) + F2(y0) è, òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë (2) ñîäåðæèò ðåøåíèÿ âñåõ
çàäà÷ Êîøè äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè D.
Çàìå÷àíèå 1. Â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê âèäó (1)

ìû ìîæåì èíîãäà òåðÿòü íåêîòîðûå åãî ðåøåíèÿ, êîòîðûå íå îõâàòûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (2).
Çàìå÷àíèå 2. Èíîãäà èç óðàâíåíèÿ (2) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå îäíîé

ïåðåìåííîé ÷åðåç äðóãóþ, ò.å çàïèñàòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(1) â âèäå

y = y(x,C) èëè x = x(y, C).

Ïðèìåð. Íàéòè îáùèé èíòåãðàë äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

2ex
2−y − yy′

x
= 0.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå â ýòîì óðàâíåíèè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî y′ = dy
dx . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì:
2xex

2
dx− yeydy = 0.

Òàê êàê∫
2xex

2
dx =

∫
ex

2
dx2 = ex

2
+ C,

∫
yeydy =

∫
ydey = yey −

∫
eydy = ey(y − 1) + C,

òî ïðè x ̸= 0 îáùèé èíòåãðàë äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

ex
2 − ey(y − 1) = C.

Ðàçðåøèâ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì:

x = ±
√

ln(C + ey(y − 1)).

2. Îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ïðè x ̸= 0 îíî
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

y′ = f
(y
x

)
, (1)

ãäå f(z) � íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ.
Î÷åâèäíî, îáëàñòüþ, â êîòîðîé çàäàíî äàííîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

âíóòðåííèõ òî÷åê ïàðû âåðòèêàëüíûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïðÿìûìè y = ax, y = bx.
Èíòåãðàëüíûå êðèâûå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåñåêàþò ôèêñèðîâàí-

íóþ ïðÿìóþ y = kx ïîä îäíèì è òåì æå óãëîì, ïîñêîëüêó â òî÷êàõ ýòîé ïðÿìîé f
( y
x

)
= f(k).

x

y

O

y=kx
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Ïîäñòàíîâêîé y = xz, ãäå z = z(x) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

(1) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Â ñàìîì äåëå, y′ = z + xz′ è,
ñëåäîâàòåëüíî,

z + xz′ = f(z). (2)

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
1) f(z) ̸= z, z ∈ (a, b). Çäåñü óðàâíåíèå (2) ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

dz

f(z)− z
=

dx

x
(3)

è, ñòàëî áûòü,1∫
dz

f(z)− z
=

∫
dx

x
⇐⇒

∫
dz

f(z)− z
= ln |x|+ ln |C| ⇐⇒

∫
dz

f(z)− z
= ln |Cx|.

Ïðîâåäÿ â ïîëó÷åííîì ðåøåíèè îáðàòíóþ çàìåíó z = y
x , ïîëó÷èì ðåøåíèå (âîçìîæíî â íåÿâ-

íîì âèäå) èñõîäíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
2) f(z) ≡ z. Â ýòîì ñëó÷àå èç (2) ñëåäóåò, ÷òî xz′ = 0 è, çíà÷èò, z = C =⇒ y = Cx.
3) f(zk) = zk â èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ2 èíòåðâàëà (a, b). Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ìû ìîæåì óáå-

äèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèè z = zk � ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, y = zkx � ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1). Îñòàëüíûå ðåøåíèÿ ìû ïîëó÷èì, èíòåã-
ðèðóÿ óðàâíåíèå (3).
Çàìå÷àíèå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áåç îñîáûõ òî÷åê

f1(x, y)dx+ f2(x, y)dy = 0, (4)

ãäå f1(x, y), f2(x, y) � íåïðåðûâíûå îäíîðîäíûå îäíîãî ïîðÿäêà3 â íåêîòîðîé îáëàñòè ôóíêöèè,
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó (1). Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó ôóíêöèè f1(x, y), f2(x, y) ÿâëÿþòñÿ
îäíîðîäíûìè îäíîãî ïîðÿäêà, òî

f1(x, y) = xsf1(1, y/x), f2(x, y) = xsf2(1, y/x)

ïðè x ̸= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (4) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

f1(1, y/x)dx+ f2(1, y/x)dy = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì.
Ïðèìåð. Ïðîèíòåãðèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå(

dy − y

x
dx
)
cos

y

x
= sin2

y

x
dx.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ íà dx, ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

y′ =
y

x
+

sin2 yx
cos yx

.

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì. Ïðîâåäåì â íåì ïîäñòàíîâêó

y = xz, y′ = z + xz′.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðè sin z ̸= 0:

z + xz′ = z +
sin2 z

cos z
⇐⇒ xz′ =

sin2 z

cos z
⇐⇒ cos z

sin2 z
dz =

dx

x
.

1Ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ ìû èíîãäà áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå, óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Íàïðèìåð, åñëè ïðè èíòåãðèðîâàíèè âîçíèêàþò ëîãàðèôìû, òî è ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ óäîáíåå çàïèñàòü

â âèäå ln |C|.
2Ò. å. â íåêîòîðûõ ìàëûõ èíòåðâàëàõ, ñîäåðæàùèõ ýòè òî÷êè, íåò äðóãèõ òî÷åê, ãäå f(z) = z.
3Îäíîðîäíîñòü ïîðÿäêà α ôóíêöèè f(x, y) çäåñü ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðà s â îáëàñòè, ãäå çàäàíà ýòà ôóíêöèÿ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

f(sx, sy) ≡ sαf(x, y).
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Îñòàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü:∫
cos z

sin2 z
dz =

∫
d sin z

sin2 z
= − 1

sin z
= ln |x|+ ln |C| = ln |Cx|.

Âûïîëíèâ îáðàòíóþ çàìåíó, íàéäåì èíòåãðàë äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

ln |Cx|+ 1

sin y
x

= 0.

Êîðíè óðàâíåíèÿ sin z = 0, ò. å. zn = πn, n ∈ Z äàþò åùå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ:

y = πnx, n ∈ Z.

3. Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà

y′ + a(x)y = f(x), (1)

ãäå a(x), f(x) � íåïðåðûâíûå â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (c, d) ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì.

Åñëè â ýòîì èíòåðâàëå f(x) ≡ 0, òî äàííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì.

Äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè D = {(x, y) | c < x < d, −∞ < y < +∞} âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, òàê êàê çàïèñàâ
óðàâíåíèå (1) â âèäå

y′ = −a(x)y + f(x),

ìû çàìå÷àåì, ÷òî åãî ïðàâàÿ ÷àñòü íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðå-
ìåííîé y â îáëàñòè D.
Èíòåãðèðîâàòü ëèíåéíîå óðàâíåíèå ìû áóäåì ìåòîäîì Ëàãðàíæà èëè ìåòîäîì âàðèàöèè

ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.

Íà÷íåì ñ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

y′ + a(x)y = 0. (2)

Î÷åâèäíî, ýòî óðàâíåíèå èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y = 0. Ïðè y ̸= 0 ðàçäåëèì ïåðåìåííûå
â óðàâíåíèè (2) è ïðîèíòåãðèðóåì:

dy

y
= −a(x)dx =⇒ ln |y| = −

∫
a(x)dx+ ln |C| =⇒

∣∣∣ y
C

∣∣∣ = e−
∫
a(x)dx =⇒ y = ±Ce−

∫
a(x)dx.

Îñòàâèâ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ±C ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå C, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ

ȳ = Ce−
∫
a(x)dx. (3)

Î÷åâèäíî, ýòî ðåøåíèå ïðè C = 0 ñîäåðæèò è òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.
Ðåøåíèå èñõîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìû áóäåì èñêàòü â âèäå (3), âàðüèðóÿ ïîñòîÿí-

íóþ C, ò. å. ñ÷èòàÿ C íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x :

y = φ(x)e−
∫
a(x)dx. (4)

Òàê êàê

y′ = φ′(x)e−
∫
a(x)dx + φ(x)e−

∫
a(x)dx

(
−
∫
a(x)dx

)′
= φ′(x)e−

∫
a(x)dx − a(x)φ(x)e−

∫
a(x)dx,

òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (1), ïîëó÷èì:

φ′(x)e−
∫
a(x)dx − a(x)φ(x)e−

∫
a(x)dx + a(x)φ(x)e−

∫
a(x)dx = f(x)

Îòñþäà,
φ′(x) = e

∫
a(x)dxf(x)

è, ñòàëî áûòü,

φ(x) =

∫
e
∫
a(x)dxf(x)dx+ C.
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Ïîäñòàâèâ íàéäåííóþ ôóíêöèþ φ(x) â (4), ïîëó÷èì, íàêîíåö, ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1):

y = e−
∫
a(x)dx

(∫
e
∫
a(x)dxf(x)dx+ C

)
, (5)

ãäå F1(x) =
∫
a(x)dx, F2(x) =

∫
e
∫
a(x)dxf(x)dx � ôèêñèðîâàííûå ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèé a(x)

è eF1(x)f(x), ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîêàæåì, ÷òî â (5) ñîäåðæàòñÿ ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷ Êîøè äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â îáëàñòè D ïîñòàâëåíà çàäà÷à Êîøè y(x0) = y0. Ðåøåíèåì ýòîé
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

y = e
−

x∫
x0

a(s)ds

 x∫
x0

e

t∫
x0

a(s)ds

f(t)dt+ y0

 = e−F1(x)
(
F2(x)− F2(x0) + eF1(x0)y0

)
,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç (5) ïðè C = −F2(x0) + eF1(x0)y0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ
(5) ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).
Ïåðåïèñàâ ôîðìóëó (5) â âèäå

y = Ce−
∫
a(x)dx + e−

∫
a(x)dx

∫
e
∫
a(x)dxf(x)dx

è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå (3), ìû êîíñòàòèðóåì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ è îáùåãî ðåøåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, íå ÿâëÿÿñü ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè y = y(x), ñòàíîâèòñÿ òàêîâûì, åñëè èñêîìîé ñ÷èòàòü ôóíêöèþ x = x(y).
Ïðèìåð 1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′ + y tg x = cosx lnx, (6)

åñëè y(1) = 0.
Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Ðåøèì ñíà÷àëà ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîä-

íîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå
y′ + y tg x = 0.

Ðàçäåëÿÿ â íåì ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì:

dy

y
= − sinx

cosx
dx =⇒

∫
dy

y
= −

∫
sinx

cosx
dx⇐⇒ ln |y| − ln |C| =

∫
d cosx

cosx
⇐⇒ ln

∣∣∣ y
C

∣∣∣ = ln | cosx|.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ȳ = C cosx.

Ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ìû áóäåì èñêàòü â âèäå

y = φ(x) cosx.

Ïîäñòàíîâêà åãî â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (6) äàåò

φ′(x) cosx− φ(x) sinx+ φ(x) cosx tg x = cosx lnx⇐⇒ φ′(x) = lnx,

îòêóäà

φ(x) =

∫
lnx dx = x lnx−

∫
xd lnx = x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ C

è, çíà÷èò,
y = (x lnx− x+ C) cosx

� îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6).
Íàéäåì ïîñòîÿííóþ C, èñïîëüçîâàâ çàäàííîå íà÷àëüíîå óñëîâèå:

0 = (1 ln 1− 1 + C) cos 1 =⇒ C = 1.
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Ñòàëî áûòü, ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

y = (x lnx− x+ 1) cosx.

Ïðèìåð 2. Ïðîèíòåãðèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ =
2y − 1

y100 − 4x
.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ y = 1/2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè y ̸= 1/2,
ïåðåïèñàâ äàííîå óðàâíåíèå â âèäå

dx

dy
=
y100 − 4x

2y − 1
⇐⇒ x′ = − 4

2y − 1
x+

y100

2y − 1
, (7)

ìû çàìå÷àåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè x = x(y).
Èíòåãðèðóåì ñíà÷àëà ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå:

x′ = − 4

2y − 1
x⇐⇒ dx

x
= − 4

2y − 1
dy =⇒

=⇒
∫

dx

x
= −

∫
4

2y − 1
dy ⇐⇒ ln

∣∣∣ x
C

∣∣∣ = −2

∫
d(2y − 1)

2y − 1
⇐⇒ ln

∣∣∣ x
C

∣∣∣ = ln |2y − 1|−2,

x̄ =
C

(2y − 1)2
.

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7) èìååò ñòðóêòóðó

x = φ(y)
1

(2y − 1)2
.

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â äàííîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

φ′(y)
1

(2y − 1)2
− φ(y)

4

(2y − 1)3
= −φ(y) 4

(2y − 1)3
+

y100

2y − 1
.

Îòñþäà,
φ′(y) = (2y − 1)y100

è, ñëåäîâàòåëüíî,

φ(y) =

∫
(2y − 1)y100dy =

y102

51
− y101

101
+ C.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

x =

(
y102

51
− y101

101
+ C

)
1

(2y − 1)2
.

4. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà

y′ + a(x)y = f(x)yα, α ∈ R, α(α− 1) ̸= 0, (1)

ãäå a(x) è f(x) � íåïðåðûâíûå â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåð-

íóëëè.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) íà (1− α)y−α è ïåðåïèøåì åãî â âèäå(
y1−α

)′
+ (1− α)a(x)y1−α = (1− α)f(x).

Òîãäà, åñëè ìû ïðîâåäåì â óðàâíåíèè Áåðíóëëè ïîäñòàíîâêó z = y1−α, òî îíî ïðåîáðàçóåòñÿ
ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

z′ + (1− α)a(x)z = (1− α)f(x)

îòíîñèòåëüíî íîâîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè z = z(x). Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå,
ìû îáðàòíîé çàìåíîé íàéäåì ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè.
Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè ìû ìîæåì èíòåãðèðîâàòü òî÷íî òàêæå, êàê è ëèíåéíîå

óðàâíåíèå, ò. å. ìåòîäîì Ëàãðàíæà.
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Ïðèìåð. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′ − y arctg x =
e3x arctg x

y2
√

(1 + x2)3
. (2)

Ðåøåíèå. Äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè. Áóäåì
èíòåãðèðîâàòü åãî, êàê è ëèíåéíîå, ìåòîäîì Ëàãðàíæà. Ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îäíîðîä-
íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

y′ − y arctg x = 0.

Èíòåãðèðóåì åãî:

dy

y
= arctg xdx =⇒

∫
dy

y
=

∫
arctg xdx⇐⇒ ln

∣∣∣ y
C

∣∣∣ = x arctg x−
∫
x d arctg x =

= x arctg x−
∫

x

1 + x2
= x arctg x− 1

2

∫
d
(
1 + x2

)
1 + x2

= x arctg x− ln
√

1 + x2,

ȳ = C
ex arctg x√
1 + x2

.

Ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ìû áóäåì èñêàòü â âèäå

y = φ(x)
ex arctg x√
1 + x2

.

Ïîäñòàâèâ åãî â (2), ïîëó÷èì:

φ′(x)
ex arctg x√
1 + x2

+ φ(x)
ex arctg x√
1 + x2

arctg x− φ(x)
ex arctg x√
1 + x2

arctg x =
e3x arctg x√
(1 + x2)3

· 1 + x2

(φ(x))2e2x arctg x
.

Îòñþäà,

φ′(x) =
1

(φ(x))2
=⇒ φ2dφ = dx =⇒

∫
φ2dφ =

∫
dx =⇒ φ3

3
= x+

C

3
=⇒ φ(x) = 3

√
3x+ C.

Îêîí÷àòåëüíî,

y = 3
√
3x+ C · e

x arctg x

√
1 + x2

� îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè (2).

5. Óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

f1(x, y)dx+ f2(x, y)dy = 0 (1)

ñ íåïðåðûâíûìè â íåêîòîðîé îáëàñòè D ôóíêöèÿìè f1(x, y) è f2(x, y), ïðè÷åì, êàê âñåãäà, ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò îñîáûõ òî÷åê â äàííîé îáëàñòè. Åñëè ñóùåñòâóåò
äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ u = u(x, y), äëÿ êîòîðîé

du(x, y) = f1(x, y)dx+ f2(x, y)dy ⇐⇒ u′x(x, y) = f1(x, y), u
′
y(x, y) = f2(x, y), (x, y) ∈ D, (2)

òî (1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.

Åñëè y = y(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ (1) â îáëàñòè D, òî äëÿ íåãî

du(x, y(x)) = f1(x, y(x))dx+ f2(x, y(x))dy(x) = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, u(x, y(x)) = C, ò. å.
u(x, y) = C (3)

� èíòåãðàë äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Èíòåãðàë (3) ñîäåðæèò ðåøåíèÿ âñåõ çà-
äà÷ Êîøè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) â äàííîé îáëàñòè, òàê êàê èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0) ∈ D, èìååò óðàâíåíèå u(x, y) = u(x0, y0).
Íàéäåì ïðîñòîé êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè óðàâíåíèå (1) óðàâíå-

íèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ ïðè óñëîâèè, ÷òî â îáëàñòè D ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ∂yf1(x, y) è ∂xf2(x, y).
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Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî (1) � óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Ââèäó (2) ñî ññûëêîé
íà òåîðåìó î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èç �3 ïðåäûäóùåé ãëàâû ìû ìîæåì
óòâåðæäàòü, ÷òî

u′′xy(x, y) = ∂yf1(x, y) ≡ u′′yx(x, y) = ∂xf2(x, y)

è, òàêèì îáðàçîì,
∂yf1(x, y) ≡ ∂xf2(x, y). (4)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îáëàñòü D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïà-
ðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Ïîêàæåì, ÷òî òîæäåñòâî (4) ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî,
÷òîáû â ýòîé îáëàñòè (1) áûëî óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì
òî÷êó M0(x0, y0) ∈ D è ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

u(x, y) =

x∫
x0

f1(z, y)dz +

y∫
y0

f2(x0, z)dz (5)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2) â ëþáîé òî÷êå äàííîé îáëàñòè. Íàéäåì åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,
âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì 7) îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ãëàâà VII, �1) è òåîðåìîé î äèôôå-
ðåíöèðîâàíèè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (ãëàâà VIII, �2):

u′x(x, y) =

 x∫
x0

f1(z, y)dz

′

x

= f1(x, y),

u′y(x, y) =

 x∫
x0

f1(z, y)dz

′

y

+

 y∫
y0

f2(x0, z)dz

′

y

=

x∫
x0

∂yf1(z, y)dz + f2(x0, y) =

=

x∫
x0

∂zf2(z, y)dz+f2(x0, y)= f2(z, y)

∣∣∣∣x
x0

+ f2(x0, y)=f2(x, y)− f2(x0, y) + f2(x0, y)=f2(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (5) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (2) è, çíà÷èò (1) � óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèô-
ôåðåíöèàëàõ.
Ðåçþìèðóÿ âñå âûøåñêàçàííîå, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèè f1(x, y) è f2(x, y)

íåïðåðûâíû âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂yf1(x, y) è ∂xf2(x, y) â ïðÿìîóãîëüíèêå ñî

ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, òî (1) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåí-

öèàëàõ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

(4). Â ýòîì ñëó÷àå

u(x, y) =

x∫
x0

f1(z, y)dz +

y∫
y0

f2(x0, z)dz = C

� èíòåãðàë äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).
Ïðèìåð. Íàéòè îáùèé èíòåãðàë äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ(y

x
cos lnx+ ln cos y

)
dx+ (sin lnx− x tg y)dy = 0. (6)

Ðåøåíèå. Çäåñü ôóíêöèè f1(x, y) =
y
x cos lnx+ ln cos y, f2(x, y) = sin lnx− x tg y íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìû â ïîëîñàõ x > 0, −π
2+2πn < y < π

2+2πn, n ∈ Z. Â êàæäîé èç íèõ òîæäåñòâî
(4) èìååò ìåñòî, òàê êàê

∂yf1(x, y) =
cos lnx

x
+

1

cos y
(cos y)′ =

cos lnx

x
− tg y,

∂xf2(x, y) = cos lnx (lnx)′ − tg y =
cos lnx

x
− tg y.



102

Òàêèì îáðàçîì, (6) � óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Íàéäåì åãî îáùèé èíòåãðàë â
ïðîèçâîëüíîé ïîëîñå, çàôèêñèðîâàâ â íåé òî÷êó M0(1, yn), yn = 2πn, n ∈ Z.

u(x, y) =

x∫
1

(y
z
cos ln z + ln cos y

)
dz +

y∫
yn

(sin ln 1− tg z)dz =

= y

x∫
1

cos ln z d ln z + ln cos y · z
∣∣∣∣x
1

+

y∫
yn

d cos z

cos z
= y sin ln z

∣∣∣∣x
1

+ (x− 1) ln cos y + ln cos z

∣∣∣∣y
yn

=

= y sin lnx+ (x− 1) ln cos y + ln cos y − ln cos yn = y sin lnx+ x ln cos y.

Ñëåäîâàòåëüíî,
y sin lnx+ x ln cos y = C

� îáùèé èíòåãðàë äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6).

�2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ,
äîïóñêàþùèå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà

Ïåðåôîðìóëèðóåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî.
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîé ôîðìå èìååò âèä

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
, (1)

ãäå f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
� íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè D ïðîñòðàíñòâà Rn+1 ôóíêöèÿ.

Åñëè óðàâíåíèå (1) èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, òî îïåðàöèþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ
âûïîëíÿòü n ðàç è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò
n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Ïîýòîìó, åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå, òî íåîáõîäèìî
ïîä÷èíèòü åãî n äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, ÷àùå âñåãî íà÷àëüíûì, êîòîðûå ïîçâîëÿò íàéòè
ïîñòîÿííûå.
Çàäà÷åé Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ åãî

ðåøåíèÿ y = y(x), óäîâëåòâîðÿþùåãî ïðè x = x0 n íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , (2)

ãäå y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0 � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è M0

(
x, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0

)
∈ D.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ = f(x, y, y′) (3)

ìû ìîæåì äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0.

Ýòà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ (3), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó M0(x0, y0) ïîä óãëîì α = arctg y′0 ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox.

x0
x

y0

y

Dxy

Α

O

M0

y=yHxL
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Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îáîáùàåòñÿ, åñòåñòâåííî,
è íà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1).
Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ïóñòü ôóíêöèÿ

f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
â ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) íåïðåðûâíà âìåñòå ñ

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

f ′y

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
, f ′y′

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
, . . . , f ′

y(n−1)

(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
â îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè M0

(
x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0

)
∈ D ñóùåñòâóåò è åäèíñò-

âåííî íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2).
Ôóíêöèÿ

y = y(x,C1, C2, . . . , Cn),

ãäå C1, C2, . . . , Cn � ïîñòîÿííûå, íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(1) â îáëàñòè D, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êèM0

(
x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0

)
∈ D ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ C1 = C10, C2 = C20, . . . , Cn = Cn0, äëÿ êîòîðîé ôóíêöèÿ

y = y (x,C10, C20, . . . , Cn0)

ÿâëÿåòñÿ íåïðîäîëæàåìûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2).

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå òèïû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1), ïîðÿäîê êîòîðûõ

ìû ìîæåì ïîíèçèòü è, ñëåäîâàòåëüíî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñâåñòè èõ ê äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà, èçó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

a) Óðàâíåíèå âèäà y(n) = f(x), f(x) � íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ôóíêöèÿ.

Èíòåãðèðîâàíèå ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîíèæàåò, î÷åâèäíî, åãî ïîðÿäîê íà åäè-
íèöó. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ n-êðàòíûì
èíòåãðèðîâàíèåì ôóíêöèè f(x) :

y =

∫ (∫ (
. . .

∫
f(x)dx . . .

)
dx

)
dx+ C1x

n−1 + C2x
n−2 + . . .+ Cn.

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

x3y′′′ = 1.

Ðåøåíèå. Çäåñü

y′′′ =
1

x3
è, ñëåäîâàòåëüíî,

y′′ =

∫
dx

x3
=
x−2

−2
+ 2C1, y

′ = −1

2

∫
x−2dx+ 2C1x+ C2 =

1

2
x−1 + 2C1x+ C2,

y =
1

2

∫
x−1dx+ C1x

2 + C2x+ C3 =
1

2
ln |x|+ C1x

2 + C2x+ C3

� îáùåå ðåøåíèå äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

b) Óðàâíåíèå y(n) = f
(
x, y′, . . . , y(n−1)

)
, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî íå ñîäåðæèò èñêîìîé ôóíê-

öèè y = y(x) è íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Rn.
Ïîäñòàíîâêà y′ = z, ãäå z = z(x) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ïîíèæàåò ïîðÿäîê ýòîãî

óðàâíåíèÿ íà åäèíèöó. Ðåçóëüòàòîì äàííîé ïîäñòàíîâêè ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå

z(n−1) = f
(
x, z, z′, . . . , z(n−2)

)
.

Ïðèìåð 2. Ïðîèíòåãðèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

−y′′ ctg x = y′ + 1.

Ðåøåíèå. Ïîäñòàíîâêà y′ = z(x) ïðèâîäèò äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ê óðàâíå-
íèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè z = z(x) :

−z′ ctg x = z + 1 ⇐⇒ dz

z + 1
= − tg x dx.
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Ïðîèíòåãðèðóåì åãî:∫
dz

z + 1
= −

∫
tg xdx⇐⇒

∫
d(z + 1)

z + 1
=

∫
d cosx

cosx
⇐⇒ ln |z + 1| = ln | cosx|+ ln |C1|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

z + 1 = C1 cosx =⇒ y′ = C1 cosx− 1 =⇒ y =

∫
(C1 cosx− 1)dx = C1 sinx− x+ C2.

Èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èñêëþ÷àåò òî÷êè x = πn, n ∈ Z è â ïðîöåññå ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ ìû òàêæå èñêëþ÷èëè òî÷êè x = π

2 + πn, n ∈ Z. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

y = C1 sinx− x+ C2

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â êàæäîé èç ïîëîñ

πn < x <
π

2
+ πn, n ∈ Z.

c) Óðàâíåíèå y(n) = f
(
y, y′, . . . , y(n−1)

)
ñ íåïðåðûâíîé â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà

Rn ïðàâîé ÷àñòüþ, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x.
Çäåñü ïîíèæàåò ïîðÿäîê äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà åäèíèöó ïîäñòàíîâêà

y′ = z, z = z(y). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçîâàâ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíê-
öèé, íàéäåì

y′′ = z′yy
′ = z′yz, y

′′′ = z′′yyy
′z + z′yz

′
yy

′ = z′′yyz
2 + (z′y)

2z, . . . , y(n) = z
(n−1)
yn−1 z

n−1 + . . .+ (z′y)
n−1z

è, ñòàëî áûòü, äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

z
(n−1)
yn−1 z

n−1 = f1

(
y, z, z′y, . . . , z

(n−2)
yn−2

)
,

ãäå f1 � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.
Ïðèìåð 3. Ïðîèíòåãðèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

yy′′ = 3(y′)2 + y2y′.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì â óðàâíåíèè ïîäñòàíîâêó y′ = z(y). Ïîñêîëüêó y′′ = z′yy
′ = z′yz, òî

äàííîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

yz′yz = 3z2 + y2z.

1) Åñëè z = 0, òî y′ = 0 è, çíà÷èò, y = C � ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ.
2) Â ñëó÷àå z ̸= 0 ìû ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè z = z(y) óðàâíåíèþ

yz′y = 3z + y2.

Ïðîèíòåãðèðóåì ñíà÷àëà ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

yz′y = 3z ⇐⇒ dz

z
= 3

dy

y
=⇒

∫
dz

z
= 3

∫
dy

y
⇐⇒ ln |z| = 3 ln |y|+ ln |C1| =⇒ z̄ = C1y

3.

Òîãäà ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìû áóäåì èñêàòü â âèäå

z = φ(y)y3.

Ïîñêîëüêó z′y = φ′(y)y3 + 3φ(y)y2, òî

y
(
φ′(y)y3 + 3φ(y)y2

)
= 3φ(y)y3 + y2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

φ′(y) =
1

y2
=⇒ φ(y) =

∫
dy

y2
= −1

y
+ C1.

Òàêèì îáðàçîì,

y′ = z =

(
−1

y
+ C1

)
y3 = y2 (C1y − 1) .
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Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå â ýòîì ïîñëåäíåì óðàâíåíèè è ïðîèíòåãðèðóåì:

dy

y2 (C1y − 1)
= dx =⇒

∫
dy

y2 (C1y − 1)
=

∫
dx⇐⇒ x =

∫ (
C2
1

C1y − 1
− C1

y
− 1

y2

)
dy =

= C1

∫
d(C1y − 1)

C1y − 1
− C1 ln |y|+

1

y
= C1 ln |C1y − 1| − C1 ln |y|+

1

y
+ C2.

Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå

x = C1 ln |C1y − 1| − C1 ln |y|+
1

y
+ C2

� îáùèé èíòåãðàë äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

�3. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçëàãàþòñÿ îñíîâû îáùåé òåîðèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé � íà âçãëÿä àâòîðà, íàèáîëåå èçÿùíîé è çàêîí÷åííîé â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îíî èìååò âèä

y(n) + a1(x)y
(n−1) + . . .+ an−1(x)y

′ + an(x)y = f(x), (1)

ãäå a1(x), a2(x), . . . , an(x), f(x) � íåïðåðûâíûå â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (c, d) ôóíêöèè. Åñëè
â ýòîì èíòåðâàëå f(x) ≡ 0, òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì, èíà÷å � íåîäíî-

ðîäíûì.

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè (�2), äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1)
ëþáàÿ çàäà÷à Êîøè

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â îáëàñòè, ãäå x0 ∈ (c, d), à y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâè-

òåëüíûå ÷èñëà. Â ýòîé æå îáëàñòè ñóùåñòâóåò è îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ.
Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ëåâóþ ÷àñòü ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìû áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Ln, îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå Mn

n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ â èíòåðâàëå (c, d) ôóíêöèé y = y(x), ò. å.

Lny = y(n) + a1(x)y
(n−1) + . . .+ an−1(x)y

′ + an(x)y. (2)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1) ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé êîìïàêòíîé ôîðìå:

Lny = f(x). (3)

Èç îïðåäåëåíèÿ (2) îïåðàòîðà Ln è ëèíåéíîñòè ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñò-
âèòåëüíûõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αs è ôóíêöèé y1 = y1(x), y2 = y2(x), . . . , ys = ys(x) ∈ Mn èìååò
ìåñòî ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Ln :

Ln(α1y1 + α2y2 + . . .+ αsys) = α1Lny1 + α2Lny2 + . . .+ αsLnys. (4)

Çàéìåìñÿ ñíà÷àëà ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà

Lny = 0. (5)

Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ôóíêöèÿ y = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Èç ñâîéñòâà (4) ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì, ò. å. åñëè

y1(x), y2(x), . . . , ys(x)

� ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5), òî ôóíêöèÿ

α1y1(x) + α2y2(x) + . . .+ αsys(x),

ãäå α1, α2, . . . , αs � äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå (êîýôôèöèåíòû), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ýòîãî óðàâíåíèÿ:

Ln(α1y1 + α2y2 + . . .+ αsys) = 0. (6)
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Â ñàìîì äåëå, êîëü ñêîðî Lny1 = 0, Lny2 = 0, . . . , Lnys = 0, òî

Ln(α1y1 + α2y2 + . . .+ αsys) = α1Lny1 + α2Lny2 + . . .+ αsLnys = 0.

Â �8 ãëàâû V áûëà îïðåäåëåíà êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà. Òàì æå
áûëî óêàçàíî è ïðàâèëî åå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó îïåðàòîð Ln ìû ìîæåì ïðèìåíèòü è
ê êîìïëåêñíîé ôóíêöèè z(x) = y1(x)+iy2(x), ãäå y1(x), y2(x) ∈ Mn è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíîå
îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (5) ìîæåò èìåòü êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ. Ââèäó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà
Ln äëÿ êîìïëåêñíîãî ðåøåíèÿ

z(x) = y1(x) + iy2(x),

ãäå y1(x), y2(x) ∈ Mn ñïðàâåäëèâî

Lnz = Ln(y1 + iy2) = Lny1 + iLny2 = 0 ⇐⇒ Lny1 = 0, Lny2 = 0, (7)

ò. å. äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5) ÿâëÿ-
þòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü ñòðóêòóðó îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5) ââåäåì
ïîíÿòèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèé.

Ôóíêöèè y1(x), y2(x), . . . , ys(x) èç ìíîæåñòâà Mn íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè
ñóùåñòâóþò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà α1, α2, . . . , αs, íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ

α1y1(x) + α2y2(x) + . . .+ αsys(x) ≡ 0. (8)

Èíà÷å ãîâîðÿ, ôóíêöèè ëèíåéíî çàâèñèìû, åñëè îäíà èç ýòèõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ.
Åñëè òîæäåñòâî (8) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè α1 = α2 = . . . = αs = 0, òî äàííûå ôóíêöèè

íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå íè îäíà èç ýòèõ ôóíêöèé íå âûðàæàåòñÿ
ëèíåéíî ÷åðåç îñòàëüíûå.
Âûÿñíèì, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ëè ëèíåéíî çàâèñèìûìè íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè

1, sinx, cosx. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òîæäåñòâî

α1 · 1 + α2 sinx+ α3 cosx ≡ 0.

Èç íåãî ìû ïðè x = 0; π2 ; π ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ α1, α2, α3 : 

α1 + α3 = 0,

α1 + α2 = 0,

α1 − α3 = 0.

Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ, íàéäåì 2α1 = 0 ⇐⇒ α1 = 0. Òîãäà èç ïåðâîãî
è âòîðîãî óðàâíåíèé α2 = 0, α3 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå ôóíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Äëÿ ôóíêöèé æå 1, sin2 x, cos2 x âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

1− sin2 x− cos2 x ≡ 0

è, çíà÷èò, ýòè ôóíêöèè ëèíåéíî çàâèñèìû.
Èññëåäîâàòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ôóíêöèé y1(x), y2(x), . . . , ys(x), s ≤ n âåñüìà óäîáíî ñ

ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî îïðåäåëèòåëÿ

Ws(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) . . . ys(x)

y′1(x) y′2(x) . . . y′s(x)

. . . . . .

y
(s−1)
1 (x) y

(s−1)
2 (x) . . . y

(s−1)
s (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî.

Ëåììà 1. Åñëè ôóíêöèè y1(x), y2(x), . . . , ys(x), s ≤ n ëèíåéíî çàâèñèìû, òî Ws(x) ≡ 0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàéäóòñÿ äåéñòâèòåëüíûå

÷èñëà, íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (8). Äèôôåðåíöèðóÿ ïî÷ëåííî
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ýòî òîæäåñòâî s−1 ðàç, ìû ïðèäåì ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ α1, α2, . . . , αs :

α1y1(x) + α2y2(x) + . . . + αsys(x) ≡ 0,

α1y
′
1(x) + α2y

′
2(x) + . . . + αsy

′
s(x) ≡ 0,

. . . . . . . . . .

α1y
(s−1)
1 (x) + α2y

(s−1)
2 (x) + . . . + αsy

(s−1)
s (x) ≡ 0.

(9)

Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî Ws(x) è,
ñëåäîâàòåëüíî, Ws(x) ≡ 0, ïîñêîëüêó äàííàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå
(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü çàìå÷àíèåì, ñäåëàííûì â ãëàâå I, �5, ïóíêò 3).
Äëÿ n ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) ñïðàâåäëèâî è

îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 2. Åñëè y1(x), y2(x), . . . , yn(x) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5), òî îíè ëèíåéíî çàâèñèìû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Wn(x) ≡ 0.
Íåîáõîäèìîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíà â ëåììå 1. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ

Wn(x) ≡ 0 äëÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ (c, d) è
ðàññìîòðèì â ýòîé òî÷êå îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (9) ïðè
s = n. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû ðàâåí Wn(x0) = 0 è, çíà÷èò, îíà èìååò íåíóëåâîå
ðåøåíèå α10, α20, . . . , αn0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

y(x) = α10y1(x) + α20y2(x) + . . .+ αn0yn(x).

Ââèäó (6) îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5) è, êîëü ñêîðî

y(x0) = α10y1(x0) + α20y2(x0) + . . .+ αn0yn(x0) = 0,

y′(x0) = α10y
′
1(x0) + α20y

′
2(x0) + . . .+ αn0y

′
n(x0) = 0,

. . . . . . . . . . . . . .

y(n−1)(x0) = α10y
(n−1)
1 (x0) + α20y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ αn0y

(n−1)
n (x0) = 0,

òî ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè y(x) ≡ 0, ò. å.

α10y1(x) + α20y2(x) + . . .+ αn0yn(x) ≡ 0,

÷òî è îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé y1(x), y2(x), . . . , yn(x).
Èç ëåììû 1 ñëåäóåò
Ëåììà 3. Åñëè äëÿ ôóíêöèé y1(x), y2(x), . . . , ys(x), s ≤ n â íåêîòîðîé òî÷êå x0 èíòåðâàëà

(c, d) Ws(x0) ̸= 0, òî ýòè ôóíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû îíè áûëè ëèíåéíî çàâèñèìûìè, òî ïî ëåììå 1 âñþäó â èíòåðâàëå
(c, d) âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî Ws(x) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Àíàëîãè÷íî, ñëåäñòâèåì ëåììû 2 ÿâëÿåòñÿ
Ëåììà 4. Ðåøåíèÿ y1(x), y2(x), . . . , yn(x) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5) ëèíåéíî íåçàâèñèìû

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà Wn(x) ̸= 0, x ∈ (c, d).
Ïðèìåð 1. ßâëÿþòñÿ ëè ôóíêöèè

eλx, xeλx, . . . , xkeλx, λ ∈ C, k ∈ N

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè?

Ðåøåíèå. Îáùèé ìíîæèòåëü eλx ýòèõ ôóíêöèé îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x,
ïîýòîìó îí íå âëèÿåò íà õàðàêòåð èõ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü Âðîí-
ñêîãî äëÿ ôóíêöèé 1, x, . . . , xk.

Wk+1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x . . . xk

0 1 . . . kxk−1

. . . . . .

0 0 . . . k!

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1! · 2! · . . . · k! ̸= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 3 äàííûå ôóíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ïî
àíàëîãèè ñ äåéñòâèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýòèõ
ôóíêöèé ñëåäóåò òàêæå ñ÷èòàòü êîìïëåêñíûìè.
Ëåììà 5. Ïóñòü z1(x), z2(x), . . . , zs(x), x ∈ (c, d) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè, ñðå-

äè êîòîðûõ èìåþòñÿ êîìïëåêñíûå, ïðè÷åì âìåñòå ñ êàæäîé êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé â ýòó

ñèñòåìó âõîäèò è êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ñ íåé. Òîãäà, çàìåíèâ ëþáóþ ïàðó êîìïëåêñíî

ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè îäíîé èç íèõ, ìû îïÿòü æå ïî-

ëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðåíóìåðîâàâ, åñëè íåîáõîäèìî, ôóíêöèè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

z1(x) = y1(x) + iy2(x), z2(x) = y1(x)− iy2(x)

� ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé. Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ýòè äâà ðàâåíñòâà, íàéäåì

y1(x) =
1

2
(z1(x) + z2(x)), y2(x) = − i

2
(z1(x)− z2(x)).

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

α1y1(x) + α2y2(x) + α3z3(x) + . . .+ αszs(x) =
α1 − α2i

2
z1(x) +

α1 + α2i

2
z2(x) + . . .+ αszs(x)

ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè z1(x), z2(x), . . . , zs(x) ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû, òî äàííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òîæäåñòâåííà ðàâíà íóëþ â èíòåðâàëå (c, d) òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà

α1 − α2i

2
= 0,

α1 + α2i

2
= 0, α3 = 0, . . . , αs = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, α1 = 0, α2 = 0, . . . , αs = 0, ÷òî è äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû
ôóíêöèé y1(x), y2(x), z3(x), . . . , zs(x).

Ñîâîêóïíîñòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (5) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò. Ðàñ-

ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó n-ãî ïîðÿäêà:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . .

an1 an2 . . . ann

 .

Ðåøåíèÿ
y1(x), y2(x), . . . , yn(x)

óðàâíåíèÿ (5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

yk(x0) = a1k, y
′
k(x0) = a2k, . . . , y

(n−1)
k (x0) = ank, k = 1, n

êàê ðàç è îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, òàê êàê, âî-ïåðâûõ,
ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ýòè ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò è, âî-âòîðûõ, ïî ëåììå
3 îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ Wn(x0) = |A| ̸= 0.
Ïîêàæåì, ÷òî çíàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàéòè îáùåå

ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Òåîðåìà 1 (î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ).
Ïóñòü

y1(x), y2(x), . . . , yn(x)

� ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5). Òîãäà ôóíêöèÿ

y = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x), (10)

ãäå C1, C2, . . . , Cn � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì äàííîãî

óðàâíåíèÿ, ò. å. îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ ïðîèçâîëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

ðåøåíèé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ââèäó (6) ôóíêöèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5) ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ
çàäà÷ó Êîøè äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

Ïîäáåðåì ïîñòîÿííûå òàê, ÷òîáû äëÿ íèõ ôóíêöèÿ (10) ÿâëÿëàñü ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è Êîøè. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ôóíêöèþ (10) n− 1 ðàç è âîñïîëüçîâàâøèñü íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
C1, C2, . . . , Cn :

C1y1(x0) + C2y2(x0) + . . . + Cnyn(x0) = y0,

C1y
′
1(x0) + C2y

′
2(x0) + . . . + Cny

′
n(x0) = y′0,

. . . . . . . . . .

C1y
(n−1)
1 (x0) + C2y

(n−1)
2 (x0) + . . . + Cny

(n−1)
n (x0) = y

(n−1)
0 .

Îïðåäåëèòåëåì îñíîâíîé ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü ÂðîíñêîãîWn(x0). Ïî
ëåììå 4 Wn(x0) ̸= 0 è, ñòàëî áûòü, äàííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

C1 = C10, C2 = C20, . . . , Cn = Cn0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ y = C10y1(x)+C20y2(x)+. . .+Cn0yn(x) � ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé
âûøå çàäà÷è Êîøè, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.
Ïðèìåð 2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0.

Ðåøåíèå. Ïðÿìîé ïðîâåðêîé íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèè

y1 = ex, y2 = xex, y3 = x2ex

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äàííîãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî
ïîðÿäêà. Êðîìå òîãî (ïðèìåð 1), ýòè ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, çíà÷èò, îíè îáðàçóþò
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1 è çàïèñàòü îáùåå
ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ:

y = C1e
x + C2xe

x + C3x
2ex.

Çàìå÷àíèå 1. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èçâåñòíà, íàéòè ýòî ðåøåíèå â îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì. Ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íå èíòåãðèðóþòñÿ â êâàä-
ðàòóðàõ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ = −x2y.
Âûïîëíèì â íåì ïðè y ̸= 0 ïîäñòàíîâêó y = ±e−

∫
z(x)dx, ãäå z = z(x) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ

ôóíêöèÿ. Òàê êàê

y′ = ±e−
∫
z(x)dx

(
−
∫
z(x)dx

)′
= −yz, y′′ = −y′z − yz′ = yz2 − yz′,

òî èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

yz2 − yz′ = −x2y
èëè

z′ = x2 + z2.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè, êàê óæå îòìå÷àëîñü â �1 íàñòîÿùåé ãëàâû, íå èíòåãðèðóåòñÿ
â êâàäðàòóðàõ, ñëåäîâàòåëüíî, íå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ è äàííîå ëèíåéíîå îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3). Ìû ìîæåì íàé-
òè åãî îáùåå ðåøåíèå, åñëè èçâåñòíî êàêîå-íèáóäü ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ è îáùåå
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
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Òåîðåìà 2 (î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ).
Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñóììó ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ è îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî

îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ò. å. åñëè y∗(x) � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (3) è ȳ(x) � îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5), òî

y = y∗(x) + ȳ(x) (11)

� îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ (11) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(3), òàê êàê áëàãîäàðÿ (4)

Lny = Ln(y
∗ + ȳ) = Lny

∗ + Lnȳ = f(x) + 0 = f(x).

Ñ äðóãîé, � ôóíêöèÿ (11) ñîäåðæèò ðåøåíèå ëþáîé çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 ,

òàê êàê äëÿ ðåøåíèÿ y(x) ýòîé çàäà÷è ôóíêöèÿ ȳ0(x) = y(x)−y∗(x) ñëóæèò ðåøåíèåì1 çàäà÷è
Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ȳ0(x0) = y0 − y∗(x0), ȳ
′
0(x0) = y′0 − (y∗)′(x0), . . . , ȳ

(n−1)
0 (x0) = y

(n−1)
0 − (y∗)(n−1)(x0)

è, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 1 îíà âõîäèò â îáùåå ðåøåíèå ȳ(x) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ò å î ð å ì à
ä î ê à ç à í à.
Ìåòîä Ëàãðàíæà, êîòîðûé ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, îáîáùàåòñÿ è íà ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå âûñøèõ ïîðÿäêîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî íàì èçâåñòíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòå-
ìà ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Ïóñòü

y1(x), y2(x), . . . , yn(x)

� ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5), ñîîòâåòñòâóþùåãî íåîäíî-
ðîäíîìó óðàâíåíèþ (3). Òîãäà ïî òåîðåìå 1 ôóíêöèÿ

ȳ = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x)

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Âàðüèðóÿ ïîñòîÿííûå, ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) â âèäå

y = φ1(x)y1(x) + φ2(x)y2(x) + . . .+ φn(x)yn(x), (12)

ãäå φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x) � íåèçâåñòíûå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.
Ñòàíåì ïîñëåäîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàòü n − 1 ðàç ôóíêöèþ (12), çàáîòÿñü íà êàæäîì

øàãå, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ïðîèçâîäíîé ñîõðàíÿëàñü ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäíîé
îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó

y′ = φ′
1(x)y1(x) + φ′

2(x)y2(x) + . . .+ φ′
n(x)yn(x) + φ1(x)y

′
1(x) + φ2(x)y

′
2(x) + . . .+ φn(x)y

′
n(x),

òî, ïîëàãàÿ
φ′
1(x)y1(x) + φ′

2(x)y2(x) + . . .+ φ′
n(x)yn(x) = 0,

ìû ïîëó÷èì
y′ = φ1(x)y

′
1(x) + φ2(x)y

′
2(x) + . . .+ φn(x)y

′
n(x).

Àíàëîãè÷íî,
y′′ = φ1(x)y

′′
1(x) + φ2(x)y

′′
2(x) + . . .+ φn(x)y

′′
n(x),

åñëè
φ′
1(x)y

′
1(x) + φ′

2(x)y
′
2(x) + . . .+ φ′

n(x)y
′
n(x) = 0.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîñëå (n− 1)-ãî øàãà ìû íàéäåì

y(n−1) = φ1(x)y
(n−1)
1 (x) + φ2(x)y

(n−1)
2 (x) + . . .+ φn(x)y

(n−1)
n (x),

1
Òàê êàê Lnȳ0 = Ln(y − y∗) = Lny − Lny

∗ = f(x)− f(x) = 0.
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åñëè
φ′
1(x)y

(n−2)
1 (x) + φ′

2(x)y
(n−2)
2 (x) + . . .+ φ′

n(x)y
(n−2)
n (x) = 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ åùå îäèí ðàç è ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ (12) è âñå åå ïðîèçâîäíûå â íåîäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå (3), ìû ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

φ′
1(x)y

(n−1)
1 (x) + φ′

2(x)y
(n−1)
2 (x) + . . .+ φ′

n(x)y
(n−1)
n (x)+

+φ1(x)Lny1 + φ2(x)Lny2 + . . .+ φn(x)Lnyn = f(x)

è, çíà÷èò,
φ′
1(x)y

(n−1)
1 (x) + φ′

2(x)y
(n−1)
2 (x) + . . .+ φ′

n(x)y
(n−1)
n (x) = f(x).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíûå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x) óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

φ′
1(x)y1(x) + φ′

2(x)y2(x) + . . . + φ′
n(x)yn(x) = 0,

φ′
1(x)y

′
1(x) + φ′

2(x)y
′
2(x) + . . . + φ′

n(x)y
′
n(x) = 0,

. . . . . . . . . .

φ′
1(x)y

(n−2)
1 (x) + φ′

2(x)y
(n−2)
2 (x) + . . . + φ′

n(x)y
(n−2)
n (x) = 0,

φ′
1(x)y

(n−1)
1 (x) + φ′

2(x)y
(n−1)
2 (x) + . . . + φ′

n(x)y
(n−1)
n (x) = f(x).

(13)

Ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëåì åå îñíîâíîé ìàòðèöû ÿâ-
ëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé, êîòîðûé ïî ëåììå 4 îò-
ëè÷åí îò íóëÿ â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà (c, d). Ðåøèâ ñèñòåìó (13), ìû íàéäåì ïðîèçâîäíûå

φ′
1(x) = ψ1(x), φ

′
2(x) = ψ2(x), . . . , φ

′
n(x) = ψn(x),

à, çíà÷èò, ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóð è íåèçâåñòíûå ôóíêöèè

φ1(x) =

∫
ψ1(x)dx+ C1, φ2(x) =

∫
ψ2(x)dx+ C2, . . . , φn(x) =

∫
ψn(x)dx+ Cn.

Ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ ôóíêöèé â (12) äàåò íàì îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (3)

y =

(∫
ψ1(x)dx+ C1

)
y1(x) +

(∫
ψ2(x)dx+ C2

)
y2(x) + . . .+

(∫
ψn(x)dx+ Cn

)
yn(x).

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ëàãðàíæà ïîçâîëÿåò ïðîèíòåãðèðîâàòü â êâàäðàòóðàõ ëèíåéíîå
íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (3), åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (5) èí-
òåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, à ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé.
Ïðèìåð 3. Ïðîèíòåãðèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′′′ + y′ = tg x.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèè y1 = 1, y2 = cosx, y3 = sinx, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ðåøå-
íèÿìè ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′′ + y′ = 0,

ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Âûøå ìû
óáåäèëèñü, ÷òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, çíà÷èò, îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøå-
íèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Çàïèøåì åãî îáùåå ðåøåíèå:

ȳ = C1 + C2 cosx+ C3 sinx.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì Ëàãðàíæà, ïðåäñòàâèì ðåøåíèå äàííîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ â ôîðìå

y = φ1(x) + φ2(x) cosx+ φ3(x) sinx. (14)

Ïðîèçâîäíûå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé φ1(x), φ2(x), φ3(x) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (13) äëÿ äàí-
íîãî óðàâíåíèÿ: 

φ′
1(x) + φ′

2(x) cosx+ φ′
3(x) sinx = 0,

−φ′
2(x) sinx+ φ′

3(x) cosx = 0,

−φ2(x) cosx− φ3(x) sinx = tg x.
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Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ìû áåç òðóäà íàõîäèì

φ′
2(x) = − sinx, φ′

3(x) = −sin2 x

cosx
.

Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ φ′
1(x) = tg x. Ñëåäîâàòåëüíî,

φ1(x) =

∫
tg xdx = −

∫
d cosx

cosx
= − ln | cosx|+ C1, φ2(x) = −

∫
sinx dx = cosx+ C2,

φ3(x) = −
∫

sin2 x

cosx
dx =

∫ (
cosx− 1

cosx

)
dx = sinx+

∫
d
(
π
2 − x

)
sin
(
π
2 − x

) =

= sinx+

∫
d tg

(
π
4 − x

2

)
tg
(
π
4 − x

2

) = sinx+ ln
∣∣∣tg (π

4
− x

2

)∣∣∣+ C3.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ôóíêöèè â (14), ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ:

y = C1 − ln | cosx|+ C2 cosx+
(
ln
∣∣∣tg (π

4
− x

2

)∣∣∣+ C3

)
sinx.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ôóíêöèé, ò. å.

Lny = f1(x) + f2(x). (15)

Òîãäà, åñëè y1(x) è y2(x) � ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Lny = f1(x) è Lny = f2(x),

ñîîòâåòñòâåííî, òî ôóíêöèÿ
y = y1(x) + y2(x)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (15).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà Ln :

Lny = Ln(y1 + y2) = Lny1 + Lny2 = f1(x) + f2(x).

Àíàëîãè÷íî íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ

f(x) = f1(x) + if2(x)

è ìû íàøëè êîìïëåêñíîå ðåøåíèå

y(x) = y1(x) + iy2(x)

ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, òî, âî-ïåðâûõ,

Lny1(x) = f1(x), Lny2(x) = f2(x)

è, âî-âòîðûõ,
Lny(x) = f(x)

(çäåñü ÷åðòà îáîçíà÷àåò çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ).

�4. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì èçó÷àòü ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ïðîñòåéøåì
÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû â åãî ëåâîé ÷àñòè ïîñòîÿííû:

Lny = y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ an−1y

′ + any = f(x),

ãäå a1, a2, . . . , an � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, f(x) � íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ôóíê-
öèÿ.
Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êàê ìû óâèäèì íèæå, èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ,

ïîñêîëüêó ìû ìîæåì íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî ïîñëåäíåãî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ è, çíà÷èò, îáõîäèòñÿ áåç êâàäðàòóð.
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1. Ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Çàéìåìñÿ ñíà÷àëà ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Lny = y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ an−1y

′ + any = 0. (1)

Ïðè n = 1 ìû èìååì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

y′ + a1y = 0.

Ðàçäåëèì â íåì ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðóåì:

dy

y
= −a1dx =⇒

∫
dy

y
= −

∫
a1dx =⇒ ln |y| = −a1x+ ln |C| =⇒ y = Ce−a1x.

Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ñâîèì ðåøåíèåì ýêñïîíåíòó.

Ïîïûòàåìñÿ â òàêîì âèäå íàéòè òàêæå è ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1).
Èòàê, ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìû áóäåì èñêàòü â âèäå

y = eλx,

ãäå λ � ïîñòîÿííàÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíàÿ). Ïîñêîëüêó1

y(k) =
(
eλx
)(k)

= λkeλx, k ∈ N,

òî ïîäñòàâëÿÿ äàííóþ ôóíêöèþ â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì

Lne
λx = (λn + a1λ

n−1 + . . .+ an−1λ+ an)e
λx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòîÿííàÿ λ óäîâëåòâîðÿåò àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ n-îé ñòåïåíè

Pn(λ) = λn + a1λ
n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0, (2)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (1). Ñîîòâåòñòâåííî, Pn(λ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Â �8 ãëàâû V ìû âûÿñíèëè, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2), êàê ëþáîå àëãåáðàè-

÷åñêîå, èìååò n êîðíåé, åñëè êàæäûé êîðåíü ñ÷èòàòü ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü. Êðîìå
òîãî, â òîì æå ïàðàãðàôå ìû äîêàçàëè, ÷òî, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (2) èìååò äåéñòâèòåëüíûå
êîýôôèöèåíòû, òî âìåñòå ñ êàæäûì êîìïëåêñíûì êîðíåì ýòî óðàâíåíèå èìååò è êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûé êîðåíü òîé æå êðàòíîñòè.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2) èìååò n ðàçëè÷íûõ êîðíåé.

Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç
λ1, λ2, . . . , λn.

Òîãäà ôóíêöèè
y1 = eλ1x, y2 = eλ2x, . . . , yn = eλnx (3)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1), ïðè÷åì êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó êîðíþ
ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå, à êàæäîé ïàðå

λk = µk + νki, λl = µk − νki

êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòâå÷àåò ïàðà êîìïëåêñíûõ
ðåøåíèé

yk = e(µk+νki)x, yl = e(µk−νki)x,

êîòîðûå ìû, èñïîëüçîâàâ îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòû (ãëàâà V, �8), ìîæåì çàïèñàòü
â âèäå

yk = eµkx(cos νkx+ i sin νkx), yl = eµkx(cos νkx− i sin νkx) (4)

è, çíà÷èò, ðåøåíèÿ yk è yl äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íûìè.
Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ (3) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

1Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, äîêàçàííûé â �8, ãëàâû V, ÷òî ïðè ëþáîì λ, äåéñòâèòåëüíîì èëè êîìïëåêñ-

íîì, (eλx)′ = λeλx.
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Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî ýòè ôóíêöèè ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîìïëåêñ-
íûå ÷èñëà α1, α2, . . . , αn, íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ

α1e
λ1x + α2e

λ2x + . . .+ αne
λnx ≡ 0.

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû α1, α2, . . . , αs, s ≤ n îòëè÷íû îò íóëÿ, à
îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Çíà÷èò,

α1e
λ1x + α2e

λ2x + . . .+ αse
λsx ≡ 0. (5)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (5) íà ôóíêöèþ e−λ1x è çàòåì ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî÷ëåííî
ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òîæäåñòâî

α2(λ2 − λ1)e
(λ2−λ1)x + α3(λ3 − λ1)e

(λ3−λ1)x + . . .+ αs(λs − λ1)e
(λs−λ1)x ≡ 0,

êîòîðîå ïî ñòðóêòóðå íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò (5). Ïîâòîðèâ óêàçàííóþ ïðîöåäóðó åùå s − 2
ðàç, ìû ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èâîìó òîæäåñòâó

αs(λs − λ1)(λs − λ2) · . . . · (λs − λs−1)e
(λs−λs−1)x ≡ 0.

Òàêèì îáðàçîì, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è, ñòàëî áûòü, ôóíêöèè (3) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Èç äîêàçàííîé ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé (3) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ

äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2) ýòè ôóíêöèè îáðàçóþò ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êîìïëåêñíûå êîðíè. Òîãäà äëÿ êàæ-

äîé ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé µk ± νki óðàâíåíèå (1) èìååò êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûå ðåøåíèÿ (4). Ïî ëåììå 5 èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ìû ìîæåì çàìåíèòü â ñèñòåìå
ôóíêöèé (3) ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ðåøåíèé (4) äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè
ëþáîé èç íèõ, íàïðèìåð, ïàðîé ôóíêöèé

eµkx cos νkx, e
µkx sin νkx, (6)

ïðè÷åì ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü íîâîé ñèñòåìû ôóíêöèé íå íàðóøèòñÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíê-
öèè (6), êàê äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1)
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ (�3, ôîðìóëà (7)), ìû è â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì
ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü óðàâíå-

íèå (2) èìååò s ðàçëè÷íûõ êîðíåé
λ1, λ2, . . . , λs

êðàòíîñòåé
n1, n2, . . . , ns,

ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êðàòíîñòåé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî n1 + n2 + . . .+ ns = n.
Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîìó êîðíþ λk, k = 1, s ñîîòâåòñòâóåò nk ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-

íèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1).
Äëÿ ýòîãî èçó÷èì áîëåå ïîäðîáíî äåéñòâèå îïåðàòîðà Ln íà ôóíêöèþ eλx, ïðè÷åì λ ìû

áóäåì ñ÷èòàòü ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé. Âûøå ìû âûÿñíèëè, ÷òî

Lne
λx = Pn(λ)e

λx,

ãäå Pn(λ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî÷ëåííî ýòî ðàâåíñòâî ïî ïå-
ðåìåííîé λ. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ eλx áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïåðåìåííûì λ è x, òî,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ (ãëàâà VIII, �3), ïîëó÷èì(

Lne
λx
)′
λ
= Ln

(
eλx
)′
λ
= Lnxe

λx.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (
Pn(λ)e

λx
)′
λ
= P ′

n(λ)e
λx + Pn(λ)e

λxx.

Ñëåäîâàòåëüíî,
Lnxe

λx = P ′
n(λ)e

λx + Pn(λ)e
λxx.
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Àíàëîãè÷íî, ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïî ïåðåìåííîé λ äàñò
íàì

Lnx
2eλx = P ′′

n (λ)e
λx + 2P ′

n(λ)e
λxx+ Pn(λ)e

λxx2.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîñëå m øàãîâ ìû ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

Lnx
meλx = P (m)

n (λ)eλx +mP (m−1)
n (λ)eλxx+ . . .+ Pn(λ)e

λxxm, (7)

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàñêðûòà ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ Pn(λ)eλx (ãëàâà V,
�2, ïóíêò 3).
Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî (7) êîðåíü λk õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è âîñïîëüçîâàâøèñü

òåì, ÷òî, êàê äîêàçàíî â ãëàâå V, �8

Pn(λk) = P ′
n(λk) = . . . = P (nk−1)

n (λk) = 0, P (nk)
n (λk) ̸= 0,

ïîëó÷èì
Lne

λkx = Lnxe
λkx = . . . = Lnx

nk−1eλkx = 0,

ò. å. ôóíêöèè
yk1 = eλkx, yk2 = xeλkx, . . . , yknk

= xnk−1eλkx (8)

� ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1). Ýòè ðåøåíèÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìû (�3, ïðèìåð 1).
Îáúåäèíèâ s ãðóïï ðåøåíèé (8) äëÿ âñåõ êîðíåé λ1, λ2, . . . , λs õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó n ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1):

y11 = eλ1x, y12 = xeλ1x, . . . , y1n1 = xn1−1eλ1x,

y21 = eλ2x, y22 = xeλ2x, . . . , y2n2 = xn2−1eλ2x,

· · · · · · · · · · · · · ·
ys1 = eλsx, ys2 = xeλsx, . . . , ysns = xns−1eλsx.

(9)

Ðåøåíèÿ (9), êàê è ðåøåíèÿ (3), ëèíåéíî íåçàâèñèìû, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ
àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé.
Åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2) äåéñòâèòåëüíû, òî ôóíêöèè (9) ñîñòàâ-

ëÿþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äàííîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Ñ êîìïëåêñíûìè êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïîñòóïèì òî÷íî òàêæå, êàê è âû-

øå â ñëó÷àå ïðîñòûõ êîðíåé. Êîìïëåêñíîìó êîðíþ λk = µk + νki êðàòíîñòè nk ñîîòâåòñòâóåò
nk êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé (8), à êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîìó êîðíþ µk − νki òîé æå êðàòíî-
ñòè � nk êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ê (8) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
eλkx = eµkx(cos νkx+ i sin νkx), çàìåíèì êàæäóþ ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ðåøåíèé äåé-
ñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè îäíîãî èç íèõ. Â ðåçóëüòàòå â ñèñòåìå ðåøåíèé (9) ìû çàìåíèì
2nk êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì êîðíÿì µk±νki òàêèì
æå êîëè÷åñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé

eµkx cos νkx, e
µkx sin νkx;

xeµkx cos νkx, xe
µkx sin νkx;

· · · · · · · · · ·
xnk−1eµkx cos νkx, x

nk−1eµkx sin νkx.

(10)

Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé

ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1).
Òåïåðü ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

1) Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìû çàïèñûâàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

(2), íàõîäèì åãî êîðíè è îïðåäåëÿåì èõ êðàòíîñòü.

2) Äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ λk õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè nk
ìû âûïèñûâàåì ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ñèñòåìó ðåøåíèé (8). Àíàëîãè÷íî, äëÿ êàæäîé ïàðû
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êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé µk ± νki êðàòíîñòè nk ìû ñòðîèì ñèñòåìó ðåøåíèé (10).
Îáúåäèíÿÿ âñå ðåøåíèÿ, ìû ïîëó÷èì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé

y1(x), y2(x), . . . , yn(x)

ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1).
3) Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 1 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, çàïèñûâàåì îáùåå ðåøåíèå äàí-

íîãî óðàâíåíèÿ:
y = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x),

ãäå C1, C2, . . . , Cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ïðèìåð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

yV + yIV − 2y′′′ = 0.

Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä (1). Îòûùåì êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ

λ5 + λ4 − 2λ3 = 0.

Ïîñêîëüêó λ5 + λ4 − 2λ3 = λ3(λ2 + λ− 2) = λ3(λ+ 2)(λ− 1), òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
èìååò òðåõêðàòíûé êîðåíü λ1 = 0 è äâà ïðîñòûõ êîðíÿ λ2 = −2 è λ3 = 1.
Ïåðâîìó êîðíþ ñîîòâåòñòâóþò òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ

y1 = eλ1x = 1, y2 = xeλ1x = x, y3 = x2eλ1x = x2,

âòîðîìó è òðåòüåìó � ðåøåíèÿ

y4 = eλ2x = e−2x, y5 = eλ3x = ex

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà
1, x, x2, e−2x, ex

� ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äàííîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è

y = C1 + C2x+ C3x
2 + C4e

−2x + C5e
x

� åãî îáùåå ðåøåíèå.
Ïðèìåð 2. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′′′ − 27y = 0.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

P3(λ) = λ3 − 27

ýòîãî óðàâíåíèÿ âèäà (1) ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè P3(λ) = (λ − 3)(λ2 + 3λ + 9), ïîýòîìó
êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ1 = 3 è ïàðà êîìï-
ëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë λ2,3 = µ2±ν2i = −3

2 ±
3
√
3

2 i. Ïåðâîìó êîðíþ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå

y1 = eλ1x = e3x,

à êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì êîðíÿì � ðåøåíèÿ

y2 = eµ2x cos ν2x = e−
3
2
x cos

3
√
3

2
x, y3 = eµ2x sin ν2x = e−

3
2
x sin

3
√
3

2
x

äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ðåøåíèÿ y1, y2, y3 ñîñòàâëÿþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñè-
ñòåìó ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ è, ñòàëî áûòü,

y = C1e
3x + C2e

− 3
2
x cos

3
√
3

2
x+ C3e

− 3
2
x sin

3
√
3

2
x

� îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Ïðèìåð 3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

yIV + 4y′′ + 4y = 0.

Ðåøåíèå. Íàéäåì äëÿ ýòîãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà (1)
êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λ4 + 4λ2 + 4 = 0.
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Òàê êàê λ4 + 4λ2 + 4 = (λ2 + 2)2, òî

(λ2 + 2)2 = 0 =⇒ λ2 + 2 = 0 =⇒ λ1,2 = ±
√
2i.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé

λ1,2 = µ1±ν1i = ±
√
2i êðàòíîñòè 2. Èì ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ

äàííîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y1 = eµ1x cos ν1x = cos
√
2x, y2 = eµ1x sin ν1x = sin

√
2x,

y3 = xeµ1x cos ν1x = x cos
√
2x, y4 = xeµ1x sin ν1x = x sin

√
2x,

êîòîðûå îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ èìååò âèä:

y = C1 cos
√
2x+ C2 sin

√
2x+ C3x cos

√
2x+ C4x sin

√
2x.

2. Ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðàâîé ÷àñòüþ ñïåöèàëüíîãî âèäà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Lny = y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ an−1y

′ + any = f(x). (1)

Çäåñü a1, a2, . . . , an � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, f(x) � íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ôóíê-
öèÿ.
Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû óáåäèëèñü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ ìû ìîæåì íàéòè ïî êîðíÿì åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ïðîèí-
òåãðèðîâàòü äàííîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1) ìû ìîæåì ìåòîäîì Ëàãðàíæà è, òàêèì îá-
ðàçîì, îíî èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.
Ïîêàæåì, ÷òî è çäåñü â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ñïåöèàëüíûé âèä íàéòè ÷àñòíîå,

à, çíà÷èò, è îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìû ìîæåì áåç êâàäðàòóð.
Ïóñòü

f(x) = eαx(Qk(x) cosβx+Rl(x) sinβx), (2)

ãäå α, β � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, Qk(x), Rl(x) � ïîëèíîìû ñòåïåíåé k è l, ñîîòâåòñòâåííî,
ò. å. ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ðåøåíèé íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Î÷åâèäíî, äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè âèäà (2) ïðèâîäèò ê ôóíêöèè òàêîé æå ñòðóêòóðû,

ïîýòîìó ìîæíî ïîïûòàòüñÿ è ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íàéòè â òàêîì æå
âèäå, èñïîëüçîâàâ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé ñîñòàâëÿþùèõ ïðàâóþ ÷àñòü.

I. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà β = 0 è, ñòàëî áûòü,

f(x) = eαxQk(x) = eαx(b0x
k + b1x

k−1 + . . .+ bk−1x+ bk). (3)

Çäåñü, â ñâîþ î÷åðåäü, ìû ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíîñòè.
1) ×èñëî α íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Pn(λ) = λn + a1λ
n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0

ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Äëÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìû ñîõðàíèì ñòðóêòóðó (3), ò. å. áóäåì

èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

y∗ = eαxQ̃k(x) = eαx(c0x
k + c1x

k−1 + . . .+ ck−1x+ ck), (4)

ãäå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû c0, c1, . . . , ck ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (4)
â óðàâíåíèå (1), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ eαxQ̃k(x)

(y∗)′ = αeαxQ̃k(x) + eαxQ̃′
k(x),

(y∗)′′ = α2eαxQ̃k(x) + 2αeαxQ̃′
k(x) + eαxQ̃′′

k(x),

· · · · · · · · · · · · · · ·
(y∗)(n) = αneαxQ̃k(x) + nαn−1eαxQ̃′

k(x) + . . .+ eαxQ̃
(n)
k (x).
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Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì:

Lny
∗ = eαx

(
Pn(α)Q̃k(x) + P ′

n(α)Q̃
′
k(x) +

P ′′
n (α)

2!
Q̃′′
k(x) + . . .+ Q̃

(n)
k (x)

)
= eαxQk(x).

Îòñþäà

Pn(α)Q̃k(x) + P ′
n(α)Q̃

′
k(x) +

P ′′
n (α)

2!
Q̃′′
k(x) + . . .+ Q̃

(n)
k (x) = Qk(x). (5)

Êàê ñëåäóåò èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû ôóíêöèé 1, x, . . . , xk (�3, ïðèìåð 1) äâà ïî-
ëèíîìà òîæäåñòâåííî ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû êîýôôèöèåíòû ýòèõ ïîëèíîìîâ
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó, ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ x â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ìû ïðèäåì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

xk : Pn(α)c0 = b0,

xk−1 : Pn(α)c1 + P ′
n(α)kc0 = b1,

· · · · · · · · · · ·
x0 : Pn(α)ck + P ′

n(α)ck−1 + . . .+ P
(k)
n (α)c0 = bk

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîñêîëüêó çäåñü ó íàñ Pn(α) ̸= 0, òî èç ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ ìû îäíîçíà÷íî íàõîäèì êîýôôèöèåíò c0, çàòåì èç âòîðîãî � c1, . . . , èç ïîñëåäíåãî
� ck. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Ïîäñòàíîâêà åå ðåøåíèÿ â
(4) äàñò íàì ÷àñòíîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).
2) ×èñëî α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè r.
Â ýòîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî,

Pn(α) = P ′
n(α) = . . . = P (r−1)

n (α) = 0, P (r)
n (α) ̸= 0,

ïîýòîìó, êàê ñëåäóåò èç (5), ìû äîëæíû ïîâûñèòü ñòåïåíü ïîëèíîìà Q̃k(x) íà r åäèíèö. Ïðîùå
âñåãî ýòî ñäåëàòü, óìíîæèâ åãî íà xr, ò. å. ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) çäåñü
íåîáõîäèìî èñêàòü â âèäå

y∗ = eαxxrQ̃k(x) = eαxxr(c0x
k + c1x

k−1 + . . .+ ck−1x+ ck). (6)

Â îñòàëüíîì âñå ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ.

II. Ïóñòü òåïåðü β ̸= 0 è, òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò ñïåöèàëüíûé âèä (2).
Îáîçíà÷èì λ = α+ βi. Ïîñêîëüêó

eλx = eαx cosβx+ ieαx sinβx, eλ̄x = eαx cosβx− ieαx sinβx,

òî, ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ýòè äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:

eαx cosβx =
1

2

(
eλx + eλ̄x

)
, eαx sinβx = − i

2

(
eλx − eλ̄x

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâóþ ÷àñòü (2) ìû ìîæåì çàïèñàòü êàê ñóììó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ
ôóíêöèé

f(x) =
1

2
(Qk(x)− iRl(x))e

λx +
1

2
(Qk(x) + iRl(x))e

λ̄x. (7)

Ôóíêöèè Qk(x)± iRl(x) äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé x ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûå ïîëèíîìû ñòåïåíè m = max{k, l}.
×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìû è çäåñü áóäåì èñêàòü ïî âèäó ïðàâîé

÷àñòè (2) â ôîðìå
y∗ = eαxxr(Q̃m(x) cosβx+ R̃m(x) sinβx), (8)

ãäå r � êðàòíîñòü êîðíÿ λ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (r = 0, åñëè λ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì),
Q̃m(x), R̃m(x) � ïîëèíîìû ñòåïåíè m ñ äåéñòâèòåëüíûìè íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Ýòî ðåøåíèå, êàê è ïðàâóþ ÷àñòü (7), ìû, ðàçóìååòñÿ, ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé:

y∗ =
1

2
xr(Q̃m(x)− iR̃m(x))e

λx +
1

2
xr(Q̃m(x) + iR̃m(x))e

λ̄x. (9)
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

Lny =
1

2
(Qk(x)− iRl(x))e

λx (10)

ñ êîìïëåêñíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå â ôîðìå

y∗1 =
1

2
xr(Q̃m(x)− iR̃m(x))e

λx.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 1
2(Q̃m(x) − iR̃m(x)) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè m äåé-

ñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé x ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî, êàê è âûøå â ñëó÷àå β = 0,

êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïîëèíîìà, à, çíà÷èò, è äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ Q̃m(x)
è R̃m(x) ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî íàéòè ïîäñòàíîâêîé ðåøåíèÿ y∗1 â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå (10) è ïðèðàâíèâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x.
Âîñïîëüçîâàâøèñü, äàëåå, çàìå÷àíèåì 2, ñäåëàííûì â �3, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî êîìï-

ëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ê ðåøåíèþ y∗1 ôóíêöèÿ

y∗2 =
1

2
xr(Q̃m(x) + iR̃m(x))e

λ̄x

ñëóæèò ðåøåíèåì ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Lny =
1

2
(Qk(x) + iRl(x))e

λ̄x

ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ (10).
Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (7), (9) è óæå óïîìèíàâøååñÿ çàìå÷àíèå 2 èç ïðåäûäóùåãî

ïàðàãðàôà, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ

y∗ = y∗1(x) + y∗2(x)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âèäà (8) äàííîãî ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (2).
Çàìå÷àíèå. Ïðè íàõîæäåíèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ ïðàâîé ÷à-

ñòüþ (2) êîíå÷íî æå íåò íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè ïðåäñòàâëÿòü ïðàâóþ ÷àñòü â âèäå (7), à
ðåøåíèå â ôîðìå (9). Ñëåäóåò ðåøåíèå (8) ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå (1) è, ñîêðàòèâ çàòåì îáå
÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà íà eαx, ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ôóíêöèÿõ
xs cosβx, xs sinβx, s = 0,m, èñïîëüçîâàâ èõ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó-
÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ
ïîëèíîìîâ Q̃m(x) è R̃m(x), èç êîòîðîé îíè îäíîçíà÷íî è îïðåäåëÿþòñÿ.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðàâîé ÷àñòüþ ñïåöèàëüíîãî âèäà

1) Ñíà÷àëà ìû íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå ȳ(x) ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (ïóíêò 1).
2) Çàòåì ïî âèäó ïðàâîé ÷àñòè ìû îïðåäåëÿåì ÷àñòíîå ðåøåíèå y∗(x) äàííîãî ëèíåéíîãî

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä (3), òî ÷àñòíîå ðåøåíèå ñëåäóåò

èñêàòü â âèäå (6), ãäå r � êðàòíîñòü êîðíÿ α õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è r = 0, åñëè
α êîðíåì íå ÿâëÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò áîëåå îáùóþ ñòðóêòóðó (2),
òî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ðàçûñêèâàòü â ôîðìå (8) (r � êðàò-
íîñòü êîðíÿ λ = α+βi õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � r = 0). Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå â èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôè-

öèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ôóíêöèÿõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîëó÷èâøåãîñÿ òîæäåñòâà, ìû

ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöè-

åíòîâ ïîëèíîìîâ, âõîäÿùèõ â èñêîìîå ðåøåíèå, èç êîòîðîé îíè è íàõîäÿòñÿ åäèíñòâåííûì

îáðàçîì.

3) Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 2 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ìû çàïèñûâàåì îáùåå ðåøåíèå

äàííîãî ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

y = y∗(x) + ȳ(x).
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Ïðèìåð. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′′ + 4y′ = 2x2 − 1 + e−x(3x+ 2)− 5 cos 2x. (11)

Ðåøåíèå. Äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè è ïðàâîé ÷àñòüþ, ðàâíîé ñóììå òðåõ ôóíêöèé

f1(x) = 2x2 − 1, f2(x) = e−x(3x+ 2), f3(x) = −5 cos 2x

ñïåöèàëüíîãî âèäà (2).
Íàéäåì ñíà÷àëà îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ
y′′′ + 4y′ = 0.

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
λ3 + 4λ = 0

èìååò êîðíè
λ1 = 0, λ2,3 = µ2 ± ν2i = ±2i.

Ïåðâîìó êîðíþ ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîå ðåøåíèå

y1 = eλ1x = 1,

à ïàðå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé � ïàðà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé

y2 = eµ2x cos ν2x = cos 2x, y3 = eµ2x sin ν2x = sin 2x.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ȳ = C1 + C2 cos 2x+ C3 sin 2x.

Íàéäåì òåïåðü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîé èç óêàçàííûõ ïðàâûõ ÷àñòåé.
Ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′′ + 4y′ = 2x2 − 1 (12)

èìååò âèä (3) ïðè α = 0 è Q2(x) = 2x2 − 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì êîðíåì
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (r = 1), áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) â âèäå
(6):

y∗1 = xeαx(b1x
2 + b2x+ b3) = b1x

3 + b2x
2 + b3x.

Ïîñêîëüêó
(y∗1)

′ = 3b1x
2 + 2b2x+ b3, (y

∗
1)

′′ = 6b1x+ 2b2, (y
∗
1)

′′′ = 6b1,

òî ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå (12)

6b1 + 4(3b1x
2 + 2b2x+ b3) = 2x2 − 1

è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì

x2 : 12b1 = 2,

x : 8b2 = 0,

x0 : 6b1 + 4b3 = −1,

îòêóäà

b1 =
1

6
, b2 = 0, b3 = −1

2
è, ñòàëî áûòü,

y∗1 =
1

6
x(x2 − 3).

Íàéäåì, äàëåå, ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y′′′ + 4y′ = e−x(3x+ 2). (13)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêæå èìååò âèä (3), ãäå α = −1, Q1(x) = 3x + 2. Ïîñêîëüêó
÷èñëî α íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(13) ìû áóäåì èñêàòü â âèäå (4):

y∗2 = eαx(c1x+ c2) = e−x(c1x+ c2).
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Òðèæäû äèôôåðåíöèðóÿ åãî, ïîëó÷èì:

(y∗2)
′ = e−x(−c1x+ c1 − c2), (y

∗
2)

′′ = e−x(c1x− 2c1 + c2), (y
∗
2)

′′′ = e−x(−c1x+ 3c1 − c2).

Òîãäà ïîäñòàíîâêà â (13) äàåò

e−x(−c1x+ 3c1 − c2) + 4e−x(−c1x+ c1 − c2) = e−x(3x+ 2)

è, çíà÷èò,
−5c1x+ 7c1 − 5c2 = 3x+ 2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
−5c1 = 3, 7c1 − 5c2 = 2,

îòêóäà

c1 = −3

5
, c2 = −31

25
.

Òàêèì îáðàçîì,

y∗2 = − 1

25
e−x(15x+ 31).

Îñòàëîñü, íàêîíåö, îòûñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y′′′ + 4y′ = −5 cos 2x. (14)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (14) èìååò ñòðóêòóðó (2) ïðè α = 0, β = 2, Q0(x) = −5, R0(x) = 0,
ïðè÷åì, êàê ìû óñòàíîâèëè âûøå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ÷èñëà ±βi ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè
êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ÷àñòíîå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ìû
áóäåì ðàçûñêèâàòü â ôîðìå

y∗3 = xeαx(d1 cosβx+ d2 sinβx) = x(d1 cos 2x+ d2 sin 2x).

Òðè åãî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû

(y∗3)
′ = d1 cos 2x+ d2 sin 2x+ x(−2d1 sin 2x+ 2d2 cos 2x),

(y∗3)
′′ = −4d1 sin 2x+ 4d2 cos 2x+ x(−4d1 cos 2x− 4d2 sin 2x),

(y∗3)
′′′ = −12d1 cos 2x− 12d2 sin 2x+ x(8d1 sin 2x− 8d2 cos 2x).

Ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè äàííîãî ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå (14) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî

−8d1 cos 2x− 8d2 sin 2x = −5 cos 2x.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ôóíêöèÿõ ñëåâà è ñïðàâà â ýòîì òîæäåñòâå,
ïîëó÷èì

cos 2x : −8d1 = −5,

sin 2x : −8d2 = 0,
îòêóäà

d1 =
5

8
, d2 = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,

y∗3 =
5

8
x cos 2x.

Òîãäà, êàê èçâåñòíî (�3, çàìå÷àíèå 2), ñëîæèâ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (12) � (14), ìû
íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (11):

y∗ = y∗1(x) + y∗2(x) + y∗3(x) =
1

6
x(x2 − 3)− 1

25
e−x(15x+ 31) +

5

8
x cos 2x.

Çàïèøåì èñêîìîå îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (11):

y = y∗(x) + ȳ(x) =
1

6
x(x2 − 3)− 1

25
e−x(15x+ 31) +

5

8
x cos 2x+ C1 + C2 cos 2x+ C3 sin 2x.
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�5. Î ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ èññëåäóåìîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ íå îäíî
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, à ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùàÿ íåñêîëüêî íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé âìåñòå ñ èõ ïðîèçâîäíûìè. Íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì âòîðîãî çàêîíà

äèíàìèêè (Íüþòîíà) äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé m â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà
òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

mx′′ = Fx(t, x, y, z, x
′, y′, z′),

my′′ = Fy(t, x, y, z, x
′, y′, z′),

mz′′ = Fz(t, x, y, z, x
′, y′, z′),

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé çàïèñàíû êîîðäèíàòû Fx, Fy, Fz ðàâíîäåéñòâóþùåé ñèë,
äåéñòâóþùèõ íà òî÷ó, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè t, òåêóùèõ êîîðäèíàò x = x(t), y = y(t), z = z(t)
äàííîé òî÷êè è êîîðäèíàò x′ = x′(t), y′ = y′(t), z′ = z′(t) åå ñêîðîñòè.

Ñèñòåìîé n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå èëè, êîðî÷å, íîðìàëüíîé
ñèñòåìîé n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà

y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn),

y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn),

· · · · · · · ·
y′n = fn(x, y1, y2, . . . , yn),

(1)

ãäå x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, y1 = y1(x), y2 = y2(x), . . . , yn = yn(x) � èñêîìûå ôóíêöèè,
fk(x, y1, y2, . . . , yn), k = 1, n � çàäàííûå íåïðåðûâíûå â íåêîòîðîé îáëàñòè D åâêëèäîâà ïðîñò-
ðàíñòâà Rn+1 ôóíêöèè.
Ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü n íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ â

íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèé

y1 = y1(x), y2 = y2(x), . . . , yn = yn(x), (2)

êîòîðûå â îáëàñòèD îáðàùàþò â òîæäåñòâî ïî ïåðåìåííîé x êàæäîå èç óðàâíåíèé íîðìàëüíîé
ñèñòåìû (1).
Êàê è ïðè èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà, â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ñèñòåìà (1) èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, â ïðîöåññå åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü n
îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ è, ñòàëî áûòü, ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû çàâèñèò îò n ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ. ×òîáû íàéòè êàêîå-íèáóäü êîíêðåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñëåäóåò ïîä÷èíèòü
åãî n äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì.
Çàäà÷à Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû (1) çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ (2) äàííîé

ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïðè x = x0 íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

y1(x0) = y10, y2(x0) = y20, . . . , yn(x0) = yn0, (3)

ãäå y10, y20, . . . , yn0 � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è òî÷êàM0(x0, y10, y20, . . . , yn0) ïðèíàä-
ëåæèò îáëàñòè D.
Ôóíêöèè (2) ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü, êàê óðàâíåíèÿ íåêîòîðîé ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ (2) â
Rn, êîòîðàÿ ïðè x = x0 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó N0(y10, y20, . . . , yn0). Â ÷àñòíîñòè, â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

x′ = f1(t, x, y, z),

y′ = f2(t, x, y, z),

z′ = f3(t, x, y, z)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
x(t0) = x0, y(t0) = y0, z(t0) = z0

ñîîòâåòñòâóåò ëèíèÿ L ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x(t), y = y(t), z = z(t),

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó N0(x0, y0, z0).
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x

y

z
L

N0

z

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû, êîòîðàÿ ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ íà ïðàâûå ÷àñòè
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ýòîé ñèñòåìû.
Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè fk(x, y1, y2, . . . , yn), k = 1, n â ïðàâûõ ÷àñòÿõ

íîðìàëüíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) íåïðåðûâíû âìåñòå ñ ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè ïî âñåì ïåðåìåííûì y1, y2, . . . , yn â îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè

M0(x0, y10, y20, . . . , yn0) èç îáëàñòè D ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè äëÿ äàííîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3).
Ââåäåì ïîíÿòèå îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1). Ôóíêöèè

y1 = y1(x,C1, C2, . . . , Cn), y2 = y2(x,C1, C2, . . . , Cn), . . . , yn = yn(x,C1, C2, . . . , Cn), (4)

ãäå C1, C2, . . . , Cn � ïîñòîÿííûå, ñîñòàâëÿþò îáùåå ðåøåíèå íîðìàëüíîé ñèñòåìû (1), åñëè äëÿ
ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3) èç îáëàñòè D ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé
ïîñòîÿííûõ C1 = C10, C2 = C20, . . . , Cn = Cn0, ïîäñòàíîâêà êîòîðîé â (4) äàåò íåïðîäîëæà-
åìîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè.

Ïîêàæåì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà â íîðìàëüíîé ôîðìå

y(n) = f
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
(5)

ñ íåïðåðûâíîé â íåêîòîðîé îáëàñòè D ïðîñòðàíñòâà Rn+1 è óäîâëåòâîðÿþùåé â íåé óñëîâèÿì
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðàâîé ÷àñòüþ ìû âñåãäà ìîæåì ïðèâåñòè

ê íîðìàëüíîé ñèñòåìå n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1).
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ââåñòè n íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé

y1 = y(x), y2 = y′(x), . . . , yn = y(n−1)(x), (6)

êîòîðûå, î÷åâèäíî, ñâÿçàíû ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
y′1 = y2,

y′2 = y3,

· · · · · · ·
y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn).

(7)

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (5) è ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (7) ðàâíîñèëü-
íû â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäîìó ðåøåíèþ y(x) óðàâíåíèÿ ïî ôîðìóëàì (6) ñîîòâåòñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû è, íàîáîðîò, êàæäîìó ðåøåíèþ y1(x), y2(x), . . . , yn(x) ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé îòâå÷àåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = y1(x) óðàâíåíèÿ. Ïåðâîå ñëåäóåò èç ñàìîãî
ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû (7), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî çàìåòèì, ÷òî èç ïåðâûõ n− 1

óðàâíåíèé ñèñòåìû y2 = y′1, y3 = y′′1 , . . . , yn = y
(n−1)
1 è, çíà÷èò, èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ

y′n = y
(n)
1 = f

(
x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1

)
,

ò. å. ôóíêöèÿ y = y1(x) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5). Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
â òîì è äðóãîì ñëó÷àå ñëåäóåò èç òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.
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Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âåðíî òàêæå è îáðàòíîå, à èìåííî, íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî
ïîðÿäêà âèäà (5).
Èçëîæèì çäåñü ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ýòî ñäåëàòü,

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà n− 1 ðàç, à âñå îñòàëüíûå ïðàâûå ÷àñòè � (n− 2) ðàç â îáëàñòè D.
Èñêëþ÷èì èç ñèñòåìû (1) íåèçâåñòíûå ôóíêöèè y2(x), y3(x), . . . , yn(x). Äëÿ ýòîãî ïðîäèô-

ôåðåíöèðóåì ïî ïåðåìåííîé x îáå ÷àñòè ïåðâîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (1), èñïîëüçîâàâ ïðàâè-
ëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ (ãëàâà VIII, �2) è âûðàæåíèÿ
äëÿ ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé èç óðàâíåíèé ñèñòåìû:

y′′1 = ∂xf1 + ∂y1f1 · y′1 + ∂y2f1 · y′2 + . . .+ ∂ynf1 · y′n = ∂xf1 + f1∂y1f1 + f2∂y2f1 + . . .+ fn∂ynf1.

Òàêèì îáðàçîì,
y′′1 = f̃2(x, y1, y2, . . . , yn).

Àíàëîãè÷íî, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ äàëåå ïî ïåðåìåííîé x îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ,
ïîëó÷èì ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ âûêëàäîê:

y′′′1 = f̃3(x, y1, y2, . . . , yn).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîñëå n− 1 øàãîâ ïðèäåì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y
(n)
1 = f̃n(x, y1, y2, . . . , yn). (8)

Îòìåòèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå óêàçàííîãî ïðîöåññà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

f̃k+1 = ∂xf̃k + f1∂y1 f̃k + f2∂y2 f̃k + . . .+ fn∂yn f̃k, k = 1, n− 1, (9)

ïðè÷åì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî f̃1 = f1.
Ðàññìîòðèì, äàëåå, ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn),

y′′1 = f̃2(x, y1, y2, . . . , yn),

· · · · · · · ·
y
(n−1)
1 = f̃n−1(x, y1, y2, . . . , yn)

(10)

ïîðÿäêà n− 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìó (10) ìû ìîæåì â îáëàñòè D îäíîçíà÷íî ðàçðåøèòü

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé y2(x), y3(x), . . . , yn(x). Ïî òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ 1

ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè â îáëàñòè D

J(x, y1, y2, . . . , yn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂y2f1 ∂y3f1 . . . ∂ynf1

∂y2 f̃2 ∂y3 f̃2 . . . ∂yn f̃2
. . . . . .

∂y2 f̃n−1 ∂y3 f̃n−1 . . . ∂yn f̃n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, (11)

÷òî ìû è áóäåì ïðåäïîëàãàòü. Ðàçðåøèâ ñèñòåìó (10) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé óêàçàííûõ âûøå,
ïîëó÷èì:

y2=φ2

(
x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1

)
, y3=φ3

(
x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1

)
, . . . , yn=φn

(
x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1

)
. (12)

Ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ ôóíêöèé â (8) ïðèâîäèò íàñ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ n-ãî
ïîðÿäêà

y
(n)
1 = f

(
x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1

)
, (13)

ãäå f
(
x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1

)
� íåïðåðûâíàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòèD1 ïðîñòðàíñòâà Rn+1 ôóíêöèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (11) ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) è
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (13) ðàâíîñèëüíû.

1Ýòó òåîðåìó ìîæíî íàéòè âî âòîðîì òîìå äâóõòîìíèêà Ë.Ä. Êóäðÿâöåâà èëè ïåðâîì òîìå òðåõòîìíèêà

Ã.Ì. Ôèõòåíãîëüöà, èìåþùèõñÿ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y1(x), y2(x), . . . , yn(x) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1), òî, êàê ñëåäóåò èç ñàìîãî
àëãîðèòìà èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, ôóíêöèÿ y1(x) ñëóæèò ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (13), à ôóíêöèè y2(x), y3(x), . . . , yn(x) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (12).
Îáðàòíî, ïóñòü ôóíêöèÿ y1(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13). Äàí-

íàÿ ôóíêöèÿ âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè, âû÷èñëåííûìè ïî ôîðìóëàì (12) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
(10) è óðàâíåíèþ (8). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ïåðâîãî èç óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû:

y′′1 = ∂xf1 + ∂y1f1 · y′1 + ∂y2f1 · y′2 + . . .+ ∂ynf1 · y′n.
Âû÷èòàÿ èç îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû (10), ïîëó÷èì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (9):

∂y2f1(y
′
2 − f2) + ∂y3f1(y

′
3 − f3) + . . .+ ∂ynf1(y

′
n − fn) = 0.

Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè âòîðîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (10) è ó÷èòûâàÿ òðåòüå
óðàâíåíèå è (9), ìû ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

∂y2 f̃2(y
′
2 − f2) + ∂y3 f̃2(y

′
3 − f3) + . . .+ ∂yn f̃2(y

′
n − fn) = 0.

Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìû ÷åðåç n− 1 øàãîâ óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà

∂y2 f̃n−1(y
′
2 − f2) + ∂y3 f̃n−1(y

′
3 − f3) + . . .+ ∂yn f̃n−1(y

′
n − fn) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó èç n− 1 ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé 

∂y2f1(y
′
2 − f2) + ∂y3f1(y

′
3 − f3) + . . .+ ∂ynf1(y

′
n − fn) = 0,

∂y2 f̃2(y
′
2 − f2) + ∂y3 f̃2(y

′
3 − f3) + . . .+ ∂yn f̃2(y

′
n − fn) = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
∂y2 f̃n−1(y

′
2 − f2) + ∂y3 f̃n−1(y

′
3 − f3) + . . .+ ∂yn f̃n−1(y

′
n − fn) = 0,

â êîòîðîé â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè

y′2 − f2, y
′
3 − f3, . . . , y

′
n − fn.

Îñíîâíàÿ ìàòðèöà äàííîé ñèñòåìû èìååò â îáëàñòè D íåíóëåâîé îïðåäåëèòåëü (11), ïîýòîìó
ýòà ñèñòåìà îáëàäàåò åäèíñòâåííûì íóëåâûì ðåøåíèåì è, ñòàëî áûòü,

y′2 = f2, y
′
3 = f3, . . . , y

′
n = fn.

Ïðèñîåäèíèâ ñþäà è ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (10), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèè

y1(x), y2(x), . . . , yn(x)

ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû (1).
Åñëè ìû çíàåì îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13), òî, èñïîëüçîâàâ ôîðìóëû

(12), ìû ìîæåì íàéòè òàêæå è îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1).
Ïðèìåð. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé{

y′ = x+ 2y + z3,

z′ =
y

z2
.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî ïåðå-
ìåííîé x îáå ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è ïîäñòàâèâ äàëåå âìåñòî ïðîèçâîäíîé z′ åå
âûðàæåíèå èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì:

y′′ = 1 + 2y′ + 3z2z′ =⇒ y′′ = 1 + 2y′ + 3y.

Òàêèì îáðàçîì, èñêëþ÷èâ èç ñèñòåìû íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ z(x), ìû ïðèøëè ê äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ − 2y′ − 3y = 1 (14)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè y(x). Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðàâîé ÷àñòüþ ñïåöèàëüíîãî âèäà (�4, ïóíêò 2).
Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λ2 − 2λ− 3 = 0
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ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′ − 2y′ − 3y = 0

ðàâíû λ1 = −1, λ2 = 3. Ñëåäîâàòåëüíî,

ȳ = C1e
−x + C2e

3x

� îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.
×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (14), ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó åãî ïðàâîé ÷àñòè ìû

áóäåì èñêàòü â âèäå y∗ = a, a ∈ R. Ïîäñòàâèâ ýòî ðåøåíèå â (14), ïîëó÷èì −3a = 1, îòêóäà
a = −1

3 è, çíà÷èò,

y∗ = −1

3
.

Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (14):

y = y∗(x) + ȳ(x) = −1

3
+ C1e

−x + C2e
3x.

Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî y′ = 3C2e
3x−C1e

−x, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äàííîé ñèñòåìû ìû íàõîäèì

z = 3
√
y′ − 2y − x =

3

√
C2e3x − 3C1e−x +

2

3
− x.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä:
y = −1

3
+ C1e

−x + C2e
3x,

z = 3

√
C2e3x − 3C1e−x +

2
3 − x.

�6. Ïðèáëèæåííîå èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âîçíèêàþò äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå íå èíòåãðèðóþòñÿ â êâàäðàòóðàõ èëè èõ ðåøåíèÿ èìåþò î÷åíü
ãðîìîçäêèé âèä èëè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò íàéòè íåèçâåñòíîå ðåøåíèå ñ çàðàíåå çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
Ðàññìîòðèì äâà òàêèõ ìåòîäà ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (1)

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äèôôåðåíöèðóåìîé äîñòàòî÷íîå ÷èñëî
ðàç â íåêîòîðîé îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè ïðàâîé ÷àñòüþ f(x, y). Ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííî â îáëàñòè D íà íåêîòîðîì îòðåçêå [x0, x0 + l], l > 0, ÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû,
ñôîðìóëèðîâàííîé â �1.
Äîêàæåì ñíà÷àëà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ïðèáëèæåííûõ ðàâåíñòâ äëÿ íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [x0, x0 + l] ôóíêöèè y = y(x) :

y(x+ h) = y(x) + hy′(x) + o(h),

y
(
x+ h

2

)
= y(x) + h

2 y
′ (x+ h

2

)
+ o(h),

y(x+ h) = y(x) + hy′
(
x+ h

2

)
+ o(h).

(2)

Âî âñåõ ýòèõ ðàâåíñòâàõ x � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà [x0, x0+ l), 0 < h
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà, o(h) � áåñêîíå÷íî ìàëûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì h, ò. å.

lim
h→0

o(h)

h
= 0.

Óáåäèìñÿ, íàïðèìåð, â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî èç ðàâåíñòâ (2). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

φ(h) = y(x+ h)− y(x)− hy′
(
x+

h

2

)
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è, âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ïðîèçâîäíîé è åå íåïðåðûâíîñòüþ â òî÷êå x, íàéäåì:

lim
h→0

φ(h)

h
= lim

h→0

y(x+ h)− y(x)

h
− lim
h→0

y′
(
x+

h

2

)
= y′(x)− y′(x) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, φ(h) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì h è

y(x+ h) = y(x) + hy′
(
x+

h

2

)
+ φ(h),

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Îïóñòèâ ïðè ìàëûõ h â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (2) áåñêîíå÷íî ìàëûå o(h), ìû ïîëó÷èì

ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà

y(x+ h) ≈ y(x) + hy′(x), (3)

y

(
x+

h

2

)
≈ y(x) +

h

2
y′
(
x+

h

2

)
, (4)

y(x+ h) ≈ y(x) + hy′
(
x+

h

2

)
, (5)

êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íèæå.

a) Ìåòîä Ýéëåðà (ëîìàíûõ).
Ðàçîáüåì îòðåçîê [x0, x0 + l] íà n ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ ðàâíîé äëèíû h = l

n è îáîçíà÷èì
÷åðåç

xk = x0 + kh, k = 0, n

òî÷êè ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýòèõ òî÷åê ìû áóäåì íàçûâàòü ñåòêîé, äàííûå
òî÷êè � óçëàìè ñåòêè, à ÷èñëî h � øàãîì ñåòêè.
Ïóñòü y = y(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), à yk ≈ y(xk), k = 1, n � ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ

ðåøåíèÿ â óçëàõ ñåòêè.
Ìû ïîñëåäîâàòåëüíî íàéäåì âñå çíà÷åíèÿ

y1, y2, . . . , yn,

åñëè âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåííûì ðàâåíñòâîì (3) ïðè x = xk, k = 0, n− 1. Â ñàìîì äåëå, ïðè
k = 0

y(x1) = y(x0 + h) ≈ y(x0) + hy′(x0) = y0 + hf(x0, y0)

è, ñòàëî áûòü,
y1 = y0 + hf(x0, y0).

Àíàëîãè÷íî, åñëè k = 1, òî

y(x2) = y(x1 + h) ≈ y(x1) + hy′(x1) = y(x1) + hf(x1, y(x1))

è, çíà÷èò,
y2 = y1 + hf(x1, y1).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ÷åðåç n øàãîâ íàéäåì

yn = yn−1 + hf(xn−1, yn−1).

Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà ìåòîäà Ýéëåðà èìååò âèä:

yk+1 = yk + hf(xk, yk), k = 0, n− 1. (6)

Ïîä÷åðêèâàÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìåòîäà Ýéëåðà, åãî íàçûâàþò èíîãäà ìåòîäîì ëîìà-

íûõ. ×òîáû äàòü ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äàííîãî ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíèì
îòðåçêàìè ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè Oxy òî÷êè

(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn). (7)
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x0 x0+l
x

y

O

y= yHxL

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ëîìàíóþ, çâåíüÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè êàñàòåëüíûõ ê èíòåãðàëü-
íûì êðèâûì äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ïåðâûå n − 1 òî÷åê
(7). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé òàêîé òî÷êè (xk, yk), k = 0, n− 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç ỹk(x) ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ỹk(xk) = yk. Òîãäà, êàê èçâåñòíî (ãëàâà
V, �1, ôîðìóëà (1)),

y = ỹk(xk) + ỹ′k(xk)(x− xk) ⇐⇒ y = yk + f(xk, yk)(x− xk)

� óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåíèþ ỹk(x) â äàííîé
òî÷êå. Ïîäñòàâèâ â ýòî óðàâíåíèå âìåñòî x çíà÷åíèå xk+1, ìû íàéäåì yk+1 = yk+hf(xk, yk) è,
çíà÷èò, êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (xk+1, yk+1).
Îáñóäèì òåïåðü âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ýéëåðà. Ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå ýòîãî

ìåòîäà ìû ìåíÿåì ïðèðàùåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ åãî äèôôåðåíöèàëîì ïî ôîðìóëå (3), ò. å.
ëèíåéíîé ÷àñòüþ ïðèðàùåíèÿ, òî, åñòåñòâåííî, òðóäíî îæèäàòü, ÷òî òî÷íîñòü ìåòîäà Ýéëåðà
áóäåò âûñîêîé. Â êóðñå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî,
åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â
îáëàñòè D, òî ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ýéëåðà

εn = max
k=1,n

|y(xk)− yk|

èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî øàãà ñåòêè h è, òàêèì îáðàçîì, äàííûé ìåòîä
èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

b) Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà.

Âîçüìåì òó æå ñåòêó, ÷òî è â ìåòîäå Ýéëåðà. Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [xk, xk+1], k = 0, n− 1

y′(s) = f(s, y(s)), s ∈ [xk, xk+1].

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî òîæäåñòâà â ïðåäåëàõ îò xk äî xk+1, ïîëó÷èì
xk+1∫
xk

y′(s)ds = y(xk+1)− y(xk) =

xk+1∫
xk

f(s, y(s))ds,

îòêóäà

y(xk+1) = y(xk) +

xk+1∫
xk

f(s, y(s))ds. (8)

Çàìåíèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) åãî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì ïî ôîðìóëå

ïàðàáîë (ãëàâà VII, �6), ðàçáèâ îòðåçîê [xk, xk+1] íà äâå ðàâíûå ÷àñòè:
xk+1∫
xk

f(s, y(s))ds ≈ h

6

(
f(xk, y(xk)) + 4f

(
xk +

h

2
, y

(
xk +

h

2

))
+ f(xk+1, y(xk+1))

)
. (9)

Îáîçíà÷èì

g̃k1 = hf(xk, y(xk)), g̃k2 = hf

(
xk +

h

2
, y(xk) +

g̃k1
2

)
,

g̃k3 = hf

(
xk +

h

2
, y(xk) +

g̃k2
2

)
, g̃k4 = hf(xk + h, y(xk) + g̃k3).
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Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèâ ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû (3) è (4) ïðè x = xk, ïðè÷åì ïåðâóþ èç
íèõ ñ ïîëîâèííûì øàãîì, ïîëó÷èì, ñ îäíîé ñòîðîíû,

f

(
xk +

h

2
, y

(
xk +

h

2

))
≈ g̃k2

h
,

à, ñ äðóãîé, �

f

(
xk +

h

2
, y

(
xk +

h

2

))
≈ g̃k3

h
.

Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (5) äëÿ x = xk äàåò íàì

f(xk+1, y(xk+1)) ≈
g̃k4
h
.

Ïîäñòàíîâêà âñåõ íàéäåííûõ âûðàæåíèé â (9), à çàòåì è â (8) ïðèâîäèò íàñ ê ïðèáëèæåí-
íîìó ðàâåíñòâó

y(xk+1) ≈ y(xk) +
1

6
(g̃k1 + 2g̃k2 + 2g̃k3 + g̃k4).

Ïîëüçóÿñü ïîñëåäíåé ôîðìóëîé, ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ óçëà x0, âû÷èñëèòü
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ðàñ÷åòíóþ ôîðìóëó

ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà:

yk+1 = yk +
1

6
(gk1 + 2gk2 + 2gk3 + gk4), k = 0, n− 1, (10)

ãäå
gk1 = hf(xk, yk),

gk2 = hf

(
xk +

h

2
, yk +

gk1
2

)
,

gk3 = hf

(
xk +

h

2
, yk +

gk2
2

)
,

gk4 = hf(xk + h, yk + gk3).

Ôîðìóëà (10) ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà õîòÿ è ñëîæíåå ôîðìóëû (6) ìåòîäà Ýéëåðà, ïîñêîëüêó íà
êàæäîì øàãå ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ÷åòûðå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x, y), íî çàòî îíà îáëàäàåò
ãîðàçäî áîëüøåé òî÷íîñòüþ. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòûðåæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè D, òî ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà ñðàâíèìà ñ
h4 è, òàêèì îáðàçîì, äàííûé ìåòîä èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

Çàìå÷àíèå. Ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ε > 0 çäåñü, êàê è ïðè ïðèáëèæåííîì
âû÷èñëåíèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ãëàâà VII, �6), öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ïðàâèëî Ðóíãå
äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè. Äëÿ ýòîãî ïðèáëèæåííî âû÷èñëèì ìåòîäîì Ýéëåðà èëè Ðóíãå-Êóòòà
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1) â óçëàõ ñåòêè ñ øàãîì h è â óçëàõ â äâà ðàçà áîëåå ãóñòîé ñåòêè ñ
øàãîì h

2 . Îáîçíà÷èì ýòè ðåøåíèÿ ÷åðåç yh è yh
2
, ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðåáóåìàÿ

òî÷íîñòü äîñòèãíóòà, åñëè âî âñåõ ñîâïàäàþùèõ óçëàõ ýòèõ ñåòîê âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣yh − yh
2

∣∣∣
2s − 1

< ε,

ãäå s � ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà, ò. å. s = 1 è s = 4 äëÿ ìåòîäîâ Ýéëåðà è
Ðóíãå-Êóòòà, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè çäåñü
ñëåäóåò âçÿòü yh

2
.

Ïðèìåð. Íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′ =
x

y
+
y

x
, y(1) = 1

íà îòðåçêå [1, 2] a) ìåòîäîì Ýéëåðà ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−2 è b) ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ñ

òî÷íîñòüþ ε = 10−7.
Ðåøåíèå. Çäåñü

f(x, y) =
x

y
+
y

x
, x0 = 1, y0 = 1, l = 1.
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a) Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå (6) ïðè n = 10 è n = 20. Øàãè ñåòîê ðàâíû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, h = 0, 1 è h

2 = 0, 05. Âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè ìû îöåíèì ïî ïðàâèëó Ðóíãå. Ñðàâíèì
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñ òî÷íûì

y = x
√
1 + 2 lnx,

êîòîðîå ìû ìîæåì íàéòè, ïðîèíòåãðèðîâàâ äàííîå óðàâíåíèå êàê îäíîðîäíîå èëè óðàâíåíèå
Áåðíóëëè. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé1 ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

x yh yh
2

y
∣∣∣yh − yh

2

∣∣∣ ∣∣∣y − yh
2

∣∣∣
1 2 3 4 5 6

1,05 1,1 1,10004 0,0000374139
1,1 1,2 1,20011 1,20027 0,000108225 0,000162842
1,15 1,30049 1,30083 0,000346678
1,2 1,40076 1,40124 1,40182 0,00048735 0,000570356
1,25 1,50245 1,50327 0,000821769
1,3 1,60316 1,60415 1,60524 0,000990607 0,00109277
1,35 1,70636 1,70774 0,00137773
1,4 1,80757 1,80912 1,81079 0,00155527 0,00167267
1,45 1,91242 1,9144 0,00197475
1,5 2,01413 2,01628 2,01856 0,00215116 0,00228187
1,55 2,12069 2,12328 0,0025925
1,6 2,22288 2,22564 2,22855 0,00276258 0,00290549
1,65 2,33114 2,33436 0,00321996
1,7 2,43379 2,43717 2,4407 0,00338089 0,00353528
1,75 2,54373 2,54758 0,00385093
1,8 2,6468 2,6508 2,65497 0,00400115 0,00416652
1,85 2,75839 2,76287 0,00448178
1,9 2,86185 2,86647 2,87127 0,00462051 0,00479647
1,95 2,97505 2,98016 0,00511043
2,0 3,07887 3,0841 3,08953 0,00523727 0,00542351

Ñîäåðæèìîå êîëîíîê 5 è 6 ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ε = 10−2 äîñòèãíóòà.
b) Àíàëîãè÷íî, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (10) ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà íà òåõ æå ñåòêàõ,

ïîëó÷èì:

x yh yh
2

y 1
15

∣∣∣yh − yh
2

∣∣∣ ∣∣∣y − yh
2

∣∣∣
1 2 3 4 5 6

1,05 1,10004 1,10004 1, 25611 · 10−8

1,1 1,20027 1,20027 1,20027 2, 04605 · 10−8 2, 05926 · 10−8

1,15 1,30083 1,30083 2, 60045 · 10−8

1,2 1,40182 1,40182 1,40182 2, 95935 · 10−8 2, 98197 · 10−8

1,25 1,50327 1,50327 3, 26221 · 10−8

1,3 1,60524 1,60524 1,60524 3, 44759 · 10−8 3, 47619 · 10−8

1,35 1,70774 1,70774 3, 64573 · 10−8

1,4 1,81079 1,81079 1,81079 3, 75241 · 10−8 3, 7849 · 10−8

1,45 1,9144 1,9144 3, 90296 · 10−8

1,5 2,01856 2,01856 2,01856 3, 971 · 10−8 4, 00619 · 10−8

1,55 2,12328 2,12328 4, 09889 · 10−8

1,6 2,22855 2,22855 2,22855 4, 14683 · 10−8 4, 18406 · 10−8

1Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû â ñðåäå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Mathematica.
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1 2 3 4 5 6
1,65 2,33436 2,33436 4, 26383 · 10−8

1,7 2,4407 2,4407 2,4407 4, 3008 · 10−8 4, 3397 · 10−8

1,75 2,54758 2,54758 4, 41278 · 10−8

1,8 2,65497 2,65497 2,65497 4, 44347 · 10−8 4, 48385 · 10−8

1,85 2,76287 2,76287 4, 55348 · 10−8

1,9 2,87127 2,87127 2,87127 4, 58037 · 10−8 4, 62211 · 10−8

1,95 2,98016 2,98016 4, 69005 · 10−8

2,0 3,08953 3,08953 3,08953 4, 71447 · 10−8 4, 75751 · 10−8

Òàêèì îáðàçîì è çäåñü íàéäåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è Êîøè ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ ε = 10−7, êîòîðàÿ, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ãîðàçäî âûøå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ,
ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì Ýéëåðà.
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