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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Íàñòîÿùèé ýëåêòðîííûé êîíñïåêò ëåêöèé ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ñòó-
äåíòîâ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ÁÍÒÓ, êîòîðàÿ ðàññ÷èòàíà íà ÷åòûðå ñåìåñòðà.
Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ó÷åáíèêà ÿ, íå ïðåòåíäóÿ íà áåçóïðå÷íîñòü, ñòðåìèëñÿ ê ïîëíîòå è

ñòðîãîñòè â ôîðìóëèðîâêàõ è äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé (îñîáåííî ýòî êàñàåòñÿ àíàëèçà).
Ïîëàãàþ, ÷òî ïî ýòîé ïðè÷èíå ó÷åáíèê íå ñòàë ïåðåãðóæåííûì, òàê êàê ÿ ñòàðàëñÿ âûáèðàòü
êîðîòêèå è ñîäåðæàòåëüíûå äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îñòàâàòüñÿ â ïðåäåëàõ îáúåìà
îòâåäåííûõ íà êóðñ ó÷åáíûõ ÷àñîâ. Îïóùåííûå çäåñü ãðîìîçäêèå äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ
óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïîìåùåí â êîíöå äàííîãî ïîñîáèÿ.
Èìåþùèåñÿ â êàæäîì ïàðàãðàôå íå âñåãäà òðèâèàëüíûå ïðèìåðû è äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî
ãðàôèêîâ äîïîëíÿþò è ïîÿñíÿþò èçëîæåíèå.
Òåêñò ëåêöèé ïîäãîòîâëåí ìíîé ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íàáîðà è âåðñòêè ñëîæíûõ òåêñòîâ

MiKTEX (ñîâðåìåííàÿ âåðñèÿ TEX 'à). Âñå èìåþùèåñÿ â òåêñòå ãðàôèêè ÿâëÿþòñÿ òî÷íû-
ìè, îíè ïîñòðîåíû â ñðåäå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Mathematica è çàòåì èíêàïñóëèðîâàíû â
òåêñò êàê PostScript-ôàéëû. Ïîëó÷èâøèéñÿ â èòîãå dvi -ôàéë áûë äëÿ áîëüøåé äîñòóïíîñòè
êîíâåðòèðîâàí â pdf -ôîðìàò. Åñëè âîçíèêíóò ïðîáëåìû ñ ïå÷àòüþ òåêñòà ëåêöèé, òî ÿ ìîãó
ïîðåêîìåíäîâàòü íåáîëüøóþ ïðîãðàììó GSview äëÿ ïðîñìîòðà è ïå÷àòè PostScript-ôàéëîâ,
êîòîðóþ ïî åå íàçâàíèþ íåñëîæíî îòûñêàòü â ñåòè Internet.
ß íàäåþñü, ÷òî ýòîò ó÷åáíèê íå îêàæåòñÿ ñîâåðøåííî áåñïîëåçíûì êàê äëÿ ñòóäåíòîâ-

ýíåðãåòèêîâ, òàê è äëÿ ìîèõ óâàæàåìûõ êîëëåã � ïðåïîäàâàòåëåé, ÷èòàþùèõ êóðñ ìàòåìàòèêè
íà ýíåðãåòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÁÍÒÓ.

2013 ã. Ï. Ëàñûé
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ÃËÀÂÀ I. ËÈÍÅÉÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ

�1. Ìàòðèöû è îïåðàöèè íàä íèìè

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Â ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿõ íàðÿäó ñ ÷èñëàìè ÷àñòî áûâàåò óäîáíûì èñïîëüçîâàòü ÷èñ-
ëîâûå òàáëèöû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè. Àïïàðàò òåîðèè ìàòðèö ýôôåêòèâíî ïðèìå-
íÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êàê ìû ñêîðî â ýòîì óáåäèìñÿ.
Ïåðåéäåì ê òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì.
Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöåé ðàçìåðíîñòè m×n íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà äåéñò-

âèòåëüíûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùàÿ èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ.

×èñëà, ñîñòàâëÿþùèå ìàòðèöó, íàçûâàþòñÿ åå ýëåìåíòàìè. Äëÿ äîñòóïà ê ýëåìåíòàì ìàò-
ðèöû èñïîëüçóþòñÿ äâà èíäåêñà: ïåðâûé óêàçûâàåò íà íîìåð ñòðîêè, âòîðîé � íà íîìåð ñòîëá-
öà, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ðàñïîëîæåí äàííûé ýëåìåíò.
Îáîçíà÷àþòñÿ ìàòðèöû, êàê ïðàâèëî, ïðîïèñíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè A,B,C, ..., èíîãäà

óêàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü, íàïðèìåð, Am×n. Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå ìàòðèöà çàïèñûâàåòñÿ êàê
òàáëèöà: 

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . .

am1 am2 . . . amn

 .

Áîëåå êîìïàêòíî ñ óêàçàíèåì ýëåìåíòîâ ìàòðèöà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå: A = (aij)m×n.
Ìàòðèöû A è B îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè âñå ýëåìåíòû îäíîé

ìàòðèöû ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì äðóãîé ìàòðèöû.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå âèäû ìàòðèö.
Ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, íàçûâàåòñÿ íóëü-ìàòðèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç O.
Ìàòðèöà, ó êîòîðîé ÷èñëî ñòðîê ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ, íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé. Ðàçìåðíîñòü

êâàäðàòíîé ìàòðèöû ÷àñòî íàçûâàþò åå ïîðÿäêîì.
×èñëà a11, a22, . . . , ann â êâàäðàòíîé ìàòðèöå A = (aij)n×n íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè

ýëåìåíòàìè. Ñîâîêóïíîñòü äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿåò ãëàâíóþ äèàãîíàëü êâàäðàò-
íîé ìàòðèöû.
Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû åäèíèöå, à âñå îñòàëüíûå �

íóëþ, íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç En, ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû.
Òàêèì îáðàçîì,

En =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . .
0 0 . . . 1

 .

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíîé, åñëè âñå åå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íèæå
(âûøå) ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ. Íàïðèìåð, òðåóãîëüíîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
. . . . . .
0 0 . . . ann

 .
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Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ òðàïåöèåâèäíîé, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

a11 a12 . . . a1r a1,r+1 . . . a1n
0 a22 . . . a2r a2,r+1 . . . a2n
. . . . . . . . . . .
0 0 . . . arr ar,r+1 . . . arn
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0


.

2. Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè

Ââåäåì ñíà÷àëà ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè.
Ïðîèçâåäåíèåì äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà λ íà ìàòðèöó A = (aij)m×n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

λA = (λaij)m×n.

Ñóììîé äâóõ ìàòðèö A = (aij)m×n è B = (bij)m×n îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà

A+B = (aij + bij)m×n.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû ñóììû ìàòðèö ðàâíû ñóììàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äàííûõ
ìàòðèö.
Ðàçíîñòü ìàòðèö A è B ìîæíî îïðåäåëèòü êàê A−B = A+ (−1)B.
Ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ïðèìåð. Äàíû ìàòðèöû

A =

(
−2 3 0 −4
1 −3 4 −2

)
, B =

(
3 −2 1 5

−4 −1 −3 0

)
.

Íàéòè ìàòðèöó −2A+ 3B.
Ðåøåíèå.

−2A =

(
4 −6 0 8

−2 6 −8 4

)
, 3B =

(
9 −6 3 15

−12 −3 −9 0

)
.

Òîãäà

−2A+ 3B =

(
13 −12 3 23

−14 3 −17 4

)
.

Îïðåäåëèì òåïåðü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìàòðèöó-ñòðîêó è
ìàòðèöó-ñòîëáåö ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ò. å.

a =
(
a1 a2 . . . an

)
, b =


b1
b2
...
bn

 .

Ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ñòðîêè è ñòîëáöà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî1

ab = a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn =

n∑
k=1

akbk.

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûå ñîãëàñîâàííûå ìàòðèöû A = (aij)m×n è B = (bij)n×p, ó ïåðâîé
èç êîòîðûõ ÷èñëî ñòîëáöîâ ðàâíî ÷èñëó ñòðîê âòîðîé ìàòðèöû. Îáîçíà÷èì ñòðîêó ñ íîìåðîì
i ìàòðèöû A ÷åðåç ai∗, à ñòîëáåö ñ íîìåðîì j ìàòðèöû B ÷åðåç b∗j .
Ïðîèçâåäåíèåì äàííûõ ñîãëàñîâàííûõ ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

AB = (ai∗b∗j)m×p

1×àñòî äëÿ ñóììû n ÷èñåë c1 + c2 + . . .+ cn ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êîðîòêîå îáîçíà÷åíèå
n∑

k=1

ck.
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ðàçìåðíîñòè m × p, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû ïðîèçâåäåíèÿì ñòðîê ìàòðèöû A íà ñòîëáöû
ìàòðèöû B.
Ïðèìåð. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå ñîãëàñîâàííûõ ìàòðèö

A =


1 −2

−3 0
4 5

−2 1

 è B =

(
2 −1 3

−1 3 4

)
.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîê ìàòðèöû A íà ñòîëáöû ìàòðèöû B.

a1∗b∗1 = 1 · 2 + (−2) · (−1) = 4; a1∗b∗2 = 1 · (−1) + (−2) · 3 = −7; a1∗b∗3 = 1 · 3 + (−2) · 4 = −5;
a2∗b∗1 = −3 · 2 + 0 · (−1) = −6; a2∗b∗2 = −3 · (−1) + 0 · 3 = 3; a2∗b∗3 = −3 · 3 + 0 · 4 = −9;
a3∗b∗1 = 4 · 2 + 5 · (−1) = 3; a3∗b∗2 = 4 · (−1) + 5 · 3 = 11; a3∗b∗3 = 4 · 3 + 5 · 4 = 32;
a4∗b∗1 = −2 · 2 + 1 · (−1) = −5; a4∗b∗2 = −2 · (−1) + 1 · 3 = 5; a4∗b∗3 = −2 · 3 + 1 · 4 = −2.

Îñòàëîñü çàïèñàòü èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö:

AB =


4 −7 −5

−6 3 −9
3 11 32

−5 5 −2

 .

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö1.
1) AO = O; OA = O;
2) AEn = A; EmA = A;
3) (A+B)C = AC +BC; A(B + C) = AB +AC;
4) (AB)C = A(BC).
Ïåðâûå òðè ñðàçó ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Äîêàæåì ïîñëåäíåå ñâîé-

ñòâî. Ïóñòü çàäàíû òðè ìàòðèöû A = (aij)m×n, B = (bij)n×p, C = (cij)p×q. Ýëåìåíò dij ïðîèç-
âåäåíèÿ (AB)C ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñòðîêè ñ íîìåðîì i ìàòðèöû AB íà ñòîëáåö ñ íîìåðîì j
ìàòðèöû C :

dij = (ai∗B) c∗j =

p∑
k=1

(ai∗b∗k)ckj =

p∑
k=1

(
n∑

l=1

ailblk

)
ckj .

Ïîìåíÿâ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â ïîñëåäíåé äâîéíîé ñóììå, ïîëó÷èì:

dij =
n∑

l=1

ail

(
p∑

k=1

blkckj

)
=

n∑
l=1

ail(bl∗c∗j) = ai∗ (Bc∗j) ,

÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè ñ íîìåðîì i ìàòðèöû A íà ñòîëáåö ñ íîìåðîì j
ìàòðèöû BC. Òåì ñàìûì ñâîéñòâî 4 äîêàçàíî.
Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ÷èñåë ìàòðèöû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììóòèðóþò (íå ïåðåñòà-

íîâî÷íû). Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé
Êîíòðïðèìåð. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû

A =

(
1 2
3 4

)
, B =

(
1 −1

−1 1

)
íå êîììóòèðóþò.

Äåéñòâèòåëüíî,

AB =

(
−1 1
−1 1

)
, BA =

(
−2 −2
2 2

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòèõ ìàòðèö AB ̸= BA.
Çàìå÷àíèå.Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, ââåäåì çäåñü îïðåäåëåíèå n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà Rn, êàê ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ñîâîêóïíîñòåé n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Êàæäóþ

1Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ìàòðèöû â ñâîéñòâàõ ñîãëàñîâàíû.
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òàêóþ ñîâîêóïíîñòü ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

(x1, x1, . . . , xn) èëè


x1
x2
...
xn


è íàçûâàòü n-ìåðíûì âåêòîðîì.
Î÷åâèäíî, êàæäûé âåêòîð ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé-ñòðîêîé

èëè ìàòðèöåé-ñòîëáöîì, ïîýòîìó íà âåêòîðû àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ ëèíåéíûå îïåðàöèè,
êîòîðûå ìû îïðåäåëèëè âûøå äëÿ ìàòðèö.

�2. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû è åãî ñâîéñòâà

Ïîçíàêîìèìñÿ òåïåðü ñ òàêîé âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ìàòðèöû, êàê îïðåäåëèòåëü. Ââå-
äåì ïðåäâàðèòåëüíî ïîíÿòèå ïåðåñòàíîâêè è èçó÷èì íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà.

1. Ïåðåñòàíîâêè

Ïåðåñòàíîâêîé n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1, 2, ..., n íàçûâàåòñÿ ñòðîêà

(i1, i2, . . . , in), (1)

ñîäåðæàùàÿ âñå ýòè ÷èñëà.
Ïåðâûì ýëåìåíòîì ïåðåñòàíîâêè ìîæåò áûòü ëþáîå èç ÷èñåë 1, 2, ..., n, âòîðûì � ëþáîå èç

îñòàâøèõñÿ n − 1 ÷èñåë è òàê äàëåå, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê äàííûõ
÷èñåë ðàâíî n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 = n! (÷èòàåòñÿ n-ôàêòîðèàë).
Äâà ÷èñëà â ïåðåñòàíîâêå íàõîäÿòñÿ â èíâåðñèè, åñëè áîëüøåå èç íèõ èìååò ìåíüøèé íîìåð.

×èñëî âñåõ èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (1) ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(i1, i2, . . . , in).
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïåðåñòàíîâêà (1) íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè â íåé ÷èñëî σ(i1, i2, . . . , in) ÷åòíî

è íå÷åòíîé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Îòìåòèì äâà ñâîéñòâà ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íèæå.
Ëåììà 1. Õàðàêòåð ÷åòíîñòè ïåðåñòàíîâêè èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé, åñëè â íåé

ïîìåíÿòü ìåñòàìè êàêèå-íèáóäü äâà ýëåìåíòà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ðÿäîì ñòîÿùèå
ýëåìåíòû k è l ïåðåñòàíîâêè. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî èíâåðñèé â íîâîé ïåðåñòàíîâêå èçìåíèòñÿ
íà åäèíèöó, à èìåííî, óâåëè÷èòñÿ íà åäèíèöó, åñëè k è l íå íàõîäèëèñü â èíâåðñèè, èëè íà-
ñòîëüêî æå óìåíüøèòñÿ, åñëè îíè íàõîäèëèñü â èíâåðñèè. Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåð ÷åòíîñòè
ïåðåñòàíîâêè èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëà k è l
ðàçäåëÿþò s äðóãèõ ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè. Òîãäà ïîìåíÿòü ìåñòàìè äàííûå ýëåìåíòû ìû
ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåñòàâëÿÿ ÷èñëî k ñ s ïðîìåæóòî÷íûìè ýëåìåíòàìè, à çàòåì ïåðå-
ñòàâëÿÿ ÷èñëî l â îáðàòíîì ïîðÿäêå ñ ýëåìåíòîì k è âñåìè s ïðîìåæóòî÷íûìè. Â ðåçóëüòàòå
ìû âûïîëíèì 2s + 1 îáìåíîâ ðÿäîì ñòîÿùèõ ýëåìåíòîâ è, òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåð ÷åòíî-
ñòè èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêè èçìåíèòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç è, ñëåäîâàòåëüíî, îí èçìåíèòñÿ íà
ïðîòèâîïîëîæíûé. Ë å ì ì à ä î ê à ç à í à.
Èç ýòîé ëåììû ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî êîëè÷åñòâó

íå÷åòíûõ. Â ñàìîì äåëå, ïîìåíÿâ ìåñòàìè ëþáûå äâà ýëåìåíòà â êàæäîé èç p ÷åòíûõ ïåðåñòà-
íîâîê, ìû ïîëó÷èì p íå÷åòíûõ è, ñëåäîâàòåëüíî, p ≤ q, ãäå q � êîëè÷åñòâî íå÷åòíûõ ïåðåñòàíî-
âîê. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà p ≥ q. Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ
è ñëåäóåò, ÷òî p = q.
Ëåììà 2. Ïóñòü

(i1, i2, . . . , in−1) (2)

� ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, . . . , n− 1. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî j èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} è âñòà-

âèì åãî â ïåðåñòàíîâêó (2) íà ìåñòî ñ íîìåðîì i, ñäâèíóâ âïðàâî íà îäíó ïîçèöèþ âñå åå

ýëåìåíòû ñ íîìåðàìè i, i+ 1, . . . , n− 1 è óâåëè÷èâ íà åäèíèöó âñå íå ìåíüøèå, ÷åì j ýëåìåí-
òû ýòîé ïåðåñòàíîâêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâêó

(j1, j2, . . . , jn) (3)



10

÷èñåë 1, 2, . . . , n. ×åòíîñòè ïåðåñòàíîâîê (2) è (3) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

(−1)σ(j1,j2,...,jn) = (−1)i+j+σ(i1,i2,...,in−1).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ýëåìåíò j â ïåðåñòàíîâêå (3) ñòîèò íà ïåðâîì
ìåñòå. Òîãäà, î÷åâèäíî, êîëè÷åñòâî èíâåðñèé â ýòîé ïåðåñòàíîâêå ðàâíî σ(i1, i2, . . . , in−1)+j−1.
Ïåðåãîíèì òåïåðü ÷èñëî j íà ìåñòî ñ íîìåðîì i, ïîñëåäîâàòåëüíî îáìåíèâàÿ åãî ñî ñëåäóþùèìè
i− 1 ýëåìåíòàìè. Ïî ëåììå 1 õàðàêòåð ÷åòíîñòè ïåðåñòàíîâêè èçìåíèòñÿ i− 1 ðàç è, çíà÷èò,

(−1)σ(j1,j2,...,jn) = (−1)i−1(−1)σ(i1,i2,...,in−1)+j−1 = (−1)i+j+σ(i1,i2,...,in−1).

2. Îïðåäåëèòåëü è åãî âû÷èñëåíèå äëÿ ìàòðèö âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n :

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . .
an1 an2 . . . ann

 .

Ñîñòàâèì ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ äàííîé ìàòðèöû, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è
êàæäîãî ñòîëáöà. Óïîðÿäî÷èâ ýëåìåíòû ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ íîìåðîâ ñòðîê,
ìû ìîæåì çàïèñàòü åãî â âèäå:

a1i1a2i2 · . . . · anin .
Íîìåðà ñòîëáöîâ â çàïèñàííîì ïðîèçâåäåíèè îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë 1, 2, . . . , n.
Îïðåäåëåíèå. ×èñëî, ðàâíîå ñóììå âñåõ n! ïðîèçâåäåíèé

(−1)σ(i1,i2,...,in)a1i1a2i2 · . . . · anin
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì äàííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A (îïðåäåëèòåëåì n-ãî ïîðÿäêà) è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |A| èëè detA. Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå îïðåäåëèòåëü çàïèñûâàåòñÿ êàê∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Íàéäåì ïîëüçóÿñü ýòèì îïðåäåëåíèåì âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëèòåëåé âòîðîãî è òðåòüåãî

ïîðÿäêîâ.
Òàê êàê σ(1, 2) = 0, σ(2, 1) = 1, òî∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà íàéäåì ÷èñëî èíâåðñèé â êàæ-
äîé èç ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3 :

σ(1, 2, 3) = 0, σ(2, 3, 1) = 2, σ(3, 1, 2) = 2,
σ(3, 2, 1) = 3, σ(2, 1, 3) = 1, σ(1, 3, 2) = 1.

Òîãäà∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî

òðåóãîëüíèêîâ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñî çíàêîì ” + ” ñëåäóåò áðàòü ïðîèçâåäåíèÿ ïî ñõåìå
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



11

à ñî çíàêîì ”− ” � ïî ñõåìå
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
2 1 −1
3 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ .
Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì òðåóãîëüíèêîâ: ∆ = −2 + 6− 6− 9− 8− 1 = −20.

3. Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ

1) Åñëè êàêàÿ-ëèáî ñòðîêà (ñòîëáåö) îïðåäåëèòåëÿ ñîñòîèò èç íóëåé, òî è îïðåäåëèòåëü

ðàâåí íóëþ.

2) Îáùèé ìíîæèòåëü ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè (ñòîëáöà) ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê

îïðåäåëèòåëÿ.

3) Åñëè âñå ýëåìåíòû êàêîé-íèáóäü ñòðîêè (ñòîëáöà) îïðåäåëèòåëÿ ðàâíû ñóììàì äâóõ

ñëàãàåìûõ, òî äàííûé îïðåäåëèòåëü ðàâåí ñóììå äâóõ îïðåäåëèòåëåé, â êîòîðûõ â óêàçàí-

íîé ñòðîêå (ñòîëáöå) ñòîÿò, ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâûå è âòîðûå ñëàãàåìûå, à îñòàëüíûå

ýëåìåíòû îáîèõ îïðåäåëèòåëåé òàêèå æå, êàê è â èñõîäíîì îïðåäåëèòåëå.

Ýòè ñâîéñòâà íàïðÿìóþ ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ.
4) Åñëè ïåðåñòàâèòü äâå êàêèå-íèáóäü ñòðîêè (ñòîëáöà) îïðåäåëèòåëÿ, òî îí ïîìåíÿåò

çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåñòàâèì, íàïðèìåð, äâå ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
îïðåäåëèòåëü, êàæäîå ñëàãàåìîå êîòîðîãî îòëè÷àåòñÿ çíàêîì îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî
èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ, òàê êàê ïî äîêàçàííîé â ïóíêòå 1 ëåììå 1 ÷åòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé
ïåðåñòàíîâêè âòîðûõ èíäåêñîâ èçìåíèòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.
5) Åñëè â îïðåäåëèòåëå ñîâïàäàþò (ïðîïîðöèîíàëüíû) äâå êàêèå-íèáóäü ñòðîêè (ñòîëáöà),

òî ýòîò îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

Â ñàìîì äåëå, åñëè â îïðåäåëèòåëå ñîâïàäàþò äâå êàêèå-íèáóäü ñòðîêè (ñòîëáöà), òî, ñ îäíîé
ñòîðîíû, îïðåäåëèòåëü ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó
åãî çíàê ïîìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Òàêèì îáðàçîì, |A| = −|A| è, ñòàëî áûòü, |A| = 0.
Åñëè æå â îïðåäåëèòåëå èìåþòñÿ äâå ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòðîêè (ñòîëáöà), òî ïîñëå âûíåñå-
íèÿ çà åãî çíàê ïî ñâîéñòâó 2) îáùåãî ìíîæèòåëÿ ýëåìåíòîâ ñòðîêè (ñòîëáöà), ìû ïîëó÷èì
îïðåäåëèòåëü ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè ñòðîêàìè (ñòîëáöàìè), êîòîðûé ðàâåí íóëþ.
6) Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ýëåìåíòàì êàêîé-íèáóäü ñòðîêè (ñòîëáöà) äîáà-

âèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà), óìíîæåííûå íà îäíî è òîæå

÷èñëî.

Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 3) è 5), òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûé îïðåäåëèòåëü ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ îïðåäåëèòåëåé, îäèí èç êîòîðûõ ðàâåí èñõîäíîìó, à â äðóãîì
èìåþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòðîêè (ñòîëáöû), è ïîýòîìó îí ðàâåí íóëþ.
Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü î÷åðåäíîå ñâîéñòâî, ââåäåì ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîãî äîïîëíå-

íèÿ ê ýëåìåíòó ìàòðèöû.
Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij)n×n ìû áóäåì

íàçûâàòü ÷èñëî
Aij = (−1)i+j∆ij ,

ãäå ∆ij � îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n− 1, ïîëó÷åííûé èç îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ìàòðèöû âû÷åðêèâà-
íèåì i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà.
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7) Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ýëåìåíòàì ñòðîêè (ñòîëáöà).
Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-íèáóäü ñòðîêè (ñòîëá-
öà) íà ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

|A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin

èëè

|A| = a1jA1j + a2jA2j + . . .+ anjAnj .

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïåðâóþ èç ýòèõ ôîðìóë. Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîé
ôîðìóëû ñîäåðæèò âñå ñëàãàåìûå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A. Âûðàæåíèå

ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin

ñîäåðæèò n(n−1)! = n! ðàçëè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A, âçÿòûõ
ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ñîîòâåòñòâèå çíàêîâ.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïðîèçâåäåíèå

aijAij = (−1)i+jaij∆ij .

Êàæäîå ñëàãàåìîå îïðåäåëèòåëÿ ∆ij ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ äàííîé ìàò-
ðèöû, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà, èñêëþ÷àÿ ñòðîêó ñ íîìåðîì i
è ñòîëáåö ñ íîìåðîì j. Çíàê ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè

(i1, i2, . . . , in−1)

÷èñåë 1, 2, . . . , n−1. Óìíîæèâ äàííîå ïðîèçâåäåíèå íà ÷èñëî (−1)i+jaij è ïîñòàâèâ ìíîæèòåëü
aij íà ìåñòî ñ íîìåðîì i, ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû
A ñ ïåðåñòàíîâêîé âòîðûõ èíäåêñîâ (j1, j2, . . . , jn) è çíàêîì (−1)i+j+σ(i1,i2,...,in−1), êîòîðûé ïî
ëåììå 2 ïóíêòà 1 ñîîòâåòñòâóåò ÷åòíîñòè ïåðåñòàíîâêè (j1, j2, . . . , jn).

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïîðÿäêà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ n îïðåäåëè-
òåëåé (n− 1)-ãî ïîðÿäêà.
Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣∣∣∣∣∣
4 2 −3
1 −5 0

−2 3 1

∣∣∣∣∣∣ .
Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ýëåìåíòàì âòîðîé ñòðîêè:

∆ = −1 ·
∣∣∣∣ 2 −3
3 1

∣∣∣∣− 5 ·
∣∣∣∣ 4 −3
−2 1

∣∣∣∣− 0 = −11 + 10 = −1.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû

A =


a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
. . . . . .
0 0 . . . ann

 .

Ðàçëàãàÿ ýòîò è ñëåäóþùèå îïðåäåëèòåëè ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïîëó÷èì:

|A| = a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 a23 . . . a2n
0 a33 . . . a3n
. . . . . .
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22

∣∣∣∣∣∣∣∣
a33 a34 . . . a3n
0 a44 . . . a4n
. . . . . .
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 · . . . · ann,

òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ.
8) Ñóììà ïðîèçâåäåíèé n äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ýëå-

ìåíòàì êàêîé-íèáóäü ñòðîêè (ñòîëáöà) ðàâíà îïðåäåëèòåëþ, â êîòîðîì â óêàçàííîé ñòðîêå

(ñòîëáöå) ðàñïîëîæåíû äàííûå ÷èñëà, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè ýëåìåíòàìè èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ.

Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåãî.
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9) Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-íèáóäü ñòðîêè (ñòîëáöà) íà àëãåáðàè÷åñêèå äî-

ïîëíåíèÿ ê ýëåìåíòàì êàêîé-íèáóäü äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà) îïðåäåëèòåëÿ ðàâíà íóëþ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó ýòà ñóììà ïðîèçâåäåíèé ðàâíà îïðåäåëèòåëþ ñ
äâóìÿ ñîâïàäàþùèìè ñòðîêàìè (ñòîëáöàìè), à òàêîé îïðåäåëèòåëü ïî ñâîéñòâó 5) ðàâåí íóëþ.
10) Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ýòèõ ìàòðèö,

ò. å.

det(AB) = detA · detB.

Äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì.

�3. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Îïðåäåëåíèå. Îáðàòíîé ê êâàäðàòíîé ìàòðèöå A = (aij)n×n íàçûâàåòñÿ îáîçíà÷àåìàÿ

÷åðåç A−1 ìàòðèöà, äëÿ êîòîðîé AA−1 = A−1A = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé òîé æå ðàçìåð-
íîñòè, ÷òî è ìàòðèöà A.
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáðàòíîé ìàòðèöû, ñëåäóþùèå èç åå îïðåäåëåíèÿ.
a) Ó ìàòðèöû íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëüøå îäíîé îáðàòíîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ ìàòðèöû A èìåþòñÿ äâå îáðàòíûå A−1
1 è A−1

2 . Òîãäà

AA−1
1 = AA−1

2 = E.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåâà íà ìàòðèöó A−1
1 , ïîëó÷èì A−1

1 = A−1
2 .

b) (A−1)−1 = A.
c) Åñëè äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è B îäíîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóþò îáðàòíûå, òî è ó

ìàòðèöû AB òàêæå ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ, ïðè÷åì

(AB)−1 = B−1A−1.

Âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò.
Òåîðåìà (êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñò-

âîâàëà ìàòðèöà, îáðàòíàÿ äàííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äàííàÿ ìàòðèöà áûëà

íåâûðîæäåííîé, òî åñòü ÷òîáû åå îïðåäåëèòåëü áûë íå ðàâåí íóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïóñòü äëÿ
ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà èç ðàâåíñòâà AA−1 = E, âîñïîëüçîâàâøèñü
ñâîéñòâîì 10) îïðåäåëèòåëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ïîëó÷àåì: det(AA−1) = detA · detA−1 =
detE = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, detA ̸= 0.
Óáåäèìñÿ òåïåðü â òîì, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Ïðîâåðèì, ÷òî îáðàòíîé ê äàííîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ñî
ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé1:

A−1 =
1

|A|


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . .
A1n a2n . . . Ann

 .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè AA−1 = (bij)n×n, òî

bij =
1

|A|
(ai1Aj1 + ai2Aj2 + . . .+ ainAjn) ,

îòêóäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè 7) è 9) îïðåäåëèòåëÿ (�2, ïóíêò 3), çàêëþ÷àåì:

bij =

{
1, i = j,
0, i ̸= j,

ò. å. AA−1 = E. Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî A−1A = E. Ò å î ð å ì à ä î ê à ç à í à.

1Â ñòðîêàõ óêàçàííîé íèæå ìàòðèöû çàïèñàíû àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ýëåìåíòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñòîëáöîâ.
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Ïðèìåð. Íàéòè îáðàòíóþ ê ìàòðèöå

A =

 0 −1 3
−2 3 1
1 −2 3

 .

Ðåøåíèå. Íàéäåì ñíà÷àëà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû: |A| = −1+12− 9− 6 = −4 ̸= 0. Îáðàòíàÿ
ìàòðèöà ñóùåñòâóåò. Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ýëåìåíòàì äàííîé ìàòðèöû:

A11 =

∣∣∣∣ 3 1
−2 3

∣∣∣∣ = 11; A21 = −
∣∣∣∣ −1 3
−2 3

∣∣∣∣ = −3; A31 =

∣∣∣∣ −1 3
3 1

∣∣∣∣ = −10;

A12 = −
∣∣∣∣ −2 1

1 3

∣∣∣∣ = 7; A22 =

∣∣∣∣ 0 3
1 3

∣∣∣∣ = −3; A32 = −
∣∣∣∣ 0 3
−2 1

∣∣∣∣ = −6;

A13 =

∣∣∣∣ −2 3
1 −2

∣∣∣∣ = 1; A23 = −
∣∣∣∣ 0 −1
1 −2

∣∣∣∣ = −1; A33 =

∣∣∣∣ 0 −1
−2 3

∣∣∣∣ = −2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

A−1 = −1

4

 11 −3 −10
7 −3 −6
1 −1 −2

 .

Îáðàòíóþ ìàòðèöó ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

AX = B

ñ èçâåñòíûìè ìàòðèöàìè A è B, ïðè÷åì ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Óìíîæàÿ îáå
÷àñòè äàííîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ñëåâà íà îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1, ïîëó÷èì:

A−1(AX) = A−1B ⇐⇒ (A−1A)X = A−1B ⇐⇒ EX = A−1B ⇐⇒ X = A−1B.

Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ XA = B ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà X = BA−1, à ðå-
øåíèåì ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AXB = C ñ íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè A è B ÿâëÿåòñÿ
ìàòðèöà X = A−1CB−1.

�4. Ðàíã ìàòðèöû è åãî âû÷èñëåíèå

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó A = (aij)m×n.
Ìèíîðîì ïîðÿäêà k ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè âûáðàí-

íûõ k ñòðîê è k ñòîëáöîâ äàííîé ìàòðèöû.
Îïðåäåëåíèå. Ðàíãîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé èç ïîðÿäêîâ íåíóëåâûõ ìè-

íîðîâ ýòîé ìàòðèöû. Îáîçíà÷àåòñÿ ðàíã ÷åðåç rangA.
Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî rangO = 0. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî 0 ≤ rangA ≤ min{m,n}.
Ïðèìåð 1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû

A =

 2 −3 1 −2 5
−4 6 −2 6 −1
−6 9 −3 8 −6

 .

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ìèíîð, íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâûõ äâóõ ñòðîê è ïåðâîãî è
÷åòâåðòîãî ñòîëáöîâ:

A =

∣∣∣∣ 2 −2
−4 6

∣∣∣∣ = 4 ̸= 0.

Âñå æå ìèíîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà ýòîé ìàòðèöû ðàâíû íóëþ, òàê êàê òðåòüÿ ñòðîêà ðàâíà
ðàçíîñòè âòîðîé è ïåðâîé ñòðîê. Ñëåäîâàòåëüíî, rangA = 2.
Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, âû÷èñëåíèå ðàíãà ìàòðèöû ÷åðåç ìèíîðû ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðó-

äîåìêîé çàäà÷åé, îñîáåííî äëÿ ìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü îáúåì
âû÷èñëåíèé ïîçâîëÿåò äðóãîé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàòðèöû.
Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä åå ñòðî-

êàìè èëè ñòîëáöàìè:
1) ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû;
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2) óìíîæåíèå ñòðîêè (ñòîëáöà) íà íåíóëåâîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;
3) äîáàâëåíèå ê ñòðîêå (ñòîëáöó) äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà), óìíîæåííîé íà äåéñòâèòåëü-

íîå ÷èñëî.

Òîò ôàêò, ÷òî ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî âûïîëíåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê A −→ B.
Òåîðåìà. Ðàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè åå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïî ñâîéñòâàì 2) è 4) îïðåäåëèòåëÿ (�2, ïóíêò 3) ìèíîðû èñõîäíîé ìàòðè-
öû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ìèíîðîâ ïðåîáðàçîâàííîé ðàçâå ëèøü çíàêîì èëè íåíóëåâûì ìíîæè-
òåëåì, ÷òî, åñòåñòâåííî, íå îòðàæàåòñÿ íà ðàíãå ìàòðèöû. Ïóñòü òåïåðü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà
èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ òðåòüåãî ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ê ñòðîêå ñ íîìåðîì i äîáàâëåíà ñòðîêà ñ íîìåðîì j, óìíîæåííàÿ íà äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî λ. Âîçüìåì â ìàòðèöå A′ ìèíîð M ïîðÿäêà r > rangA (åñëè òàêîãî ìèíîðà íåò,
òî rangA′ ≤ rangA). Ýòîò ìèíîð ëèáî ñîâïàäàåò ñ ìèíîðîì ìàòðèöû A, ëèáî ïî ñâîéñòâàì
3), 2), 4) îïðåäåëèòåëÿ îí ðàâåí ñóììå äâóõ ìèíîðîâ ìàòðèöû A ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, îäèí èç êîòîðûõ ðàâåí 1, à âòîðîé λ èëè −λ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïî îïðåäåëåíèþ
ðàíãà ìàòðèöû ìèíîð M ðàâåí 0. Ñëåäîâàòåëüíî, rangA′ ≤ rangA. Òî÷íî òàêæå ìû ìîæåì
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî rangA ≤ rangA′, òàê êàê ìàòðèöà A ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû
A′ âû÷èòàíèåì èç åå ñòðîêè ñ íîìåðîì i ñòðîêè ñ íîìåðîì j, óìíîæåííîé íà ÷èñëî λ. Òà-
êèì îáðàçîì, è äëÿ òðåòüåãî ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ rangA = rangA′, ÷òî è çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè åå ñ

ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê áîëåå ïðîñòîé � òðàïåöèåâèäíîé, ðàíã êîòîðîé ëåãêî
íàõîäèòñÿ. Èçëîæèì ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì, êîòîðûé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íèæå ïðè
ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
Èòàê, ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . .

am1 am2 . . . amn

 .

Åñëè A = O, òî rangA = 0. Ïóñòü òåïåðü A ̸= O. Ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî a11 ̸= 0, òàê
êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê
è ñòîëáöîâ. Ïðåâðàòèì òåïåðü â íóëè âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà, ðàñïîëîæåííûå íèæå
ïåðâîãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà a11. Äëÿ ýòîãî èç êàæäîé ñòðîêè ñ íîìåðîì1 i = 2,m äàííîé
ìàòðèöû âû÷òåì ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ÷èñëî ai1

a11
. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó:

a11 a12 . . . a1n
0 b22 . . . b2n
. . . . . .
0 bm2 . . . bmn

 .

Ïîâòîðÿÿ òåïåðü âñå ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî àáçàöà ïðèìåíèòåëüíî ê ïîëó÷åííîé
ìàòðèöå ñ âû÷åðêíóòûìè èç íåå ïåðâîé ñòðîêîé è ïåðâûì ñòîëáöîì è âñåì ïîñëåäóþùèì
ìàòðèöàì, ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ, íå ïðåâûøàþùåãî m − 1, ìû ïðèäåì ê òðàïåöèå-
âèäíîé ìàòðèöå

A1 =



a11 a12 . . . a1r a1,r+1 . . . a1n
0 b22 . . . b2r b2,r+1 . . . b2n
. . . . . . . . . . .
0 0 . . . crr cr,r+1 . . . crn
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0


1Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïîä çàïèñüþ p = 1, q ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî âåëè÷èíà p ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ 1, 2, . . . , q.
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ñ r íåíóëåâûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè a11, b22, . . . , crr.
Ðàíã ìàòðèöû A1 ðàâåí r, òàê êàê ìèíîð ýòîé ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûé ïåðâûõ åå r ñòðîêàõ

è ñòîëáöàõ ðàâåí a11b22 · . . . · crr ̸= 0, à âñå ìèíîðû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ñîäåðæàò íóëå-
âóþ ñòðîêó è ïîòîìó ðàâíû íóëþ. Òàê êàê ìàòðèöà A1 ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî rangA = rangA1 = r.
Çàìå÷àíèå. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà ìàòðèöó áûâàåò

èíîãäà óäîáíî ïðèâîäèòü ê ôîðìå, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò òðàïåöèåâèäíîé ïîðÿäêîì ñëåäîâà-
íèÿ ñòîëáöîâ.
Ïðèìåð 2. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû

A =

 2 3 4 1 −3
3 −2 −3 4 2
5 −1 2 3 −1

 .

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì ìàòðèöó ê òðàïåöèåâèäíîé ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

A −→

 2 3 4 1 −3
−5 −14 −19 0 14
−1 −10 −10 0 8

 −→

 2 3 4 1 −3
−5 −14 −19 0 14
0 −36 −31 0 26

 .

Çäåñü âòîðàÿ ìàòðèöà ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé âû÷èòàíèåì â íåé èç âòîðîé è òðåòüåé ñòðîê
ïåðâîé, óìíîæåííîé íà 4 è 3 ñîîòâåòñòâåííî, à çàòåì âòîðàÿ ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíà â òðå-
òüþ âû÷èòàíèåì èç ïîñëåäíåé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà 5, âòîðîé ñòðîêè. Ïåðåãíàâ â ïîñëåäíåé
ìàòðèöå ÷åòâåðòûé ñòîëáåö íà ïåðâîå ìåñòî, ïîëó÷èì òðàïåöèåâèäíóþ ìàòðèöó ñ òðåìÿ íåíó-
ëåâûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè. Ñëåäîâàòåëüíî, rangA = 3.

�5. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìîé m ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè (èëè,
êîðî÷å, ëèíåéíîé ñèñòåìîé) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà âèäà

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

· · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

ãäå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà aij , i = 1,m, j = 1, n � êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû, bi, i = 1,m �

ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñèñòåìû, xj , j = 1, n � íåèçâåñòíûå.

×èñëà x1 = c1, x2 = c2, . . . , xn = cn, êîòîðûå ïðè ïîäñòàíîâêå èõ â ñèñòåìó îáðàùàþò
êàæäîå èç óðàâíåíèé â âåðíîå ðàâåíñòâî, ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû. Åñëè ñèñòåìà
èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, èíà÷å � íåñîâìåñòíîé.
Ïðåäñòàâèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó â êîìïàêòíîé ìàòðè÷íîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþ-

ùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . .

am1 am2 . . . amn

− îñíîâíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû,

X =


x1
x2
...
xn

− ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ, B =


b1
b2
...
bm

− ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ äàííàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä:

AX = B.
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Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ íóëåâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ò. å. ñèñòåìà AX = O, íàçûâàåòñÿ îäíî-

ðîäíîé.

2. Ðåøåíèå íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè è íåâûðîæäåííîé îñíîâíîé
ìàòðèöåé. Òàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé.

Ðàññìîòðèì äâà ìåòîäà ðåøåíèÿ íåâûðîæäåííûõ ñèñòåì.

a) Ìåòîä îáðàòíîé ìàòðèöû.

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò-
ëè÷åí îò íóëÿ, òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìû ìîæåì íàéòè êàê ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ (�3)

AX = B

ïî ôîðìóëå
X = A−1B.

Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X1 è X2 �
äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Òîãäà AX1 = AX2 = B è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå óìíîæåíèÿ ñëåâà îáåèõ
÷àñòåé ïåðâîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ íà ìàòðèöó A−1, ïîëó÷èì, ÷òî X1 = X2.
Ïðèìåð 1. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

−x2 + 3x3 = 11,

−2x1 + 3x2 + x3 = −5,

x1 − 2x2 + 3x3 = 14.

Ðåøåíèå. Çäåñü

A =

 0 −1 3
−2 3 1
1 −2 3

 , X =

 x1
x2
x3

 , B =

 11
−5
14

 .

Â �3 áûë âû÷èñëåí îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû äàííîé ñèñòåìû |A| = −4 ̸= 0, ñëåäîâàòåëüíî, îíà
ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé. Òàì æå áûëà íàéäåíà è îáðàòíàÿ ìàòðèöà:

A−1 = −1

4

 11 −3 −10
7 −3 −6
1 −1 −2

 .

Òîãäà

X = A−1B = −1

4

 11 −3 −10
7 −3 −6
1 −1 −2

 11
−5
14

 = −1

4

 −4
8

−12

 =

 1
−2
3

 .

Òàêèì îáðàçîì, x1 = 1, x2 = −2, x3 = 3.

b) Ôîðìóëû Êðàìåðà.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì îáðàòíîé ìàòðèöû ÷åðåç àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ,
ïîëó÷èì: 

x1
x2
...
xn

 =
1

|A|


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . .
A1n a2n . . . Ann




b1
b2
...
bn

 ,

ñëåäîâàòåëüíî,

xj =
1

|A|
(b1A1j + b2A2j + . . .+ bnAnj) , j = 1, n.
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Ïî ñâîéñòâó 8) îïðåäåëèòåëÿ âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ðàâíî

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . b1 . . . a1n
a21 a22 . . . b2 . . . a2n
. . . . . . . . . .
an1 an2 . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
ò. å. îïðåäåëèòåëþ, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç îïðåäåëèòåëÿ ∆ = |A| îñíîâíîé ìàòðèöû
ñèñòåìû çàìåíîé â íåì ñòîëáöà ñ íîìåðîì j ñòîëáöîì ïðàâûõ ÷àñòåé. Òàêèì îáðàçîì, ðåøå-
íèå äàííîé íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ñëåäóþùèì
ôîðìóëàì Êðàìåðà:

xj =
∆j

∆
, j = 1, n.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
x1 − 2x2 + 3x3 = 0,

2x1 + x2 − x3 = 1,

3x1 − x2 − 2x3 = 0.

Ðåøåíèå. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ∆ = −20 (�2, ïóíêò 2), ñëåäîâàòåëüíî, îíà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-
äåííîé. Êðîìå òîãî,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
0 −2 3
1 1 −1
0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ −2 3
−1 −2

∣∣∣∣ = −7,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
1 0 3
2 1 −1
3 0 −2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1 3
3 −2

∣∣∣∣ = −11,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 0
2 1 1
3 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 1 −2
3 −1

∣∣∣∣ = −5.

Òîãäà ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà

x1 =
∆1

∆
=

7

20
, x2 =

∆2

∆
=

11

20
, x3 =

∆3

∆
=

1

4
.

3. Ðåøåíèå ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ (ìåòîä Ãàóññà)

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó îáùåãî âèäà:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

· · · · · · ·
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(1)

Îïðåäåëèì, êàê è äëÿ ìàòðèö, ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä óðàâíåíèÿìè ëèíåéíîé
ñèñòåìû. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ:
1) ïåðåñòàíîâêà äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû;
2) óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà îòëè÷íîå îò íóëÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;
3) äîáàâëåíèå ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòåé äðóãîãî óðàâíåíèÿ,

óìíîæåííûõ íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Âñå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, î÷åâèäíî, îáðàòèìû è ïîýòîìó èõ ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà,
ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé, ò. å. ñèñòåìà, ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîé, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû.
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Óïðîñòèì òåïåðü ñèñòåìó, ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíûå èç åå óðàâíåíèé ñ ïîìî-
ùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Äëÿ ýòîãî, ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû

Ã = (A|B) =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . .

am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1
b2
.
bm


ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä åå ñòðîêàìè ïðèâåäåì ê òðàïåöèåâèäíîé ôîðìå
ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, èçëîæåííîãî â �4. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó

Ã1 =



a11 a12 . . . a1r a1,r+1 . . . a1n
0 b22 . . . b2r b2,r+1 . . . b2n
. . . . . . . . . . .
0 0 . . . crr cr,r+1 . . . crn
0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1
c2
.
dr
dr+1

0
.
0


,

ãäå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû a11, b22, . . . , crr îòëè÷íû îò íóëÿ. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé
ìàòðèöà Ã1 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåííîé, èìååò âèä:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1rxr + a1,r+1xr+1 + . . .+ a1nxn = b1,

b22x2 + . . .+ b2rxr + b2,r+1xr+1 + . . .+ b2nxn = c2,

· · · · · · · · · · ·
crrxr + cr,r+1xr+1 + . . .+ crnxn = dr,

0 = dr+1.

(2)

Î÷åâèäíî, ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé ñ ïîìîùüþ òåõ æå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, êàêèìè ìàòðèöà Ã ïðèâåäåíà ê òðàïåöèåâèäíîé Ã1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà óïðîùåí-
íàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà äàííîé.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, êîòîðûå çäåñü âîçìîæíû.
a) dr+1 ̸= 0. Òîãäà ñèñòåìà (2), à, çíà÷èò, è ñèñòåìà (1) íåñîâìåñòíû.
b) dr+1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1rxr + a1,r+1xr+1 + . . .+ a1nxn = b1,

b22x2 + . . .+ b2rxr + b2,r+1xr+1 + . . .+ b2nxn = c2,

· · · · · · · · · · ·
crrxr + cr,r+1xr+1 + . . .+ crnxn = dr.

(3)

Çäåñü, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè.
b1) r < n. Èç ïîñëåäíåãî, ñàìîãî êîðîòêîãî, óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ìû íàõîäèì íåèçâåñò-

íîå xr, êîòîðîå ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåèçâåñòíûå xr+1, xr+2, . . . , xn, íàçûâàåìûå ñâîáîä-
íûìè. Äàëåå èç ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3), ïîäñòàâèâ â íåãî ïîëó÷åííîå âûðàæå-
íèå äëÿ íåèçâåñòíîãî xr, ìû îïðåäåëÿåì íåèçâåñòíîå xr−1.Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû íàéäåì
íåèçâåñòíûå x1, x2, . . . , xr, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè, ÷åðåç ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå. Íà
ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íåò, ïîýòîìó ïîäñòàâëÿÿ èõ ïðîèçâîëüíûå çíà-
÷åíèÿ xr+1 = c1, xr+2 = c2, . . . , xn = cn−r â ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ áàçèñíûõ íåèçâåñòíûõ,
ìû íàéäåì òåì ñàìûì ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (1). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà
èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

b2) r = n. Çäåñü ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ íåò è ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê
êàê âñå íåèçâåñòíûå îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ òàêèì æå îáðàçîì, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü êðèòå-

ðèé ñîâìåñòíîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû.
Òåîðåìà Êðîíåêåðà. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ðàíã îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí ðàíãó åå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû.
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Äîêàçàòåëüñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç âèäà ìàòðèöû Ã1, ê êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ ðàñøèðåí-
íàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû. Ñîâìåñòíîñòü èìååò ìåñòî è òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà dr+1 = 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî rangA = rang Ã1 = rang Ã.

Èç òåîðåìû Êðîíåêåðà ñëåäóåò, ÷òî åñëè rangA < rang Ã, òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(1) íåñîâìåñòíà, åñëè æå rangA = rang Ã = n, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è,
íàêîíåö, åñëè rangA = rang Ã < n, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû áåñ-

êîíå÷íî.
Ïðèìåð. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

−2x1 − x2 + 2x3 + x4 + 3x5 = 1,

3x1 + 2x2 − x3 − x4 − 2x5 = 2,

3x1 + x2 − x3 − 3x4 + 2x5 = 3.

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû ê òðàïåöèåâèäíîé ñ ïîìîùüþ ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä åå ñòðîêàìè: −2 −1 2 1 3

3 2 −1 −1 −2
3 1 −1 −3 2

∣∣∣∣∣∣
1
2
3

 −→

 −2 −1 2 1 3
4 3 0 −1 −1
0 −1 0 −2 4

∣∣∣∣∣∣
1
5
1

 .

Âòîðàÿ ìàòðèöà ïîëó÷åíà èç ïåðâîé âû÷èòàíèåì èç òðåòüåé ñòðîêè âòîðîé è äîáàâëåíèåì
êî âòîðîé ñòðîêå, óìíîæåííîé íà 2, ïåðâîé ñòðîêè. Ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ,
ìû ïîëó÷èëè òðàïåöèåâèäíóþ ìàòðèöó. Çäåñü, î÷åâèäíî, rangA = rang Ã, ïîýòîìó ñèñòåìà
ñîâìåñòíà. Îñòàëîñü ðåøèòü óïðîùåííóþ ñèñòåìó −2x1 −x2 +2x3 +x4 +3x5 = 1,

4x1 +3x2 −x4 −x5 = 5,
−x2 −2x4 +4x5 = 1.

Ïðèäàâàÿ ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì x4 è x5 ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ x4 = c1, x5 = c2, íàéäåì
áàçèñíûå íåèçâåñòíûå x1, x2, x3. Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ìû íàõîäèì íåèçâåñòíîå x2 =
−1−2c1+4c2. Ïîäñòàâèâ åãî âî âòîðîå óðàâíåíèå, îïðåäåëèì íåèçâåñòíîå x1 = 2+ 7

4 c1−
11
4 c2.

Íàêîíåö, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì: x3 = 2+ 1
4 c1−

9
4 c2. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

x1 = 2 +
7

4
c1 −

11

4
c2, x2 = −1− 2c1 + 4c2, x3 = 2 +

1

4
c1 −

9

4
c2, x4 = c1, x5 = c2,

ãäå c1, c2 � ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Çàìå÷àíèå. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âñåãäà ñîâìåñòíà, òàê êàê îíà èìååò

íóëåâîå ðåøåíèå. Åñëè rangA = n, òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå (íóëåâîå) ðåøå-
íèå, à åñëè rangA < n, òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû áåñêîíå÷íî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â
îäíîðîäíîé ñèñòåìå ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ, ò. å. m = n, òî îíà èìååò
åäèíñòâåííîå (íóëåâîå) ðåøåíèå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà |A| ̸= 0. Ñîîòâåòñòâåííî,
ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå (à, çíà÷èò, è áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà |A| = 0.

4. Îáðàùåíèå íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû
ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A = (aij)n×n. Ðåøàÿ íåâûðîæäåííóþ
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé A è ñòîëáöîì ïðàâûõ ÷àñòåé B ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ (ïóíêò 3), ìû ïðèâåäåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó (A|B) ýòîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàä åå ñòðîêàìè ê âèäó (A1|B1), ãäå A1 � òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà
ñ íåíóëåâûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ïðîäîëæàÿ äàëåå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
íàä ñòðîêàìè, ìû ìîæåì ïðèâåñòè ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ê âèäó (E|B2), ãäå E � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà. Ñòîëáåö B2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ñèñòåìû, ò. å. B2 = A−1B. Ñëåäîâàòåëüíî,
âûáèðàÿ â êà÷åñòâå B ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû
îáðàòíîé ìàòðèöû A−1 êàê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê äàííîé íåâûðîæäåííîé ìàò-

ðèöå A, äîñòàòî÷íî â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå (A|E) ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

íàä åå ñòðîêàìè ïåðåãíàòü ìàòðèöó A â åäèíè÷íóþ E. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó(
E|A−1

)
.

Ïðèìåð. Íàéòè îáðàòíóþ ê ìàòðèöå

A =

 0 1 −1
1 −2 1

−2 0 1

 .

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ èçëîæåííûì âûøå àëãîðèòìîì. 0 1 −1
1 −2 1

−2 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 −→

 1 −2 1
0 1 −1
0 −4 3

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 0 0
0 2 1

 −→

 1 −2 1
0 1 −1
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 0 0
4 2 1

 −→

 1 −2 0
0 1 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
4 3 1

−3 −2 −1
4 2 1

 −→

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
−2 −1 −1
−3 −2 −1
4 2 1

 −→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−2 −1 −1
−3 −2 −1
−4 −2 −1

 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

A−1 =

 −2 −1 −1
−3 −2 −1
−4 −2 −1

 .

Èçëîæåííûé âûøå àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íûì
ïî ñðàâíåíèþ ñ èçëîæåííûì â �3, òàê êàê îí òðåáóåò ãîðàçäî ìåíüøåãî îáúåìà âû÷èñëåíèé.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðîãðàììèðîâàíèå ýòîãî ìåòîäà òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòåé.
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ÃËÀÂÀ II. ÂÅÊÒÎÐÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ

�1. Âåêòîðû è ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä íèìè

Çàéìåìñÿ òåïåðü òàêèì âàæíûì êàê â ñàìîé ìàòåìàòèêå, òàê è â åå ìíîãî÷èñëåííûõ ïðè-
ëîæåíèÿõ, ïîíÿòèåì âåêòîðà.
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðîì íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îòðåçîê ïðÿìîé

ñ çàäàííûì íà íåì íàïðàâëåíèåì, ò. å. îäíà èç åãî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ñ÷èòàåòñÿ íà÷àëüíîé, à

âòîðàÿ � êîíå÷íîé.

Îáîçíà÷àòü âåêòîðû ìû áóäåì ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè ā, b̄, c̄, . . . èëè ÷åðåç
AB, CD, . . . c óêàçàíèåì íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê.

a��

A

B

Äëèíà îòðåçêà, èçîáðàæàþùåãî âåêòîð ā, íàçûâàåòñÿ åãî äëèíîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |ā|.
Âåêòîð ñ ñîâïàäàþùèìè íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè íàçûâàåòñÿ íóëü-âåêòîðîì. Äëÿ

íåãî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå 0̄.
Ïî îïðåäåëåíèþ, äâà âåêòîðà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îäèí èç íèõ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü

â äðóãîé ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.

a��

a��

Ó÷èòûâàÿ ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå, âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áåç ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê
áóäåì ïåðåìåùàòü âåêòîð ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì â ëþáóþ óäîáíóþ äëÿ íàñ òî÷êó.
Äâà âåêòîðà ā è b̄ íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè (îáîçíà÷åíèå ā∥b̄), åñëè îòðåçêè èõ èçîáðà-

æàþùèå ïàðàëëåëüíû.

a��
b
��

Àíàëîãè÷íî, âåêòîðû ā è b̄ íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè (îáîçíà÷åíèå ā⊥b̄), åñëè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îòðåçêè ïåðïåíäèêóëÿðíû.

a��

b
��

Òðè âåêòîðà íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè, åñëè ïîñëå ïðèâåäåíèÿ èõ îáùåìó íà÷àëó, îíè
áóäóò ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïëîñêîñòè.

a��
b
��

c�

P
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Óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè ā è b̄, ïðèâåäåííûìè ê îáùåìó íà÷àëó, íàçûâàåòñÿ ìåíüøèé èç äâóõ
óãëîâ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè îòðåçêàìè. Îáîçíà÷àòü óãîë ìû áóäåì ñòðî÷íûìè ãðå÷åñêèìè

áóêâàìè α, β, γ, φ, ψ, . . . èëè ÷åðåç ( ̂̄a, b̄).
b
��a��

j

Äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà ā è b̄ ìû áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâî íàïðàâëåííûìè, åñëè ( ̂̄a, b̄) = 0 è

ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè, åñëè ( ̂̄a, b̄) = π.
Ââåäåì òåïåðü ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè.
a) Óìíîæåíèå ÷èñëà íà âåêòîð.

Ïðîèçâåäåíèåì äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà λ ̸= 0 íà âåêòîð ā ̸= 0̄ íàçûâàåòñÿ âåêòîð λā, äëèíà
êîòîðîãî ðàâíà |λ||ā|, à íàïðàâëåíèå åãî ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ā, åñëè λ > 0 è
èìååò ïðîòèâîïîëîæíîå ñ íèì íàïðàâëåíèå, åñëè λ < 0. Åñëè λ = 0 èëè ā = 0̄, òî λā = 0̄.

Λa��
a��

Â ÷àñòíîñòè, âåêòîð (−1)ā îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç −ā è íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì, ïðîòèâîïîëîæíûì
âåêòîðó ā.

Åñëè 0 ̸= λ ∈ R, òî ïðîèçâåäåíèå
1

λ
ā ìû áóäåì èíîãäà çàïèñûâàòü â âèäå

ā

λ
.

Èç ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî êîëëèíåàðíûå âåêòîðû ā è b̄ ëèíåéíî
ñâÿçàíû, ò. å. ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà λ òàêàÿ, ÷òî b̄ = λā. Â êà÷åñòâå òàêîé êîíñòàíòû ñëåäóåò

âçÿòü ÷èñëî λ =
|b̄|
|ā|

cos( ̂̄a, b̄). Åñëè ā = 0̄, òî ā = 0b̄. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ā ̸= 0, òî âåêòîðîì

åäèíè÷íîé äëèíû ñ íàïðàâëåíèåì äàííîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ âåêòîð ā1 =
ā

|ā|
.

b) Ñëîæåíèå âåêòîðîâ.

Ñóììîé äâóõ âåêòîðîâ ā è b̄ íàçûâàåòñÿ âåêòîð ā + b̄, êîòîðûé íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó òðå-
óãîëüíèêà

a��
b
��

a��+b
��

èëè ïî ðàâíîñèëüíîìó åìó ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà

a��

b
��

a��+b
��

Âåêòîð ā− b̄ = ā+ (−b̄) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ âåêòîðîâ ā è b̄.

a��

b
��

a��-b
��
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Ñâîéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ïðîåêöèåé âåêòîðà ā íà âåêòîð b̄ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

Prb̄ ā = |ā| cos( ̂̄a, b̄).
a�� b

��

Ãåîìåòðè÷åñêè î÷åâèäíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðîåêöèè:

Prb̄ λā = λPrb̄ ā;

Prc̄(ā+ b̄) = Prc̄ ā+ Prc̄ b̄.

a��
Λa��

b
��

a�� a�� +b
��

b
��

c�

Ïðèìåð. Ïóñòü E è F � ñåðåäèíû ñòîðîí AD è BC ñîîòâåòñòâåííî âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà ABCD. Äîêàçàòü, ÷òî

EF =
1

2

(
AB +DC

)
.

A
B

C
D

E F

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ EDCF è EABF ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ
ïîëó÷èì:

EF = ED +DC + CF ;

EF = EA+AB +BF.

Ñëîæèâ äàííûå ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ED +EA = CF +BF = 0̄, áóäåì èìåòü:

2EF = DC +AB =⇒ EF =
1

2

(
AB +DC

)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

�2. Áàçèñ. Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò

Îïðåäåëåíèå. Áàçèñîì íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåê-

òîðîâ. Áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòî-

ðîâ.

Îáîçíà÷åíèå: {ē1, ē2} � áàçèñ íà ïëîñêîñòè, {ē1, ē2, ē3} � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå.
Âñþäó â äàëüíåéøåì, íå îãîâàðèâàÿ ýòî îñîáî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíî

îðèåíòèðîâàííûå áàçèñû, ò. å. áàçèñû, ó êîòîðûõ êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò âåêòîðà ē1 ê âåêòîðó
ē2 ñîâåðøàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè íàáëþäåíèå âåäåòñÿ ñî ñòîðîíû âåêòîðà ē3.
Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî áàçèñà.
Òåîðåìà. Ëþáîé âåêòîð åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ ïî áàçèñó, ò. å. ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå ā = a1ē1+a2ē2+a3ē3, ãäå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a1, a2, a3 � êîîðäèíàòû âåêòîðà

ā â áàçèñå {ē1, ē2, ē3}.
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Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

O

A1

A2

A3

e1

e2

e3

a

Âåêòîð ā ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü êàê áîëüøóþ äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïå-
äà, ðåáðà êîòîðîãî, ïàðàëëåëüíû áàçèñíûì âåêòîðàì. Òîãäà ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ
ā = OA1 +OA2 +OA3. Ââèäó êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ OA1, OA2, OA3 ñîîòâåòñòâóþùèì áà-
çèñíûì âåêòîðàì, ìû ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî OA1 = a1ē1, OA2 = a2ē2, OA3 = a3ē3, ãäå a1, a2, a3
� íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Îòñþäà è ñëåäóåò èñêîìîå ðàçëîæåíèå.
Åñëè áàçèñ çàôèêñèðîâàí, òî ôàêò, ÷òî âåêòîð ā â ýòîì áàçèñå èìååò êîîðäèíàòû a1, a2, a3

êîðîòêî çàïèñûâàåòñÿ êàê ā(a1, a2, a3).
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè

òî÷íî òàêæå ïðåîáðàçóþòñÿ è èõ êîîðäèíàòû, ò. å. åñëè ā(a1, a2, a3), òî λ ā(λa1, λ a2, λ a3), åñëè
ā(a1, a2, a3), b̄(b1, b2, b3), òî (ā + b̄)(a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
äâà âåêòîðà êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ êîîðäèíàòû ïðîïîðöèîíàëüíû, ò. å.

ā∥b̄⇐⇒ a1
b1

=
a2
b2

=
a3
b3
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ı̄, ȷ̄, k̄}, ò. å. áàçèñ, â êîòîðîì âñå âåêòîðû
èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó è ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Âåêòîðû ýòîãî áàçèñà ìû áóäåì íàçûâàòü
îðòàìè. Ïóñòü â ýòîì áàçèñå ā = axı̄+ ay ȷ̄+ azk̄.

Ó
� Õ

��

k
��

a��

Α Β

Γ

Êàê âèäíî èç ÷åðòåæà, êîîðäèíàòû âåêòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ïðîåêöèè ýòîãî âåêòîðà íà ñîîòâåòñòâóþùèå îðòû, ò. å.

ax = Prı̄ ā = |ā| cosα, ay = Prȷ̄ ā = |ā| cosβ, az = Prk̄ ā = |ā| cos γ.
Âåëè÷èíû cosα, cosβ, cos γ, ò. å. êîñèíóñû óãëîâ, êîòîðûå îáðàçóåò äàííûé âåêòîð ñ îðòàìè

ı̄, ȷ̄, k̄ ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè âåêòîðà ā. Åäèíè÷íûé âåêòîð

ā èìååò êîîðäèíàòû ā(cosα, cosβ, cos γ).
Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî

|ā| =
√
a2x + a2y + a2z.

Ñâÿæåì òåïåðü ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì äåêàðòîâó (ïðÿìîóãîëüíóþ) ñèñòåìó êîîð-

äèíàò. Äëÿ ýòîãî ïîìåñòèì íà÷àëà îðòîâ â íåêîòîðóþ òî÷êó O, îñü Ox (àáñöèññ) íàïðàâèì
âäîëü îðòà ı̄, îñü Oy (îðäèíàò) � âäîëü îðòà ȷ̄, íàêîíåö, îñü Oz (àïïëèêàò) íàïðàâèì âäîëü
îðòà k̄.
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Ó
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x

y

z

O

M

x

y

z

O

M2

M1

M

Â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîîðäèíàòû ðàäèóñà-âåêòîðà OM = xı̄+ yȷ̄+ zk̄ ìû áóäåì
íàçûâàòü êîîðäèíàòàìè òî÷êè M è çàïèñûâàòü M(x, y, z).
Åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû íà÷àëüíîéM1(x1, y1, z1) è êîíå÷íîéM2(x2, y2, z2) òî÷åê âåêòîðà,

òî èç ðàâåíñòâà M1M2 = OM2 −OM1 ñëåäóåò, ÷òî åãî êîîðäèíàòû ðàâíû

M1M2(x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1)

è, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M1 è M2 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|M1M2| = |M1M2| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Íàéäåì òåïåðü êîîðäèíàòû òî÷êèM, äåëÿùåé îòðåçîê ñ êîíöàìè â òî÷êàõM1, M2 â äàííîì

îòíîøåíèè λ > 0. Òàê êàê |M1M |
|MM2|

= λ, òî M1M = λMM2. Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòàì,
ïîëó÷èì:

x− x1 = λ(x2 − x), y − y1 = λ(y2 − y), z − z1 = λ(z2 − z).

Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû èñêîìîé òî÷êè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

x =
x1 + λx2
1 + λ

, y =
y1 + λy2
1 + λ

, z =
z1 + λz2
1 + λ

.

Íàéäåì, â ÷àñòíîñòè, êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà. Çäåñü λ = 1, ïîýòîìó

x =
1

2
(x1 + x2), y =

1

2
(y1 + y2), z =

1

2
(z1 + z2).

Ïðèìåð. Òðåóãîëüíèê çàäàí êîîðäèíàòàìè ñâîèõ âåðøèí M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2),
M3(x3, y3, z3). Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí.

Ðåøåíèå.

M1 M2

M3

M4

M

Ïóñòü M4(x4, y4, z4) � ñåðåäèíà îòðåçêà M2M3, M(x, y, z) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí. Òîãäà

x4 =
1

2
(x2 + x3), y4 =

1

2
(y2 + y3), z4 =

1

2
(z2 + z3).

Ïî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí |M1M | = 2|MM4| è ïîòîìó

x =
1

3
(x1 + 2x4), y =

1

3
(y1 + 2y4), z =

1

3
(z1 + 2z4).

Ïîäñòàâèâ ñþäà íàéäåííûå êîîðäèíàòû òî÷êè M4, ïîëó÷èì:

x =
1

3
(x1 + x2 + x3), y =

1

3
(y1 + y2 + y3), z =

1

3
(z1 + z2 + z3).
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Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñðåäíèì àðèô-
ìåòè÷åñêèì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò åãî âåðøèí.
Çàìå÷àíèå. Áàçèñîì n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü

n âåêòîðîâ
ē1, ē2, . . . , ēn, (1)

îáëàäàþùàÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáîé âåêòîð x̄ ∈ Rn åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ (1), ò. å. ñóùåñòâóþò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà
x1, x2, . . . , xn (êîîðäèíàòû âåêòîðà x̄ â áàçèñå (1)) òàêèå, ÷òî

x̄ = x1ē1 + x2ē2 + . . .+ xnēn. (2)

Â êà÷åñòâå áàçèñà â Rn ìû ìîæåì âçÿòü, íàïðèìåð, âåêòîðû

ē1 = (1, 0, . . . , 0), ē2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , ēn = (0, 0, . . . , 1),

òàê êàê, î÷åâèäíî, ëþáîé âåêòîð x̄ = (x1, x2, . . . , xn) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (2).

�3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ā è b̄ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ā · b̄ = |ā||b̄| cos( ̂̄a, b̄).
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî

ā · b̄ = |ā|Prā b̄ = |b̄|Prb̄ ā
è, òàêèì îáðàçîì, åñëè îäèí èç âåêòîðîâ èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå ðàâíî ïðîåêöèè âòîðîãî âåêòîðà íà åäèíè÷íûé.

Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1) |ā| =
√
ā · ā;

2) ā · b̄ = b̄ · ā;
3) (λā) · b̄ = ā · (λb̄) = λ(ā · b̄);
4) (ā+ b̄) · c̄ = ā · c̄+ b̄ · c̄;
5) ā⊥b̄⇐⇒ ā · b̄ = 0.

Ïåðâûå äâà è ïîñëåäíåå ñâîéñòâà íåìåäëåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ, à òðåòüå è ÷åòâåðòîå � èç ñôîðìóëèðîâàííûõ â �1 ñâîéñòâ ïðîåêöèè.
Íàéäåì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü â îðòî-

íîðìèðîâàííîì áàçèñå {ı̄, ȷ̄, k̄} âåêòîðû ā è b̄ èìåþò êîîðäèíàòû ā(ax, ay, az), b̄(bx, by, bz). Çà-
ìåòèâ, ÷òî ïî ñâîéñòâàì 1) è 5) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ı̄ · ı̄ = ȷ̄ · ȷ̄ = k̄ · k̄ = 1, ı̄ · ȷ̄ = ȷ̄ · k̄ = k̄ · ı̄ = 0,

ïåðåìíîæèì âåêòîðû ā è b̄ ñêàëÿðíî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 2) � 4):

ā · b̄ = (axı̄+ ay ȷ̄+ azk̄) · (bxı̄+ by ȷ̄+ bzk̄) = axbx + ayby + azbz.

Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ðàâíî ñóììå ïðîèç-

âåäåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ.

Ïðèìåð. Ðàçëîæèòü âåêòîð ā(1,−1, 1) íà äâå îðòîãîíàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå, îäíà èç êî-
òîðûõ êîëëèíåàðíà âåêòîðó b̄(2, 1, 3).
Ðåøåíèå.

a�� b
��

a��1
a��2
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Èç ÷åðòåæà ñëåäóåò, ÷òî ā = ā1 + ā2 � èñêîìîå ðàçëîæåíèå. Íàéäåì âåêòîðû ā1 è ā2. Ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ā1, êîëëèíåàðíàÿ âåêòîðó b̄ ðàâíà, î÷åâèäíî, âåêòîðó ïðîåêöèè ā íà b̄ è, ñëåäîâàòåëüíî,

ā1 =
Prb̄ ā

|b̄|
b̄ =

ā · b̄
b̄ · b̄

b̄.

Òàê êàê ā · b̄ = 2− 1 + 3 = 4, b̄ · b̄ = 4 + 1 + 9 = 14, òî

ā1

(
4

7
,
2

7
,
6

7

)
.

Òîãäà âòîðàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ā ðàâíà

ā2 = ā− ā1, ñëåäîâàòåëüíî, ā2

(
3

7
, −9

7
,
1

7

)
.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ðàññìîòðèì îäíî ïðîñòîå ïðèëîæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

â ìåõàíèêå. Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû F ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïåðåìåñòèëàñü ïî
ïðÿìîé èç ïîëîæåíèÿ B â ïîëîæåíèå C.

B

F
���

CC1

C2

Íàéäåì ðàáîòó ýòîé ñèëû. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì âåêòîð ñèëû F íà äâå îðòîãîíàëüíûå ñîñòàâ-
ëÿþùèå, îäíà èç êîòîðûõ êîëëèíåàðíà âåêòîðó ïåðåìåùåíèÿ BC. Òîãäà

F = BC1 +BC2.

Ñîñòàâëÿþùàÿ BC2 ðàáîòû íå ñîâåðøàåò, ñëåäîâàòåëüíî, ðàáîòà ñèëû F ðàâíà ðàáîòå ñîñòàâ-
ëÿþùåé BC1 è, òàêèì îáðàçîì,

A = PrBC F |BC| = F ·BC.

Îêîí÷àòåëüíî, ðàáîòà ñèëû F, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ

ïî îòðåçêó ïðÿìîé èç ïîëîæåíèÿ B â ïîëîæåíèå C, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

A = F ·BC.
Çàìå÷àíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x̄ è ȳ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî x̄ · ȳ, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ ïåðâîãî âåêòîðà, çàïèñàííîãî ñòðîêîé, íà âòîðîé âåêòîð,
çàïèñàííûé ñòîëáöîì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

x̄ = (x1, x2, . . . , xn), ȳ =


y1
y2
...
yn

 ,

òî
x̄ · ȳ = x̄ȳ = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn.

Íåñëîæíîé ïðîâåðêîé ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííîå ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå â Rn îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 2) � 4) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ íà
ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå.
Äëèíîé âåêòîðà x̄ ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

|x̄| =
√
x̄ · x̄ =

√
x21 + x22 + . . .+ x2n.

Âåêòîðû x̄, ȳ ∈ Rn íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè x̄ · ȳ = 0.
Âåêòîðû

ē1 = (1, 0, . . . , 0), ē2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , ēn = (0, 0, . . . , 1) (1)
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ñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn, òàê êàê êàæäûé èç ýòèõ âåêòîðîâ
èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó è âñå îíè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.
Ëþáîé âåêòîð x̄ = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷êó

M(x1, x2, . . . , xn)

n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè x1, x2, . . . , xn.
Âçÿâ åùå îäíó òî÷êó N(y1, y2, . . . , yn), ñîîòâåòñòâóþùóþ âåêòîðó ȳ = (y1, y2, . . . , yn), ìû ïîä

ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè M è N áóäåì ïîíèìàòü äëèíó âåêòîðà ȳ − x̄, ò. å. ÷èñëî

|MN | = |ȳ − x̄| =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + . . .+ (yn − xn)2. (2)

Òàêèì îáðàçîì ïåðåîïðåäåëåííîå ïðîñòðàíñòâî Rn ñ ðàññòîÿíèåì (2) ìåæäó òî÷êàìè ìû
áóäåì íàçûâàòü åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ñîõðàíèâ äëÿ íåãî òî æå îáîçíà÷åíèå.
Ñîâîêóïíîñòü òî÷êè O(0, 0, . . . , 0) è îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà (1) íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé

ñèñòåìîé êîîðäèíàò åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn. Òî÷êà O(0, 0, . . . , 0) íàçûâàåòñÿ, åñòåñòâåí-
íî, íà÷àëîì êîîðäèíàò.

�4. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ā è b̄ íàçûâàåòñÿ âåê-
òîð ā× b̄ òàêîé, ÷òî

1) |ā× b̄| = |ā||b̄| sin( ̂̄a, b̄);
2) ā× b̄⊥ ā, ā× b̄⊥ b̄;
3) òðîéêà âåêòîðîâ {ā, b̄, ā× b̄} ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà (�2).

Åñëè ā∥b̄, òî ā× b̄ = 0̄.

a��
b
��

a�� ´ b
��

j

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ā
è b̄ ðàâíà äëèíå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ā× b̄, ò. å.

Sāb̄ = |ā× b̄|.
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1) ā× b̄ = −b̄× ā;
2) (λā)× b̄ = ā× (λb̄) = λ(ā× b̄);
3) (ā+ b̄)× c̄ = ā× c̄+ b̄× c̄.

Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî òðåòüåãî ââèäó åãî ãðîìîçäêîñòè ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì.
Íàéäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü âåêòîðû ā

è b̄ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {ı̄, ȷ̄, k̄} èìåþò êîîðäèíàòû ā(ax, ay, az), b̄(bx, by, bz). Ó÷èòûâàÿ,
÷òî ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ı̄× ı̄ = ȷ̄× ȷ̄ = k̄ × k̄ = 0̄, ı̄× ȷ̄ = k̄, ȷ̄× k̄ = ı̄, k̄ × ı̄ = ȷ̄,

ðàñêðîåì ñêîáêè â âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè ā× b̄, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñòâà 1) � 3):

ā× b̄ = (axı̄+ ay ȷ̄+ azk̄)× (bxı̄+ by ȷ̄+ bzk̄) = (aybz − azby )̄ı+ (azbx − axbz)ȷ̄+ (axby − aybx)k̄.
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Ïîëó÷åííûé âåêòîð ìû ìîæåì çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåãî ñèìâîëè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ:

ā× b̄ =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ȷ̄ k̄
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ ,
âû÷èñëÿòü êîòîðûé óäîáíî ðàçëîæåíèåì ïî ïåðâîé ñòðîêå.
Ïðèìåð. Íàéòè ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà ā(1, 2, 3), îðòîãîíàëüíóþ ïëîñêîñòè âåêòîðîâ

ē1(−3, 1, 1), ē2(2,−1, 0).
Ðåøåíèå.

e�1

e�2

a��
a��3

e� ´e�1 2

Èç ÷åðòåæà âèäíî, ÷òî èñêîìàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ïðîåêöèè äàííîãî
âåêòîðà ā íà âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ē1 × ē2 è, ñëåäîâàòåëüíî (�3, ïðèìåð),

ā3 =
ā · (ē1 × ē2)

|ē1 × ē2|2
ē1 × ē2.

Ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèÿì:

ē1 × ē2 =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ȷ̄ k̄

−3 1 1
2 −1 0

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1 1
−1 0

∣∣∣∣ ı̄− ∣∣∣∣ −3 1
2 0

∣∣∣∣ ȷ̄+ ∣∣∣∣ −3 1
2 −1

∣∣∣∣ k̄ = ı̄+ 2ȷ̄+ k̄,

ā · (ē1 × ē2) = 1 + 4 + 3 = 8, |ē1 × ē2|2 = 1 + 4 + 1 = 6.

Òîãäà ā3

(
4

3
,
8

3
,
4

3

)
.

Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòìåòèì åãî ïðèìåíåíèå â

ìåõàíèêå ïðè âû÷èñëåíèè ìîìåíòà ñèëû.

C

B

F
���

N
���

Èòàê, ïóñòü ñèëà F ïðèëîæåíà ê ìàòåðèàëüíîé òî÷êå B. Ìîìåíòîì ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîé òî÷êè C íàçûâàåòñÿ âåêòîð

N = F ×BC.

�5. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå. Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì òðåõ âåêòîðîâ ā, b̄ è c̄ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

(ā× b̄) · c̄.
Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ òðîéêè íåêîìïëàíàðíûõ

âåêòîðîâ.
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Ïî îïðåäåëåíèþ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(ā× b̄) · c̄ = |ā× b̄||c̄| cos(¯̂a× b̄, c̄).

Ïîñêîëüêó |ā × b̄| = Sāb̄ � ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ā è b̄ (�4),∣∣∣|c̄| cos(¯̂a× b̄, c̄)
∣∣∣ = H � âûñîòà ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ā, b̄, c̄, òî

|(ā× b̄) · c̄| = Sāb̄H = Vāb̄c̄

� îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà. Òàêèì îáðàçîì, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

òðåõ âåêòîðîâ ðàâíà îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ.

Åñëè âåêòîðû çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {ı̄, ȷ̄, k̄}, ò. å.
ā(ax, ay, az), b̄(bx, by, bz), c̄(cx, cy, cz), òî ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî è âåê-
òîðíîãî ïðîèçâåäåíèé (�3, �4), ïîëó÷èì:

(ā× b̄) · c̄ =
∣∣∣∣ ay az
by bz

∣∣∣∣ cx − ∣∣∣∣ ax az
bx bz

∣∣∣∣ cy + ∣∣∣∣ ax ay
bx by

∣∣∣∣ cz.
Ñëåäîâàòåëüíî (ãëàâà I, �2, ïóíêò 3, ñâîéñòâî 7)), â êîîðäèíàòàõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

(ā× b̄) · c̄ =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ .
Äîêàæåì, ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé, íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1) (ā× b̄) · c̄ = ā · (b̄× c̄),

÷òî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 4) îïðåäåëèòåëÿ (ãëàâà I, �2, ïóíêò 3). Òàêèì îáðàçîì, â ñìåøàííîì
ïðîèçâåäåíèè ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè çíàêè ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, è ïîýòîìó
äëÿ íåãî èñïîëüçóåòñÿ áîëåå êîðîòêîå îáîçíà÷åíèå āb̄c̄, êîòîðûì ìû è áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â
äàëüíåéøåì.

2) āb̄c̄ = −b̄āc̄ = −āc̄b̄ = −c̄b̄ā;
3) (λā)b̄c̄ = ā(λb̄)c̄ = āb̄(λc̄) = λ(āb̄c̄);
4) (ā+ b̄)c̄d̄ = āc̄d̄+ b̄c̄d̄.

Ýòè ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ.
Äîêàæåì åùå îäíî, ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Òåîðåìà. Òðè âåêòîðà ā, b̄ è c̄ êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñìåøàííîå

ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïóñòü âåêòîðû
ā, b̄, c̄ êîìïëàíàðíû. Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ ðàâåí íóëþ, òî è èõ ñìåøàííîå
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Åñëè æå âñå îíè íåíóëåâûå, òî, ââèäó èõ êîìïëàíàðíîñòè, âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå ā× b̄ îðòîãîíàëüíî âåêòîðó c̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, āb̄c̄ = 0. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ
äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû.
Ñëåäñòâèå. Òðè âåêòîðà {ā, b̄, c̄} îáðàçóþò áàçèñ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ

ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ.

Çàìåòèì, êðîìå òîãî, ÷òî, åñëè āb̄c̄ > 0 (āb̄c̄ < 0), òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ā × b̄ è c̄ �
îñòðûé (òóïîé) è, ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ {ā, b̄, c̄} ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî)
îðèåíòèðîâàííûì.
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Ïðèìåð. Äîêàçàòü, ÷òî ïÿòü òî÷åê

A1(−1,−1, 0), A2(−2, 0, 1), A3(0, 1, 1), A4(2,−1,−1), A5(0,−2,−1)

ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïëîñêîñòè.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì âåêòîðû A1A2(−1, 1, 1), A1A3(1, 2, 1), A1A4(3, 0,−1). Òàê êàê

A1A2A1A3A1A4 =

∣∣∣∣∣∣
−1 1 1
1 2 1
3 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = −1

∣∣∣∣ 1 1
3 −1

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣ −1 1
3 −1

∣∣∣∣− 0 = 4− 4 = 0,

òî ïî äîêàçàííîé âûøå òåîðåìå ýòè âåêòîðû êîìïëàíàðíû è, ñòàëî áûòü, òî÷êè A1, A2, A3, A4

íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè Π1. Àíàëîãè÷íî ïîêàæåì, ÷òî è òî÷êè A1, A2, A3, A5 òàêæå
ïðèíàäëåæàò îäíîé ïëîñêîñòè Π2. Äåéñòâèòåëüíî, A1A5(1,−1,−1),

A1A2A1A3A1A5 =

∣∣∣∣∣∣
−1 1 1
1 2 1
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0,

òàê êàê ïåðâàÿ è òðåòüÿ ñòðîêè â îïðåäåëèòåëå ïðîïîðöèîíàëüíû. Ïëîñêîñòè Π1 è Π2 èìåþò
òðè îáùèå òî÷êè A1, A2, A3, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ñîâïàäàþò è, òàêèì îáðàçîì, âñå ïÿòü òî÷åê
ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïëîñêîñòè.
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ÃËÀÂÀ III. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß

Â ýòîé ãëàâå âñå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ìû áóäåì îïðåäåëÿòü è èçó÷àòü ñ ïîìîùüþ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ýòèõ îáúåêòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðèíöèïå ãåîìåòðèÿ ìîæåò
áûòü èçëîæåíà áåç åäèíîãî ÷åðòåæà. È, äåéñòâèòåëüíî, âñå ÷åðòåæè, êîòîðûå ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü, áóäóò ñëóæèòü ëèøü äëÿ âèçóàëüíîé èëëþñòðàöèè íàøèõ ðàññóæäåíèé.
Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â âûáðàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz ìû áóäåì çàïè-

ñûâàòü â âèäå
F (x, y, z) = 0,

ò. å. â âèäå ñâÿçè èëè çàâèñèìîñòè ìåæäó êîîðäèíàòàìè x, y, z ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïîâåðõíî-
ñòè.
Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå

F (x, y) = 0

îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ëèíèþ (êðèâóþ) â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy íà ïëîñêîñòè.
Êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé è, ñëåäîâà-

òåëüíî, îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé èç óðàâíåíèé ýòèõ ïîâåðõíîñòåé:{
F1(x, y, z) = 0,
F2(x, y, z) = 0.

Êðîìå òîãî, êðèâóþ íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî òàêæå çàäàòü ñ ïîìîùüþ çàâè-
ñèìîñòåé êîîðäèíàò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ýòîé êðèâîé îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà, ò. å. ñ ïîìîùüþ
ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé:{

x = x(t),
y = y(t)

− êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, x = x(t),
y = y(t),
z = z(t)

− ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå,

ãäå t � äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð.

�1. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå. Ðàçëè÷íûå âèäû óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè

Íàéäåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ñ âûáðàííîé â íåì äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîð-
äèíàò Oxyz. Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî ïîëîæåíèå ýòîé ïëîñêîñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
òî÷êîé M0(x0, y0, z0), ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ïëîñêîñòü è íåíóëåâûì âåêòîðîì n̄(A,B,C), åé
ïåðïåíäèêóëÿðíûì. Âåêòîð n̄ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè.

P

M

M0

n��

ÏóñòüM(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè Π. Òîãäà âåêòîð n̄ îðòîãîíàëåí âåêòîðóM0M
è, ñëåäîâàòåëüíî,

n̄ ·M0M = 0,

èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî M0M(x − x0, y − y0, z − z0), çàïèøåì â êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå ïëîñêîñòè
Π :

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Ïðåîáðàçîâàâ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ê âèäó

Ax+By + Cz +D = 0,

ìû ïîëó÷èì òåì ñàìûì îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè îáùåãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè. Åñëè â îá-
ùåì óðàâíåíèè ïëîñêîñòè îòñóòñòâóåò îäíà èç êîîðäèíàò, òî íîðìàëüíûé âåêòîð n̄ ýòîé
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ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðåí ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòíîé îñè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòü
ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî ýòîé êîîðäèíàòíîé îñè.

x

y

z

O

P

Ax +By +D=0

Àíàëîãè÷íî, åñëè â îáùåì óðàâíåíèè ïëîñêîñòè îòñóòñòâóþò äâå êîîðäèíàòû, òî íîð-
ìàëüíûé âåêòîð äàííîé ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðåí ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè è, çíà÷èò, ïëîñêîñòü ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî ýòîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.

x

y

z

O

P

Cz +D=0

Íàó÷èìñÿ òåïåðü íàõîäèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïî òðåì ýëåìåíòàì.

1) Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó, ïàðàëëåëüíî äâóì âåêòîðàì.

Ïóñòü ïëîñêîñòü Π1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0), ïàðàëëåëüíî íåêîëëèíåàðíûì âåê-
òîðàì ā(ax, ay, az) è b̄(bx, by, bz).

a��
M

M0

b
��

P1

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(x, y, z) ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïëîñêîñòè Π1. Äëÿ òî÷åê äàííîé ïëîñêîñòè è
òîëüêî äëÿ íèõ òðè âåêòîðà M0M, ā, b̄ êîìïëàíàðíû è, ñëåäîâàòåëüíî (ãëàâà II, �5, òåîðåìà),
èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, ò. å.

M0Māb̄ =

∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðàñêðûâ îïðåäåëèòåëü (ïðîùå âñåãî, ðàçëàãàÿ åãî ïî ïåðâîé ñòðîêå), ïîëó÷èì îáùåå óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè Π1.

2) Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå òî÷êè, ïàðàëëåëüíî âåêòîðó.

Íàéäåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Π2, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2),
ïàðàëëåëüíî íåíóëåâîìó âåêòîðó ā(ax, ay, az). Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåé, åñëè ïîëîæèòü,
íàïðèìåð, M0 =M1, b̄ =M1M2. Òîãäà∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
ax ay az

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0

� èñêîìîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Π2.

3) Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òðè òî÷êè.

Åñëè ïëîñêîñòü Π3 ïðîõîäèò ÷åðåç òðè òî÷êè M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3),
íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, òî åå óðàâíåíèå ìîæíî íàéòè, êàê è â ñëó÷àå 1), ïîëîæèâ,
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íàïðèìåð, M0 = M1, ā = M1M2, b̄ = M1M3. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Π3 ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå: ∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Çàìå÷àíèå. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ìîæíî íàéòè, âû÷èñëèâ ïðåä-
âàðèòåëüíî åå íîðìàëüíûé âåêòîð. Íàïðèìåð, â ïåðâîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå íîðìàëüíîãî âåêòîðà
ìîæíî âçÿòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå n̄ = ā× b̄. Òîãäà n̄ ·M0M = 0 � óðàâíåíèå ïëîñêîñòè.
Ïðèìåð 1. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Π2, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè

Π1 : x− 2y + 3z − 4 = 0,

ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó ā(3,−1, 1) è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè Π1 ñ êî-

îðäèíàòíîé îñüþ Oy.
Ðåøåíèå. Èç óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè Π1 ïðè x = 0, z = 0 íàõîäèì y = −2. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïëîñêîñòü Π2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0(0,−2, 0). Êðîìå òîãî, Π2⊥Π1, ïîýòîìó íîðìàëüíûé
âåêòîð n(1,−2, 3) ïëîñêîñòè Π1 ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè Π2. Îñòàëîñü çàïèñàòü èñêîìîå óðàâ-
íåíèå ïî òðåì ýëåìåíòàì: òî÷êå M0 è âåêòîðàì ā è n. Èìååì:∣∣∣∣∣∣

x y + 2 z
3 −1 1
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣ = x

∣∣∣∣ −1 1
−2 3

∣∣∣∣− (y + 2)

∣∣∣∣ 3 1
1 3

∣∣∣∣+ z

∣∣∣∣ 3 −1
1 −2

∣∣∣∣ = −x− 8(y + 2)− 5z = 0.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Π2 èìååò âèä:

x+ 8y + 5z + 16 = 0.

Ïóñòü ïëîñêîñòü Π : Ax+By+Cz+D = 0 íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è íå ïàðàë-
ëåëüíà íè îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé. Òîãäà, î÷åâèäíî, âñå ÷èñëà A, B, C, D îòëè÷íû îò
íóëÿ.

x y
P

a b

c

z

O

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè íà ÷èñëî D, ìû ìîæåì çàïèñàòü åãî â âèäå:
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1.

×èñëà a, b, c ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåëè÷èíû îòðåçêîâ, êîòîðûå ïëîñêîñòü Π îòñåêàåò íà êîîð-
äèíàòíûõ îñÿõ. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ.

Íàéäåì òåïåðü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M0(x0, y0, z0) äî ïëîñêîñòè
Π : Ax+By + Cz +D = 0.

P

M1

M0

n��
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Îáîçíà÷èì èñêîìîå ðàññòîÿíèå ÷åðåç ρ(M0,Π). Î÷åâèäíî, ρ(M0,Π) = |M1M0|, ãäå òî÷êà
M1(x1, y1, z1) � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êèM0 íà ïëîñêîñòü Π. Âû÷èñëèì
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ n̄(A,B,C) è M1M0. Ñ îäíîé ñòîðîíû,

n̄ ·M1M0 = |n̄||M1M0| cos( ̂n̄,M1M0) = ±ρ(M0,Π)|n̄|.
Ñ äðóãîé,

n̄ ·M1M0 = A(x0 − x1) +B(y0 − y1) + C(z0 − z1) = Ax0 +By0 + Cz0 +D,

òàê êàê M1 ∈ Π è ïîýòîìó −Ax1 −By1 − Cz1 = D. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M0

äî ïëîñêîñòè Π âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

ρ(M0,Π) =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|

|n̄|
.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà âûÿñíèì õàðàêòåð âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ïëîñ-

êîñòåé. Ïóñòü ïëîñêîñòè çàäàíû ñâîèìè îáùèìè óðàâíåíèÿìè:

Π1 : A1x+B1y + C1z +D1 = 0; Π2 : A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

n��1

P1

n��2

P2

Î÷åâèäíî, ÷òî óãîë ̂(Π1,Π2) ìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íîðìàëüíûìè
âåêòîðàìè n̄1(A1, B1, C1) è n̄2(A2, B2, C2) è, ñëåäîâàòåëüíî,

cos ̂(Π1,Π2) =
n̄1 · n̄2
|n̄1||n̄2|

.

Â ÷àñòíîñòè,

Π1∥Π2 ⇐⇒ n̄1∥n̄2 ⇐⇒ A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
;

Π1⊥Π2 ⇐⇒ n̄1⊥n̄2 ⇐⇒ n̄1 · n̄2 = 0 ⇐⇒ A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0.

Ïðèìåð 2. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïëîñêîñòü Π1, îòñåêàþùàÿ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ

Ox, Oy, Oz îòðåçêè âåëè÷èíîé 2, −1, 2 ñîîòâåòñòâåííî è ïëîñêîñòü

Π2 : −2x+ 4y − 2z − 5 = 0

ïàðàëëåëüíû è íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Π1 â îòðåçêàõ:
x

2
+

y

−1
+
z

2
= 1.

Ïðåîáðàçîâàâ åãî ê îáùåìó âèäó, ïîëó÷èì:

Π1 : x− 2y + z − 2 = 0.

Òàê êàê íîðìàëüíûå âåêòîðû n̄1(1,−2, 1) è n̄2(−2, 4,−2) ïëîñêîñòåé Π1 è Π2 êîëëèíåàð-
íû, òî ýòè ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû. Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó â ïëîñêîñòè Π1, íàïðèìåð,
M0(0, 0, 2). Òîãäà

ρ(Π1,Π2) = ρ(M0,Π2) =
| − 2 · 0 + 4 · 0− 2 · 2− 5|√

(−2)2 + 42 + (−2)2
=

9

2
√
6
.

�2. Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü ïðÿìàÿ L â ïðîñòðàíñòâå ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Oxyz ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êóM0(x0, y0, z0) è ïàðàëëåëüíà íåíóëåâîìó âåêòîðó l(lx, ly, lz), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ íàïðàâ-
ëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé.
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L

M0

l
�

M

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(x, y, z) ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïðÿìîé L. Âåêòîð M0M(x− x0, y− y0, z− z0)
êîëëèíåàðåí âåêòîðó l̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ êîîðäèíàòû ïðîïîðöèîíàëüíû, ò. å.

x− x0
lx

=
y − y0
ly

=
z − z0
lz

.

Ýòà äâîéíàÿ ïðîïîðöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

Çàìåòèì, ÷òî â êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ïðÿìîé ôîðìàëüíî äîïóñêàåòñÿ çàïèñü íóëåé â

çíàìåíàòåëÿõ, ýòî îçíà÷àåò ëèøü òî, ÷òî ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ñîîòâåòñòâóþùåé êîîð-

äèíàòíîé îñè èëè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.
Åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç äâå òî÷êè M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2), òî â êà÷åñòâå åå íà-

ïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìîæíî âçÿòü âåêòîð M1M2(x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1) è, ñëåäîâàòåëüíî,
êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòîé ïðÿìîé èìåþò âèä:

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

.

Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû M0M è l̄ ëèíåéíî ñâÿçàíû (ãëàâà II, �1), ò. å. ñóùåñòâóåò äåéñò-
âèòåëüíûé ïàðàìåòð t òàêîé, ÷òî

M0M = tl̄.

Åñëè òî÷êà M ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü ïðÿìîé, ïàðàìåòð t èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò −∞ äî
+∞. Òàê êàê M0M = r̄ − r̄0, ãäå r̄0 = OM0, r̄ = OM � ðàäèóñû-âåêòîðû òî÷åê M0 è M
ñîîòâåòñòâåííî, òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå

r̄ = r̄0 + tl̄, −∞ < t < +∞.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíèåì ïðÿìîé.
Ïåðåõîäÿ â ïîëó÷åííîì âåêòîðíîì óðàâíåíèè ê êîîðäèíàòàì, çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ ïðÿìîé:  x = x0 + lxt,
y = y0 + lyt,
z = z0 + lzt, −∞ < t < +∞.

Ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàòü òàêæå êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé.

P1

P2

L

Ñèñòåìà {
A1x+B1y + C1z +D1 = 0,
A2x+B2y + C2z +D2 = 0,

ñîñòàâëåííàÿ èç óðàâíåíèé ýòèõ ïëîñêîñòåé, äàåò íàì îáùèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñò-

ðàíñòâå. Äëÿ ïåðåõîäà îò îáùèõ ê êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïðÿìîé, äîñòàòî÷íî íàéòè
êàêóþ-íèáóäü òî÷êó íà íåé, ðåøèâ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè îäíîé èç êîîðäèíàò ñèñòåìó
óðàâíåíèé ïëîñêîñòåé, à òàêæå îïðåäåëèòü íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé, êîòîðûì ìîæåò
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ñëóæèòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ n̄1(A1, B1, C1), n̄2(A2, B2, C2) ïëîñêî-
ñòåé, ò. å. âåêòîð l̄ = n̄1 × n̄2.
Ïðèìåð 1. Íàéòè êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé{

x− 2y + 3z − 5 = 0,
2x+ 3y − 4z + 4 = 0.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàÿ â äàííîé ñèñòåìå z = 0, ïîëó÷èì{
x− 2y − 5 = 0,

2x+ 3y + 4 = 0.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì x = 1, y = −2. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè òî÷êó M0(1,−2, 0) íà
ïðÿìîé. Íàéäåì åå íàïðàâëÿþùèé âåêòîð:

l̄ = n̄1 × n̄2 =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ȷ̄ k̄
1 −2 3
2 3 −4

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ −2 3

3 −4

∣∣∣∣ ı̄− ∣∣∣∣ 1 3
2 −4

∣∣∣∣ ȷ̄+ ∣∣∣∣ 1 −2
2 3

∣∣∣∣ k̄ = −ı̄+ 10ȷ̄+ 7k̄.

Îñòàëîñü çàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äàííîé ïðÿìîé:
x− 1

−1
=
y + 2

10
=
z

7
.

Íàó÷èìñÿ òåïåðü âû÷èñëÿòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü çàäàíà
òî÷êà M1(x1, y1, z1) è ïðÿìàÿ L ñâîèìè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x− x0
lx

=
y − y0
ly

=
z − z0
lz

.

M0

M1

L

l
�

Èñêîìîå ðàññòîÿíèå ρ(M1, L) ðàâíî, î÷åâèäíî, âûñîòå òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî, íà âåêòîðàõ
l̄ èM0M1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì äëèíû âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ãëàâà
II, �4), íàéäåì:

ρ(M1, L) =
|l̄ ×M0M1|

|l̄|
.

Ïóñòü íàì èçâåñòíû êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå:

L1 :
x− x1
l1x

=
y − y1
l1y

=
z − z1
l1z

,

L2 :
x− x2
l2x

=
y − y2
l2y

=
z − z2
l2z

.

Î÷åâèäíî, M1(x1, y1, z1) ∈ L1, M2(x2, y2, z2) ∈ L2.
Îäèí èç óãëîâ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè l̄1

è l̄2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

cos(L̂1, L2) =
l̄1 · l̄2
|l̄1||l̄2|

.

Èçó÷èì âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ L1 è L2. Åñëè íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû l̄1 è l̄2 êîë-
ëèíåàðíû, òî äàííûå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû èëè ñîâïàäàþò. Ñîâïàäàòü îíè áóäóò â òîì ñëó÷àå,
êîãäà M1 ∈ L2. Åñëè æå M1 /∈ L2, òî L1∥L2.
Â ñëó÷àå, êîãäà l̄1 ∦ l̄2, ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ èëè ÿâëÿþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ.
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L1

M1
l
�

1

l
�

2

L2
M2

Ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, î÷åâèäíî, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû l̄1, l̄2, M1M2 êîìïëà-
íàðíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äàííûå ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè äâå äàííûå íåïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþùèìèñÿ

èëè ñêðåùèâàþùèìèñÿ, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå l̄1 l̄2M1M2 è, åñëè

îíî îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ, òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ, èíà÷å � ñêðåùèâàþòñÿ.

Ðàññòîÿíèå ρ(L1, L2) ìåæäó äâóìÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ðàâíî, î÷åâèäíî, ðàñ-
ñòîÿíèþ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ýòè ïðÿìûå è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ðàâíî âûñîòå ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ l̄1, l̄2, M1M2. Îòñþäà,
èñïîëüçîâàâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ãëàâà II, �5), ìû è íàéäåì èñ-
êîìîå ðàññòîÿíèå:

ρ(L1, L2) =
|l̄1 l̄2M1M2|
|l̄1 × l̄2|

.

Ïðèìåð 2. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðÿìûå

L1 :
x− 1

1
=

y

−2
=
z + 2

0
,

L2 :
x

2
=
y − 2

−1
=
z + 1

−2
ÿâëÿþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè è óðàâíåíèå îáùåãî ïåðïåí-

äèêóëÿðà ê íèì.

Ðåøåíèå. Ïåðâàÿ ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóM1(1, 0,−2) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó l̄1(1,−2, 0),
à âòîðàÿ � ÷åðåç òî÷êó M2(0, 2,−1) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó l̄2(2,−1,−2). Âû÷èñëèì ñìåøàííîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ l̄1, l̄2, M1M2(−1, 2, 1):

l̄1 l̄2M1M2 =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 0
2 −1 −2

−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣∣ −1 −2
2 1

∣∣∣∣+ 2

∣∣∣∣ 2 −2
−1 1

∣∣∣∣+ 0 = 3 ̸= 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå L1 è L2 ÿâëÿþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó íèìè èñïîëüçóåì ïðèâåäåííóþ âûøå ôîðìóëó. Òàê êàê

l̄1× l̄2 =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ȷ̄ k̄
1 −2 0
2 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ −2 0
−1 −2

∣∣∣∣ ı̄− ∣∣∣∣ 1 0
2 −2

∣∣∣∣ ȷ̄+ ∣∣∣∣ 1 −2
2 −1

∣∣∣∣ k̄ = 4ı̄+2ȷ̄+3k̄, |l̄1× l̄2| =
√
29,

òî

ρ(L1, L2) =
3√
29
.

Îñòàëîñü íàéòè óðàâíåíèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê äàííûì ïðÿìûì. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî,
÷òî åãî íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ÿâëÿåòñÿ óæå âû÷èñëåííûé íàìè âåêòîð l̄ = l̄1× l̄2. Î÷åâèäíî,
óêàçàííûé ïåðïåíäèêóëÿð ðàñïîëîæåí â ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïëîñêîñòåé Π1 è Π2, ïðîõîäÿùèõ
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÷åðåç äàííûå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíî âåêòîðó l̄. Íàéäåì óðàâíåíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé ïî òðåì ýëå-
ìåíòàì. Ïåðâàÿ èç íèõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M1, ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì l̄1 è l̄, ñëåäîâàòåëüíî
(�1),∣∣∣∣∣∣
x− 1 y z + 2
1 −2 0
4 2 3

∣∣∣∣∣∣ = (x−1)

∣∣∣∣ −2 0
2 3

∣∣∣∣−y ∣∣∣∣ 1 0
4 3

∣∣∣∣+(z+2)

∣∣∣∣ 1 −2
4 2

∣∣∣∣ = −6(x−1)−3y+10(z+2) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêîñòü Π1 èìååò óðàâíåíèå 6x+ 3y − 10z − 26 = 0. Àíàëîãè÷íî, ïëîñêîñòü
Π2 ñîäåðæèò òî÷êó M2(0, 2,−1) è ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì l̄2 è l̄, ïîýòîìó∣∣∣∣∣∣
x y − 2 z + 1
2 −1 −2
4 2 3

∣∣∣∣∣∣ = x

∣∣∣∣ −1 −2
2 3

∣∣∣∣−(y−2)

∣∣∣∣ 2 −2
4 3

∣∣∣∣+(z+1)

∣∣∣∣ 2 −1
4 2

∣∣∣∣ = x−14(y−2)+8(z+1) = 0

è, ñòàëî áûòü, x−14y+8z+36 = 0 � óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Π2. Ñèñòåìà èç óðàâíåíèé ïëîñêîñòåé
Π1 è Π2 è äàñò íàì îáùèå óðàâíåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïðÿìûì L1 è L2 :{

6x+ 3y − 10z − 26 = 0,
x− 14y + 8z + 36 = 0.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà âû÷èñëèì óãîë ìåæäó ïðÿìîé L, çàäàííîé êàíîíè÷åñêèìè

óðàâíåíèÿìè
x− x0
lx

=
y − y0
ly

=
z − z0
lz

,

è ïëîñêîñòüþ Π, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíî åå îáùåå óðàâíåíèå

Ax+By + Cz +D = 0.

L

l
�

j

Ψ

P

n�

Î÷åâèäíî, èñêîìûé óãîë φ ñâÿçàí ñ óãëîì ψ ìåæäó íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì l̄ ïðÿìîé è
íîðìàëüíûì âåêòîðîì n̄ ïëîñêîñòè ñîîòíîøåíèåì ψ = π

2 ∓ φ, ñëåäîâàòåëüíî, cosψ = ± sinφ,
îòêóäà,

sinφ = | cosψ| = |l̄ · n̄|
|l̄||n̄|

.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè l̄⊥n̄, òî L∥Π. Åñëè æå l̄∥n̄, òî L⊥Π.

�3. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè

Äëÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè íàáëþäàåòñÿ áîëüøåå ðàçíîîáðàçèå åå óðàâíåíèé, òàê êàê íà ïëîñ-
êîñòè ïðÿìàÿ ôèêñèðóåòñÿ òî÷êîé, ÷åðåç êîòîðóþ îíà ïðîõîäèò è, ëèáî âåêòîðîì åé ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûì (íîðìàëüíûì âåêòîðîì), ëèáî âåêòîðîì åé ïàðàëëåëüíûì (íàïðàâëÿþùèì
âåêòîðîì) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè ìîæíî çàïèñûâàòü êàê óðàâíåíèÿ, õà-
ðàêòåðíûå äëÿ ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå (�1), òàê è àíàëîãè óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå
(�2). Ïåðå÷èñëèì, íå ïîâòîðÿÿ äåòàëåé, èçëîæåííûõ â ïðåäûäóùèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ, îñíîâíûå
óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè è ñâÿçàííûå ñ íèìè ôîðìóëû.
Ïóñòü ïðÿìàÿ L íà ïëîñêîñòè ñ âûáðàííîé â íåé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Oxy ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êó M0(x0, y0) ïåðïåíäèêóëÿðíî íåíóëåâîìó âåêòîðó n̄(A,B).



41

L

M0

n��

Óðàâíåíèå òàêîé ïðÿìîé èìååò âèä:

A(x− x0) +B(y − y0) = 0,

îòêóäà ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Ax+By + C = 0,

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

Ïóñòü ïðÿìàÿ L îòñåêàåò íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ Ox è Oy îòðåçêè âåëè÷èíîé a è b ñîîòâåò-
ñòâåííî.

x

y

O
L

a

b

Òîãäà, êàê è äëÿ ïëîñêîñòè, ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ:
x

a
+
y

b
= 1.

Åñëè ïðÿìàÿ L ñîäåðæèò òî÷êó M0(x0, y0) è ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî íåíóëåâîìó âåêòîðó
l(lx, ly),

L

M0

l
�

òî åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä:
x− x0
lx

=
y − y0
ly

.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå, ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü çàäàíà òàêæå âåê-
òîðíûì óðàâíåíèåì

r̄ = r̄0 + tl̄, −∞ < t < +∞
è ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè{

x = x0 + lxt,
y = y0 + lyt, −∞ < t < +∞.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M0(x0, y0) äî ïðÿìîé L íà ïëîñêîñòè, çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì
Ax+By + C = 0, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå:

ρ(M0, L) =
|Ax0 +By0 + C|

|n̄|
.

Íàéäåì åùå îäíî óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, õàðàêòåðíîå äëÿ ýòîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî

îáúåêòà. Ïóñòü ïðÿìàÿ L, çàäàííàÿ ñâîèì êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì
x− x0
lx

=
y − y0
ly

, íåïàðàë-

ëåëüíà îñè Oy.
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x

y

O

L
b

Α

Òîãäà lx ̸= 0 è ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé L ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì:

y = kx+ b,

ãäå k =
ly
lx

= tgα � óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé, b � âåëè÷èíà îòðåçêà, êîòîðûé îòñåêàåò ýòà

ïðÿìàÿ íà îñè Oy. Â ÷àñòíîñòè,
y − y0 = k(x− x0)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó M0(x0, y0).
Åñëè äâå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè çàäàíû îáùèìè èëè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, òî èõ

âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå èññëåäóåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ïëîñêîñòÿìè èëè ïðÿìûìè, çàäàííûìè
òàêèìè æå óðàâíåíèÿìè (�1 èëè �2). Èçó÷èì ïîýòîìó âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ,
êîòîðûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì. Èòàê, ðàññìîòðèì äâå ïðÿìûå

L1 : y = k1x+ b1; L2 : y = k2x+ b2.

x

y

O

L2

Α2

L1

Α1

j

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ïðÿìûå íå ÿâëÿþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè, îáîçíà÷èì ÷åðåç
(L̂1, L2) = φ îñòðûé óãîë ìåæäó íèìè. Òîãäà, î÷åâèäíî, (L̂1, L2) = |α1 − α2| è, ñëåäîâàòåëüíî,

tg(L̂1, L2) = | tg(α1 − α2)| =
∣∣∣∣ k1 − k2
1 + k1k2

∣∣∣∣ .
Åñëè æå L1⊥L2, òî íîðìàëüíûå âåêòîðû n̄1(k1,−1) è n̄2(k2,−1) ýòèõ ïðÿìûõ îðòîãîíàëüíû,
ñëåäîâàòåëüíî,

n̄1 · n̄2 = k1k2 + 1 = 0 ⇐⇒ k1k2 = −1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ L1 è L2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

k1k2 = −1.
Î÷åâèäíî, ïðÿìûå L1 è L2 ïàðàëëåëüíû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðàâíû óã-

ëû, êîòîðûå îíè îáðàçóþò ñ îñüþ Ox. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ L1 è L2

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñîâïàäàëè èõ óãëîâûå êîýôôèöèåíòû, ò. å. k1 = k2.
Ïðèìåð. Äàíû ïðÿìàÿ L : x + 3y − 5 = 0 è òî÷êà A(−2, 1). Íàéòè óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ

L1, L2, L3, L4, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó A è òàêèõ, ÷òî L1∥L, L2⊥L, (L̂3, L) = (L̂4, L) =
arctg 2.
Ðåøåíèå. Ïðÿìûå L1 è L èìåþò îáùèé íîðìàëüíûé âåêòîð n̄(1, 3), ïîýòîìó,

1(x+ 2) + 3(y − 1) = 0,

ò. å.
x+ 3y − 1 = 0 � îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé L1.
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Òàê êàê L2⊥L, òî íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé L2 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûé âåêòîð ïðÿìîé
L, ñëåäîâàòåëüíî,

x+ 2

1
=
y − 1

3
� êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé L2.

Èç óðàâíåíèÿ ïðÿìîé L íàõîäèì y = −1
3x+ 5

3 , ñëåäîâàòåëüíî, kL = −1
3 . Òîãäà óãëîâûå êîýô-

ôèöèåíòû ïðÿìûõ L3 è L4 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

tg(arctg 2) =

∣∣∣∣ k − kL
1 + kkL

∣∣∣∣⇐⇒ 2 =

∣∣∣∣∣ k + 1
3

1− 1
3k

∣∣∣∣∣ ,
îòêóäà, k3 = −7, k4 = 1. Îñòàëîñü çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ L3 è L4.

L3 : y − 1 = −7(x+ 2) ⇐⇒ y = −7x− 13;
L4 : y − 1 = 1(x+ 2) ⇐⇒ y = x+ 3.

�4. Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè

Â ïðåäûäóùèõ òðåõ ïàðàãðàôàõ íàìè áûëè èçó÷åíû ëèíåéíûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû �

ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå è íà ïëîñêîñòè. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò îíè îïðåäåëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîé ñòåïåíè, ò. å. ëèíåéíûìè
óðàâíåíèÿìè. Ïðåäìåòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ÿâëÿòüñÿ êðèâûå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, ò. å. ëèíèè íà ïëîñêîñòè, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
Oxy èìåþò âèä:

Ax2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0,

ãäå A,B,C,D,E, F � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ìû óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ
âûðîæäåíèÿ äàííîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò îäíó èç òðåõ çàìå÷àòåëüíûõ ëèíèé � ýëëèïñ, ãè-

ïåðáîëó èëè ïàðàáîëó. Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êàæäîé èç ýòèõ ëèíèé
è íàéäåì èõ êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.

1. Ýëëèïñ

Îïðåäåëåíèå. Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, äëÿ êàæäîé èç

êîòîðûõ ñóììà ðàññòîÿíèé äî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê (ôîêóñîâ ýëëèïñà) åñòü âåëè÷èíà

ïîñòîÿííàÿ.

Íàéäåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 2c ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå, ò. å.
ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè, à ÷åðåç 2a � ïîñòîÿííóþ ñóììó ðàññòîÿíèé îò òî÷åê ýëëèïñà äî
ôîêóñîâ. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî a > c. Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîð-
äèíàò íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: îñü Ox íàïðàâèì ÷åðåç ôîêóñû, à íà÷àëî êîîðäèíàò
âûáåðåì ïîñåðåäèíå ìåæäó íèìè.

x

y

O

M

-c
F1

c
F2

Ïóñòü M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ýëëèïñà. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòîé ëèíèè,

|F1M |+ |F2M | = 2a⇐⇒
√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a.

Óïðîñòèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå:

(x− c)2 + y2 =
(
2a−

√
(x+ c)2 + y2

)2
⇐⇒ a

√
(x+ c)2 + y2 = a2 + cx;

a2((x+ c)2 + y2) = (a2 + cx)2 ⇐⇒ (a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2),
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îòêóäà, èñïîëüçîâàâ îáîçíà÷åíèå b =
√
a2 − c2, ìû è ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Ïîñòðîèì ýòó ëèíèþ. Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî îíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
êîîðäèíàòíûõ îñåé è íà÷àëà êîîðäèíàò, òàê êàê ïåðåìåííûå x è y âõîäÿò â êàíîíè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå â êâàäðàòàõ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëëèïñ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü â ïåðâîé êîîðäèíàòíîé
÷åòâåðòè è çàòåì îòðàçèòü åãî îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé. Èç êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ýëëèïñà íàõîäèì:

y =
b

a

√
a2 − x2.

Î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è óáûâàåò ïðè 0 ≤ x ≤ a. Êðîìå òîãî, åå ãðàôèê ðàñ-

ïîëàãàåòñÿ âûøå ïðÿìîé y =
b

a
(a − x). Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ýëëèïñ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäóþùóþ çàìêíóòóþ ëèíèþ íà ïëîñêîñòè:

x

y

O-a
A1

a
A2

-b B1

b B2

-c
F1

c
F2

×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî áîëüøîé è ìàëîé ïîëóîñÿìè ýëëèïñà. Òî÷êà O(0, 0) �
öåíòð ýëëèïñà, òî÷êè A1(−a, 0), A2(a, 0), B1(0,−b), B2(0, b) � âåðøèíû ýëëèïñà, îòðåçîê A1A2

� áîëüøàÿ, B1B2 � ìàëàÿ îñè ýëëèïñà.

Ôîðìó ýëëèïñà õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíà ε =
c

a
, ðàâíàÿ îòíîøåíèþ ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ê

äëèíå áîëüøîé îñè. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà. Î÷åâèäíî, 0 ≤ ε < 1.
Òàê êàê

b

a
=
√

1− ε2,

òî ïðè ε ≈ 0 ìû èìååì b ≈ a è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëëèïñ ïî ôîðìå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò îêðóæ-
íîñòè. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà ε = 0, ïîëóîñè ñîâïàäàþò è ýëëèïñ ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæ-

íîñòü. Åñëè æå ε ≈ 1, òî
b

a
≈ 0 è ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ âûòÿíóòûì âäîëü îñè Ox.

Çàìå÷àíèå. Â óðàâíåíèè ýëëèïñà ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî a < b. Òîãäà ôîêóñû ýëëèïñà íà-
õîäÿòñÿ íà îñè Oy â òî÷êàõ F1(0,−c), F2(0, c) è b � áîëüøàÿ, a =

√
b2 − c2 � ìàëàÿ ïîëóîñè

ýëëèïñà.

x

y

O-a a

-b

b

F1

F2

2. Ãèïåðáîëà

Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðáîëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíèþ íà ïëîñêîñòè, äëÿ êàæäîé òî÷êè

êîòîðîé àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé äî äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê (ôîêóñîâ
ãèïåðáîëû) åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ.
Îáîçíà÷èì è çäåñü ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ÷åðåç 2c, à ÷åðåç 2a � ïîñòîÿííóþ àáñîëþòíóþ

âåëè÷èíó ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò òî÷åê ãèïåðáîëû äî ôîêóñîâ. Äëÿ ãèïåðáîëû a < c, ÷òî
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ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè
òî÷íî òàêæå, êàê è ïðè âûâîäå êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïñà.

x

y

O

M

-c
F1

c
F2

Ïî îïðåäåëåíèþ ãèïåðáîëû äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M(x, y) ýòîé ëèíèè

||F1M | − |F2M || = 2a⇐⇒ |
√

(x+ c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2| = 2a.

Èçáàâëÿÿñü îò êîðíåé â ýòîì óðàâíåíèè, ïîëó÷èì:

(c2 − a2)x2 − a2y2 = a2(c2 − a2).

Îáîçíà÷àÿ çäåñü b =
√
c2 − a2, ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû:

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Êàê âèäíî èç åå óðàâíåíèÿ, ãèïåðáîëà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé è
íà÷àëà êîîðäèíàò. Èç êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû ñëåäóåò, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè

y =
b

a

√
x2 − a2, x ≥ a.

Ýòà ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò,
b

a

√
x2 − a2 <

b

a
x ïðè âñåõ x ≥ a è

b

a

√
x2 − a2 ≈ b

a
x ïðè áîëüøèõ x.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè ãèïåðáîëà, âûõîäÿ èç òî÷êè (a, 0) íà îñèOx, ïðèáëèæàåòñÿ

çàòåì ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ x ê ïðÿìîé y =
b

a
x. Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåðáîëà âûãëÿäèò ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

x

y

O-a
A1

a
A2

-c
F1

c
F2

Ïðÿìûå y = ± b
a
x íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû. Òî÷êà O(0, 0) � öåíòð ãèïåðáî-

ëû. Òî÷êè A1(−a, 0), A2(a, 0) íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãèïåðáîëû. Îñü ñèììåòðèè ãèïåðáîëû,
ïåðåñåêàþùàÿ åå â âåðøèíàõ, íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ. Âòîðàÿ îñü ñèììåòðèè, íå
èìåþùàÿ ñ ãèïåðáîëîé îáùèõ òî÷åê, íàçûâàåòñÿ ìíèìîé îñüþ ãèïåðáîëû. ×èñëà a è b íàçûâà-
þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ïîëóîñÿìè ãèïåðáîëû. Åñëè ïîëóîñè ðàâíû,
òî ãèïåðáîëà íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííåé (ðàâíîáî÷íîé).
Êàê è äëÿ ýëëèïñà, îïðåäåëèì ýêñöåíòðèñèòåò ãèïåðáîëû êàê îòíîøåíèå ïîëîâèíû ôî-

êóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ê äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñè:

ε =
c

a
.

Òàê êàê
b

a
=
√
ε2 − 1,
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òî ýêñöåíòðèñèòåò ãèïåðáîëû õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó óãëà, â êîòîðîì îíà ðàñïîëàãàåòñÿ. Ïðè
ε ≈ 1 óãîë ìàë è, íàîáîðîò, åñëè ýêñöåíòðèñèòåò âåëèê, òî è óãîë, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ãèïåð-
áîëà, áëèçîê ê ðàçâåðíóòîìó.
Çàìå÷àíèå. Â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè ãèïåðáîëû çíàêè ïåðåä êâàäðàòàìè ìîãóò ðàñïîëà-

ãàòüñÿ è â îáðàòíîì ïîðÿäêå:

−x
2

a2
+
y2

b2
= 1.

Â ýòîì ñëó÷àå ôîêóñû è âåðøèíû íàõîäÿòñÿ íà îñè Oy è a =
√
c2 − b2.

x

y

O

-b

b

F1

F2

3. Ïàðàáîëà

Îïðåäåëåíèå. Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàâíîóäàëåííûõ îò

ôèêñèðîâàííîé òî÷êè (ôîêóñà ïàðàáîëû) è ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé (äèðåêòðèñû ïàðàáîëû).
Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå îò ôîêóñà äî äèðåêòðèñû ÷åðåç p. ×èñëî p > 0 íàçûâàåòñÿ ïàðà-

ìåòðîì ïàðàáîëû. Âûáåðåì óäîáíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè: îñü Ox íàïðàâèì ÷åðåç
ôîêóñ F ïåðïåíäèêóëÿðíî äèðåêòðèñå D, à íà÷àëî êîîðäèíàò âîçüìåì ïîñåðåäèíå ìåæäó äè-
ðåêòðèñîé è ôîêóñîì.

x

y

O

D

N M

-

p
������

2

p
������

2

F

Åñëè M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïàðàáîëû, òî ïî îïðåäåëåíèþ ýòîé êðèâîé

|MF | = |MN | ⇐⇒
√(

x− p

2

)2
+ y2 =

∣∣∣x+
p

2

∣∣∣ .
Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

ïàðàáîëû:
y2 = 2px.

Î÷åâèäíî, ïàðàáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè Ox.
Òî÷êà O(0, 0) íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ïàðàáîëû, îñü Ox � îñüþ ïàðàáîëû.
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x

y

O

D

-

p
������

2

p
������

2

F

Çàìå÷àíèå. Åñëè áû ïðè âûáîðå ñèñòåìû êîîðäèíàò ìû íàïðàâèëè åå îñè â ïðîòèâî-
ïîëîæíûå ñòîðîíû, òî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû ïðèíÿëî áû âèä:

y2 = −2px.

Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèÿ
x2 = ±2py

òàêæå îïðåäåëÿþò ïàðàáîëû, ôîêóñû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà îñè Oy, à äèðåêòðèñû ïàðàë-
ëåëüíû îñè Ox.

4. Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Ïîêàæåì, ÷òî îáùåå óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè, êðîìå ñëó÷àåâ âû-
ðîæäåíèÿ, îïðåäåëÿåò îäíó èç ëèíèé � ýëëèïñ, ãèïåðáîëó èëè ïàðàáîëó.
Âûÿñíèì ñíà÷àëà, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïëîñêîñòè ïðè ïàðàëëåëüíîì

ïåðåíîñå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñóùåñòâëåí ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñèñòåìû
êîîðäèíàò Oxy â òî÷êó O1(x0, y0). Ïóñòü M(x, y) � êîîðäèíàòû òî÷êè M â ñòàðîé Oxy, à
M(x1, y1) � êîîðäèíàòû òîé æå òî÷êè â íîâîé O1x1y1 ñèñòåìå êîîðäèíàò.

x

y

O

y1

x1y0

x0

O1

M

Òàê êàê O1M = OM − OO1, òî íîâûå è ñòàðûå êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïëîñêîñòè ñâÿçàíû
ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè: {

x1 = x− x0,
y1 = y − y0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà îíî

íå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò xy :

Ax2 + Cy2 +Dx+ Ey + F = 0,

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû A è C íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ. Çäåñü âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

a) AC > 0. Î÷åâèäíî, âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A > 0, C > 0.
Âûäåëÿÿ â óðàâíåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëíûå êâàäðàòû ïî ïåðåìåííûì x è y, ïîëó÷èì:

A(x− x0)
2 + C(y − y0)

2 + F1 = 0, (1)
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ãäå x0, y0, F1 � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. ßñíî, ÷òî ïðè F1 > 0 íè îäíà èç òî÷åê
ïëîñêîñòè íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ. Åñëè F1 = 0, òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ïî-
ëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O1(x0, y0). Íàêîíåö, ïðè F1 < 0 óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1

è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñìåùåííîé ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà â òî÷êó O1(x0, y0) ñèñòåìå
êîîðäèíàò îíî ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýëëèïñà:

x21
a2

+
y21
b2

= 1.

b) AC < 0. Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî A > 0, C < 0.
Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà òàêæå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (1). Ïðè F1 = 0
îíî îïðåäåëÿåò ïàðó ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ, ÷åðåç òî÷êó O1(x0, y0) :

√
A(x− x0)±

√
−C(y − y0) = 0.

Åñëè æå F1 ̸= 0, òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ìû ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

(x− x0)
2

a2
− (y − y0)

2

b2
= ±1

è, ñòàëî áûòü, ïîñëå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êó O1(x0, y0) ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãèïåðáîëû:

x21
a2

− y21
b2

= ±1.

c) AC = 0. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî C ̸= 0.
Âûäåëÿÿ â äàííîì óðàâíåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé y, ïîëó÷èì:

C(y − y0)
2 +Dx+ F1 = 0.

Åñëè â ýòîì óðàâíåíèè D = 0, òî ïðè CF1 > 0 ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ïóñòî, à
ïðè CF1 ≤ 0 ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïàðó ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñè Ox :

y − y0 = ±
√

−F1

C
.

Åñëè æå D ̸= 0, òî ìû ìîæåì ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê âèäó:

(y − y0)
2 = ±2p(x− x0),

ò. å. ïîñëå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êó O1(x0, y0), ìû ïîëó÷èì òåì
ñàìûì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû:

y21 = ±2px1.

Àíàëîãè÷íî, åñëè â èñõîäíîì óðàâíåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà AC = 0 è A ̸= 0, òî, íå ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå âûðîæäåííûå ñëó÷àè, ýòî óðàâíåíèå ìû òàêæå ìîæåì ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ ïàðàáîëû:

x21 = ±2py1.

Ïðèìåð 1. Ïðèâåñòè óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, íàçâàòü è ïîñò-

ðîèòü êðèâóþ:
4x2 + y2 + 8x− 4y + 4 = 0.

Ðåøåíèå. Âûäåëÿÿ ïîëíûå êâàäðàòû ïî îáåèì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì:

4(x+ 1)2 + (y − 2)2 − 4 = 0 ⇐⇒ (x+ 1)2

12
+

(y − 2)2

22
= 1,

÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà â ñìåùåííîé â òî÷êó O1(−1, 2) ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî ýëëèïñà a = 1, b = 2, c =

√
3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ôîêóñû íàõîäÿòñÿ

â òî÷êàõ F1(−1, 2−
√
3), F2(−1, 2 +

√
3). Ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà ðàâåí ε =

√
3
2 .
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-3 -2 -1 1 2 3 x

-1

1

2

3

4

y

O

O1
x1

y1

F1

F2

Ïðèìåð 2. Íàéòè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû ñ âåðøèíîé â òî÷êå O1(3, 2), îñüþ
ñèììåòðèè, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé îñè Ox è ôîêóñîì íà îñè Oy. Ïîñòðîèòü ïàðàáîëó.
Ðåøåíèå. Ôîêóñ ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ â òî÷êå F (0, 2), ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ïàðàáîëû ñ

ó÷åòîì ñìåùåíèÿ èìååò âèä:
(y − 2)2 = −2p(x− 3).

Çäåñü
p

2
= 3 =⇒ p = 6 è, ñòàëî áûòü,

(y − 2)2 = −12(x− 3)

� êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû.

1 23 4 56 7 x

-4

-2

2

4

6

8

10

y

O

D

F O1
x1

y1

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåð-
æàùåãî ïðîèçâåäåíèå êîîðäèíàò xy, íåîáõîäèìî êðîìå ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âûïîëíèòü
åùå è ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò íà îïðåäåëåííûé óãîë. Íàïðèìåð, äëÿ ðàâíîñòîðîííåé ãè-
ïåðáîëû xy = 1 ñëåäóåò ïîâåðíóòü ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy âîêðóã åå íà÷àëà íà óãîë 45◦ ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïîñêîëüêó âåðøèíû ãèïåðáîëû íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè

√
2 îò íà÷àëà êî-

îðäèíàò, òî â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1y1 êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä:

x21
(
√
2)2

− y21
(
√
2)2

= 1.

-4 -2 2 4 x

-4

-2

2

4

y

OF1

F2

x1
y1
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�5. Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå

Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû ìû èçó÷èì ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå â äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè âòîðîé ñòåïåíè. Ñóùåñòâóþò ïÿòü
âèäîâ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé: ýëëèïñîèä, ãèïåðáîëîèäû, ïàðàáîëîèäû, öèëèíäðû âòîðîãî ïîðÿäêà

è êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà.

0. Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ

Íàéäåì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì íåêîòîðîé ëèíèè âîêðóã
îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ïóñòü ëèíèÿ L, êîòîðàÿ â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oyz çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì F (y, z) = 0, âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Oz.

0
y

0
x

z
FHy,zL=0

0
y

Ïóñòü M(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Ïåðåãîíèì åå ïî îêðóæ-
íîñòè, ðàñïîëîæåííîé â ñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó
ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Oz, â òî÷êó N íà ëèíèè L. Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî îñè

Oz ðàâíî
√
x2 + y2, òî òî÷êà N èìååò êîîðäèíàòû N

(
±
√
x2 + y2, z

)
. Ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû

òî÷êè N â óðàâíåíèå ëèíèè L, ìû è ïîëó÷èì òåì ñàìûì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ:

F
(
±
√
x2 + y2, z

)
= 0.

Íàéäåì òåïåðü óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ âðàùåíèåì êðèâûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà ñ ïîñëåäóþùåé ëèíåéíîé äåôîðìàöèåé ýòèõ ïîâåðõíîñòåé.

1. Ýëëèïñîèä

Âîçüìåì â ïëîñêîñòè Oyz ýëëèïñ
y2

b2
+
z2

c2
= 1

è áóäåì âðàùàòü åãî âîêðóã îñè Oz. Â ðåçóëüòàòå, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ìû
ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü ñ óðàâíåíèåì

x2 + y2

b2
+
z2

c2
= 1,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ. Çàìåíèâ â íàéäåííîì óðàâíåíèè êîîðäèíàòó x íà
b

a
x, ò. å. ëèíåéíî äåôîðìèðóÿ ïîâåðõíîñòü âäîëü îñè Ox ñ êîýôôèöèåíòîì

a

b
, ìû ïîëó÷èì òåì

ñàìûì óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà îáùåãî âèäà:

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c íàçûâàþòñÿ ïîëóîñÿìè ýëëèïñîèäà.
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-a

0
a

x

-b

0
b

y

-c

0

c

z0

Î÷åâèäíî, ñå÷åíèÿìè ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòÿìè ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì, ÿâëÿþòñÿ ýë-
ëèïñû.

Çàìå÷àíèå. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà a = b = c = R ýëëèïñîèä ïðåâðàùàåòñÿ â ñôåðó

x2 + y2 + z2 = R2

ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

2. Ãèïåðáîëîèäû

a) Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

Âðàùàÿ ãèïåðáîëó
y2

b2
− z2

c2
= 1

âîêðóã îñè Oz, ïîëó÷èì îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ ñ óðàâíåíèåì

x2 + y2

b2
− z2

c2
= 1.

Ïîñëå ëèíåéíîé äåôîðìàöèè âäîëü îñè Ox ýòà ïîâåðõíîñòü ïðåâðàùàåòñÿ â îäíîïîëîñòíûé

ãèïåðáîëîèä îáùåãî âèäà ñ îñüþ Oz :

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1.

-a
0 a

x

-b
0

by

-c

0

c

z

-b
0

by

Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèÿ îäíîïîëîñòíûõ ãèïåðáîëîèäîâ ñ îñÿìè Ox è Oy èìåþò, ñîîòâåò-
ñòâåííî, âèä:

−x
2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

x2

a2
− y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Ñå÷åíèÿìè îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïëîñêîñòÿìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè åãî îñè, ÿâëÿ-
þòñÿ ýëëèïñû, à â ñå÷åíèÿõ ïëîñêîñòÿìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äðóãèì êîîðäèíàòíûì îñÿì,
ðàñïîëàãàþòñÿ ãèïåðáîëû.
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b) Äâóõïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

Ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííàÿ âðàùåíèåì âîêðóã îñè Oz ãèïåðáîëû

−y
2

b2
+
z2

c2
= 1,

âåðøèíû êîòîðîé ðàñïîëîæåíû íà îñè âðàùåíèÿ, íàçûâàåòñÿ äâóõïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì

âðàùåíèÿ. Çàïèøåì óðàâíåíèå äâóõïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà:

x2 + y2

b2
− z2

c2
= −1.

Ëèíåéíàÿ äåôîðìàöèÿ äâóõïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ âäîëü îñè Ox ïðåîáðàçóåò åãî
â äâóõïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä îáùåãî âèäà ñ îñüþ Oz. Óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè èìååò âèä:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1.

-a
0
a

x

-b 0 b

y

-c

0

c

z

0

-c

0

c

Äâóõïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû ñ îñÿìè Ox è Oy èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ:

−x
2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= −1,

x2

a2
− y2

b2
+
z2

c2
= −1.

Êàê è â ñëó÷àå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, ñå÷åíèÿìè äâóõïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà

ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì, ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñû è ãèïåðáîëû.

3. Ïàðàáîëîèäû

a) Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

Âðàùåíèå ïàðàáîëû âîêðóã åå îñè ïðèâîäèò ê ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïàðà-

áîëîèäîì âðàùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïàðàáîëó ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì y2 = 2pz âðàùàòü
âîêðóã îñè Oz, òî, êàê ñëåäóåò èç ïóíêòà 0, óðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ
èìååò âèä:

x2 + y2

p
= 2z.

Ëèíåéíàÿ äåôîðìàöèÿ ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ âäîëü îñè Oy ïðåâðàùàåò åãî â ýëëèïòè÷åñêèé
ïàðàáîëîèä ñ óðàâíåíèåì:

x2

p
+
y2

q
= 2z.
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0x

0
y

0

z

0

Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà p, q íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè ïàðàáîëîèäà, òî÷êà O(0, 0) � âåðøèíà,
îñü Oz � îñü ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.
Óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïàðàáîëîèäîâ ñ îñÿìè Ox è Oy èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, âèä:

y2

p
+
z2

q
= 2x,

x2

p
+
z2

q
= 2y.

Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà, ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå åãî
îñè, ïåðåñåêàþò ýòó ïîâåðõíîñòü ïî ýëëèïñàì, à â ñå÷åíèÿõ ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè
äðóãèì êîîðäèíàòíûì, íàõîäÿòñÿ ïàðàáîëû.
Çàìå÷àíèå. Èçìåíåíèå çíàêà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà

ïðèâîäèò ê îòðàæåíèþ ýòîé ïîâåðõíîñòè îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé îñè ïàðàáîëîèäà.

b) Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

Áóäåì ïîñòóïàòåëüíî ïåðåìåùàòü îáðàçóþùóþ ïàðàáîëó

y2 = −2qz, q > 0,

ðàñïîëîæåííóþ â ïëîñêîñòè Oyz, ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå âäîëü íàïðàâëÿþùåé ïàðàáîëû

x2 = 2pz, p > 0,

íàõîäÿùåéñÿ â ïëîñêîñòè Oxz. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãèïåð-

áîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì èëè ñåäëîâèäíîé ïîâåðõíîñòüþ.

0

x

0

y

0

z

0

x

0

Íàéäåì óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. ÏóñòüM(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ãèïåðáîëè÷åñêîãî
ïàðàáîëîèäà. Ïî åãî ïîñòðîåíèþ òî÷êàM ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå ñ âåðøèíîé â òî÷êå (x, 0, x

2

2p ),

ïàðàëëåëüíîé ïàðàáîëå y2 = −2qz. Òàê êàê êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M1(x, y1, z1) ýòîé
ïàðàáîëû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

y21 = −2q

(
z1 −

x2

2p

)
,
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òî, ïîäñòàâèâ â íåãî êîîðäèíàòû òî÷êè M, ìû è ïîëó÷èì ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà:

x2

p
− y2

q
= 2z.

Çäåñü, êàê è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà, ÷èñëà p, q � ïàðàìåòðû ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðà-

áîëîèäà, òî÷êà O(0, 0) è îñü Oz � ñîîòâåòñòâåííî âåðøèíà è îñü ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.
Çàìå÷àíèå 1. Ñåäëîâèäíàÿ ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü òàêæå ïîëó÷åíà ïåðåìåùåíèåì ïàðà-

áîëû x2 = 2pz ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå âäîëü ïàðàáîëû y2 = −2qz.

Ñóäÿ ïî óðàâíåíèþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà, â ñå÷åíèÿõ ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñ-
òÿìè z = h > 0 íàõîäÿòñÿ ãèïåðáîëû, äåéñòâèòåëüíûå îñè êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíîé
îñè Ox. Àíàëîãè÷íî, ïëîñêîñòè z = h < 0 ïåðåñåêàþò äàííóþ ïîâåðõíîñòü ïî ãèïåðáîëàì ñ
äåéñòâèòåëüíûìè îñÿìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè Oy. Íàêîíåö, ïëîñêîñòü Oxy ïåðåñåêàåò ãèïåð-
áîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä ïî äâóì ïðÿìûì

√
qx±√

py = 0.
Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïàðàáîëîèäû, îñÿìè êîòîðûõ ñëóæàò êîîðäèíàòíûå îñè Ox è Oy, èìåþò,

ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ:
y2

p
− z2

q
= 2x,

z2

p
− x2

q
= 2y.

Çàìå÷àíèå 2. Îòðàçèâ ñåäëîâèäíóþ ïîâåðõíîñòü îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé åå îñè, ïîëó÷èì ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä, óðàâíåíèå êîòîðîãî îòëè-
÷àåòñÿ çíàêîì ïðàâîé ÷àñòè îò óðàâíåíèÿ èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè.

4. Öèëèíäðû âòîðîãî ïîðÿäêà

Öèëèíäðîì âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííàÿ ïåðåìåùåíèåì íåêîòî-
ðîé ïðÿìîé (îáðàçóþùåé) âäîëü êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (íàïðàâëÿþùåé), ðàñïîëîæåííîé â
ïëîñêîñòè, íå ñîäåðæàùåé îáðàçóþùóþ, ïàðàëëåëüíî ôèêñèðîâàííîìó íåíóëåâîìó âåêòîðó â
ïðîñòðàíñòâå.
Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà íàïðàâëÿþùàÿ ðàñïîëîæåíà â îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêî-

ñòåé, à îáðàçóþùàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé ïëîñêîñòè. Âîçüìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè â ïëîñêî-
ñòè Oxy êðèâóþ âòîðîãî ïîðÿäêà è áóäåì ïåðåìåùàòü ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè Oz, âäîëü
ýòîé êðèâîé. Òàê êàê ïðîåêöèåé ëþáîé òî÷êè M(x, y, z) ïîëó÷åííîãî òàêèì îáðàçîì öèëèí-
äðà íà ïëîñêîñòü Oxy ÿâëÿåòñÿ òî÷êà N(x, y), ïðèíàäëåæàùàÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà, òî
êîîðäèíàòû òî÷êè M óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ýòîé êðèâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèåì ïî-

ñòðîåííîãî öèëèíäðà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå åãî íàïðàâëÿþùåé.

Ïåðå÷èñëèì òåïåðü öèëèíäðû âòîðîãî ïîðÿäêà.

1)
x2

a2
+
y2

b2
= 1 � ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð.

-a

0

a

x

-b 0 b
y

0z

0

0

Â ÷àñòíîñòè, ïðè a = b ìû ïîëó÷èì êðóãîâîé öèëèíäð.
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2)
x2

a2
− y2

b2
= 1 � ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð.

-a
0 a

x

-b0
b
y

0z

-a
0 a

x

-b0
b

0

3) y2 = 2px � ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð.

0
x

0

y

0
z

0

y

Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ èìåþò öèëèíäðû âòîðîãî ïîðÿäêà, îáðàçóþùèå êîòîðûõ ïàðàë-
ëåëüíû îñÿì Ox è Oy, à íàïðàâëÿþùèå ðàñïîëîæåíû â êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ Oyz è Oxz,
ñîîòâåòñòâåííî.

5. Êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà

Êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïåðå-
ìåùåíèåì ïðÿìîé (îáðàçóþùåé), èìåþùåé íåïîäâèæíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé
êîíóñà, âäîëü êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (íàïðàâëÿþùåé), ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè, íå ñîäåð-
æàùåé âåðøèíó.
Íàéäåì óðàâíåíèå êîíóñà, âåðøèíà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à íàïðàâ-

ëÿþùåé ñëóæèò ýëëèïñ ñ óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

ðàñïîëîæåííûé â ïëîñêîñòè z = c, c > 0.
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-a

0
a

x

-b 0 b

y

-c

0

c

z

0

-c

0

c

Ïóñòü M(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êîíóñà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M1(x1, y1, z1) òî÷êó ïåðå-
ñå÷åíèÿ îáðàçóþùåé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M, ñ íàïðàâëÿþùåé. Êîîðäèíàòû òî÷êè M1

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

z1 = c;
x21
a2

+
y21
b2

= 1,

à òî÷êè M � óðàâíåíèÿì
x

x1
=

y

y1
=

z

z1
.

Èç ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ìû íàõîäèì:

x1 =
cx

z
, y1 =

cy

z
.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ x1, y1 â óðàâíåíèå ýëëèïñà, ïîëó÷èì ïîñëå íåñëîæíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå êîíóñà âòîðîãî ïîðÿäêà:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0.

Êîîðäèíàòíàÿ îñü Oz íàçûâàåòñÿ îñüþ êîíóñà. Åñëè a = b, òî êîíóñ ÿâëÿåòñÿ êðóãîâûì.
Êîíóñû âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îñÿìè Ox è Oy èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèÿ:

−x
2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0,

x2

a2
− y2

b2
+
z2

c2
= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî âèä êîíóñà âòîðîãî ïîðÿäêà íå çàâèñèò îò âûáîðà íàïðàâëÿþùåé. Äåéñò-
âèòåëüíî, åñëè â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåé âçÿòü ãèïåðáîëó

x2

a2
− y2

b2
= 1,

íàõîäÿùóþñÿ â ïëîñêîñòè z = c, òî ïîñëå ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðåäûäóùèì, ïîëó÷èì
ïîâåðõíîñòü ñ óðàâíåíèåì

−x
2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 0,

ò. å. êîíóñ ñ îñüþ Ox. Åñëè æå çà íàïðàâëÿþùóþ ìû âûáåðåì â ïëîñêîñòè z = c ïàðàáîëó ñ
óðàâíåíèåì

y2 = 2px, p > 0,

òî ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì êîíóñ èìååò óðàâíåíèå

cy2 = 2pxz.

Íàáëþäàÿ ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè Oy, ïîâåðíåì ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxz âîêðóã
îñè Oy íà óãîë 45◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå xz â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1z1
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çàïèøåòñÿ êàê 1
2(z

2
1 − x21) (�4, ïóíêò 4, çàìå÷àíèå). Ñëåäîâàòåëüíî, â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ox1yz1 íàéäåííîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïðèîáðåòàåò âèä

x21
(
√
c)2

+
y2

(
√
p)2

− z21
(
√
c)2

= 0

è, ñòàëî áûòü, ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì ñ îñüþ Oz1.

Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ êîíóñà è åãî ïîñòðîåíèÿ, ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå åãî îñè,
ïåðåñåêàþò ýòó ïîâåðõíîñòü ïî ýëëèïñàì, ñå÷åíèÿìè êîíóñà ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè åãî
îñè, ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëû, è, íàêîíåö, â ñå÷åíèÿõ êîíóñà ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè îáðàçó-
þùåé, ðàñïîëàãàþòñÿ ïàðàáîëû.

6. Î ïðèâåäåíèè óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (�4, ïóíêò 4), óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè
âòîðîãî ïîðÿäêà, íå ñîäåðæàùåå ïðîèçâåäåíèé êîîðäèíàò, ìû ìîæåì çà ñ÷åò âûäåëåíèÿ ïîë-
íûõ êâàäðàòîâ ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ îäíîé èç ðàññìîòðåííûõ â ïóíêòàõ 1 � 5 ïîâåðõíîñòåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷èì îäíó èç ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà â ñìåùåííîé ñ ïîìîùüþ
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñèñòåìå êîîðäèíàò. Èñêëþ÷åíèå, ïðàâäà, ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà
óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ñîäåðæèò ïîëíûé êâàäðàò è äâà ëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ îòíîñèòåëüíî
äðóãèõ êîîðäèíàò. Òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð â ñìåùåí-
íîé ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ïîâåðíóòîé çàòåì âîêðóã îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ
îñåé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ïðèìåð. Ïðèâåñòè óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

4y2 − z2 − 8x− 8y − 2z + 27 = 0

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, íàçâàòü è ïîñòðîèòü ïîâåðõíîñòü.

Ðåøåíèå. Ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ ïî ïåðåìåííûì y, z ïîëó÷èì:

4(y − 1)2 − (z + 1)2 − 8(x− 3) = 0.

Ïåðåïèñàâ ýòî óðàâíåíèå â âèäå

(y − 1)2

1
− (z + 1)2

4
= 2(x− 3),

ìû çàìå÷àåì, ÷òî â ñìåùåííîé ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà â òî÷êó O1(3, 1,−1) ñèñòåìå
êîîðäèíàò, ýòà ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä ñ ïàðàìåòðàìè
p = 1, q = 4.

-1
0

1
2

3 y

-5-3-101 3

z

0

2

4

x

-1
0

1
2

y

-5-3-101 3
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ÃËÀÂÀ IV. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ. ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè âàæíåéøåãî, êàê â ñàìîé
ìàòåìàòèêå, òàê è â åå ïðèëîæåíèÿõ, ðàçäåëà � ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îñíîâîé ìàòåìà-

òè÷åñêîãî àíàëèçà ñëóæèò ïîíÿòèå ïðåäåëà èëè áåñêîíå÷íî ìàëîé.

�1. Ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îñíîâíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà R äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-

ñåë, êîòîðûìè îíî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ. Ìíîãèå èç ýòèõ ñâîéñòâ èçâåñòíû èç êóðñà ýëå-
ìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè. Ïðè èçëîæåíèè ìû áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè ïðîñòåéøèå ïî-
íÿòèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ è ïðèíÿòûå òàì îáîçíà÷åíèÿ.
Ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà ñâîéñòâà, êàñàþùèåñÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äåéñò-

âèòåëüíûõ ÷èñåë.
1) Êîììóòàòèâíîñòü: a+ b = b+ a; ab = ba, ãäå a, b ∈ R.
2) Àññîöèàòèâíîñòü: (a+ b) + c = a+ (b+ c); (ab)c = a(bc), ãäå a, b, c ∈ R.
3) Ñóùåñòâóþò ÷èñëà 0 (íóëü) è 1 (åäèíèöà) òàêèå, ÷òî a + 0 = a; a · 1 = a äëÿ ëþáîãî

a ∈ R.
4) Äëÿ ëþáîãî a ∈ R ñóùåñòâóåò ïðîòèâîïîëîæíîå åìó ÷èñëî −a, äëÿ êîòîðîãî a+(−a) =

0. Åñëè, êðîìå òîãî, a ̸= 0, òî íàéäåòñÿ òàêæå ÷èñëî a−1 (îáðàòíîå äàííîìó) òàêîå, ÷òî
aa−1 = 1.
×èñëî a+(−b) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a− b.

Àíàëîãè÷íî, ÷àñòíûì îò äåëåíèÿ ÷èñåë a, b, b ̸= 0 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ab−1, êîòîðîå îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç a/b.
5) Äèñòðèáóòèâíîñòü: (a+ b)c = ac+ bc, ãäå a, b, c ∈ R.
Òåïåðü îñòàíîâèìñÿ íà ñâîéñòâàõ óïîðÿäî÷åííîñòè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Óïî-

ðÿäî÷åííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà a è b ñðàâíèìû, ò. å. äëÿ íèõ
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èõ òðåõ ñîîòíîøåíèé: a < b, a > b, a = b. ×èñëî a > 0 (a < 0) íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì).
6) Òðàíçèòèâíîñòü: èç íåðàâåíñòâ a < b, b < c äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c ñëåäóåò

íåðàâåíñòâî a < c.
7) Åñëè a < b, a, b ∈ R, òî a+ c < b+ c äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c.
8) Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b ïðîèçâåäåíèå ab òàêæå ïîëîæèòåëüíî.

Îòñþäà è èç ñâîéñòâ 5) è 7), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî, åñëè a < b è c > 0, òî ac < bc.
Óêàæåì åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
9) Ïîëíîòà (íåïðåðûâíîñòü). Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. Åñëè äëÿ

ëþáûõ ÷èñåë a ∈ A, b ∈ B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a ≤ b, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî-ðàçäåëèòåëü

c òàêîå, ÷òî a ≤ c ≤ b äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ B.
Íàïðèìåð, åñëè ìíîæåñòâà A è B ñîñòàâëÿþò ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, êâàäðàòû êîòîðûõ ìåíü-

øå è áîëüøå 2, ñîîòâåòñòâåííî, òî ðàçäåëèòåëåì çäåñü ñëóæèò ÷èñëî c =
√
2.

Îïðåäåëèì òåïåðü îñíîâíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
a) Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ñîñòàâëÿþò ÷èñëà

1, 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, . . . , n = (n− 1) + 1, . . .

Òàêîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ìåòîäà ìàòåìàòè-

÷åñêîé èíäóêöèè: åñëè èìååòñÿ óòâåðæäåíèå S(n), çàâèñÿùåå îò ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
íîìåðà n, òî äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü åãî ïðè n = 1, à çàòåì, ïðåä-
ïîëîæèâ, ÷òî îíî âåðíî äëÿ âñåõ íîìåðîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n, äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ S(n+ 1).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî

íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè

(1 + a)n ≥ 1 + na, n ∈ N, a > −1,

êîòîðîå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ïðè n = 1 íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî
âåðíî äëÿ íîìåðà n. Óìíîæèâ îáå åãî ÷àñòè íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 1 + a, ïîëó÷èì

(1 + a)n+1 ≥ (1 + na)(1 + a) = 1 + (n+ 1)a+ na2 =⇒ (1 + a)n+1 ≥ 1 + (n+ 1)a,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
b) Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë: Z = {0, ±1, ±2, . . . , ±n, . . .}.
c) Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë: Q = {m/n |m, n ∈ Z}.
d) Ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë: I = R\Q.
Îòìåòèì åùå íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìû ÷àñòî

áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì. Ïóñòü a, b ∈ R, a < b. Òîãäà:
e) èíòåðâàë ÷èñëîâîé îñè: (a, b) = {x ∈ R | a < x < b};
f) îòðåçîê ÷èñëîâîé îñè: [a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b};
g) ïîëóèíòåðâàëû ÷èñëîâîé îñè: [a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b}; (a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b}.

Ìíîæåñòâà e) � g) íàçûâàþòñÿ ïðîìåæóòêàìè ÷èñëîâîé îñè.

Íåîãðàíè÷åííûé â êàêóþ-íèáóäü ñòîðîíó ïðîìåæóòîê ÷èñëîâîé îñè íàçûâàåòñÿ ïîëóîñüþ

èëè áåñêîíå÷íûì ïðîìåæóòêîì.

�2. ×èñëîâûå ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó (ñíèçó), åñëè ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî M (m) òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ÷èñåë a ∈ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

a ≤M (a ≥ m).

×èñëà M è m íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìàæîðàíòîé è ìèíîðàíòîé ìíîæåñòâà A.
Îãðàíè÷åííîå ñíèçó è ñâåðõó ìíîæåñòâî, íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì.
Íàèìåíüøàÿ èç ìàæîðàíò (íàèáîëüøàÿ èç ìèíîðàíò) íàçûâàåòñÿ âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ

ìíîæåñòâà A. Âåðõíÿÿ ãðàíü îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç supA (supremum). Äëÿ íèæíåé ãðàíè èñïîëü-
çóåòñÿ îáîçíà÷åíèå inf A (in�mum).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

A =

{
1− 1

n

∣∣∣∣ n ∈ N

}
.

Çäåñü inf A = 0, supA = 1.
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ãðàíåé ìíîæåñòâà.
Òåîðåìà 1. Îãðàíè÷åííîå ñâåðõó (ñíèçó) ìíîæåñòâî èìååò âåðõíþþ (íèæíþþ) ãðàíü.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî

ñâåðõó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî åãî ìàæîðàíò. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a ∈ A, b ∈ B
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a ≤ b. Ïî ñâîéñòâó ïîëíîòû ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (�1,
ñâîéñòâî 9)) ñóùåñòâóåò ÷èñëî-ðàçäåëèòåëü c òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ B èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

a ≤ c ≤ b.

Òàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷èñëî c ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíî
íå ïðåâîñõîäèò ëþáîé èç ìàæîðàíò è, ñëåäîâàòåëüíî, c = supA. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå íèæíåé ãðàíè.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ

[a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ . . . ⊇ [an, bn] ⊇ . . . ,

ò. å.
a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an ≤ · · · ≤ bn ≤ . . . ≤ b2 ≤ b1.

Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ. Ëþáàÿ ñèñòåìà âëîæåííûõ îòðåçêîâ èìååò íåïóñòîå

ïåðåñå÷åíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ìíîæåñòâà A è B ñîñòîÿò èç ëåâûõ è ïðàâûõ êîíöîâ
îòðåçêîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ ak ∈ A, bl ∈ B ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ak ≤ bl,
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òî ïî ñâîéñòâó ïîëíîòû ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ ðàçäåëèòåëü c ∈ R ýòèõ
ìíîæåñòâ è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ n ∈ N

an ≤ c ≤ bn.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî c ïðèíàäëåæèò âñåõ îòðåçêàì ñèñòåìû. Ï ð è í ö è ï ä î ê à ç à í.
Ìíîæåñòâà ìîæíî ñðàâíèâàòü ïî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ. Êîíå÷íûå

ìíîæåñòâà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Åñëè ìíî-
æåñòâî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñðàâíèòü åãî ñ
äðóãèì áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ïðîñòîé ñòðóêòóðû, íàïðèìåð, ñ ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.
Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè åãî ýëåìåíòû ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü,

ò. å. êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà ïîëó÷àåò ñâîé, îòëè÷íûé îò äðóãèõ íîìåð, âûðàæàþùèéñÿ
íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.
Ïðèìåðàìè ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ìîãóò ñëóæèòü, íàïðèìåð, ìíîæåñòâà öåëûõ è ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë. Öåëûå ÷èñëà ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü, ðàñïîëîæèâ èõ â ðÿä:

0, −1, 1, −2, 2, . . . , −n, n, . . .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîíóìåðîâàòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ðàñïîëîæèì èõ â ñëåäóþùåé áåñ-
êîíå÷íîé ìàòðèöå:

0 1 −1 2 −2 3 −3 . . .

1

2
−1

2

3

2
−3

2

5

2
−5

2

7

2
. . .

1

3
−1

3

2

3
−2

3

4

3
−4

3

5

3
. . .

1

4
−1

4

3

4
−3

4

5

4
−5

4

7

4
. . .

· · · · · · · · · ·
Â ñòðîêàõ ýòîé ìàòðèöû çàïèñàíû âñå íåñîêðàòèìûå ðàöèîíàëüíûå äðîáè ñ ôèêñèðîâàííûì
çíàìåíàòåëåì. ßñíî, ÷òî êàæäîìó ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó îäíîçíà÷íî íàéäåòñÿ ìåñòî â ýòîé
ìàòðèöå. Çàíóìåðóåì òåïåðü ÷èñëà ìàòðèöû ïî äèàãîíàëÿì, íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî âåðõíåãî óãëà,
ò. å.

1 → 0, 2 → 1, 3 → 1

2
, 4 → 1

3
, 5 → −1

2
, 6 → −1, . . . ,

ãäå çàïèñü n → r îçíà÷àåò, ÷òî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r ïîëó÷àåò íîìåð n. Òàêèì îáðàçîì,
êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî áóäåò ïðîíóìåðîâàíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Q ñ÷åòíî.
Íà ýòèõ ïðèìåðàõ ìû íàáëþäàåì ëþáîïûòíûé ïàðàäîêñ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîñòüþ

áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ: áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ðàâíîìîùíî ñâîåé ÷àñòè, ò. å.
ñîäåðæàòü ñòîëüêî æå ýëåìåíòîâ, ñêîëüêî èõ èìååòñÿ â ñîáñòâåííîì ïîäìíîæåñòâå.
Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

áîëåå ìîùíûìè, ÷åì ñ÷åòíûå.
Òåîðåìà 2. Ëþáîé îòðåçîê ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ íåñ÷åòíûì ìíî-

æåñòâîì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, íàîáîðîò, ÷òî îòðåçîê [a, b], a < b ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì
ìíîæåñòâîì è ïóñòü

[a, b] = {x1, x2, . . . , xn, . . .}
� ïðîíóìåðîâàííîå ìíîæåñòâî ÷èñåë ýòîãî îòðåçêà. Âûáåðåì âíóòðè äàííîãî îòðåçêà îòðåçîê
[a1, b1], êîòîðûé íå ñîäåðæèò ÷èñëî x1, âíóòðè îòðåçêà [a1, b1] íàéäåòñÿ îòðåçîê [a2, b2], íå
ñîäåðæàùèé ÷èñëî x2, . . . , âíóòðè îòðåçêà [an−1, bn−1] âîçüìåì îòðåçîê [an, bn], â êîòîðîì íå
ñîäåðæèòñÿ ÷èñëî xn, . . . . Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ

[a, b] ⊇ [a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ . . . ⊇ [an, bn] ⊇ . . . .
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì âëîæåííûõ îòðåçêîâ, íàéäåòñÿ ÷èñëî c, îáùåå äëÿ âñåõ îòðåçêîâ.
Ïóñòü s � íîìåð ýòîãî ÷èñëà, ò. å. c = xs è, ñëåäîâàòåëüíî, xs ∈ [as, bs]. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-
÷èå è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

�3. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ïðåäåëà � âàæíåéøåãî â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ïîíÿòèÿ. È íà÷íåì
ìû ñ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïðèìåðû

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ çàêîíîìåðíîñòü, ïî êîòîðîé êàæäîìó íàòóðàëüíîìó

÷èñëó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ýëå-

ìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îáîçíà÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê ïðàâèëî, ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè ñ óêàçà-
íèåì èíäåêñà, íàïðèìåð,

an, n ∈ N.

Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà àíàëèòè÷åñêè, ò. å.
ôîðìóëîé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïî íîìåðó ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Íàïðèìåð, ôîðìóëà an = (−1)n/n çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

−1,
1

2
, −1

3
,
1

4
, . . . .

Íàîáîðîò, ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0, −1, 0, 1, 0, −1, 0, 1, . . .

ìîæåò áûòü çàäàíà, íàïðèìåð, ôîðìóëîé

an = cos
πn

2
.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, åñëè äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð nε ∈ N òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ n > nε âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|an −A| < ε⇐⇒ A− ε < an < A+ ε.

Îáîçíà÷àåòñÿ ïðåäåë ÷åðåç lim
n→∞

an.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, åñëè, êàêîé áû ìàëûé
èíòåðâàë ñ öåíòðîì â òî÷êå A ìû íå âçÿëè, íàéäåòñÿ íîìåð, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî, âñå òî÷êè an
ïîïàäóò â ýòîò èíòåðâàë.

A-Ε A A+Ε
x

an,n >n
Ε

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ïîñòîÿííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = c, c ∈ R, n ∈
N. Çäåñü ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà lim

n→∞
c = c.

Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ÷èñëî ε > 0 ìîæíî ñ÷èòàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, òàê
êàê äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ åãî çíà÷åíèé èñêîìûé íîìåð nε çàâåäîìî íàéäåòñÿ.

Ïðèìåð 1. Óáåäèòüñÿ ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

lim
n→∞

2n2 + 1

n2 + 2
= 2.

Ðåøåíèå. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ε > 0 è ïîäáåðåì íîìåð nε, ïîñëå êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|an −A| < ε.
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Â íàøåì ñëó÷àå

an −A =
2n2 + 1

n2 + 2
− 2 = − 3

n2 + 2
.

Èç íåðàâåíñòâà

|an −A| = 3

n2 + 2
< ε

íàõîäèì:

n >

√
3

ε
− 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå íîìåðà nε ìîæíî âçÿòü ÷èñëî

nε =

[√
3

ε
− 2

]
,

ãäå [·] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà, ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå äàííîå ÷èñëî.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

lim
n→∞

1

ns
= 0, 0 < s ∈ R.

Ââåäåì ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an. Åñëè äëÿ ëþáîãî (ìîæíî ñ÷è-
òàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî) ÷èñëà M > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð nM ∈ N òàêîé, ÷òî

|an| > M, n > nM ,

òî ïðåäåëîì äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íîñòü, ò. å.

lim
n→∞

an = ∞.

Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

lim
n→∞

n2 + 1

n
= +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü

an =
n2 + 1

n
= n+

1

n
> n.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè, ïðè çàäàííîì M > 0, ìû âîçüìåì nM = [M ], òî

n2 + 1

n
> M, n > nM ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòìåòèì åùå òîò î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî lim

n→∞
ns = +∞, 0 < s ∈ R.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùàÿ êîíå÷íûé ïðåäåë, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Ñîîòâåòñòâåííî,
ðàñõîäÿùåéñÿ íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäåë êîòîðîé ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè èëè íå
ñóùåñòâóåò.

2. Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Èçó÷èì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ank
, nk < nk+1 ïðè âñåõ k ∈ N íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an.

1) Ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëó ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

2) Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ
ïðåäåëà A1 è A2. Âûáåðåì ÷èñëî ε > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû èíòåðâàëû (A1 − ε, A1 + ε) è
(A2 − ε, A2 + ε) íå ïåðåñåêàëèñü. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà íàéäåòñÿ íîìåð nε ∈ N òàêîé, ÷òî

A1 − ε < an < A1 + ε, A2 − ε < an < A2 + ε, n > nε.
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Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå

èìååò ïðåäåëà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óïîìèíàâøóþñÿ â ïóíêòå 1 ïåðèîäè÷åñêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an = cos
πn

2
.

Ðàññìîòðèì äâå åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè n íå÷åòíîì ìû èìååì: a2k−1 = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, lim

k→∞
a2k−1 = 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè n = 4k, k ∈ N, òî a4k = 1 è, ñòàëî áûòü, lim

k→∞
a4k = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëû äâóõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçëè÷íû
è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå ìîæåò áûòü ñõîäÿùåéñÿ, òàê êàê èíà÷å ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó
ïðåäåëû âñåõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñîâïàäàëè áû ñ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

3) Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü lim
n→∞

an = A. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n1, ÷òî

A− 1 < an < A+ 1, n > n1.

Ïîëàãàÿ òåïåðü m = min{A − 1, a1, a2, . . . , an1}, M = max{A + 1, a1, a2, . . . , an1}, áóäåì èìåòü
ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n :

m ≤ an ≤M,

ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (íå óáûâàþùåé), èëè óáûâàþùåé (íå âîç-

ðàñòàþùåé), åñëè ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî an < an+1 (an ≤ an+1),
èëè íåðàâåíñòâî an > an+1 (an ≥ an+1). Âîçðàñòàþùàÿ èëè óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé.

4) Ìîíîòîííàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íå óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïî òåî-
ðåìå 1, �2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìååò âåðõíþþ ãðàíü sup

n∈N
an. Äîêàæåì, ÷òî

lim
n→∞

an = sup
n∈N

an.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òàê êàê âåðõíÿÿ ãðàíü ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé èç ìàæîðàíò,
òî ïðè âñåõ n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî an < sup

n∈N
an + ε è ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå nε, äëÿ

êîòîðîãî anε > sup
n∈N

an−ε. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an íå óáûâàåò, òî ïîñëåäíåå íåðàâåí-
ñòâî âûïîëíÿåòñÿ è ïðè âñåõ n > nε, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

5) Åñëè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê îáùåìó ïðåäåëó, òî ê òîìó æå ïðåäåëó ñõî-

äèòñÿ è çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó íèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïóñòü lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = A è an ≤ cn ≤ bn, n ∈ N. Ïî çàäàííîìó ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð

nε, ïîñëå êîòîðîãî A − ε < an, bn < A + ε, à, ñëåäîâàòåëüíî, è A − ε < cn < A + ε. Ñâîéñòâî
äîêàçàíî.

6) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñõîäèòñÿ è an ≤ M (an ≥ M), M ∈ R ïðè âñåõ n ∈ N, òî

lim
n→∞

an ≤M ( lim
n→∞

an ≥M).

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, an ≤ M, M ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, íàîáîðîò, lim
n→∞

an = A >

M. Âûáåðåì ε > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî A − ε > M. Òîãäà, íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî íîìåðà an > A− ε > M. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñâÿçàííûå ñ àðèôìåòè÷åñ-

êèìè îïåðàöèÿìè íàä ýëåìåíòàìè ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

7) Åñëè äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è bn ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäÿòñÿ òàêæå è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè c1an + c2bn, c1, c2 ∈ R è anbn, ïðè÷åì

a) lim
n→∞

(c1an + c2bn) = c1 lim
n→∞

an + c2 lim
n→∞

bn;

b) lim
n→∞

anbn = lim
n→∞

an lim
n→∞

bn.
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Åñëè, êðîìå òîãî, bn ̸= 0 è lim
n→∞

bn ̸= 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an/bn òàêæå ñõîäèòñÿ è

c) lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ïîñëåäíåå èç ýòèõ ñâîéñòâ. Ïóñòü lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B. Òàê êàê

B ̸= 0, òî, èíòåðâàë (B − δ, B + δ) ìîæíî âûáðàòü ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû îí íå ñîäåðæàë
íóëÿ. Ââèäó ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn, äëÿ âñåõ n > nδ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
(B − δ < bn < B + δ). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå b1, b2, . . . , bnδ

òàêæå îòëè÷íû îò íóëÿ, ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn îòäåëåíà îò íóëÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
m òàêîå, ÷òî |bn| > m. Òàê êàê∣∣∣∣anbn − A

B

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Ban −Abn
Bbn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣B(an −A) +A(B − bn
Bbn

∣∣∣∣ = |B(an −A) +A(B − bn|
|Bbn|

,

òî, ó÷èòûâàÿ èçâåñòíîå èç êóðñà ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè íåðàâåíñòâî |a+b| ≤ |a|+ |b|, a, b ∈
R è îòäåëåííîñòü îò íóëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn, ïîëó÷èì:∣∣∣∣anbn − A

B

∣∣∣∣ ≤ |B||an −A|+ |A||bn −B|
m|B|

. (1)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε. Äëÿ ÷èñëà ε1 = ε
m|B|

|A|+ |B|
> 0 ñóùåñòâóåò

íîìåð nε1 , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî |an − A| < ε1, |bn − B| < ε1, ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà (1) ïðè
n > nε1 ñëåäóåò, ÷òî ∣∣∣∣anbn − A

B

∣∣∣∣ ≤ ε1
|A|+ |B|
m|B|

= ε.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

3. ×èñëî e

Èñïîëüçóåì ïðèâåäåííûå â ïóíêòå 2 ñâîéñòâà ïðåäåëîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âàæíîãî â àíàëèçå
÷èñëà e.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an =

(
1 +

1

n

)n

, n ∈ N

è äîêàæåì, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî

an < bn =

(
1 +

1

n

)n+1

, n ∈ N. (1)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé. Äåéñòâèòåëüíî,

bn
bn+1

=

(
1 + 1

n

)n+1(
1 + 1

n+1

)n+2 =

(
(n+ 1)2

n(n+ 2)

)n+2
n

n+ 1
=

(
1 +

1

n(n+ 2)

)n+2 n

n+ 1
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Áåðíóëëè (�1), ïîëó÷èì:

bn
bn+1

>

(
1 +

1

n

)
n

n+ 1
= 1 =⇒ bn > bn+1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn óáûâàåò. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü an ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an îãðàíè÷åíà ñâåðõó, à bn � ñíèçó, òàê
êàê an < b1, bn > a1, n ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó 4) ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è
bn ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åì ñõîäÿòñÿ îíè ê îáùåìó ïðåäåëó, òàê êàê áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 7), b) ïðåäåëà
ïðîèçâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
an = lim

n→∞

(
1 +

1

n

)
lim
n→∞

an = 1 · lim
n→∞

an = lim
n→∞

an.
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Îïðåäåëåíèå. e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (1), ìû ìîæåì óêàçàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûé èíòåðâàë, â êîòîðîì
ñîäåðæèòñÿ ÷èñëî e è, òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèòü åãî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ. Íàïðèìåð, óæå ïðè
n = 10

2, 59374 < e < 2, 85312.

Áîëåå òî÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

e = 2, 718281828459045 . . .

4. Î íåîïðåäåëåííîñòÿõ, âîçíèêàþùèõ ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ

Ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè 7) ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïóíêò 2) òîëüêî äëÿ
ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îäíàêî ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóà-
öèÿ, êîãäà ýòè ñâîéñòâà íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü, ïî êðàéíåé ìåðå íåïîñðåäñòâåííî. Ðå÷ü çäåñü
èäåò î òàê íàçûâàåìûõ íåîïðåäåëåííîñòÿõ. Óêàæåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Åñëè ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà ÷àñòíîãî lim
n→∞

an
bn

âûÿñíèòñÿ, ÷òî lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = ∞, òî ãî-

âîðÿò, ÷òî çäåñü âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞
∞ . Àíàëîãè÷íî âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü

âèäà
0

0
.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà ïðîèçâåäåíèÿ lim
n→∞

anbn âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0 · ∞,

åñëè lim
n→∞

an = 0, lim
n→∞

bn = ∞.

Åñëè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðåäåë ðàçíîñòè lim
n→∞

(an − bn), íî lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = +∞, òî

çäåñü èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞−∞.
Ïðè âû÷èñëåíèè óêàçàííûõ ïðåäåëîâ ñëåäóåò ðàñêðûòü íåîïðåäåëåííîñòü, ò. å. äàííóþ ïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé íåîáõîäèìî ïðèâåñòè ê âèäó, äëÿ
êîòîðîãî óæå ïðèìåíèìû ñâîéñòâà 7).
Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

A1 = lim
n→∞

(2n+ 1)3(3n− 1)2

(n+ 1)5
.

Ðåøåíèå. Â äàííîì ñëó÷àå âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞
∞ . Òàê êàê ÷èñëèòåëü è çíàìå-

íàòåëü ñîäåðæàò ñòåïåííûå âûðàæåíèÿ ïåðåìåííîé n, òî ðàñêðûòü ýòó íåîïðåäåëåííîñòü ìû
ìîæåì, ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà îáùóþ ñòàðøóþ ñòåïåíü n5 :

A1 = lim
n→∞

(
2 + 1

n

)3 (
3− 1

n

)2(
1 + 1

n

)5 .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè 7) ïðåäåëà, ïîëó÷èì:

A1 =
lim
n→∞

(
2 + 1

n

)3
lim
n→∞

(
3− 1

n

)2
lim
n→∞

(
1 + 1

n

)5 =
23 · 32

15
= 72.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïðåäåë

A2 = lim
n→∞

n
(√

n2 + 2a− n
)
, a ∈ R.

Ðåøåíèå. Çäåñü èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞−∞. Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîä
çíàêîì ïðåäåëà:

A2 = lim
n→∞

n
(√

n2 + 2a− n
)(√

n2 + 2a+ n
)

√
n2 + 2a+ n

= lim
n→∞

2an√
n2 + 2a+ n

.
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Ìû ïîëó÷èëè ïðåäåë ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ âèäà ∞
∞ . Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïî-

ñëåäíåé äðîáè íà n è èñïîëüçóåì ñâîéñòâà 7) ïðåäåëà:

A2 = lim
n→∞

2a√
1 + 2a

n + 1
=

lim
n→∞

2a

lim
n→∞

(√
1 + 2a

n + 1
) =

2a

1 + 1
= a.

�4. Ïðåäåë ôóíêöèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáîáùèì ïîíÿòèå ïðåäåëà íà ñëó÷àé ÷èñëîâîé ôóíêöèè îäíîé äåéñò-
âèòåëüíîé ïåðåìåííîé.

1. ×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ è íåêîòîðûå åå ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå. ×èñëîâîé ôóíêöèåé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé (äåéñòâèòåëüíîãî àðãó-

ìåíòà) íàçûâàåòñÿ çàêîíîìåðíîñòü, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ÷èñëó (òî÷êå) x ∈
D ⊆ R îïðåäåëåííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî (çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå x). Ìíîæåñòâî D
íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèè:

y = f(x), x ∈ D; x→ f(x), x ∈ D; f : D → E,

ãäå E = {f(x) |x ∈ D} � îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x). Èíîãäà äëÿ îáëàñòè çíà÷åíèé
ôóíêöèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå f(D).
×àñòíûì ñëó÷àåì ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: n→ an, n ∈ N.
Âñþäó â íàøèõ äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ çàäàíà

ôîðìóëîé, ïîçâîëÿþùåé ïî îïðåäåëåííîìó àëãîðèòìó âû÷èñëÿòü åå çíà÷åíèÿ.
Ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè G = {(x, f(x)) |x ∈ D} íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì äàííîé ôóíêöèè.
Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé (íåâîçðàñòàþùåé) íà ìíîæåñòâå D, åñëè äëÿ âñåõ

x1 < x2, x1, x2 ∈ D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x1) > f(x2) (f(x1) ≥ f(x2)). Àíàëîãè÷íî, åñëè
äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé ïåðåìåííîé ñïðàâåäëèâî f(x1) < f(x2) (f(x1) ≤ f(x2)), òî ôóíêöèÿ íà-
çûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (íåóáûâàþùåé). Âîçðàñòàþùàÿ èëè óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ
ìîíîòîííîé.
Ôóíêöèÿ f : D → E íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè ìíîæåñòâî åå çíà÷åíèé E îãðàíè÷åíî.
Ïóñòü D è E � ñîîòâåòñòâåííî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x).

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîé (áèåêöèåé) èëè âçàèìíî îäíîçíà÷íîé, åñëè ðàçëè÷íûì
çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Ïðèìåðîì áèåêöèè ìîæåò
ñëóæèòü ëþáàÿ ìîíîòîííàÿ â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ.
Ïóñòü f : D → E � áèåêöèÿ. Îáðàòíîé ê äàííîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f−1 : E → D, êîòîðàÿ

êàæäîìó y ∈ E ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òàêîå x ∈ D, ÷òî f(x) = y.
Èç îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî f−1(f(x)) = x, x ∈ D; f(f−1(y)) = y, y ∈ E.

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî, åñëè (x, y) � òî÷êà ãðàôèêà ôóíêöèè f(x), òî òî÷êà (y, x) ïðèíàäëåæèò
ãðàôèêó îáðàòíîé ôóíêöèè f−1(y) è, òàêèì îáðàçîì, ãðàôèêè äàííîé ôóíêöèè è îáðàòíîé ê
íåé ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.

1 2 x

1

2

y

y= f HxL

y= f -1HxL

y=x

O
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Âñÿêàÿ ìîíîòîííàÿ â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ îáðàòèìà, ïîñêîëüêó, êàê óæå
îòìå÷àëîñü, îíà ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Ââåäåì îïðåäåëåíèå êîìïîçèöèè ôóíêöèé èëè ñëîæíîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè:

f1 : D1 → E1 è f2 : D2 → E2, ïðè÷åì D2 ⊇ E1. Òîãäà ôóíêöèÿ (f2 ◦ f1)(x) = f2(f1(x)), x ∈ D1

íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé ôóíêöèé f1 è f2 èëè ñëîæíîé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëèì òåïåðü êëàññ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ââåäåì ñíà÷àëà îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè, èçâåñòíûå èç êóðñà ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè:

xα, α ∈ R � ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ;
ax, 0 < a ̸= 1 � ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, â ÷àñòíîñòè,
exp(x) = ex � ýêñïîíåíòà;
loga x, 0 < a ̸= 1 � ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, â ÷àñòíîì ñëó÷àå,
lnx = loge x � íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì;
sinx, cosx, tg x, ctg x � òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè;
arcsinx, arccosx, arctg x, arcctg x � îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðèôìåòè÷åñ-
êèõ îïåðàöèé è êîìïîçèöèé, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé.
Ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïîëèíîì (ìíîãî÷ëåí) ñòåïåíè n ∈ N :

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an, a0 ̸= 0, a1, . . . , an ∈ R � êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà

è, òàê íàçûâàåìûå, ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè:

shx =
1

2
(ex − e−x) � ñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé;

chx =
1

2
(ex + e−x) � êîñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé;

thx =
shx

chx
� òàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé;

cthx =
chx

shx
� êîòàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé.

2. Ïðåäåë ôóíêöèè è åãî ñâîéñòâà

Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b), ñîäåðæàùåì
òî÷êó x0, êðîìå, âîçìîæíî, ñàìîé òî÷êè x0.
Îïðåäåëåíèå. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî L íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x ñòðå-

ìÿùåìñÿ ê x0, åñëè äëÿ ëþáîãî (ìîæíî ñ÷èòàòü, ñêîëü óãîäíî ìàëîãî) ïîëîæèòåëüíîãî

÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δε > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ

x ∈ (x0 − δε, x0) ∪ (x0, x0 + δε) ⇐⇒ 0 < |x− x0| < δε

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

L− ε < f(x) < L+ ε⇐⇒ |f(x)− L| < ε.

Îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðåäåëà: lim
x→x0

f(x) èëè f(x) −→
x→x0

L.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè íà åå ãðàôèêå.

x0-∆Î x0 x0+∆Î
x

L-Î
L

L +Î

y

O

y= f HxL

P

Î
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×èñëî L ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê x0, åñëè äëÿ âñÿêîé ñêîëü
óãîäíî óçêîé ïîëîñû Πε ìåæäó ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè y = L − ε è y = L + ε íàéäåòñÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûé èíòåðâàë, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî òî÷êè x0, òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ ÷èñåë
x èç ýòîãî èíòåðâàëà ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè ïîïàäàþò â ïîëîñó Πε.
Ïðèìåðû. Ïðîâåðèòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî

1) lim
x→x0

c = c, x0, c ∈ R;

2) lim
x→1

√
3 + x− 2

x− 1
=

1

4
.

Ðåøåíèå. Â ïåðâîì ñëó÷àå |f(x) − L| = |c − c| = 0 < ε äëÿ âñåõ x ∈ R, ÷òî è äîêàçûâàåò
ðàâåíñòâî. Äëÿ âòîðîãî ïðåäåëà

|f(x)− L| =
∣∣∣∣√3 + x− 2

x− 1
− 1

4

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(√3 + x− 2)(
√
3 + x+ 2)

(x− 1)(
√
3 + x+ 2)

− 1

4

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ 1√
3 + x+ 2

− 1

4

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 2−
√
3 + x

4(
√
3 + x+ 2)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1− x

4(
√
3 + x+ 2)2

∣∣∣∣ < |x− 1|.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ïî çàäàííîìó ìàëîìó ε > 0 âûáðàòü δε = ε, òî ïðè âñåõ x ̸= 1 òàêèõ,
÷òî |x− 1| < δε ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(x)− L| < ε,

êîòîðîå è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Ââåäåì òåïåðü îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè f(x) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñ-

êîíå÷íîñòè. Ïóñòü ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x èëè âíå íåêîòîðîãî
èíòåðâàëà. ×èñëî L ∈ R ñ÷èòàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x → ∞, åñëè äëÿ âñÿêîãî

ïîëîæèòåëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Mε > 0, ÷òî, êàê òîëüêî |x| > Mε, òî
|f(x)− L| < ε.
Íàïðèìåð,

lim
x→∞

1

xs
= 0, s > 0,

òàê êàê ïðè çàäàííîì ε > 0 íåðàâåíñòâî |f(x) − L| =
∣∣∣∣ 1xs
∣∣∣∣ < ε âûïîëíÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ïðè

|x| > Mε =

(
1

ε

) 1
s

.

Îñòàëîñü ââåñòè îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäå-
ëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0, èñêëþ÷àÿ, âîçìîæíî, ñàìó òî÷êó x0 (ñî-
îòâåòñòâåííî, âíå íåêîòîðîãî èíòåðâàëà). Åñëè äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî) ïîëîæè-

òåëüíîãî ÷èñëà A > 0 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δA > 0 (ñîîòâåòñòâåííî, MA > 0)
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç ìíîæåñòâà

0 < |x− x0| < δA (ñîîòâåòñòâåííî, |x| > MA)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f(x)| > A,

òî

lim
x→x0

f(x) = ∞ (ñîîòâåòñòâåííî, lim
x→∞

f(x) = ∞).

Ïîëüçóÿñü ýòèì îïðåäåëåíèåì, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, íàïðèìåð, â òîì, ÷òî

lim
x→x0

1

(x− x0)s
= ∞, x0 ∈ R, s > 0; lim

x→∞
xs = ∞, s > 0.

Â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè x → x0 àðãóìåíò x ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå x0 ñ îáåèõ
ñòîðîí, îñòàâàÿñü êàê ìåíüøå, òàê è áîëüøå ÷èñëà x0. Åñëè æå çàñòàâèòü àðãóìåíò ïðèáëè-
æàòüñÿ ê òî÷êå x0 òîëüêî ñëåâà (ñïðàâà), òî ìû ïîëó÷èì îäíîñòîðîííèé ïðåäåë. Ïðèâåäåì
åãî òî÷íîå îïðåäåëåíèå.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, x0), a < x0 (ñîîòâåòñòâåííî,
(x0, b), b > x0). ×èñëî L− (ñîîòâåòñòâåííî, L+) íàçûâàåòñÿ ëåâîñòîðîííèì (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðàâîñòîðîííèì) ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ê x0, åñëè äëÿ ëþ-

áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ−ε > 0 (ñîîòâåòñòâåííî, δ+ε > 0) òàêîå, ÷òî ïðè x ∈ (x0 − δ−ε , x0)
(ñîîòâåòñòâåííî, x ∈ (x0, x0 + δ+ε )) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(x)− L−| < ε (ñîîòâåòñòâåííî, |f(x)− L+| < ε).

Îáîçíà÷àåòñÿ ëåâîñòîðîííèé (ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîñòîðîííèé) ïðåäåë ÷åðåç

lim
x→x0−0

f(x) èëè f(x0 − 0) (ñîîòâåòñòåííî, lim
x→x0+0

f(x) èëè f(x0 + 0)).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ ôóíêöèé.

1) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→x0

f(x) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû ñóùåñòâîâàëè è áûëè ðàâíû îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà lim
x→x0−0

f(x) è lim
x→x0+0

f(x).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè è îäíîñòîðîííèõ
ïðåäåëîâ.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f1(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷-

êó x0, êðîìå, âîçìîæíî, òî÷êè x0 è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→x0

f1(x) = y0, à ôóíêöèÿ

f2(y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f1(x) è

òî÷êó y0, êðîìå, âîçìîæíî, òî÷êè y0 è ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
y→y0

f2(y) = L. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò ïðåäåë êîìïîçèöèè ôóíêöèé

lim
x→x0

f2(f1(x)) = L.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ôóíêöèè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî δ2ε > 0
òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ y èç ìíîæåñòâà |y−y0| < δ2ε ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f2(y)−L| < ε. Â ñâîþ
î÷åðåäü äëÿ ÷èñëà δ2ε îòûùåòñÿ òàêîå δ1ε > 0, ÷òî ïðè ëþáîì x, ïðèíàäëåæàùåì ìíîæåñòâó
0 < |x− x0| < δ1ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f1(x)− y0| < δ2ε. Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâà |f2(f1(x))− L| < ε ïðè âñåõ x òàêèõ, ÷òî 0 < |x− x0| < δ1ε. Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ôóíêöèé, êîòîðûå àíàëîãè÷íû (âìåñòå ñ äîêàçà-
òåëüñòâàìè) ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Âî âñåõ ýòèõ ñâîé-
ñòâàõ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè îïðåäåëåíû íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b), a < b,
ñîäåðæàùåì òî÷êó x0, êðîìå, ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x0.

3) Ôóíêöèÿ èìååò íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.

4) Åñëè ïðè âñåõ x èç èíòåðâàëà (a, b) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f1(x) ≤ f(x) ≤ f2(x)

è ñóùåñòâóþò ðàâíûå äðóã äðóãó ïðåäåëû lim
x→x0

f1(x) è lim
x→x0

f2(x), òî ñóùåñòâóåò òàêæå

ïðåäåë lim
x→x0

f(x), ïðè÷åì

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

f1(x) = lim
x→x0

f2(x).

5) Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x) ≤ M (f(x) ≥ M), M ∈ R è

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→x0

f(x), òî lim
x→x0

f(x) ≤M ( lim
x→x0

f(x) ≥M).

Ýòî ñâîéñòâî, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî è äëÿ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ.

6) Åñëè ôóíêöèÿ ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëå (a, x0) (ñîîòâåòñòâåííî, (x0, b)),
òî ñóùåñòâóåò ëåâîñòîðîííèé ïðåäåë f(x0 − 0) (ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåë
f(x0 + 0)).
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7) Åñëè äëÿ ôóíêöèé f1(x) è f2(x) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû lim
x→x0

f1(x) è lim
x→x0

f2(x),

òî ñóùåñòâóþò òàêæå ïðåäåëû ôóíêöèé c1f1(x) + c2f2(x), c1, c2 ∈ R è f1(x)f2(x), ïðè÷åì

a) lim
x→x0

(c1f1(x) + c2f2(x)) = c1 lim
x→x0

f1(x) + c2 lim
x→x0

f2(x);

b) lim
x→x0

f1(x)f2(x) = lim
x→x0

f1(x) lim
x→x0

f2(x).

Åñëè, ñâåðõ òîãî, f2(x) ̸= 0, x ∈ (a, b) è lim
x→x0

f2(x) ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò òàêæå ïðåäåë äðîáè

f1(x)/f2(x) è

c) lim
x→x0

f1(x)

f2(x)
=

lim
x→x0

f1(x)

lim
x→x0

f2(x)
.

Ïîêàæåì, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè 2), 6) è 7), ÷òî

lim
x→x0

ex = ex0 , x0 ∈ R; lim
x→x0

lnx = lnx0, x0 > 0. (1)

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïî ñâîéñòâó 6) ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ýòèõ ôóíêöèé.
Òàê êàê áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 7)

lim
x→x0

ex = ex0 ⇐⇒ lim
x→x0

ex−x0 = 1, x0 ∈ R; lim
x→x0

lnx = lnx0 ⇐⇒ lim
x→x0

ln
x

x0
= 0, x0 > 0,

òî äëÿ ïðîâåðêè ýòèõ ðàâåíñòâ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim
x→±0

ex = 1, lim
x→1±0

lnx = 0. (2)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 2) è 7) ïîëó÷èì:

lim
x→±0

ex = lim
x→±0

e2x =

(
lim

x→±0
ex
)2

, lim
x→1±0

lnx = lim
x→1±0

lnx2 = 2 lim
x→1±0

lnx,

îòêóäà è ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé (2), à, çíà÷èò, è (1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f1(x) è f2(x) îïðåäåëåíû â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì

òî÷êó x0, êðîìå, ìîæåò áûòü, ñàìîé òî÷êè x0 è ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû

L1 = lim
x→x0

f1(x) > 0 è L2 = lim
x→x0

f2(x).

Íàéäåì, ïîëüçóÿñü ïðåäåëàìè (1) è ñâîéñòâîì 2) ïðåäåë ôóíêöèè (f1(x))
f2(x).

lim
x→x0

(f1(x))
f2(x) = lim

x→x0

ef2(x) ln f1(x) = eL2 lnL1 = LL2
1 . (3)

Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâà 2) � 7) ñî ñïåöèàëüíûìè îãîâîðêàìè, êàñàþùèìèñÿ îáëàñòåé îïðå-
äåëåíèÿ è çíà÷åíèé ôóíêöèé, ñïðàâåäëèâû è äëÿ êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ ôóíêöèé íà áåñ-
êîíå÷íîñòè.
Ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä ïðåäåëàìè ôóíê-

öèé. Åñëè îäèí èç ïðåäåëîâ lim
x→x0

f1(x) èëè lim
x→x0

f2(x) êîíå÷åí, à âòîðîé ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè,
òî, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà,

lim
x→x0

(f1(x)± f2(x)) = ∞.

Åñëè îáà ýòèõ ïðåäåëà ðàâíû áåñêîíå÷íîñòè èëè îäèí èç íèõ êîíå÷åí è íå ðàâåí íóëþ, à âòîðîé
ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî

lim
x→x0

f1(x)f2(x) = ∞.

Íàêîíåö, åñëè lim
x→x0

f1(x) ̸= 0, à lim
x→x0

f2(x) = ∞ èëè íàîáîðîò, òî

lim
x→x0

f1(x)

f2(x)
= 0 èëè lim

x→x0

f1(x)

f2(x)
= ∞.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, êàê è ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (�3, ïóíêò 4)
ìîãóò âîçíèêàòü íåîïðåäåëåííîñòè âèäà ∞−∞, 0 · ∞, 0

0 ,
∞
∞ .
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Ïðèìåð 3. Íàéòè ïðåäåë

lim
x→∞

Pm(x)

Qn(x)
,

ãäå

Pm(x) = a0x
m + a1x

m−1 + . . .+ am−1x+ am, Qn(x) = b0x
n + b1x

n−1 + . . .+ bn−1x+ bn

� ïîëèíîìû ñòåïåíåé m è n ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèå. Çäåñü âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞
∞ , êîòîðóþ ìû ðàñêðîåì, ðàçäåëèâ ÷èñ-

ëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà ñòàðøóþ ñòåïåíü. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: m < n, m = n è
m > n. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, âòîðîé èç íèõ, ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà xn

è âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè 7) ïðåäåëà:

lim
x→∞

Pn(x)

Qn(x)
= lim

x→∞

a0 +
a1
x + . . .+ an−1

xn−1 + an
xn

b0 +
b1
x + . . .+ bn−1

xn−1 + bn
xn

=
a0 + 0 + . . .+ 0 + 0

b0 + 0 + . . .+ 0 + 0
=
a0
b0
.

Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå m < n ìû ïîëó÷èì lim
x→∞

Pm(x)
Qn(x)

= 0, åñëè æå m > n, òî lim
x→∞

Pm(x)
Qn(x)

= ∞.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî,

lim
x→∞

Pm(x)

Qn(x)
=


0, åñëè m < n;
a0
b0
, åñëè m = n;

∞, åñëè m > n.

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→x0

xm − xm0
xn − xn0

, 0 ̸= x0 ∈ R, m, n ∈ N.

Ðåøåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0
0 , êîòîðóþ ìû ðàñêðîåì, ðàçëî-

æèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà ìíîæèòåëè:

lim
x→x0

xm − xm0
xn − xn0

= lim
x→x0

(x− x0)(x
m−1 + xm−2x0 + . . .+ xxm−2

0 + xm−1
0 )

(x− x0)(xn−1 + xn−2x0 + . . .+ xxn−2
0 + xn−1

0 )
=

=
xm−1
0 + xm−1

0 + . . .+ xm−1
0 + xm−1

0

xn−1
0 + xn−1

0 + . . .+ xn−1
0 + xn−1

0

=
m

n
xm−n
0 .

3. Äâà âàæíûõ â àíàëèçå ïðåäåëà

a) Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïðåäåë lim
x→0

sinx

x
= 1.

Íàéäåì äâóñòîðîííþþ îöåíêó äëÿ ôóíêöèè
sinx

x
, âîñïîëüçîâàâøèñü ãåîìåòðè÷åñêèìè ñî-

îáðàæåíèÿìè.

x

y

O
x
A

1
B

C

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ââèäó ÷åòíîñòè äàííîé ôóíêöèè ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü
ìàëûìè ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè x.Îáîçíà÷èì ÷åðåç S△OAB, SOAB, S△OBC ïëîùàäè òðå-
óãîëüíèêà OAB, ñåêòîðà OAB è òðåóãîëüíèêà OBC. Òàê êàê

S△OAB < SOAB < S△OBC è S△OAB =
1

2
sinx, SOAB =

1

2
x, S△OBC =

1

2
tg x,
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òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

sinx < x < tg x, 0 < x <
π

2
, (1)

îòêóäà

cosx <
sinx

x
< 1. (2)

Ïîêàæåì, ÷òî lim
x→0

cosx = 1. Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà (1) ñëåäóåò, ÷òî

1− cosx = 2 sin2
x

2
<
x2

2
,

ïîýòîìó, äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ïðè |x| <
√
2ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî | cosx−1| < ε,

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî lim
x→0

cosx = 1. Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê íåðàâåíñòâó (2), çàìå÷àåì, ÷òî ê

ôóíêöèÿì, âõîäÿùèì â íåãî ïðèìåíèìî ñâîéñòâî 4) ïðåäåëà ôóíêöèè, è, ñòàëî áûòü,

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Èç òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→0

tg x

x
= 1, lim

x→0

arcsinx

x
= 1, lim

x→0

arctg x

x
= 1. (3)

Â ñàìîì äåëå,

lim
x→0

tg x

x
= lim

x→0

sinx

x
· 1

cosx
= 1.

Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà (1) ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî arctg x < x, îòêóäà lim
x→0

arctg x = 0, à, çíà÷èò, è

lim
x→0

arcsinx = 0, òàê êàê arcsinx = arctg x√
1−x2

. Ñëåäîâàòåëüíî, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì 2)

ïðåäåëà êîìïîçèöèè ôóíêöèé è òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïðåäåëîì, ïîëó÷èì:

lim
x→0

arcsinx

x
= lim

x→0

(
sin(arcsinx)

arcsinx

)−1

= 1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïîñëåäíåå èç óòâåðæäåíèé (3).
Çàìå÷àíèå. Êàê ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 2) ïðåäåëà êîìïîçèöèè ôóíêöèé, âî âñåõ ïðèâåäåííûõ

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðåäåëàõ âìåñòî àðãóìåíòà x → 0 ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ
f(x) −→

x→x0

0. Òàêèì îáðàçîì,

lim
x→x0

sin f(x)

f(x)
= lim

x→x0

tg f(x)

f(x)
= lim

x→x0

arcsin f(x)

f(x)
= lim

x→x0

arctg f(x)

f(x)
= 1, åñëè f(x) −→

x→x0

0. (4)

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðåäåë L = lim
x→π

arcsin(x2 − π2)

tg x
.

Ðåøåíèå. Çäåñü ìû èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0
0 . Èñïîëüçóåì äëÿ åå ðàñêðûòèÿ òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèå ïðåäåëû (4):

L = lim
x→π

arcsin(x2 − π2)

tg(x− π)
= lim

x→π

arcsin(x2 − π2)

x2 − π2
· x− π

tg(x− π)
· (x+ π) = 1 · 1 · 2π = 2π.

b) ×èñëî e = lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

.

Äëÿ ïðîâåðêè äàííîãî ðàâåíñòâà èñïîëüçóåì óæå íàéäåííûé íàìè â ïàðàãðàôå 3, ïóíêò 3
ïðåäåë:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè àðãóìåíòà x.Îáîçíà÷èì ÷åðåç
n = [x] öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x, ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå ýòî ÷èñëî. Òàê êàê ïðè
ëþáîì x > 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

n ≤ x < n+ 1,
1

n+ 1
<

1

x
≤ 1

n
,
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òî (
1 +

1

n+ 1

)n

<

(
1 +

1

x

)x

<

(
1 +

1

n

)n+1

.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî

lim
n→∞

(
1 +

1

n+ 1

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

= e

è ñâîéñòâîì 4) ïðåäåëà ôóíêöèé, ìû è ïîëó÷èì, ÷òî

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 2) ïðåäåëà êîìïîçèöèè ôóíêöèé

lim
x→x0

(1 + f(x))
1

f(x) = e, åñëè f(x) −→
x→x0

0. (5)

Â ÷àñòíîñòè,
lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

Ïðåäåë (5) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé âèäà 1∞.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë lim
x→0

( cosx

cos 2x

) 1
x2 .

Ðåøåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 1∞. Ïîïðîáóåì ðàñêðûòü åå ñ
ïîìîùüþ ïðåäåëà (5). Òàê êàê( cosx

cos 2x

) 1
x2 =

(
1 +

cosx− cos 2x

cos 2x

) 1
x2

=

((
1 +

cosx− cos 2x

cos 2x

) cos 2x
cos x−cos 2x

) cos x−cos 2x

x2 cos 2x

,

òî, èñïîëüçîâàâ ïðåäåë (5) è òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïðåäåë, ïîëó÷èì:

lim
x→0

(
1 +

cosx− cos 2x

cos 2x

) cos 2x
cos x−cos 2x

= e,

lim
x→0

cosx− cos 2x

x2 cos 2x
= lim

x→0

3

2
·
sin x

2
x
2

·
sin 3x

2
3x
2

· 1

cos 2x
=

3

2

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñëàâøèñü íà ïðåäåë (3) èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

lim
x→0

( cosx

cos 2x

) 1
x2 = e

3
2 .

4. Áåñêîíå÷íî ìàëûå (áåñêîíå÷íî áîëüøèå) ôóíêöèè,
èõ ñâîéñòâà è èñïîëüçîâàíèå

Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0, êðîìå, âîç-
ìîæíî, ñàìîé ýòîé òî÷êè, íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé (áåñêîíå÷íî áîëüøîé) â òî÷êå x0,
åñëè ñóùåñòâóåò è ðàâåí íóëþ (áåñêîíå÷íîñòè) ïðåäåë lim

x→x0

f(x).

Èçó÷èì ñíà÷àëà ñâîéñòâà áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Î÷åâèäíî, ïðåæäå âñåãî, ÷òî âìåñòå ñ áåñ-
êîíå÷íî ìàëûìè f1(x) è f2(x) â òî÷êå x0 òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ è ôóíêöèè

f1(x)± f2(x), f1(x)f2(x).

Ïðîèçâåäåíèå f1(x)f2(x) áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëîé è â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ýòèõ ôóíêöèé

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, à âòîðàÿ îãðàíè÷åíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü lim
x→x0

f1(x) = 0, à

|f2(x)| ≤ M, M > 0 â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Ïî
îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε1 = ε

M íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δε1
òàêîå, ÷òî |f1(x)| < ε1 ïðè 0 < |x− x0| < δε1 . Òîãäà ïðè âñåõ òàêèõ x

|f1(x)f2(x)| = |f1(x)||f2(x)| < ε1M = ε,
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ò. å. lim
x→x0

f1(x)f2(x) = 0.

×àñòíîå f1(x)/f2(x) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ñðàâíåíèÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ f1(x), f2(x) â
òî÷êå x0.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áåñêîíå÷íî ìàëàÿ f1(x) èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè k îòíîñèòåëüíî áåñ-

êîíå÷íî ìàëîé f2(x), åñëè ñóùåñòâóåò

lim
x→x0

f1(x)

(f2(x))k
̸= 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè k = 1, òî f1(x) è f2(x) ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè îäíîãî ïîðÿäêà. Åñëè,
ñâåðõ òîãî,

lim
x→x0

f1(x)

f2(x)
= 1,

òî áåñêîíå÷íî ìàëûå f1(x) è f2(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå: f1(x) ∼ f2(x), x→ x0.
Íàêîíåö, åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî

lim
x→x0

f1(x)

f2(x)
= 0,

òî óñëîâèìñÿ ãîâîðèòü, ÷òî áåñêîíå÷íî ìàëàÿ f1(x) èìååò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè

îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîé f2(x) è îáîçíà÷àòü ýòîò ôàêò ÷åðåç f1(x) = o(f2(x)), x→ x0.
Ïðèìåð 1. Ñðàâíèòü áåñêîíå÷íî ìàëûå tg(

√
x− 1) è 3

√
x− 1 â òî÷êå x0 = 1 ôóíêöèè.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçîâàâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïðåäåë (4) èç ïóíêòà 3, ïîëó÷èì:

lim
x→1

tg(
√
x− 1)

3
√
x− 1

= lim
x→1

tg(
√
x− 1)√
x− 1

·
√
x− 1

3
√

(
√
x− 1)(

√
x+ 1)

=

= 1 · lim
x→1

3
√

(
√
x− 1)2

3
√√

x+ 1
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, tg(
√
x− 1) = o( 3

√
x− 1), x → 1, ò. å. áåñêîíå÷íî ìàëàÿ tg(

√
x− 1) èìååò áîëåå

âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîé 3
√
x− 1. Íàéäåì ýòîò ïîðÿäîê. Ïî

àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïðåäåëîì ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

lim
x→1

tg(
√
x− 1)

( 3
√
x− 1)3

=
1

2
̸= 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ðàâåí 3.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ñðàâíèâàòü áåñêîíå÷íî áîëüøèå. Â ÷àñòíîñòè, äâå áåñêîíå÷íî áîëü-
øèå â òî÷êå x0 ôóíêöèè f1(x) è f2(x) ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

lim
x→x0

f1(x)

f2(x)
= 1.

Îáñóäèì òåïåðü, êàê èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå (áåñêîíå÷íî áîëüøèå)
ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ.
Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü f1(x) è f2(x) � äâå áåñêîíå÷íî ìàëûå (áåñêîíå÷íî áîëüøèå) â òî÷êå

x0 è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→x0

f1(x)

f2(x)
.

Òîãäà ïðè âû÷èñëåíèè ýòîãî ïðåäåëà ëþáóþ èç äàííûõ ôóíêöèé ìû ìîæåì çàìåíèòü íà

ýêâèâàëåíòíóþ åé.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð, f2(x) ∼ f3(x), x→ x0, òî ñóùåñòâóåò òàêæå ïðåäåë

lim
x→x0

f1(x)

f3(x)
= lim

x→x0

f1(x)

f2(x)
· f2(x)
f3(x)

= lim
x→x0

f1(x)

f2(x)
· 1 = lim

x→x0

f1(x)

f2(x)
.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ è
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Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü f1(x) è f2(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ è áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ â òî÷êå

x0 è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→x0

f1(x)f2(x).

Òîãäà ëþáóþ èç ýòèõ ôóíêöèé ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà ìû ìîæåì çàìåíèòü íà ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ.

Ýòè íåñëîæíûå óòâåðæäåíèÿ èíîãäà óïðîùàþò âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïàð ýêâèâàëåíòíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåä-

ñòâèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëîâ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Âî âñåõ íèæåñëåäóþùèõ ñîîò-
íîøåíèÿõ f(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå x0.

1) sin f(x) ∼ f(x);
2) arcsin f(x) ∼ f(x);
3) tg f(x) ∼ f(x);
4) arctg f(x) ∼ f(x);
5) ln(1 + f(x)) ∼ f(x).

Äîêàæåì ïîñëåäíåå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé. Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçîâàâ ïðåäåëû (5) è (1) èç
ïóíêòîâ 3 è 2 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì:

lim
x→x0

ln(1 + f(x))

f(x)
= lim

x→x0

ln(1 + f(x))
1

f(x) = ln e = 1,

ò. å. ln(1 + f(x)) ∼ f(x).
Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë:

L = lim
x→0

sin tg(x2 + x)

arcsin 2 3
√
x · ln(1 + 3

3
√
x2)

.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå 1) � 3), 5). Òàê êàê

sin tg(x2 + x) ∼ tg(x2 + x) ∼ x2 + x, arcsin 2 3
√
x ∼ 2 3

√
x, ln(1 + 3

3
√
x2) ∼ 3

3
√
x2, x→ 0,

òî

L = lim
x→0

x2 + x

2 3
√
x · 3 3

√
x2

= lim
x→0

x+ 1

6
=

1

6
.

Çàìå÷àíèå. Âñå ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû, åñòå-
ñòâåííî, è äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ è áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè.

�5. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Ïîçíàêîìèìñÿ òåïåðü ñ òàêèì âàæíåéøèì êàê â ñàìîé ìàòåìàòèêå, òàê è â åå ïðèëîæåíèÿõ
ñâîéñòâîì ôóíêöèè, êàê íåïðåðûâíîñòü.

1. Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè. Îáùèå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè îíà îïðåäåëåíà â

íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì ýòó òî÷êó è ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→x0

f(x), ðàâíûé çíà-

÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå x0, ò. å.
lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Ïðèâåäåì åùå îäíî îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, ðàâíîñèëüíîå ïðèâåäåííîìó.
Ïóñòü ∆x � ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà (ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå èëè îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî) â òî÷êå
x0. Âåëè÷èíà

∆f(x0,∆x) = f(x0 +∆x)− f(x0)

íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0. Òîãäà, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â

òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
∆x→0

∆f(x0,∆x) = 0.
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Åñëè ïðåäåë lim
x→x0

f(x) íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî óêàçàííûé ïðåäåë ñó-

ùåñòâóåò è êîíå÷åí, íî íå ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå x0 èëè ôóíêöèÿ íåîïðåäåëåíà â
ýòîé òî÷êå, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ðàçðûâíà â òî÷êå x0 èëè, èíà÷å, x0 � òî÷êà
ðàçðûâà äàííîé ôóíêöèè.

Ïåðå÷èñëèì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ñëåäóþùèå èç ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ (�4, ïóíêò 2).
1) Åñëè ôóíêöèè f1(x) è f2(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0, òî â ýòîé æå òî÷êå íåïðåðûâíû è

ôóíêöèè

c1f1(x) + c2f2(x), c1, c2 ∈ R è f1(x)f2(x).

Åñëè, êðîìå òîãî, â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f2(x) ̸= 0, òî íåïðåðûâíîé ÿâëÿåòñÿ òàêæå è

ôóíêöèÿ
f1(x)

f2(x)
. Íàêîíåö, åñëè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f1(x) > 0, òî íåïðåðûâíà è ôóíêöèÿ

(f1(x))
f2(x).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî 7) ïðåäåëà ôóíêöèé è ïðåäåë (3) èç
ïóíêòà 2, �4.
2) Åñëè ôóíêöèÿ f1(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ f2(y), â ñâîþ î÷åðåäü, íåïðåðûâíà

â òî÷êå y0 = f1(x0), òî êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé f2(f1(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
Çäåñü äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ñâîéñòâî 2) ïðåäåëà êîìïîçèöèè ôóíêöèé (ïóíêò 2, �4).
3) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è f(x0) ̸= 0, òî â íåêîòîðîì ìàëîì èíòåðâàëå,

ñîäåðæàùåì òî÷êó x0 äàííàÿ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò çíàê çíà÷åíèÿ f(x0).
Äåéñòâèòåëüíî, âûáðàâ ÷èñëî ε > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû ε < |f(x0)|, ìû ïî îïðåäåëåíèþ

íåïðåðûâíîñòè ìîæåì óêàçàòü δε > 0, äëÿ êîòîðîãî

f(x0)− ε < f(x) < f(x0) + ε, x ∈ (x0 − δε, x0 + δε),

÷òî è äîêàçûâàåò äàííîå ñâîéñòâî, òàê êàê ïî âûáîðó ε ÷èñëà f(x0)± ε èìåþò çíàê çíà÷åíèÿ
f(x0).

Ïî àíàëîãèè ñ îäíîñòîðîííèìè ïðåäåëàìè ìû ìîæåì òàêæå ââåñòè ïîíÿòèå îäíîñòî-

ðîííåé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè. À èìåííî, ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ â ïîëóèíòåðâàëå
(a, x0], a < x0 (ïîëóèíòåðâàëå [x0, b), x0 < b) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà (ñïðàâà) â òî÷-

êå x0, åñëè ñóùåñòâóåò ëåâîñòîðîííèé (ïðàâîñòîðîííèé) ïðåäåë f(x0 − 0) (f(x0 + 0)), ðàâíûé
çíà÷åíèþ ôóíêöèè â òî÷êå x0. Èç ñâîéñòâà 1) ïðåäåëà ôóíêöèè (�4, ïóíêò 2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà íåïðå-

ðûâíîé ñëåâà è ñïðàâà â ýòîé òî÷êå è f(x0 − 0) = f(x0 + 0).
Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ïðîìåæóòêå ÷èñëîâîé îñè, åñëè îíà íåïðåðûâíà â

ëþáîé òî÷êå ýòîãî ïðîìåæóòêà, ïðè÷åì, åñëè ïðîìåæóòîê ñîäåðæèò ãðàíè÷íûå òî÷êè, òî
ïîä íåïðåðûâíîñòüþ â íèõ ïîíèìàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîñòîðîííÿÿ íåïðåðûâíîñòü.

2. Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè

a) Óñòðàíèìûé ðàçðûâ.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0, êðîìå, âîç-
ìîæíî, ñàìîé ýòîé òî÷êè è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→x0

f(x) (íåðàâíûé f(x0), åñëè ôóíê-

öèÿ îïðåäåëåíà â òî÷êå x0), òî ïî îïðåäåëåíèþ x0 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà äàííîé ôóíê-
öèè.
Èç îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî, åñëè â ýòîì ñëó÷àå äîîïðåäåëèòü èëè ïåðå-

îïðåäåëèòü â òî÷êå x0 ôóíêöèþ åå ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì, òî îíà ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé â
ýòîé òî÷êå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) =
sinx

x
. Îíà íåîïðåäåëåíà â íóëå, íî, êàê

èçâåñòíî (�4, ïóíêò 3)

lim
x→0

sinx

x
= 1,

ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò óñòðàíèìûé ðàçðûâ â òî÷êå x0 = 0.
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b) Ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0, êðîìå, âîç-

ìîæíî, ñàìîé ýòîé òî÷êè è ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå, íåðàâíûå äðóã äðóãó ïðåäå-
ëû f(x0 − 0) è f(x0 + 0). Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x0 � òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.
Ðàçíîñòü h(f, x0) = f(x0 + 0)− f(x0 − 0) íàçûâàåòñÿ ñêà÷êîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.
Ïðèìåðîì ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ìîæåò ñëóæèòü òî÷êà x0 = 1 äëÿ ôóíêöèè

f(x) =
(
1 + e

1
x−1

)−1
.

Äåéñòâèòåëüíî, çäåñü

f(x0 − 0) = lim
x→1−0

(
1 + e

1
x−1

)−1
= 1; f(x0 + 0) = lim

x→1+0

(
1 + e

1
x−1

)−1
= 0.

Ñêà÷îê ôóíêöèè â òî÷êå ðàçðûâà ðàâåí h(f, 1) = −1.

-1 1 2 3 x

1

2

y

O

c) Ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0,

êðîìå, ìîæåò áûòü, ñàìîé ýòîé òî÷êè è ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ â
òî÷êå x0 íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïî îïðåäåëåíèþ x0 � òî÷êà
ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà.

Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà òàêîãî ñëîæíîãî ðàçðûâà.
1) Äëÿ ôóíêöèè f(x) = sin 1

x ïðåäåë lim
x→0

f(x) íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, íà áåñêîíå÷íî

ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x(1)n =
1

πn
, n ∈ N ìû èìååì:

lim
n→∞

f
(
x(1)n

)
= 0.

Àíàëîãè÷íî, âäîëü äðóãîé áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x(2)n =
1

π
2 + 2πn

, n ∈ N

lim
n→∞

f
(
x(2)n

)
= 1.

Îòñþäà, ââèäó åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ôóíêöèè (�4, ïóíêò 2, ñâîéñòâî 3)) è ñëåäóåò, ÷òî
ïðåäåë lim

x→0
sin 1

x íå ñóùåñòâóåò è, òàêèì îáðàçîì, x0 = 0 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà äàííîé

ôóíêöèè.
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2) Èññëåäóåì íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ f(x) = e
x
10

+ 1
x â òî÷êå x0 = 0. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì

â ýòîé òî÷êå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû:

f(x0 − 0) = lim
x→−0

e
x
10

+ 1
x = 0, f(x0 + 0) = lim

x→+0
e

x
10

+ 1
x = +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå x0 = 0 ôóíêöèÿ èñïûòûâàåò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.

-2 2 4 x

2

4

6

y

3. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ óòâåðæäåíèé î ôóíêöèÿõ, íåïðåðûâíûõ
íà îòðåçêå, êîòîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.
Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè (î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x)

íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], a < b. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè C îòðåçêà, ãðàíè÷íûìè òî÷-

êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà A = f(a) è B = f(b), íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî
f(c) = C.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìåòîä äèõîòîìèè (äåëåíèÿ

îòðåçêà ïîïîëàì). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè A ≤ B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç c1 ñåðåäèíó îòðåçêà
[a, b]. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî f(c1) = C, òî c = c1 è òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè æå f(c1) ̸= C, òî
îáîçíà÷èì ÷åðåç [a1, b1] îòðåçîê [a, c1], åñëè f(c1) > C è îòðåçîê [c1, b], åñëè f(c1) < C. Òàêèì
îáðàçîì C ∈ [f(a1), f(b1)] è l1 = b1 − a1 = (b − a)/2. Ðàçäåëèì äàëåå îòðåçîê [a1, b1] òî÷êîé
c2 ïîïîëàì. Åñëè f(c2) = C, òî èñêîìàÿ òî÷êà íàéäåíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç
[a2, b2] îòðåçîê [a1, c2], åñëè C ∈ [f(a1), f(c2)] è îòðåçîê [c2, b1], åñëè C ∈ [f(c2), f(b1)]. Çäåñü,
î÷åâèäíî, C ∈ [f(a2), f(b2)] è l2 = b2−a2 = (b−a)/22. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ëèáî ÷åðåç
êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ íàéäåì èñêîìóþ òî÷êó c, ëèáî ïîëó÷èì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ
[an, bn], n ∈ N, äëÿ êîòîðûõ

ln = bn − an =
b− a

2n
; (1)

f(an) ≤ C ≤ f(bn). (2)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì âëîæåííûõ îòðåçêîâ (�2) ñóùåñòâóåò îáùàÿ äëÿ âñåõ îòðåçêîâ
òî÷êà c ∈ [an, bn], n ∈ N. Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ñ ðîñòîì n äëèíû ln îòðåçêîâ [an, bn] ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ, ïîýòîìó

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = c.
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Ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå c

lim
n→∞

f(an) = lim
n→∞

f(bn) = f(c).

Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü (2) è ñâîéñòâîì 5) ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (�3, ïóíêò 2), ïî-
ëó÷èì, ÷òî f(c) = C. Ò å î ð å ì à ä î ê à ç à í à.

Èç òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè âûòåêàåò âàæíîå â ïðèëîæåíèÿõ
Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ, òî âíóòðè îòðåçêà ñóùåñòâóåò íóëü ôóíê-

öèè, ò. å. òî÷êà c ∈ (a, b), â êîòîðîé f(c) = 0.
Ýòî ñëåäñòâèå ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

f(x) = 0.

×òîáû èçáåæàòü ïðîáëåìû ðàçëè÷åíèÿ êîðíåé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíóòðè îòðåçêà [a, b] ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî ïîñëåäíåå áóäåò èìåòü ìåñòî, íàïðèìåð,
åñëè ôóíêöèÿ ìîíîòîííà íà îòðåçêå. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè,
äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ êîðíÿ ìû äîëæíû îðãàíèçîâàòü ïðîöåññ ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ
îòðåçêà, âûáèðàÿ íà êàæäîì øàãå òîò èç äâóõ îòðåçêîâ, íà êîíöàõ êîòîðîãî ôóíêöèÿ ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ.

a an bn b
x

y

O

Åñëè çàäàíà ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ε > 0, òî îñòàíîâèòüñÿ ìû äîëæíû íà îòðåçêå [an, bn],
äëèíà êîòîðîãî îêàæåòñÿ ìåíüøå ε, ò. å.

ln = bn − an =
b− a

2n
< ε.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

n >
ln b−a

ε

ln 2
è, ñëåäîâàòåëüíî, çàêîí÷èòü âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðè

n = nε =

[
ln b−a

ε

ln 2

]
.

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ êîðíÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ ε ìû ìîæåì âçÿòü
ñåðåäèíó îòðåçêà [anε , bnε ], ò. å. ÷èñëî

c∗ =
1

2
(anε + bnε).

Ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå äâå òåîðåìû î íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèÿõ.
Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà (î íàèìåíüøåì è íàèáîëüøåì çíà÷åíèè). Íåïðåðûâíàÿ íà

îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà è äîñòèãàåò íà ýòîì îòðåçêå ñâîèõ íèæíåé è âåðõíåé

ãðàíåé, ò. å. íàéäóòñÿ òî÷êè x1, x2 ∈ [a, b] òàêèå, ÷òî f(x1) = inf
[a, b]

f(x), f(x2) = sup
[a, b]

f(x).

Òåîðåìà (î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè). Íåïðåðûâíàÿ è ìîíîòîííàÿ íà îò-

ðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà îòðåçêå, ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

f(a), f(b) íåïðåðûâíóþ è ìîíîòîííóþ â òîì æå ñìûñëå îáðàòíóþ ôóíêöèþ f−1(y).
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4. Íåïðåðûâíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âñþäó, ãäå îíà îïðåäåëåíà. Êàê
ñëåäóåò èç îáùèõ ñâîéñòâ íåïðåðûâíîñòè (ïóíêò 1) äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íåïðå-
ðûâíûìè â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.
Â �4, ïóíêò 2 íàìè áûëà äîêàçàíà íåïðåðûâíîñòü ýêñïîíåíòû ex è íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà

lnx (ðàâåíñòâà (1)). Îòñþäà íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ 1), 2) íåïðåðûâíîñòè (ïóíêò 1) íåìåäëåííî
ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé

ax = eln a·x, 0 < a ̸= 1, x ∈ R; loga x =
lnx

ln a
, 0 < a ̸= 1, x > 0; xα = eα lnx, α ∈ R, x > 0.

Îñòàëîñü äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f(x) = sinx â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x :

∆f(x, ∆x) = sin(x+∆x)− sinx = 2 sin
∆x

2
cos

(
x+

∆x

2

)
.

Èç íåðàâåíñòâà (1), �4, ïóíêò 3 ñëåäóåò, ÷òî
∣∣sin ∆x

2

∣∣ < ∣∣∆x
2

∣∣ ïðè ìàëûõ ∆x ̸= 0, ïîýòîìó,

|∆f(x, ∆x)| < 2 ·
∣∣∣∣∆x2

∣∣∣∣ · 1 = |∆x|.

Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì çàäàííîì ε > 0

|∆f(x, ∆x)| < ε êàê òîëüêî |∆x| < ε,

ò. å. lim
∆x→0

∆f(x,∆x) = 0, ÷òî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè sinx.

Íåïðåðûâíîñòü îñòàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé

cosx = sin
(π
2
− x
)
, tg x =

sinx

cosx
, ctg x = (tg x)−1

è óæå óïîìèíàâøèõñÿ îáùèõ ñâîéñòâ íåïðåðûâíîñòè (ïóíêò 1).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî ñî-

ñëàòüñÿ íà òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.
Ïðèìåð. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ

f(x) =


sinx2, x ∈ (−∞, 0];
ln(1 + x), x ∈ (0, 1);
2−x, x ∈ [1, 3];
(3− x)−1, x ∈ (3,+∞).

Ðåøåíèå. Íà ïîëóîñÿõ è èíòåðâàëàõ (−∞, 0), (0, 1), (1, 3), (3,+∞) ôóíêöèÿ f(x) íåïðå-
ðûâíà, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ òàì ýëåìåíòàðíîé. Ïðîâåðèì ôóíêöèþ íà íåïðåðûâíîñòü â
òî÷êàõ, ãäå ìåíÿåòñÿ åå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, ò. å. â òî÷êàõ x1 = 0, x2 = 1, x3 = 3. Äëÿ
ýòîãî âû÷èñëèì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ.

lim
x→x1−0

f(x) = lim
x→−0

sinx2 = 0, lim
x→x1+0

f(x) = lim
x→+0

ln(1 + x) = 0.

Òàê êàê lim
x→x1−0

f(x) = lim
x→x1+0

f(x) = f(x1), òî â òî÷êå x1 = 0 äàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà. Â
òî÷êå x2 èìååì:

lim
x→x2−0

f(x) = lim
x→1−0

ln(1 + x) = ln 2, lim
x→x2+0

f(x) = lim
x→1+0

2−x =
1

2
.

Çäåñü lim
x→x2−0

f(x) ̸= lim
x→x2+0

f(x), ñëåäîâàòåëüíî, x2 = 1 � òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. Íàêîíåö,
â òî÷êå x3

lim
x→x3−0

f(x) = lim
x→3−0

2−x =
1

8
, lim
x→x3+0

f(x) = lim
x→3+0

(3− x)−1 = −∞

è, òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå x3 = 3 ôóíêöèÿ èñïûòûâàåò ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà.
Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè èìååò âèä:
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5. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà íåêîòîðîì ïðîìå-

æóòêå ÷èñëîâîé îñè (êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì), åñëè îíà îïðåäåëåíà íà ýòîì ïðîìåæóòêå

è äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δε > 0, îáëàäàþùåå
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè âñåõ x1, x2 èç äàííîãî ïðîìåæóòêà, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

|x1 − x2| < δε

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f(x1)− f(x2)| < ε.

Ïîêàæåì ÷òî ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì ñâîéñòâîì ôóíêöèè,

÷åì åå íåïðåðûâíîñòü íà ïðîìåæóòêå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, òî, çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ýòîãî ïðîìåæóòêà, ìû
ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 îòûùåòñÿ δε > 0 òàêîå, ÷òî |f(x) − f(x0)| < ε êàê òîëüêî
|x−x0| < δε, ÷òî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà äàííîì ïðîìåæóòêå. Óáåäèìñÿ òåïåðü
íà ïðèìåðå â òîì, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå åùå íå ñëåäóåò, âîîáùå

ãîâîðÿ, ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü.

Êîíòðïðèìåð. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) =
1

1− x
íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íîé íà ïðîìåæóòêå [0, 1).

Ðåøåíèå. Âîçüìåì íà ïðîìåæóòêå [0, 1) äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x(1)n = 1− 1

n
è x(2)n = 1− 1

n2
.

Äëÿ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

lim
n→∞

∣∣∣x(1)n − x(2)n

∣∣∣ = lim
n→∞

(
1

n
− 1

n2

)
= 0, lim

n→∞

∣∣∣f (x(1)n

)
− f

(
x(2)n

)∣∣∣ = lim
n→∞

(n2 − n) = +∞,

îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà äàííîì
ïðîìåæóòêå, òàê êàê ýëåìåíòû ýòèõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñêîëü óãîäíî áëèçêè, à ðàçíîñòü
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè ñêîëü óãîäíî âåëèêà.
Ñôîðìóëèðóåì â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà òåîðåìó, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ïðî-

ìåæóòêà, ñîäåðæàùåãî ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè, ò. å. îòðåçêà, ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè è ðàâíî-
ìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ðàâíîñèëüíû.
Òåîðåìà Êàíòîðà. Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî îíà è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà

íà íåì.

Ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû Êàíòîðà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ïåðâîì òîìå òðåõòîìíèêà Ôèõ-
òåíãîëüöà Ã.Ì., èìåþùåãîñÿ â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.
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ÃËÀÂÀ V. ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÀß. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷èì òàêóþ âàæíåéøóþ õàðàêòåðèñòèêó ôóíêöèè, êàê åå ïðîèçâîäíàÿ
è íàó÷èìñÿ åå èñïîëüçîâàòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè. Âàæíîñòü ïðîèçâîäíîé íåâîçìîæíî
ïåðåîöåíèòü, òàê êàê îíà õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ëþáîãî ïðîöåññà.

�1. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x), îïðåäåëåííóþ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0.
Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f ′(x0).
Ïåðåôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé íà ÿçûêå ïðèðàùåíèé. Ïóñòü

∆f(x0,∆x) = f(x0 +∆x)− f(x0)

� ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â òî÷êå x0, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x. Òîãäà ïðè-
âåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ êîíå÷íîãî ïðåäåëà

lim
∆x→0

∆f(x0,∆x)

∆x
,

ò. å. ïðîèçâîäíàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè â äàííîé òî÷-

êå ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà áåñêîíå÷íî ìàëî.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: a) y = C, C ∈ R; b) y = x; c) y = 3
√
x.

Ðåøåíèå. a) Çäåñü y′ = lim
∆x→0

∆y(x,∆x)

∆x
= lim

∆x→0

C − C

∆x
= 0 è, òàêèì îáðàçîì, (C)′ = 0.

b) Â ýòîì ñëó÷àå

y′ = lim
∆x→0

∆y(x,∆x)

∆x
= lim

∆x→0

x+∆x− x

∆x
= 1,

ñëåäîâàòåëüíî, (x)′ = 1, x ∈ R.
c) Äëÿ ýòîé ôóíêöèè

y′ = lim
∆x→0

∆y(x,∆x)

∆x
= lim

∆x→0

3
√
x+∆x− 3

√
x

∆x
=

= lim
∆x→0

( 3
√
x+∆x− 3

√
x)( 3
√
(x+∆x)2 + 3

√
(x+∆x) 3

√
x+

3
√
x2)

∆x( 3
√

(x+∆x)2 + 3
√

(x+∆x) 3
√
x+

3
√
x2)

=

= lim
∆x→0

1
3
√
(x+∆x)2 + 3

√
(x+∆x) 3

√
x+

3
√
x2

=
1

3
3
√
x2
.

è, ñòàëî áûòü, ( 3
√
x)′ =

1

3
3
√
x2
, x ̸= 0. Ïîêàæåì, ÷òî â òî÷êå x = 0 ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè

íå ñóùåñòâóåò. Â ñàìîì äåëå,

lim
∆x→0

∆y(0,∆x)

∆x
= lim

∆x→0

3
√
∆x

∆x
= lim

∆x→0

1
3
√
∆x2

= +∞.

Ïî àíàëîãèè ñ îäíîñòîðîííèìè ïðåäåëàìè ìîæíî ââåñòè òàêæå îïðåäåëåíèå îäíîñòîðîííèõ
ïðîèçâîäíûõ. Êîíå÷íûé ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò)

lim
∆x→−0

∆f(x0,∆x)

∆x
, ñîîòâåòñòâåííî, lim

∆x→+0

∆f(x0,∆x)

∆x

íàçûâàåòñÿ ëåâîñòîðîííåé, ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷-
êå x0 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f ′−(x0), ñîîòâåòñòâåííî, f

′
+(x0). Î÷åâèäíî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðî-

èçâîäíîé f ′(x0) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè è áûëè ðàâíû îáå îäíîñòî-

ðîííèå ïðîèçâîäíûå f ′−(x0) è f
′
+(x0).
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Ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå
∆f(x0,∆x)

∆x
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíþþ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíê-

öèè íà îòðåçêå [x0, x0 +∆x], ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
ôóíêöèè â òî÷êå x0. Íàïðèìåð, åñëè òî÷êà äâèãàåòñÿ ïî ïðÿìîé è èçâåñòíà çàâèñèìîñòü s(t)
ïðîéäåííîãî ïóòè îò âðåìåíè, òî ñêîðîñòü ýòîé òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà v(t) = s′(t),
ñîîòâåòñòâåííî, óñêîðåíèå ðàâíî ïðîèçâîäíîé îò ñêîðîñòè ïî âðåìåíè, ò. å. a(t) = v′(t).

Âûÿñíèì òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé.

x0
x

f Hx0L

f Hx0+DxL

y

O

M0

M

x0+Dx

y= f HxL

Α

ΑM

Óãëîâîé êîýôôèöèåíò kM ñåêóùåé M0M ðàâåí

kM = tgαM =
f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
=

∆f(x0,∆x)

∆x
,

ïîýòîìó, åñëè ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) ñóùåñòâóåò, òî

lim
∆x→0

kM = lim
∆x→0

∆f(x0,∆x)

∆x
= f ′(x0)

è, òàêèì îáðàçîì, ñåêóùàÿ M0M ñòðåìèòñÿ çàíÿòü íåêîòîðîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå, êîòî-
ðîå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå M0. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò
êàñàòåëüíîé ðàâåí

k = tgα = f ′(x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ãåîìåòðè÷åñêè, ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óãëîâîé êîýôôè-

öèåíò êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå M0(x0, f(x0)). Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò
âèä:

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0). (1)

Â ïðèëîæåíèÿõ èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ íîðìàëüíàÿ ïðÿìàÿ èëè íîðìàëü, ò. å. ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 ïåðïåíäèêóëÿðíî êàñàòåëüíîé. Ïîñêîëüêó âåêòîð n̄(f ′(x0), −1) ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíûì äëÿ êàñàòåëüíîé, òî äëÿ íîðìàëüíîé ïðÿìîé îí ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ìû ìîæåì çàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå íîðìàëüíîé ïðÿìîé:

x− x0
f ′(x0)

=
y − f(x0)

−1
.

Ïðèìåð 2. Íàéòè óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïàðàëëåëüíîé âåêòîðó l̄(12, 1) ê ãðàôèêó ôóíê-
öèè y = 3

√
x â ïåðâîé ÷åòâåðòè.

Ðåøåíèå. Íàéäåì òî÷êó íà ãðàôèêå, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò êàñàòåëüíàÿ. Òàê êàê óãëîâîé
êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ðàâåí k = 1

12 è y′ = 1

3
3√
x2

(ïðèìåð 1, c)), òî

1

3
3
√
x2

=
1

12
=⇒ x0 = 8, y(x0) = 2.
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Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0(8, 2) ãðàôèêà ôóíêöèè è åå óðàâíåíèå
èìååò âèä:

y − 2 =
1

12
(x− 8) ⇐⇒ y =

1

12
x+

4

3
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåðàçðûâíî ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîäíîé ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè

ôóíêöèè è åå äèôôåðåíöèàëà.

Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0 íàçûâàåòñÿ

äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0, åñëè åå ïðèðàùåíèå â ýòîé òî÷êå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

∆f(x0,∆x) = f(x0 +∆x)− f(x0) = A ·∆x+ o(∆x), (2)

ãäå A � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, o(∆x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà,

÷åì ∆x, ò. å. lim
∆x→0

o(∆x)

∆x
= 0.

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) íà ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ∆x, â ïðåäåëå ïîëó÷èì:

lim
∆x→0

∆f(x0,∆x)

∆x
= f ′(x0) = A+ lim

∆x→0

o(∆x)

∆x
= A+ 0 = A, ò. å. A = f ′(x0).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0)
è ïðèðàùåíèå ýòîé ôóíêöèè ìû ìîæåì çàïèñàòü â âèäå:

∆f(x0,∆x) = f ′(x0)∆x+ o(∆x). (3)

Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå, ò. å. èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò äèôôåðåí-
öèðóåìîñòü ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ
f ′(x0). Òàê êàê ôóíêöèÿ

φ(∆x) =
∆f(x0,∆x)

∆x
− f ′(x0),

äîîïðåäåëåííàÿ â íóëå íóëåì, ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè ∆x→ 0, òî

∆f(x0,∆x) = f ′(x0)∆x+ o(∆x), ãäå o(∆x) = φ(∆x)∆x, (4)

÷òî è îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíî åå

äèôôåðåíöèðóåìîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ÷àñòî â äàëüíåéøåì ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé
ìû áóäåì íàçûâàòü êîðîòêî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíàÿ ÷àñòü f ′(x0)∆x ïðèðàùåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x0
ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

df(x0), ò. å. df(x0) = f ′(x0)∆x.
Ïåðåïèøåì, ó÷èòûâàÿ ýòî îïðåäåëåíèå, ôîðìóëó (3) äëÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè:

∆f(x0,∆x) = df(x0) + o(∆x).

Ýòó ôîðìóëó ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé

ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà, òàê êàê ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïðèðàùåíèÿ ∆x èç íåå
ñëåäóåò, ÷òî

∆f(x0,∆x) ≈ df(x0) ⇐⇒ f(x0 +∆x) ≈ f(x0) + df(x0)

ñ ïîãðåøíîñòüþ o(∆x).
Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëå (a, b), ò. å. â ëþáîé òî÷êå

ýòîãî èíòåðâàëà, è ñ÷èòàÿ ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî1 dx = ∆x, ìû ìîæåì çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ
äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå èíòåðâàëà â ñëåäóþùåé ñèììåòðè÷íîé ôîðìå:

dy = y′dx.

Ýòîé ôîðìóëîé îïðàâäûâàåòñÿ åùå îäíî îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé: y′ =
dy

dx
.

Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (1) êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè, äèôôåðåíöèàë df(x0) =
f ′(x0)∆x ðàâåí ïðèðàùåíèþ îðäèíàòû êàñàòåëüíîé, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ïðèðàùåíèþ

àðãóìåíòà ∆x.

1Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ôîðìàëüíî îáîñíîâàòü òåì, ÷òî, òàê êàê (x)′ = 1 (ïðèìåð 1, b)), òî äèôôåðåíöèàë
ôóíêöèè y = x ðàâåí dy = dx = (x)′∆x = ∆x.
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x0

x
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M0

x0+Dx

y= f HxL

d f Hx0L

Èçó÷èì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà.

1) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî îíà è íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî

lim
∆x→0

∆f(x0,∆x) = lim
∆x→0

f ′(x0)∆x+ lim
∆x→0

o(∆x) = 0,

÷òî è äîêàçûâàåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå x0 (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 1).
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ y =

3
√
x èç ïðèìåðà 1, c), êîòîðàÿ íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå êàê ýëåìåíòàðíàÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèðóåìîé â íóëå.

2) Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà â

íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ (a, b), ïðè÷åì f ′(x0) ̸= 0, òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = f−1(y) äèôôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êå y0 = f(x0) è

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
. (5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè (ãëàâà IV, �5, ïóíêò
3) îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = f−1(y) ñóùåñòâóåò, ìîíîòîííà â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è ôóíêöèÿ y =
f(x) è íåïðåðûâíà â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Çàìåòèì äàëåå, ÷òî ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà∆x
ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0 ÿâëÿåòñÿ ïðèðàùåíèåì îáðàòíîé ôóíêöèè x = f−1(y) â òî÷êå y0
è íàîáîðîò, ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ∆y ôóíêöèè x = f−1(y) â òî÷êå y0 ÿâëÿåòñÿ ïðèðàùåíèåì
ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0, ïðè÷åì, ââèäó ìîíîòîííîñòè ýòèõ ôóíêöèé, åñëè ∆x ̸= 0, òî è
∆y ̸= 0 è íàîáîðîò. Êðîìå òîãî, èç íåïðåðûâíîñòè äàííîé ôóíêöèè è îáðàòíîé ê íåé ñëåäóåò,
÷òî ïðèðàùåíèÿ ∆x è ∆y áåñêîíå÷íî ìàëû îäíîâðåìåííî, ò. å.

lim
∆x→0

∆y = 0, lim
∆y→0

∆x = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(f−1)′(y0) = lim
∆y→0

∆x

∆y
= lim

∆x→0

1
∆y
∆x

=
1

lim
∆x→0

∆y

∆x

=
1

f ′(x0)
.

Ôîðìóëå (5) ìû ìîæåì ïðèäàòü áîëåå ñèììåòðè÷íûé âèä, åñëè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ: y′x = f ′(x), x′y = (f−1)′(y). Òîãäà

x′y =
1

y′x
⇐⇒ y′xx

′
y = 1.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé, ñâÿçàííûå ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè
íàä ôóíêöèÿìè (ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ).
3) Åñëè ôóíêöèè f1(x) è f2(x) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå x, òî ôóíêöèè c1f1(x) + c2f2(x),

ãäå c1, c2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, è f1(x)f2(x) òàêæå äèôôåðåíöèðóåìû â ýòîé òî÷êå è

(c1f1(x) + c2f2(x))
′ = c1f

′
1(x) + c2f

′
2(x),

(f1(x)f2(x))
′ = f ′1(x)f2(x) + f1(x)f

′
2(x).
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Åñëè, âäîáàâîê, ôóíêöèÿ f2(x) îòëè÷íà îò íóëÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó

x, òî äèôôåðåíöèðóåìîé ÿâëÿåòñÿ è ôóíêöèÿ
f1(x)
f2(x)

, ïðè÷åì(
f1(x)

f2(x)

)′
=
f ′1(x)f2(x)− f1(x)f

′
2(x)

(f2(x))2
.

Ïåðâàÿ èç ýòèõ ôîðìóë íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé è ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñâîéñòâ ïðåäåëîâ ôóíêöèé (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 2).
Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî çà-

ìåòèì, ÷òî ïî ñâîéñòâó 1) ôóíêöèÿ f2(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x è, çíà÷èò,

lim
∆x→0

f2(x+∆x) = f2(x).

Ïðåîáðàçóåì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f1(x)f2(x) â òî÷êå x :

∆(f1f2)(x,∆x) = f1(x+∆x)f2(x+∆x)− f1(x)f2(x) =

= (f1(x+∆x)− f1(x))f2(x+∆x) + f1(x)(f2(x+∆x)− f2(x)) =

= ∆f1(x,∆x)f2(x+∆x) + f1(x)∆f2(x,∆x).

Îòñþäà, èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâà 7), a) è b) ïðåäåëîâ ôóíêöèé (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 2) ïîëó÷èì:

(f1(x)f2(x))
′ = lim

∆x→0

∆(f1f2)(x,∆x)

∆x
=

= lim
∆x→0

∆f1(x,∆x)

∆x
f2(x+∆x) + f1(x) lim

∆x→0

∆f2(x,∆x)

∆x
= f ′1(x)f2(x) + f1(x)f

′
2(x).

Ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Óñòàíîâèì, íàêîíåö, ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé.

4) Åñëè ôóíêöèÿ f1(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, à ôóíêöèÿ f2(y) äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå f1(x), òî êîìïîçèöèÿ ôóíêöèé f2(f1(x)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x è

(f2(f1(x))
′ = f ′2(f1(x))f

′
1(x).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàïèøåì ïðèðàùåíèå êîìïîçèöèè â òî÷êå x, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìó-
ëîé (4) äëÿ ôóíêöèè f2(y) â òî÷êå f1(x) :

∆(f2 ◦ f1)(x, ∆x) = f ′2(f1(x))∆f1(x, ∆x) + φ2(∆f1(x, ∆x))∆f1(x, ∆x),

ãäå φ2(∆y) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ∆y → 0 ôóíêöèÿ. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíê-
öèè f1(x) â òî÷êå x, ïîëó÷èì:

(f2(f1(x))
′ = lim

∆x→0

∆(f2 ◦ f1)(x, ∆x)
∆x

=

= f ′2(f1(x)) lim
∆x→0

∆f1(x, ∆x)

∆x
+ lim

∆x→0
φ2(∆f1(x, ∆x))

∆f1(x, ∆x)

∆x
=

= f ′2(f1(x))f
′
1(x) + 0 · f ′1(x) = f ′2(f1(x))f

′
1(x).

Ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ïðîïîðöèîíàëåí äèôôåðåíöèàëó àðãóìåíòà ñ êîýô-
ôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ðàâíûì ïðîèçâîäíîé, òî ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 3) ïå-
ðåíîñÿòñÿ è íà äèôôåðåíöèàë:

d(c1f1 + c2f2) = c1df1 + c2df2,

d(f1 · f2) = df1 · f2 + f1 · df2,

d

(
f1
f2

)
=

df1 · f2 − f1 · df2
(f2)2

.

Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâîéñòâî èíâàðè-
àíòíîñòè äèôôåðåíöèàëà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå.
Äèôôåðåíöèàë ýòîé ôóíêöèè ðàâåí:

df(x) = f ′(x)dx. (6)
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî àðãóìåíò x ÿâëÿåòñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöè-
åé x = φ(z) ïåðåìåííîé z. Íàéäåì äèôôåðåíöèàë êîìïîçèöèè ôóíêöèé f(φ(z)), ïîëüçóÿñü
ñâîéñòâîì 4) ïðîèçâîäíîé:

df(φ(z)) = (f(φ(z)))′dz = f ′(φ(z))φ′(z)dz = f ′(φ(z))dφ(z),

ò. å.
df(φ(z)) = f ′(φ(z))dφ(z). (7)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (6) è (7), ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî âèä äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè íå

çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè åå àðãóìåíò íåçàâèñèìûì èëè ôóíêöèåé äðóãîé ïåðåìåííîé.

Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè äèôôåðåíöèàëà, êîòîðîå ìû áóäåì àêòèâíî
èñïîëüçîâàòü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèé.

�2. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé, çàäàííûõ íåÿâíî è ïàðàìåòðè÷åñêè.

Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

1. Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Íàéäåì, ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè èç �4, ïóíêò 3 ïðåäûäóùåé ãëàâû ïðåäåëàìè è ïðàâèëàìè
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç ïðåäøåñòâóþùåãî ïàðàãðàôà, ïðîèçâîäíûå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé.
Ñíà÷àëà íàéäåì ïðîèçâîäíóþ íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà, âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì

ïðîèçâîäíîé, ÷èñëîì e (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 3, ôîðìóëà (5)) è íåïðåðûâíîñòüþ ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé ôóíêöèè (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 4):

(lnx)′ = lim
∆x→0

ln(x+∆x)− lnx

∆x
=

= lim
∆x→0

1

∆x
ln

(
1 +

∆x

x

)
= lim

∆x→0

1

x
ln

(
1 +

∆x

x

) x
∆x

=
1

x
ln e =

1

x
.

Òàêèì îáðàçîì, (lnx)′ = 1
x . Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì 0 < a ̸= 1

(loga x)
′ =

(
lnx

ln a

)′
=

1

x ln a
.

Òåïåðü, èñïîëüçîâàâ ïðîèçâîäíóþ ëîãàðèôìà è ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè
ôóíêöèé, ìû íàéäåì ïðîèçâîäíûå ñòåïåííîé è ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
ïðè x > 0 è α ∈ R ñòåïåííóþ ôóíêöèþ y = xα. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîëîãàðèôìèðóåì è
ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà:

ln y = lnxα = α lnx =⇒ (ln y)′ = (α lnx)′ ⇐⇒ 1

y
· y′ = α

1

x
⇐⇒ y′ = α

y

x
= αxα−1.

Ñòàëî áûòü, (xα)′ = αxα−1. Â ÷àñòíîñòè, (
√
x)′ = 1

2x
− 1

2 = 1
2
√
x
. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî íàéäåì

ïðîèçâîäíóþ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè y = ax, 0 < a ̸= 1:

ln y = ln ax = x ln a =⇒ (ln y)′ = (x ln a)′ ⇐⇒ 1

y
· y′ = ln a⇐⇒ y′ = y ln a = ax ln a,

ò. å. (ax)′ = ax ln a. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî (ex)′ = ex.
Çàéìåìñÿ òåïåðü ïðîèçâîäíûìèòðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèé ïðåäåë (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 3, ôîðìóëû (4)) è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè cosx,
ïîëó÷èì:

(sinx)′ = lim
∆x→0

sin(x+∆x)− sinx

∆x
=

= lim
∆x→0

2 sin ∆x
2 cos

(
x+ ∆x

2

)
∆x

= lim
∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

cos

(
x+

∆x

2

)
= 1 · cosx = cosx.
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Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé, íàéäåì:

(cosx)′ =
(
sin
(π
2
− x
))′

= cos
(π
2
− x
)(π

2
− x
)′

= cos
(π
2
− x
)
(−1) = − sinx.

Íàéäåì, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷àñòíîãî, ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé tg x è ctg x :

(tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− sinx(cosx)′

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

Àíàëîãè÷íî,

(ctg x)′ = − 1

sin2 x
.

Îñòàëîñü îòûñêàòü ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Äëÿ ôóíêöèè y = arcsinx ìû èìååì sin y = x.Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà,
ïîëó÷èì:

(sin y)′ = (x)′ =⇒ cos y · y′ = 1.

Îòñþäà,

y′ =
1

cos y
=

1√
1− x2

, ò. å. (arcsinx)′ =
1√

1− x2
.

Ó÷èòûâàÿ äàëåå, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ [−1, 1] arcsinx+ arccosx = π
2 , íàõîäèì:

(arccosx)′ = −(arcsinx)′ = − 1√
1− x2

.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ïðîâåðèòü, ÷òî

(arctg x)′ = −(arcctg x)′ =
1

1 + x2
.

Ïðèâåäåì çäåñü åùå ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-
íûõ â �4, ïóíêò 1 ãëàâû IV.

(shx)′ =

(
1

2
(ex − e−x)

)′
=

1

2
((ex)′ − e−x(−x)′) = 1

2
(ex + e−x) = chx.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

(chx)′ =

(
1

2
(ex + e−x)

)′
= shx;

(thx)′ =

(
shx

chx

)′
=

1

ch2 x
;

(cthx)′ =

(
chx

shx

)′
= − 1

sh2 x
.

Ñâåäåì òåïåðü âñå íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â òàáëèöó.

Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ

1) (xα)′ = αxα−1, α ∈ R; (
√
x)′ =

1

2
√
x
;

2) (ax)′ = ax ln a, 0 < a ̸= 1; (ex)′ = ex;

3) (loga x)
′ =

1

x ln a
, 0 < a ̸= 1; (lnx)′ =

1

x
;

4) (sinx)′ = cosx;

5) (cosx)′ = − sinx;

6) (tg x)′ =
1

cos2 x
;

7) (ctg x)′ = − 1

sin2 x
;
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8) (arcsinx)′ = −(arccosx)′ =
1√

1− x2
;

9) (arctg x)′ = −(arcctg x)′ =
1

1 + x2
;

10) (shx)′ = chx;

11) (chx)′ = shx;

12) (thx)′ =
1

ch2 x
;

13) (cthx)′ = − 1

sh2 x
.

Èñïîëüçóÿ ýòó òàáëèöó è äîêàçàííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ, ìû ìîæåì íàéòè ïðîèçâîäíóþ ëþáîé ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè, ïðè÷åì ýòà ïðîèçâîä-

íàÿ òàêæå áóäåò ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = ln(x+
√
1 + x2).

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé è ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíê-
öèé, ïîëó÷èì:

y′ =
1

x+
√
1 + x2

(
x+

√
1 + x2

)′
=

1

x+
√
1 + x2

(
1 +

1

2
√
1 + x2

(1 + x2)′
)

=

=
1

x+
√
1 + x2

(
1 +

1

2
√
1 + x2

· 2x
)

=
1

x+
√
1 + x2

· x+
√
1 + x2√

1 + x2
=

1√
1 + x2

.

Òàêèì îáðàçîì,
(
ln(x+

√
1 + x2)

)′
=

1√
1 + x2

.

Çàìå÷àíèå. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé ñòåïåííîãî âûðàæåíèÿ y = (f1(x))
f2(x), ãäå

f1(x), f2(x) � äèôôåðåíöèðóåìûå â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ôóíêöèè, ïðè÷åì â ýòîì èíòåðâà-
ëå f1(x) > 0, óäîáíî ïðåäâàðèòåëüíî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü îáå ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = (sinx)2
√

x
, x ∈ (0, π).

Ðåøåíèå. Òàê êàê ln y = ln(sinx)2
√

x
= 2

√
x ln sinx, òî

(ln y)′ = (2
√
x ln sinx)′

èëè
1

y
· y′ = (2

√
x)′ ln sinx+ 2

√
x(ln sinx)′ = 2

√
x ln 2 · (

√
x)′ ln sinx+ 2

√
x · 1

sinx
· (sinx)′ =

= 2
√
x ln 2 · 1

2
√
x
· ln sinx+ 2

√
x · 1

sinx
· cosx = 2

√
x

(
ln 2

2
√
x
· ln sinx+ ctg x

)
.

Îòñþäà

y′ = y(ln y)′ = (sinx)2
√
x
2
√
x

(
ln 2

2
√
x
· ln sinx+ ctg x

)
.

2. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé, çàäàííûõ íåÿâíî è ïàðàìåòðè÷åñêè

a) Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè.

Èíîãäà áûâàåò òðóäíî èëè íåâîçìîæíî óñòàíîâèòü ÿâíóþ, ò. å. ïðÿìóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó
ïåðåìåííûìè x è y, îäíàêî ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæäó íèìè â âèäå óðàâíåíèÿ

F (x, y) = 0, (1)

ãäå F (x, y) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.
Ôóíêöèÿ y = y(x) (èëè x = x(y)), äëÿ êîòîðîé â íåêîòîðîì èíòåðâàëå

F (x, y(x)) = 0 (èëè F (x(y), y) = 0)

íàçûâàåòñÿ íåÿâíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (1).
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Â îáùåì ñëó÷àå íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1) íåîäíîçíà÷íî, òàê êàê
ãðàôèê íåÿâíîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, âîîáùå ãîâîðÿ, ëèøü ÷àñòü êðèâîé, çàäàííîé
óðàâíåíèåì (1). Íàïðèìåð, èç óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëû

x2

a2
− y2

b2
= 1

ìû íàõîäèì:

y = ± b
a

√
x2 − a2.

Òàêèì îáðàçîì, ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò äâå íåÿâíûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ïðè |x| ≥ a.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ y = y(x), îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (1) äèôôå-

ðåíöèðóåìà â èíòåðâàëå, ãäå îíà îïðåäåëåíà. Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ x èç èíòåðâàëà îïðåäåëåíèÿ
íåÿâíîé ôóíêöèè F (x, y(x)) = 0, òî ôîðìàëüíî åå ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óðàâ-
íåíèÿ

(F (x, y))′x = 0, (2)

â êîòîðîì F (x, y) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñëîæíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà x.
Âûïîëíèâ äèôôåðåíöèðîâàíèå â óðàâíåíèè (2), ìû ïîëó÷èì ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî èñêîìîé
ïðîèçâîäíîé y′ óðàâíåíèå, èç êîòîðîãî îíà è îïðåäåëÿåòñÿ.
Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî óðàâíåíèåì x+ sin(xy) = y.
Ðåøåíèå. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé x îò îáåèõ ÷àñòåé äàííîãî óðàâíåíèÿ:

(x+ sin(xy))′ = y′ ⇐⇒ 1 + cos(xy)(xy)′ = y′ ⇐⇒ 1 + cos(xy)(y + xy′) = y′.

Ñëåäîâàòåëüíî,

y′ =
1 + y cos(xy)

1− x cos(xy)
.

Ïðèìåð 2. Íàéòè óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â ëþáîé òî÷êå ýëëèïñà

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì êàñàòåëüíîé (1) èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Íàéäåì
ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ íåÿâíîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì ýëëèïñà:(

x2

a2
+
y2

b2

)′
= (1)′ =⇒ 2x

a2
+

2yy′

b2
= 0 =⇒ y′ = − b

2

a2
· x
y
.

Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå ýëëèïñà ñ êîîðäèíàòàìèM0(x0, y0), ó÷èòûâàÿ,
÷òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò ýòîé êàñàòåëüíîé ðàâåí k = − b2

a2
· x0
y0

:

y − y0 = k(x− x0) ⇐⇒ y − y0 = − b
2

a2
· x0
y0

(x− x0) ⇐⇒ x0(x− x0)

a2
+
y0(y − y0)

b2
= 0.

Îòñþäà
x0x

a2
+
y0y

b2
=
x20
a2

+
y20
b2

= 1

è, òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä:
x0x

a2
+
y0y

b2
= 1.

b) Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåìåííûå x è y ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè àðãóìåíòà t, êîòîðûé ìû áóäåì
íàçûâàòü ïàðàìåòðîì, ò. å.

x = x(t), y = y(t), t ∈ (t1, t2), (3)

ïðè÷åì ôóíêöèþ x(t) ìû áóäåì ñ÷èòàòü ìîíîòîííîé è äèôôåðåíöèðóåìîé ñ íåíóëåâîé ïðîèç-
âîäíîé â óêàçàííîì èíòåðâàëå, à ôóíêöèþ y(t) ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü äèôôåðåíöèðóåìîé
â èíòåðâàëå (t1, t2). Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 2) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå
(a, b) ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìàÿ îáðàòíàÿ äëÿ x(t) ôóíêöèÿ t = t(x) è, ñòàëî áûòü, â
èíòåðâàëå (a, b) îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ y = y(t(x)) àðãóìåíòà x, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü
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ôóíêöèåé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè (3). Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé
ýòîé ôóíêöèè â ëþáîé òî÷êå x èíòåðâàëà (a, b) ÷åðåç ïàðàìåòð t, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé è ñâÿçüþ ìåæäó ïðîèçâîäíûìè âçàèìíî îáðàòíûõ
ôóíêöèé (ñâîéñòâî 4) è ôîðìóëà (5) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà):

y′x = (y(t(x)))′x = y′t · t′x = y′t ·
1

x′t
=
y′t
x′t
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîð-
ìóëå:

y′x =
y′t
x′t
.

Ïðèìåð 3. Íàéòè óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ â òî÷êå M0(0,
π
2 ) ëèíèè, êîòîðàÿ çàäàíà ïàðà-

ìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè

x = t cos t, y = t sin t.

Ðåøåíèå. Òàê êàê äëÿ ýòîé ëèíèè x(−t) = −x(t), y(−t) = y(t) è x2 + y2 = t2, òî îíà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè Oy ñïèðàëåé.

-6 -4 -2 2 4 6
x

-4
-3
-2
-1

1
2

y

×åðåç òî÷êó M0 ýòè ñïèðàëè ïðîõîäÿò ïðè t = ±π
2 . Íàéäåì óãëîâûå êîýôôèöèåíòû êàñàòåëü-

íûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà. Òàê êàê

x′t = cos t− t sin t, y′t = sin t+ t cos t,

òî

y′x =
y′t
x′t

=
sin t+ t cos t

cos t− t sin t
è, ñëåäîâàòåëüíî,

k1,2 = y′x

(
±π
2

)
= ∓ 2

π
.

Îñòàëîñü çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâóõ êàñàòåëüíûõ â äàííîé òî÷êå:

y − π

2
= ± 2

π
x⇐⇒ y = ± 2

π
x+

π

2
.

3. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Îïðåäåëèì â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé è äèôôåðåíöèàëà âûñøèõ

ïîðÿäêîâ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëå (a, b) è, òàêèì îáðàçîì, â ýòîì
èíòåðâàëå îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ f ′(x). Åñëè â òî÷êå x ∈ (a, b) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
f ′(x), òî îíà íàçûâàåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) (ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà) è
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f ′′(x) èëè y′′. Òàêèì îáðàçîì,

f ′′(x) = (f ′(x))′.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ f(x) áóäåì íàçûâàòü äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå x.
Âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì (äèôôåðåíöèàëîì âòîðîãî ïîðÿäêà) â òî÷êå x ∈ (a, b), â êîòîðîé

ñóùåñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x), íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë îò ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.
Äëÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå d2f(x). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî df(x) = f ′(x)dx
è äèôôåðåíöèàë àðãóìåíòà dx = ∆x íå çàâèñèò îò x, ïîëó÷èì:

d2f(x) = d(df(x)) = d(f ′(x)dx) = df ′(x) · dx = f ′′(x)dx2.
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Ñëåäîâàòåëüíî,
d2f(x) = f ′′(x)dx2 èëè d2f(x) = f ′′(x)∆x2.

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ:

f (n)(x) =
(
f (n−1)(x)

)′
; dnf(x) = d(dn−1f(x)) =⇒ dnf(x) = f (n)(x)dxn = f (n)(x)∆xn, n ≥ 2.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
y = f(x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

y(n) =
dny

dxn
.

Åñëè òðåáóåòñÿ ÿâíî óêàçàòü ïåðåìåííóþ, ïî êîòîðîé âåäåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, òî ïðîèç-
âîäíóþ n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = y(x) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

y(n) = y
(n)
xn .

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè y = sin2 x.
Ðåøåíèå. ×òîáû çàìåòèòü îáùóþ çàêîíîìåðíîñòü, íàéäåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ

äàííîé ôóíêöèè:

y′ = (sin2 x)′ = 2 sinx(sinx)′ = 2 sinx cosx = sin 2x;
y′′ = (sin 2x)′ = cos 2x · (2x)′ = 2 cos 2x;
y′′′ = (2 cos 2x)′ = −2 sin 2x · (2x)′ = −4 sin 2x.

Èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ n-ãî ïî-
ðÿäêà äàííîé ôóíêöèè èìååò âèä:

y(n) = 2n−1 sin
(
2x+

π

2
(n− 1)

)
.

Ïðîâåðèì ýòó ãèïîòåçó ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îíî âåðíî äëÿ íîìåðà n è äîêàæåì, ÷òî îíî èìååò ìåñòî òàêæå è äëÿ ñëåäóþùåãî íîìåðà n+1.
Äåéñòâèòåëüíî,

y(n+1) =
(
2n−1 sin

(
2x+

π

2
(n− 1)

))′
= 2n−1 cos

(
2x+

π

2
(n− 1)

)(
2x+

π

2
(n− 1)

)′
=

= 2n cos
(
2x+

π

2
(n− 1)

)
= 2n sin

(
2x+

π

2
n
)
,

â ÷åì è òðåáîâàëîñü óáåäèòüñÿ.

Ïî èíäóêöèè íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðîèçâîäíóþ n-ãî ïîðÿäêà ïðîèçâåäåíèÿ n ðàç
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f1(x) è f2(x) ìû ìîæåì íàéòè ïî ôîðìóëå Ëåéáíèöà:

(f1(x)f2(x))
(n) =

n∑
k=0

Ck
nf

(n−k)
1 (x)f

(k)
2 (x) = f

(n)
1 (x)f2(x) + nf

(n−1)
1 (x)f ′2(x) + . . .+ f1(x)f

(n)
2 (x),

ãäå

Ck
n =

n(n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k!
, k = 1, n

è ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî C0
n = 1, f

(0)
1 (x) = f1(x), f

(0)
2 (x) = f2(x).

Åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà íåÿâíî èëè ïàðàìåòðè÷åñêè (ïóíêò 2), òî ïîâòîðíûì äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì ìû òàêæå ìîæåì íàõîäèòü ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ ýòîé ôóíêöèè. Îñòàíî-
âèìñÿ ÷óòü ïîäðîáíåå íà ïîâòîðíîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè.
Ïóñòü ôóíêöèÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè

x = x(t), y = y(t), t ∈ (t1, t2),

ïðè÷åì ôóíêöèè x(t), y(t) óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì, ïåðå÷èñëåííûì â ïóíêòå 2, b) è,
ñâåðõ òîãî, îíè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìû â èíòåðâàëå (t1, t2). Òîãäà

y′′xx = (y′x)
′
x = (y′x)

′
t · t′x = (y′x)

′
t ·

1

x′t
=

(y′x)
′
t

x′t
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è, òàêèì îáðàçîì,

y′′xx =
(y′x)

′
t

x′t
.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì íàéòè è ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàí-
íîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 2. Íàéòè âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé:

a)
√
x2 + y2 = earctg

y
x ; b) x = t(ln t− 1), y = t(ln2 t− 2 ln t+ 2).

Ðåøåíèå. a) Íàéäåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ äàííîé íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè. Òàê êàê(√
x2 + y2

)′
x
=

(x2 + y2)′

2
√
x2 + y2

=
2x+ 2yy′

2
√
x2 + y2

=
x+ yy′√
x2 + y2

,

(
earctg

y
x

)′
x
= earctg

y
x

(
arctg

y

x

)′
= earctg

y
x

1

1 +
( y
x

)2 (yx)′ = earctg
y
x

y′x−y
x2

1 +
( y
x

)2 = earctg
y
x
y′x− y

x2 + y2
,

òî
x+ yy′√
x2 + y2

= earctg
y
x
y′x− y

x2 + y2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

x+ yy′ = y′x− y =⇒ y′ =
x+ y

x− y
.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîâòîðíî, ïîëó÷èì:

y′′ =

(
x+ y

x− y

)′
=

(x+ y)′(x− y)− (x+ y)(x− y)′

(x− y)2
=

(1 + y′)(x− y)− (x+ y)(1− y′)

(x− y)2
=

=
(1 + x+y

x−y )(x− y)− (x+ y)(1− x+y
x−y )

(x− y)2
=

2(x2 + y2)

(x− y)3
.

b) Äëÿ ýòîé ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíêöèè

x′ = (t(ln t− 1))′ = t′(ln t− 1) + t(ln t− 1)′ = ln t− 1 + t · 1
t
= ln t,

y′ = (t(ln2 t− 2 ln t+ 2))′ = t′(ln2 t− 2 ln t+ 2) + t(ln2 t− 2 ln t+ 2)′ =

= ln2 t− 2 ln t+ 2 + t

(
2 ln t · 1

t
− 2

t

)
= ln2 t.

Ñëåäîâàòåëüíî,

y′x =
y′t
x′t

=
ln2 t

ln t
= ln t.

Òîãäà

y′′xx =
(y′x)

′
t

x′t
=

(ln t)′

ln t
=

1

t ln t
.

�3. Òåîðåìû î ñðåäíåì äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ãðóïïà òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè âíóòðè
èíòåðâàëà, ãäå ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî÷êè, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ îáëàäàåò îïðåäå-
ëåííûìè ñâîéñòâàìè.

Òåîðåìà Ðîëëÿ. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëå (a, b), íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [a, b] è íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà ïðèíèìàåò ðàâíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà âíóòðè îòðåçêà

ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b), äëÿ êîòîðîé f ′(c) = 0.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 3) ôóíêöèÿ

äîñòèãàåò íà îòðåçêå [a, b] ñâîèõ íàèìåíüøåãî m è íàèáîëüøåãî M çíà÷åíèé. Åñëè m = M,
òî f(x) ≡ C ∈ R è â êà÷åñòâå òî÷êè c ìû ìîæåì âçÿòü ëþáîå ÷èñëî èíòåðâàëà (a, b), òàê êàê
f ′(x) = 0, x ∈ (a, b). Åñëè æå m < M, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ýòèõ çíà÷åíèé äîñòèãàåòñÿ
âíóòðè îòðåçêà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(c) = m, c ∈ (a, b) è äîêàæåì, ÷òî
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òî÷êà c−èñêîìàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ìàëûõ ïðèðàùåíèÿõ àðãóìåíòà ∆x â òî÷êå c èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî f(c+∆x) ≥ f(c), ñëåäîâàòåëüíî, ∆f(c, ∆x) = f(c+∆x)− f(c) ≥ 0 è

∆f(c, ∆x)

∆x
≤ 0, ∆x < 0;

∆f(c, ∆x)

∆x
≥ 0, ∆x > 0.

Îòñþäà, èñïîëüçîâàâ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè â òî÷êå c è ñâîéñòâî 5) ïðåäåëà ôóíêöèè
(ãëàâà IV, �4, ïóíêò 2), ïîëó÷èì:

f ′(c) = f ′−(c) = lim
∆x→−0

∆f(x0,∆x)

∆x
≤ 0, f ′(c) = f ′+(c) = lim

∆x→+0

∆f(x0,∆x)

∆x
≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, f ′(c) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ãåîìåòðè÷åñêè äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî íà ãðàôèêå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíê-

öèè ìåæäó ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè, èìåþùèìè ðàâíûå îðäèíàòû, íàéäåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé

êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ.

a bc
x

f HaL

y

O

y= f HxL

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöè-

ðóåìà â èíòåðâàëå (a, b). Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a, b), äëÿ êîòîðîé

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

φ(x) = (f(b)− f(a))x− f(x)(b− a),

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ, òàê êàê îíà, î÷åâèäíî, íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [a, b], äèôôåðåíöèðóåìà âíóòðè åãî è φ(a) = φ(b) = af(b) − bf(a). Òîãäà ñóùåñòâóåò
òî÷êà c ∈ (a, b), äëÿ êîòîðîé φ′(c) = 0. Òàê êàê

φ′(x) = f(b)− f(a)− f ′(x)(b− a),

òî
φ′(c) = f(b)− f(a)− f ′(c)(b− a) = 0 =⇒ f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû Ëàãðàíæà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìåæäó ãðàíè÷íûìè òî÷-

êàìè ãðàôèêà äèôôåðåíöèðóåìîé â èíòåðâàëå ôóíêöèè âñåãäà ìîæíî íàéòè òî÷êó, â êîòî-

ðîé êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà õîðäå, ñîåäèíÿþùåé ãðàíè÷íûå òî÷êè ãðàôèêà.

a bc
x

f HcL

y

O

y= f HxL

Òåîðåìà Êîøè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f1(x) è f2(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b] è
äèôôåðåíöèðóåìû â èíòåðâàëå (a, b), ïðè÷åì f ′2(x) ̸= 0, x ∈ (a, b). Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà

c ∈ (a, b), äëÿ êîòîðîé
f1(b)− f1(a)

f2(b)− f2(a)
=
f ′1(c)

f ′2(c)
.
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Òåîðåìà Êîøè ìîæåò áûòü äîêàçàíà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, åñëè
ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

φ(x) = (f1(b)− f1(a))f2(x)− (f2(b)− f2(a))f1(x).

Òåîðåìà Êîøè èìååò òîò æå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, ÷òî è òåîðåìà Ëàãðàíæà, åñëè ìû
ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííóþ ôóíêöèþ

y = f1(x), z = f2(x), x ∈ [a, b]

àðãóìåíòà z. Ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ëèíèÿ â ïëîñêîñòè Oyz. Õîðäà, ñîåäèíÿþùàÿ
òî÷êè A(f1(a), f2(a)), B(f1(b), f2(b)) èìååò óãëîâîé êîýôôèöèåíò f1(b)−f1(a)

f2(b)−f2(a)
, à óãëîâîé êîýô-

ôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå C(f1(c), f2(c)) ðàâåí
f ′
1(c)

f ′
2(c)

(�2, ïóíêò 2).
Òîãäà òåîðåìà Êîøè óòâåðæäàåò, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ýòîé ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé

ôóíêöèè â òî÷êå C ïàðàëëåëüíà õîðäå, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè ãðàôèêà A è B.

Ïðèìåð. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x) = (x−x1)(x−x2)(x−x3), ãäå x1, x2, x3 �
ïîïàðíî ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, óðàâíåíèå f ′(x) = 0 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ äåéñò-

âèòåëüíûõ êîðíÿ.

Ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 < x2 < x3. Òàê êàê f(x1) = f(x2) =
f(x3) = 0, òî ïî òåîðåìå Ðîëëÿ â èíòåðâàëàõ (x1, x2) è (x2, x3) ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êîðíè
óðàâíåíèÿ f ′(x) = 0. Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì, òî äðóãèõ êîðíåé îíî èìåòü
íå ìîæåò.

�4. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ïðåäåëîâ ôóíêöèé, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íåîïðåäåëåííîñòÿì âèäà 0

0 èëè ∞
∞ .

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f1(x) è f2(x) îïðåäåëåíû è äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîì èí-

òåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0, êðîìå, ìîæåò áûòü, ñàìîé ýòîé òî÷êè, è f ′2(x) ̸= 0 â ýòîì
èíòåðâàëå. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

lim
x→x0

f1(x) = lim
x→x0

f2(x) = 0 ( lim
x→x0

f1(x) = lim
x→x0

f2(x) = ∞).

Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé)

lim
x→x0

f ′1(x)

f ′2(x)
,

òî ñóùåñòâóåò òàêæå ïðåäåë

lim
x→x0

f1(x)

f2(x)
è

lim
x→x0

f1(x)

f2(x)
= lim

x→x0

f ′1(x)

f ′2(x)
. (ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ íåîïðåäåëåííîñòè 0
0 . Äîîïðåäåëèì ôóíêöèè f1(x) è f2(x) â

òî÷êå x0 íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè è ïðèìåíèì òåîðåìó Êîøè ê îòðåçêó [x0, x] :

f1(x)− f1(x0)

f2(x)− f2(x0)
=
f1(x)

f2(x)
=
f ′1(c)

f ′2(c)
, c ∈ (x0, x).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû, òàê êàê ïðè x→ x0 òàêæå è c→ x0.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ñîõðàíÿåò òàêæå ñâîþ ñèëó è â ñëó÷àå íåîïðåäåëåííîñòåé
âèäà 0

0 èëè ∞
∞ ïðè x→ ∞.

Çàìå÷àíèå 2. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ïîâòîðíî.
Ïðè íàõîæäåíèè ñëîæíûõ ïðåäåëîâ èìååò ñìûñë êîìáèíèðîâàòü ñâîéñòâà ïðåäåëîâ (ãëàâà IV,
�4, ïóíêòû 2 � 4) è ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïðåäåëû:

a) L1 = lim
x→0

tg x− x

arcsinx3
; b) L2 = lim

x→π+0

ctg x

ln(x− π)
.
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Ðåøåíèå. a) Çäåñü ìû èìååì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0
0 . Òàê êàê arcsinx3 ∼ x3 ïðè x → 0

(ãëàâà IV, �4, ïóíêò 4, ôîðìóëà 2)), òî

L1 = lim
x→0

tg x− x

x3
.

Ê ïîñëåäíåìó ïðåäåëó ïðèìåíèì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ:

L1 = lim
x→0

(tg x− x)′

(x3)′
= lim

x→0

1
cos2 x

− 1

3x2
=

1

3
lim
x→0

(
tg x

x

)2

=
1

3
· 12 = 1

3
.

b) Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞
∞ , êîòîðóþ ìû ðàñêðîåì ñ ïîìîùüþ

ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ:

L2 = lim
x→π+0

(ctg x)′

(ln(x− π))′
= lim

x→π+0

− 1
sin2 x
1

x−π

= − lim
x→π+0

x− π

sin2 x
.

Ìû ïðèøëè ê íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 0
0 . Èñïîëüçóåì ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ïîâòîðíî:

L2 = − lim
x→π+0

(x− π)′

(sin2 x)′
= − lim

x→π+0

1

2 sinx cosx
= −∞.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü äðóãîãî âèäà,
òî åå ñëåäóåò ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàòü ê íåîïðåäåëåííîñòè âèäà 0

0 èëè ∞
∞ è âñëåä çà

ýòèì óæå ïðèìåíèòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Â ñëó÷àå îäíîé èç ñòåïåííûõ íåîïðåäåëåííîñòåé
00, ∞0, 1∞, âîñïîëüçîâàâøèñü íåïðåðûâíîñòüþ ëîãàðèôìà, ìû ìîæåì ñíà÷àëà âû÷èñëèòü ïðå-
äåë ëîãàðèôìà ôóíêöèè, à çàòåì íàéòè ýêñïîíåíòó îò ýòîãî ïðåäåëà.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ïðåäåë:

L = lim
x→+∞

(
e

1
x − 1

) 1
ln x

.

Ðåøåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 00. Íàéäåì ïðåäåë ëîãàðèôìà
ýòîé ôóíêöèè. Òàê êàê

ln
(
e

1
x − 1

) 1
ln x

=
ln
(
e

1
x − 1

)
lnx

,

òî ïîÿâèâøóþñÿ çäåñü íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞
∞ ìû ìîæåì ðàñêðûòü ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ:

lnL = lim
x→+∞

ln
(
e

1
x − 1

)
lnx

= lim
x→+∞

(
ln
(
e

1
x − 1

))′
(lnx)′

= lim
x→+∞

1

e
1
x−1

(
e

1
x − 1

)′
1
x

=

= lim
x→+∞

x

e
1
x − 1

· e
1
x ·
(
− 1

x2

)
= − lim

x→+∞

1
x

e
1
x − 1

,

òàê êàê lim
x→+∞

e
1
x = 1. Â ïîñëåäíåì ïðåäåëå èìååòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0

0 , êîòîðóþ ìû

òàêæå ðàñêðûâàåì ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ:

lnL = − lim
x→+∞

(
1
x

)′(
e

1
x − 1

)′ = − lim
x→+∞

− 1
x2

e
1
x

(
− 1

x2

) = − lim
x→+∞

e−
1
x = −1.

Ñëåäîâàòåëüíî, L = e−1.

Çàìå÷àíèå 4. Èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ íåîáõîäèìî ñ èçâåñòíîé îñòîðîæíîñòüþ,
òàê êàê ïðåäåë

lim
x→x0

f1(x)

f2(x)
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, â òî âðåìÿ êàê ïðåäåëà

lim
x→x0

f ′1(x)

f ′2(x)
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ìîæåò è íå áûòü. Íàïðèìåð, ïðåäåë

lim
x→∞

x+ sinx

x
ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ ∞

∞ ñóùåñòâóåò è ðàâåí

lim
x→∞

x+ sinx

x
= lim

x→∞

(
1 +

sinx

x

)
= 1 + lim

x→∞

sinx

x
= 1,

òàê êàê ôóíêöèÿ sinx
x ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé íà áåñêîíå÷íîñòè, êàê ïðîèçâåäåíèå áåñêî-

íå÷íî ìàëîé 1
x è îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè sinx (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 4). Â òî æå âðåìÿ âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ ìû çäåñü íå ìîæåì, òàê êàê

(x+ sinx)′

x′
= 1 + cosx,

à ïðåäåë lim
x→∞

(1+ cosx) íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, íà áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè x(1)n = π
2 + 2πn, n ∈ N

lim
n→∞

(
1 + cosx(1)n

)
= 1,

à íà äðóãîé áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x(2)n = 2πn, n ∈ N

lim
n→∞

(
1 + cosx(2)n

)
= 2,

ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó ñâîéñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 2, ñâîéñòâî 3))
lim
x→∞

(1 + cosx) íå ñóùåñòâóåò.

�5. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûìè è õîðîøî èçó÷åííûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìû. Íàéäåì
ôîðìóëó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèòü äèôôåðåíöèðóåìóþ âáëèçè íåêîòîðîé
òî÷êè x0 ôóíêöèþ â âèäå ïîëèíîìà ïî ñòåïåíÿì x− x0.

1. Ïîëèíîì Òåéëîðà. Ôîðìóëû Òåéëîðà è Ìàêëîðåíà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è n + 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå,
ñîäåðæàùåì òî÷êó x0. Íàéäåì ïîëèíîì ñòåïåíè n, êîòîðûé âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè
äî n−îé âêëþ÷èòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè è åå ïðîèç-

âîäíûõ â òî÷êå x0 (ïîëèíîì Òåéëîðà â òî÷êå x0). Ýòîò ïîëèíîì íàì óäîáíî èñêàòü â âèäå:

Pn(x) = a0 + a1(x− x0) + . . .+ an−1(x− x0)
n−1 + an(x− x0)

n, a0, a1, . . . , an ∈ R.

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà Òåéëîðà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, Pn(x0) = a0, ñ äðóãîé �
Pn(x0) = f(x0), ïîýòîìó a0 = f(x0). Äàëåå áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïîëèíîì
Pn(x) è ïðèðàâíèâàòü åãî ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x0 ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîèçâîäíûì ôóíêöèè
f(x).

P ′
n(x) = a1 + 2a2(x− x0) + . . .+ nan(x− x0)

n−1, P ′
n(x0) = a1 = f ′(x0);

P ′′
n (x) = 2a2 + 3 · 2a3(x− x0) + . . .+ n(n− 1)an(x− x0)

n−2, P ′′
n (x0) = 2a2 = f ′′(x0);

P ′′′
n (x) = 3!a3 + 4!a4(x− x0) + . . .+ n(n− 1)(n− 2)an(x− x0)

n−3, P ′′′
n (x0) = 3!a3 = f ′′′(x0);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P
(n)
n (x) = n(n− 1) · . . . · 2an, P (n)

n (x0) = n!an = f (n)(x0).

Òàêèì îáðàçîì,

a0 = f(x0), a1 =
f ′(x0)

1!
, a2 =

f ′′(x0)

2!
, . . . , an =

f (n)(x0)

n!
è, ñëåäîâàòåëüíî,

Pn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

� ïîëèíîì Òåéëîðà â òî÷êå x0.
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Íàéäåì ðàçíîñòü Rn(x) = f(x) − Pn(x), ò. å. âåëè÷èíó îøèáêè, êîòîðóþ ìû ñîâåðøàåì,
çàìåíèâ ôóíêöèþ åå ïîëèíîìîì Òåéëîðà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

f1(x) = Rn(x) è f2(x) = (x− x0)
n+1.

Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî äëÿ íèõ

f1(x0) = f2(x0) = f ′1(x0) = f ′2(x0) = f ′′1 (x0) = f ′′2 (x0) = . . . = f
(n)
1 (x0) = f

(n)
2 (x0) = 0.

Ïðèìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî òåîðåìó Êîøè (�3) ê ôóíêöèÿì f1(x) è f2(x) è èõ ïðîèçâîäíûì
äî n−îé âêëþ÷èòåëüíî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêàõ:

Rn(x)

(x− x0)n+1
=
f1(x)− f1(x0)

f2(x)− f2(x0)
=
f ′1(c1)

f ′2(c1)
=
f ′1(c1)− f ′1(x0)

f ′2(c1)− f ′2(x0)
=
f ′′1 (c2)

f ′′2 (c2)
= . . .

=
f
(n)
1 (cn)

f
(n)
2 (cn)

=
f
(n)
1 (cn)− f

(n)
1 (x0)

f
(n)
2 (cn)− f

(n)
2 (x0)

=
f
(n+1)
1 (c)

f
(n+1)
2 (c)

,

ãäå c1 ∈ (x0, x), c2 ∈ (x0, c1), . . . , cn ∈ (x0, cn−1), c ∈ (x0, cn). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

f
(n+1)
1 (x) = R

(n+1)
n (x) = f (n+1)(x)− P

(n+1)
n (x) = f (n+1)(x)− 0 = f (n+1)(x),

f
(n+1)
2 (x) =

(
(x− x0)

n+1
)(n+1)

= (n+ 1)!,

ïîëó÷èì:

Rn(x)

(x− x0)n+1
=
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
=⇒ Rn(x) =

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, c ∈ (x0, x).

Òàêèì îáðàçîì,
f(x) = Pn(x) +Rn(x),

ò. å. äàííàÿ n + 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ â èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0, ôóíêöèÿ f(x)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ýòîì èíòåðâàëå â âèäå ñóììû ñâîåãî ïîëèíîìà Òåéëîðà Pn(x) è ïîãðåøíî-
ñòè Rn(x) :

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +Rn(x), (1)

ãäå

Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, c ∈ (x0, x).

Íàéäåííîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ïîðÿäêà n äëÿ ôóíêöèè f(x) â òî÷êå
x0 ñ îñòàòêîì Rn(x) â ôîðìå Ëàãðàíæà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè x0 = 0 èç (1) ñëåäóåò ôîðìóëà
Ìàêëîðåíà:

f(x) = f(0)+
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2+ . . .+

f (n)(0)

n!
xn+Rn(x), Rn(x) =

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
xn+1, c ∈ (0, x). (2)

Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà n − 1 ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîì èí-
òåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0 è n ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî äëÿ ýòîé ôóíêöèè
èìååò ìåñòî ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòêîì â ôîðìå Ïåàíî:

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +Rn(x), (3)

â êîòîðîé

Rn(x) = o((x− x0)
n), x→ x0, ò. å. lim

x→x0

Rn(x)

(x− x0)n
= 0.

Çàìå÷àíèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìà Òåéëîðà ñëåäóåò, ÷òî îí äëÿ ôóíêöèè íàõîäèòñÿ
îäíîçíà÷íî è ïîëèíîì Òåéëîðà äëÿ ñóììû (ðàçíîñòè) ôóíêöèé ðàâåí ñóììå (ðàçíîñòè) èõ
ïîëèíîìîâ Òåéëîðà.

Çàìå÷àíèå 2. Ïîäñòàíîâêà y = x−x0 ñâîäèò çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x) ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà ê çàäà÷å ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè f(y + x0) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ìàêëîðåíà.
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Òàê êàê âåëè÷èíà ∆x = x−x0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà â òî÷êå x0, òî ìû
ìîæåì ïåðåïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà (3) â äèôôåðåíöèàëàõ (�2, ïóíêò 3):

f(x) = f(x0) +
df(x0)

1!
+

d2f(x0)

2!
+ . . .+

dnf(x0)

n!
+ o(∆xn).

Èç ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé ôîðìóëû Òåéëîðà îòìåòèì çäåñü âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåí-

íîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàäàíà òî÷íîñòü
âû÷èñëåíèÿ ε > 0, òî â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìû ìîæåì âçÿòü çíà÷åíèå
åå ïîëèíîìà Òåéëîðà, ïîäîáðàâ n òàêèì, ÷òîáû îñòàòîê ôîðìóëû Òåéëîðà áûë ìåíüøå ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ÷åì òî÷íîñòü ε. Áîëåå óäîáíîé â ýòîì îòíîøåíèè ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà (1),
òàê êàê ìû ìîæåì îöåíèòü âåëè÷èíó åå îñòàòêà.

2. Ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà
(2) ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

1) f(x) = ex, x ∈ R.

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè f (n)(x) = ex ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n è, çíà÷èò, f (n)(0) = 1. Ïîýòîìó1

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+Rn(x) =

n∑
k=0

xk

k!
+Rn(x), (1)

Rn(x) = ec · xn+1

(n+ 1)!
, c ∈ (0, x).

2) f(x) = sinx, x ∈ R.
Çäåñü

f ′(x) = cosx, f ′′(x) = − sinx, f ′′′(x) = − cosx, . . . ,

f (n)(x) = sin
(
x+

π

2
n
)
=

{
(−1)k+1 cosx, n = 2k − 1,

(−1)k sinx, n = 2k.

Ïîýòîìó,

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −1, . . . , f (n)(0) =

{
(−1)k+1, n = 2k − 1,

0, n = 2k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà Ìàêëîðåíà ïîðÿäêà 2n− 1, n ∈ N äëÿ ýòîé ôóíêöèè èìååò âèä:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+ (−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)!
+R2n(x) =

n∑
k=1

(−1)k+1 x2k−1

(2k − 1)!
+R2n(x), (2)

R2n(x) = (−1)n cos c · x2n+1

(2n+ 1)!
, c ∈ (0, x).

3) f(x) = cosx, x ∈ R.
Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé ôóíêöèåé â ýòîì ñëó÷àå ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n

f (n)(x) = cos
(
x+

π

2
n
)
=

{
(−1)k sinx, n = 2k − 1,
(−1)k cosx, n = 2k.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f (n)(0) =

{
0, n = 2k − 1,

(−1)k, n = 2k

è, ñòàëî áûòü, ôîðìóëà Ìàêëîðåíà ïîðÿäêà 2n, n ∈ N äëÿ äàííîé ôóíêöèè âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ . . . + (−1)n

x2n

(2n)!
+R2n+1(x) =

n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
+R2n+1(x), (3)

1Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî 0! = 1.
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R2n+1(x) = (−1)n+1 cos c · x2n+2

(2n+ 2)!
, c ∈ (0, x).

4) f(x) = ln(1 + x), x > −1.
Ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè ðàâíû:

f ′(x) =
1

1 + x
, f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
, f ′′′(x) =

2

(1 + x)3
, . . . , f (n)(x) = (−1)n+1 (n− 1)!

(1 + x)n
.

Çíà÷èò, f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = −1, f ′′′(0) = 2!, . . . , f (n)(0) = (−1)n+1(n − 1)! è, ñòàëî
áûòü,

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ . . .+ (−1)n+1x

n

n
+Rn(x) =

n∑
k=1

(−1)k+1x
k

k
+Rn(x), (4)

Rn(x) = (−1)n
xn+1

(n+ 1)(1 + c)n+1
, c ∈ (0, x).

5) f(x) = (1 + x)α, α ∈ R, x > −1.
Äëÿ äàííîé ôóíêöèè

f ′(x) = α(1 + x)α−1, f ′′(x) = α(α− 1)(1 + x)α−2, . . . ,

f (n)(x) = α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)(1 + x)α−n.

Îòñþäà

f(0) = 1, f ′(0) = α, f ′′(0) = α(α− 1), . . . , f (n)(0) = α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1).

Çàïèøåì ôîðìóëó Ìàêëîðåíà ïîðÿäêà n äëÿ ýòîé ôóíêöèè:

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2 + . . .+

α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

n!
xn +Rn(x), (5)

Rn(x) =
α(α− 1) · . . . · (α− n)(1 + c)α−n−1

(n+ 1)!
xn+1, c ∈ (0, x).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè α = −1, x > −1 ïîëó÷èì:

1

1 + x
= 1− x+ x2 + . . . + (−1)nxn +Rn(x), Rn(x) =

(−1)n+1

(1 + c)n+2
xn+1, c ∈ (0, x). (6)

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìû ìîæåì çàïèñàòü ôóíêöèþ f(x) â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæà-
ùåì òî÷êó x0, êàê àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ôóíêöèé âèäà
φ(a(x− x0)

k), ãäå a ∈ R, k ∈ N, à φ(y) � îäíà èç ôóíêöèé, ðàññìîòðåííûõ â ïðèìåðàõ 1) � 5),
òî, èñïîëüçîâàâ ðàçëîæåíèÿ (1) � (5), ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f(x) ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà â òî÷êå x0.

Ïðèìåð. Çàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà (3), ïóíêò 1 ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x0 = 1
äëÿ ôóíêöèè

f(x) =
1

x2 − 5x+ 6
, x < 2.

Ðåøåíèå. Òàê êàê

f(x) =
1

x2 − 5x+ 6
=

1

2− x
− 1

3− x
,

òî äîñòàòî÷íî íàéòè ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ êàæäîé èç äðîáåé
1

2− x
è

1

3− x
.

Âûïîëíèâ ïîäñòàíîâêó y = x − 1 =⇒ x = 1 + y, ìû ñâåäåì òåì ñàìûì çàäà÷ó ïðåäñòàâëåíèÿ
äðîáåé ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ê çàäà÷å èõ ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà. Äëÿ ïåðâîé äðîáè

1

2− x
=

1

1− y
,
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ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (6) ïðè x = −y, ïîëó÷èì:
1

1− y
= 1 + y + y2 + . . .+ yn + o(yn).

Ñëåäîâàòåëüíî,
1

2− x
= 1 + (x− 1) + (x− 1)2 + . . .+ (x− 1)n + o((x− 1)n).

Àíàëîãè÷íî,

1

3− x
=

1

2− y
=

1

2
· 1

1− y
2

=
1

2

(
1 +

y

2
+
y2

4
+ . . .+

yn

2n

)
+ o(yn) =

=
1

2

(
1 +

x− 1

2
+

(x− 1)2

4
+ . . .+

(x− 1)n

2n

)
+ o((x− 1)n).

Âîñïîëüçîâàâøèñü, íàêîíåö, ïðåäûäóùèì çàìå÷àíèåì, ïîëó÷èì:

f(x) =
1

2

(
1 +

3

2
(x− 1) +

7

4
(x− 1)2 + . . .+

(
2− 1

2n

)
(x− 1)n

)
+ o((x− 1)n).

Ãðàôèêè äàííîé ôóíêöèè è åå ïîëèíîìà Òåéëîðà

P2(x) =
1

2

(
1 +

3

2
(x− 1) +

7

4
(x− 1)2

)
âáëèçè òî÷êè x0 = 1 èìåþò âèä:

-1 1 2 x

-2

-1

1

2

3

4

5

y

O

y= f HxL

y=P2HxL

�6. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàó÷èìñÿ èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîäíóþ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèè, òàêèõ êàê ìîíîòîííîñòü è âûïóêëîñòü, à òàêæå äëÿ íàõîæäåíèÿ
ýêñòðåìóìîâ è òî÷åê ïåðåãèáà ôóíêöèè.

1. Ìîíîòîííîñòü. Òî÷êè ýêñòðåìóìà

Òåîðåìà 1 (ïðèçíàê ìîíîòîííîñòè). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ
è äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b) áûëà íåâîçðàñòàþùåé (íåóáûâàþùåé) â
ýòîì èíòåðâàëå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ïðîèçâîäíàÿ áûëà íåïîëîæèòåëüíîé

(íåîòðèöàòåëüíîé) â ýòîì èíòåðâàëå, ò. å. f ′(x) ≤ 0 (f ′(x) ≥ 0), x ∈ (a, b). Åñëè æå

f ′(x) < 0 (f ′(x) > 0), x ∈ (a, b), òî ôóíêöèÿ óáûâàåò (âîçðàñòàåò) â èíòåðâàëå (a, b).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

íåâîçðàñòàþùåé. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ (a, b) ïðè ìàëîì ïðèðàùåíèè ∆x àðãóìåíòà â
òî÷êå x

∆f(x, ∆x)

∆x
≤ 0.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü òåïåðü äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ ôóíêöèè â òî÷êå x è ñâîéñòâîì 5) ïðåäåëà
ôóíêöèè (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 2), çàêëþ÷àåì:

f ′(x) = lim
∆x→0

∆f(x,∆x)

∆x
≤ 0.

Íàîáîðîò, ïóñòü f ′(x) ≤ 0, x ∈ (a, b). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè x1 < x2, x1, x2 ∈ (a, b)
è ïðèìåíèì ê îòðåçêó [x1, x2] òåîðåìó Ëàãðàíæà (�3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1), c ∈ (x1, x2),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(x2)− f(x1) ≤ 0 ⇐⇒ f(x1) ≥ f(x2), ò. å. ôóíêöèÿ f(x) íå âîçðàñòàåò.
Èç ðàññóæäåíèé ïðåäûäóùåãî àáçàöà ïðè f ′(x) < 0 (f ′(x) > 0), x ∈ (a, b) ñëåäóåò, ÷òî

f(x1) > f(x2) (f(x1) < f(x2)). Ò å î ð å ì à ä î ê à ç à í à.
Ãåîìåòðè÷åñêè ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè âî âñåõ òî÷êàõ ãðàôèêà

ôóíêöèè êàñàòåëüíàÿ îáðàçóåò òóïîé (îñòðûé) óãîë ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox,
òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé (âîçðàñòàþùåé).

x1 x2
x

f Hx1L

f Hx2L

y

O

M1

M2

Α1Α2

y= f HxL

x1 x2
x

f Hx1L

f Hx2L

y

O

M1

M2

y= f HxL

Α1 Α2

Âñþäó â äàëüíåéøåì â ýòîì ïóíêòå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà
â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0.
Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) äàííîé ôóíêöèè, åñëè ïðè

âñåõ x èç äîñòàòî÷íî ìàëîãî èíòåðâàëà, âêëþ÷àþùåãî òî÷êó x0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(x) ≥ f(x0) (f(x) ≤ f(x0)).

Åñëè, êðîìå òîãî, f(x) ̸= f(x0) ïðè x ̸= x0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ èìååò
ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì).
Òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè ìàêñèìóìà ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè åå ëîêàëüíîãî

ýêñòðåìóìà, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êàìè åå ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

x1 x2

x

f Hx1L

f Hx2L

y

O

y= f HxL

max min

Òåîðåìà 2 (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ýêñòðåìóìà). Â òî÷êå ýêñòðåìóìà ïðîèçâîäíàÿ

ôóíêöèè îáðàùàåòñÿ â íóëü èëè íå ñóùåñòâóåò.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x0 � òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x), òî â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâîä-
íàÿ f ′(x0) ñóùåñòâóåò, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ìû èñïîëüçîâàëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû Ðîëëÿ (�3), ïîëó÷èì, ÷òî f ′(x0) = 0.
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x0

x

y

O

y= f HxL

f ¢Hx0L=0

x0

x

y

O

y= f HxL

Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, ò. å. èç òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) íå ñóùåñòâóåò èëè
ðàâíà íóëþ, åùå íå ñëåäóåò, ÷òî x0 � òî÷êà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè f(x), â ÷åì ìû óáåäèìñÿ íà
ïðèìåðàõ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

f1(x) = x3, f2(x) =

{
x sin 1

x , x ̸= 0,
0, x = 0.

Äëÿ ïåðâîé èç íèõ f ′1(x) = 3x2 è, ñëåäîâàòåëüíî, f ′1(0) = 0, à ïðîèçâîäíàÿ f ′2(0) íå ñóùåñòâóåò,
òàê êàê íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
∆x→0

∆f2(0,∆x)

∆x
= lim

∆x→0
sin

1

∆x

(ãëàâà IV, �5, ïóíêò 2, c)). Â òî æå âðåìÿ òî÷êà x0 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà äàííûõ
ôóíêöèé, òàê êàê ïåðâàÿ èç íèõ âîçðàñòàåò, à âòîðàÿ ìåíÿåò çíàê â ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì
èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì ýòó òî÷êó.

Òî÷êà, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ äàííîé ôóíêöèè ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè. Òåîðåìà 2 óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ýêñòðåìóìà ÿâëÿ-
åòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé, à ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû óáåæäàþò íàñ â òîì, ÷òî íå âñÿêàÿ
êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â êðè-
òè÷åñêîé òî÷êå ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü ýêñòðåìóì.
Òåîðåìà 3 (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ýêñòðåìóìà I). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)

äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîì ìàëîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x0, êðî-
ìå, âîçìîæíî, ñàìîé ýòîé òî÷êè. Òîãäà, åñëè ïðè x < x0 f ′(x) ≤ 0, à ïðè x > x0 f ′(x) ≥ 0
èëè íàîáîðîò, òî x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà èëè, íàîáîðîò, ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà

äàííîé ôóíêöèè. Åñëè óêàçàííûå âûøå íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíîé ñòðîãèå, òî è ñîîò-

âåòñòâóþùèé ýêñòðåìóì ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, èíà÷å ãîâîðÿ, â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ôóíêöèÿ

èìååò ñòðîãèé ýêñòðåìóì, åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ïðîèçâîäíàÿ

ôóíêöèè ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.
Çàìå÷àíèå 1.Èç òåîðåìû 1 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó

ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè íå ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òî ôóíêöèÿ íå èìååò ýêñòðåìóìà
â ýòîé òî÷êå.
Òåîðåìà 4 (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ýêñòðåìóìà II). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåí-

öèðóåìà â íåêîòîðîì ìàëîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x0 è äâàæäû äèô-

ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0. Òîãäà, åñëè f
′′(x0) ̸= 0, òî ôóíêöèÿ èìååò ñòðîãèé ýêñòðåìóì â

òî÷êå x0, à èìåííî, åñëè f
′′(x0) > 0, òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, åñëè æå

f ′′(x0) < 0, òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà äàííîé ôóíêöèè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â êðèòè÷åñêîé òî÷êå x0,
òî f ′(x0) = 0. Çàïèøåì äëÿ äàííîé ôóíêöèè ôîðìóëó Òåéëîðà âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x0 ñ
îñòàòêîì â ôîðìå Ïåàíî (�5, ïóíêò 1):

f(x) = f(x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 + o((x− x0)
2).

Îòñþäà

f(x)− f(x0) =
1

2
(x− x0)

2

(
f ′′(x0) + 2 · o((x− x0)

2)

(x− x0)2

)
.
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Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε òàê, ÷òîáû ε < |f ′′(x0)|. Ïîñêîëüêó

lim
x→x0

o((x− x0)
2)

(x− x0)2
= 0,

òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî δε > 0 òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ x èç èíòåðâàëà (x0 − δε, x0 + δε), x ̸= x0
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

−ε < 2 · o((x− x0)
2)

(x− x0)2
< ε,

îòêóäà,

f ′′(x0)− ε < f ′′(x0) + 2 · o((x− x0)
2)

(x− x0)2
< f ′′(x0) + ε.

Åñëè f ′′(x0) > 0, òî f ′′(x0)− ε > 0 çà ñ÷åò âûáîðà ε è, ñëåäîâàòåëüíî,

f ′′(x0) + 2 · o((x− x0)
2)

(x− x0)2
> 0

ïðè x ∈ (x0 − δε, x0 + δε), x ̸= x0 è ïîýòîìó äëÿ âñåõ òàêèõ x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(x)− f(x0) > 0 =⇒ f(x) > f(x0),

ò. å. x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x). Àíàëîãè÷íî, åñëè f ′′(x0) < 0, òî f ′′(x0)+ε < 0
è ïîýòîìó

f ′′(x0) + 2 · o((x− x0)
2)

(x− x0)2
< 0

äëÿ âñåõ x ∈ (x0 − δε, x0 + δε), x ̸= x0. Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x)− f(x0) < 0 =⇒ f(x) < f(x0)

è, çíà÷èò, x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ìàêñèìóìà äàííîé ôóíêöèè. Ò å î ð å ì à ä î ê à ç à í à.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè f ′′(x0) = 0, òî ýêñòðåìóì â êðèòè÷åñêîé òî÷êå x0 ìîæåò êàê áûòü, òàê

è îòñóòñòâîâàòü. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ôóíêöèè f1(x) = x4, f2(x) = x5. Çäåñü

f ′1(x) = 4x3, f ′′1 (x) = 12x2; f ′2(x) = 5x4, f ′′2 (x) = 20x3,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îáåèõ ýòèõ ôóíêöèé òî÷êà x0 = 0 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé è â íåé f ′′1 (0) =
f ′′2 (0) = 0, îäíàêî ïåðâàÿ ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì â òî÷êå x0 = 0, à âòîðàÿ ýêñòðåìóìà íå
èìååò.

Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà ýêñòðåìóì íåîáõîäèìî íàé-

òè êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîé ôóíêöèè è ïðîâåðèòü êàæäóþ èç íèõ íà ýêñòðåìóì ñ ïîìîùüþ

îäíîãî èç äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ.

Ïðèìåð 1. Íàéòè èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

f(x) =
x3

2(x− 1)2
.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå R \ {1}. Íàéäåì åå ïðîèçâîäíóþ:

f ′(x) =
1

2
· (x

3)′(x− 1)2 − x3((x− 1)2)′

(x− 1)4
=

1

2
· 3x

2(x− 1)2 − 2x3(x− 1)

(x− 1)4
=
x2(x− 3)

2(x− 1)3
.

Îïðåäåëèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè:

f ′(x) =
x2(x− 3)

2(x− 1)3
= 0 =⇒ x1 = 0, x2 = 3.

Ïðîèçâîäíàÿ ñîõðàíÿåò çíàê â èíòåðâàëàõ, íà êîòîðûå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàç-
áèâàåòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè è òî÷êîé x = 1.

0 1 3

+ + - + f ¢HxL
x
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Òàêèì îáðàçîì, â èíòåðâàëàõ (−∞, 0) è (0, 1) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò è, ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå
x1 = 0 ýêñòðåìóìà íåò. Â èíòåðâàëàõ (1, 3) è (3, +∞) ôóíêöèÿ óáûâàåò è âîçðàñòàåò ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïîýòîìó x2 = 3 � òî÷êà ñòðîãîãî ìèíèìóìà äàííîé ôóíêöèè è ymin = f(3) = 27

8 .

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà îáñóäèì êàê íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé òàê íàçûâàå-
ìûå ãëîáàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè íà îòðåçêå, ò. å. åå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ

íà ýòîì îòðåçêå, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç min
x∈[a, b]

f(x) è max
x∈[a, b]

f(x), ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (ãëàâà IV, �5,
ïóíêò 3) ôóíêöèÿ äîñòèãàåò íà îòðåçêå [a, b] ñâîèõ íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé. Åñ-
ëè êàêîå-òî èç íèõ äîñòèãàåòñÿ âíóòðè îòðåçêà, òî ýòî ïðîèñõîäèò íåïðåìåííî â êðèòè÷åñêîé
òî÷êå ôóíêöèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ íåïðåðûâíîé

íà îòðåçêå ôóíêöèè íåîáõîäèìî íàéòè åå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ïîïàäàþùèå íà îòðåçîê, âû-

÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ è íà êîíöàõ îòðåçêà è ñðåäè âñåõ ýòèõ çíà÷åíèé

âûáðàòü íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ãëîáàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

f(x) =
1

1 + 12x− 9x2 + 2x3

íà îòðåçêå
[
0, 3

2

]
.

Ðåøåíèå. Ðåøèì ñíà÷àëà ýòó çàäà÷ó äëÿ ôóíêöèè g(x) = 1 + 12x − 9x2 + 2x3. Òàê êàê
g′(x) = 12−18x+6x2, òî êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè g(x) ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà x1 = 1 ∈

[
0, 3

2

]
è x2 = 2 /∈

[
0, 3

2

]
. Ïîñêîëüêó g(1) = 6, g(0) = 1, g

(
3
2

)
= 11

2 , òî

min
x∈[0, 3

2 ]
g(x) = g(0) = 1, max

x∈[0, 3
2 ]
g(x) = g(1) = 6.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(x) =
1

g(x)
, ìû îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì:

min
x∈[0, 3

2 ]
f(x) = f(1) =

1

6
, max
x∈[0, 3

2 ]
f(x) = f(0) = 1.

2. Âûïóêëîñòü ôóíêöèè. Òî÷êè ïåðåãèáà

Âàæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ôóíêöèè è êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì ýòîé
ôóíêöèè, ñëóæèò âûïóêëîñòü.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b). Âîçüìåì òî÷êè

x1, x2 ∈ (a, b) è îáîçíà÷èì ÷åðåç y = l[x1, x2](x) óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
A1(x1, f(x1)), A2(x2, f(x2)) ãðàôèêà ôóíêöèè.
Ôóíêöèÿ f(x) (ñîîòâåòñòâåííî, êðèâàÿ y = f(x)) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé (âîãíóòîé) â èíòåð-

âàëå (a, b), åñëè äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x1, x2 ∈ (a, b) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(x) ≤ l[x1, x2](x) (f(x) ≥ l[x1, x2](x)), x ∈ [x1, x2].

Åñëè ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ñòðîãèå äëÿ âñåõ x ∈ (x1, x2), òî è ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñòðîãî

âûïóêëîé (ñòðîãî âîãíóòîé).
Ãåîìåòðè÷åñêè âûïóêëîñòü (âîãíóòîñòü) îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ôðàãìåíò ãðàôèêà ôóíêöèè

ðàñïîëîæåí íå âûøå (íå íèæå), ÷åì õîðäà ñîåäèíÿþùàÿ, ãðàíè÷íûå òî÷êè ýòîãî ôðàãìåíòà.

a bx1 x2
x

y

O

y= f HxL

a bx1 x2
x

y

O

y= f HxL
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Íàéäåì òåïåðü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé (âîãíóòîé).
Òåîðåìà 1 (êðèòåðèé âûïóêëîñòè I). Åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëå

(a, b), òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà áûëà âûïóêëîé (âîãíóòîé), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) áûëà íåóáûâàþùåé (íåâîçðàñòàþùåé). Åñëè ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) âîçðàñòàåò
(óáûâàåò), òî ôóíêöèÿ f(x) ñòðîãî âûïóêëà (ñòðîãî âîãíóòà).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà â íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì

äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè x1, x2 ∈
(a, b), x1 < x2. Òàê êàê óðàâíåíèå õîðäû, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè A1(x1, f(x1)) è A2(x2, f(x2))
ìû ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

y = l[x1, x2](x) =
x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x− x1
x2 − x1

f(x2),

òî ïî îïðåäåëåíèþ âûïóêëîñòè

f(x) ≤ x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x− x1
x2 − x1

f(x2), x ∈ [x1, x2] (1)

èëè
f(x)− f(x1)

x− x1
≤ f(x2)− f(x)

x2 − x
, x ∈ (x1, x2). (2)

Óñòðåìëÿÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïåðåìåííóþ x ñíà÷àëà ê x1, à çàòåì ê x2, ïîëó÷èì:

f ′(x1) ≤
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
≤ f ′(x2) =⇒ f ′(x1) ≤ f ′(x2),

ò. å. ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íå óáûâàåò.
Äîêàæåì òåïåðü, íàîáîðîò, ÷òî íåóáûâàíèÿ ïðîèçâîäíîé è äîñòàòî÷íî äëÿ âûïóêëîñòè

ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèâ ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà (2) òåîðåìó Ëàãðàíæà (�3),
ïîëó÷èì:

f(x)− f(x1)

x− x1
= f ′(c1), c1 ∈ (x1, x);

f(x2)− f(x)

x2 − x
= f ′(c2), c2 ∈ (x, x2).

Òàê êàê x1 < x < x2, òî c1 < c2 è, ñëåäîâàòåëüíî, f ′(c1) ≤ f ′(c2). Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (2), à
âñëåä çà íèì è íåðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿþòñÿ, ò. å. ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà.
Åñëè â ðàññóæäåíèÿõ ïðåäûäóùåãî àáçàöà ñ÷èòàòü ïðîèçâîäíóþ âîçðàñòàþùåé, òî íåðàâåí-

ñòâî (1) áóäåò ñòðîãèì è, òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) áóäåò ñòðîãî âûïóêëîé.
Ò å î ð å ì à ä î ê à ç à í à.
Ïðèâëåêàÿ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ñôîðìóëèðóåì åùå îäèí ïðèçíàê âûïóêëîñòè.
Òåîðåìà 2 (êðèòåðèé âûïóêëîñòè II). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ è

äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b) áûëà âûïóêëîé (âîãíóòîé) â ýòîì
èíòåðâàëå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ áûëà íåîòðèöàòåëüíîé

(íåïîëîæèòåëüíîé) â ýòîì èíòåðâàëå, ò. å. f ′′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0), x ∈ (a, b). Åñëè æå

f ′′(x) > 0 (f ′′(x) < 0), x ∈ (a, b), òî ôóíêöèÿ ñòðîãî âûïóêëà (ñòðîãî âîãíóòà) â èíòåðâàëå
(a, b).
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû è ïðèçíàêà ìî-

íîòîííîñòè, äîêàçàííîãî â ïóíêòå 1.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â èíòåðâàëå (a, b). Òî÷êà x0 ∈ (a, b) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

(ñòðîãîãî) ïåðåãèáà äàííîé ôóíêöèè, åñëè â èíòåðâàëàõ (a, x0) è (x0, b) ýòà ôóíêöèÿ èìååò
ïðîòèâîïîëîæíûé õàðàêòåð (ñòðîãîé) âûïóêëîñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ, òî÷êà ïåðåãèáà ÿâëÿåòñÿ

ãðàíèöåé äâóõ èíòåðâàëîâ, â îäíîì èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ âûïóêëà, à â äðóãîì � âîãíóòà.

x0
x

f Hx0L

y

O

y= f HxL
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Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëå (a, b), òî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, â
òî÷êå ïåðåãèáà x0 ïðîèçâîäíàÿ èìååò ýêñòðåìóì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëüçóÿñü ïðèçíàêàìè ýêñ-
òðåìóìà, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü êàê íåîáõîäèìûé, òàê è äîñòàòî÷íûé ïðèçíàêè òî÷êè
ïåðåãèáà.
Òåîðåìà 3 (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê òî÷êè ïåðåãèáà). Â òî÷êå ïåðåãèáà âòîðàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ f ′′(x0) íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâíà íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà ïåðåãèáà x0 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′(x).
Òåîðåìà 4 (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê òî÷êè ïåðåãèáà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåí-

öèðóåìà â èíòåðâàëå (a, b) è òî÷êà x0 ∈ (a, b) ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ ïðîèçâîäíîé. Ïðåä-
ïîëîæèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëå (a, b) çà èñêëþ-
÷åíèåì, âîçìîæíî, òî÷êè x0. Òîãäà, åñëè â îäíîì èç èíòåðâàëîâ (a, x0) è (x0, b) âòîðàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ íåîòðèöàòåëüíà (ïîëîæèòåëüíà), à â äðóãîì � íåïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà),
òî x0 � òî÷êà ïåðåãèáà (ñòðîãîãî ïåðåãèáà) ôóíêöèè f(x).
Èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê ïåðåãèáà ôóíêöèè íåîáõîäèìî

íàéòè ñíà÷àëà êðèòè÷åñêèå òî÷êè åå ïðîèçâîäíîé è çàòåì èññëåäîâàòü íà ïåðåãèá êàæäóþ

èç íèõ ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íîãî ïðèçíàêà.

Ïðèìåð. Íàéòè èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðåãèáà ôóíêöèè

f(x) =
x3

2(x− 1)2

èç ïðèìåðà 1 ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.
Ðåøåíèå. Òàê êàê

f ′(x) =
x2(x− 3)

2(x− 1)3
=

1

2
· x

3 − 3x2

(x− 1)3
,

òî

f ′′(x) =
1

2
·
(
x3 − 3x2

(x− 1)3

)′
=

1

2
· (3x

2 − 6x)(x− 1)3 − (x3 − 3x2)3(x− 1)2

(x− 1)6
=

3x

(x− 1)4
.

Ïðîèçâîäíàÿ èìååò åäèíñòâåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x0 = 0. Î÷åâèäíî, f ′′(x) < 0 ïðè x < 0
è f ′′(x) > 0 ïðè x > 0, x ̸= 1. Ñëåäîâàòåëüíî, x0 = 0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè, òàê êàê ñëåâà
îò íåå ôóíêöèÿ âîãíóòà, à ñïðàâà � âûïóêëà.

3. Àñèìïòîòû ôóíêöèè. Àëãîðèòì ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè

Íàó÷èìñÿ ðàçûñêèâàòü ïðÿìûå, ê êîòîðûì â îïðåäåëåííîì ñìûñëå áëèçîê ãðàôèê ôóíêöèè.
Òàêèå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòàìè.

a) Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, x0), a < x0 èëè (x0, b), b > x0.

Åñëè õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ò. å.

f(x0 − 0) = lim
x→x0−0

f(x) = ∞ èëè f(x0 + 0) = lim
x→x0+0

f(x) = ∞,

òî ïðÿìàÿ x = x0 íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ôóíêöèè f(x).

b) Íàêëîííûå àñèìïòîòû.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïîëóîñè (−∞, a) èëè (b, +∞). Ïðÿìàÿ

y = l(x), l(x) = kx+ b

íàçûâàåòñÿ ëåâîñòîðîííåé (ïðàâîñòîðîííåé) íàêëîííîé àñèìïòîòîé ôóíêöèè f(x), åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→−∞

(f(x)− l(x)) = 0 ( lim
x→+∞

(f(x)− l(x)) = 0).

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
x→∞

(f(x)− l(x)) = 0,

òî íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííåé.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ñóùåñòâóåò. Íàéäåì åå óãëîâîé êîýôôèöèåíò k è
âåëè÷èíó b. Òàê êàê

lim
x→∞

f(x)− l(x)

x
= lim

x→∞

(
f(x)

x
− k − b

x

)
= lim

x→∞

f(x)

x
− k = 0,

òî

k = lim
x→∞

f(x)

x
. (1)

Òîãäà
b = lim

x→∞
(f(x)− kx). (2)

Âåðíî, î÷åâèäíî, è îáðàòíîå, à èìåííî, åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû (1) è (2), òî ñóùåñòâóåò
òàêæå è ïðåäåë

lim
x→∞

(f(x)− kx− b) = 0

è, òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ y = kx+ b � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ôóíêöèè f(x).
Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ (1) èëè (2) íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, òî

ôóíêöèÿ íå èìååò íàêëîííîé àñèìïòîòû.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =
x3

2(x− 1)2

èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Äëÿ íåå
lim
x→1

f(x) = +∞

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ x = 1 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà äàííîé ôóíêöèè. Âûÿñíèì, îáëà-
äàåò ëè ýòà ôóíêöèÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïðåäåëû (1) è (2).

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x2

2(x− 1)2
=

1

2
lim
x→∞

1

(1− 1/x)2
=

1

2
· 1 =

1

2
,

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x3

2(x− 1)2
− 1

2
x

)
=

1

2
lim
x→∞

2x2 − x

(x− 1)2
=

1

2
lim
x→∞

2− 1/x

(1− 1/x)2
=

1

2
· 2 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò äâóñòîðîííþþ íàêëîííóþ àñèìïòîòó

y =
1

2
x+ 1.

Ñâåäåì, íàêîíåö, âîåäèíî âñå íàøè èçûñêàíèÿ ýòîãî ïàðàãðàôà è ñôîðìóëèðóåì

Àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè
1) Íàõîäèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, ïðîâåðÿåì åå íà ÷åòíîñòü (íå÷åòíîñòü) è ïå-

ðèîäè÷íîñòü.

2) Èññëåäóåì ôóíêöèþ íà íåïðåðûâíîñòü, íàõîäèì åå òî÷êè ðàçðûâà è àñèìïòîòû.

3) Îïðåäåëÿåì èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè è åå òî÷êè ýêñòðåìóìà.

4) Íàõîäèì èíòåðâàëû âûïóêëîñòè (âîãíóòîñòè) ôóíêöèè è åå òî÷êè ïåðåãèáà.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî èññëåäîâàíèÿ äàþò íàì äîñòàòî÷íî ïîëíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
î ïîâåäåíèè äàííîé ôóíêöèè, êîòîðîå ìû ìîæåì ðåàëèçîâàòü â åå ãðàôèêå. Îäíàêî ñòðîèòü
ãðàôèê "âðó÷íóþ" ïðè íàëè÷èè òàêèõ ïðåâîñõîäíûõ ïðîãðàìì êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè,
êàê Mathematica, Maple, Mathcad , áûëî áû âåñüìà àðõàè÷íî. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ïðîã-
ðàìì ìû è ðåêîìåíäóåì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè è ïîñòðîåíèÿ åå ãðàôèêà.

Çàâåðøèì ýòîò ïàðàãðàô ïîñòðîåíèåì ãðàôèêà ôóíêöèè

f(x) =
x3

2(x− 1)2
,

ïîëíîå èññëåäîâàíèå êîòîðîé ìû ïðîâåëè â ýòîì ïàðàãðàôå.
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Ãðàôèê ôóíêöèè ïîñòðîåí â ñðåäå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Mathematica .

�7. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà

Çàâèñèìîñòü, ïî êîòîðîé êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó t èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà (t1, t2)
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííûé âåêòîð r̄ = r̄(t) íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå, íà-
çûâàåòñÿ âåêòîðíîé ôóíêöèåé äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå âåêòîðíóþ ôóíêöèþ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü â íåì âûáðàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz. Ïîñêîëüêó âåêòîð
r̄(t) â ïðîñòðàíñòâå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè x(t), y(t), z(t) â îðòîíîð-
ìèðîâàííîì áàçèñå {ı̄, ȷ̄, k̄} è íàîáîðîò, òî çàäàíèå âåêòîðíîé ôóíêöèè

r̄(t) = x(t)̄ı+ y(t)ȷ̄+ z(t)k̄, t ∈ (t1, t2) (1)

ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ òðåõ åå ôóíêöèé-êîîðäèíàò

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ (t1, t2). (2)

Åñëè çàôèêñèðîâàòü íà÷àëî âåêòîðà r̄(t) â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî åãî êîíå÷íàÿ òî÷êà ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðà t áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ ïî êðèâîé L, èìåþùåé ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
(2). Ýòó êðèâóþ ìû áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðèåé âåêòîðíîé ôóíêöèè r̄(t).

-1

0

1

x-1
0

1y

-1

0

1

z L
-1

0

1

x-1

0

1

Çàìå÷àíèå 1. Â ôèçèêå è ìåõàíèêå óðàâíåíèå r̄ = r̄(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, à òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ýòîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëèíèþ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (2).

Ââåäåì òåïåðü îïðåäåëåíèå ïðåäåëüíîãî âåêòîðà äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè r̄(t), îïðåäåëåííîé
â èíòåðâàëå (t1, t2), ñîäåðæàùåì òî÷êó t0 çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, ýòîé òî÷êè.
Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîð s̄ íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè r̄(t) ïðè t

ñòðåìÿùåìñÿ ê t0, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

δϵ òàêîå, ÷òî
|r̄(t)− s̄| < ε, êàê òîëüêî 0 < |t− t0| < δϵ.

Îáîçíà÷àåòñÿ ýòîò ïðåäåëüíûé âåêòîð ÷åðåç lim
t→t0

r̄(t) = s̄.

Ïóñòü s̄ = sxı̄+ sy ȷ̄+ szk̄.
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Òåîðåìà. Ïðåäåëüíûé âåêòîð lim
t→t0

r̄(t) = s̄ ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-

ñòâóþò ïðåäåëû êîîðäèíàò (2) âåêòîðíîé ôóíêöèè (1) è

lim
t→t0

x(t) = sx, lim
t→t0

y(t) = sy, lim
t→t0

z(t) = sz.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

a1, a2, . . . , an, n ∈ N

ñïðàâåäëèâî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

|ak| ≤

√√√√ n∑
i=1

a2i ≤
n∑

i=1

|ai|, k = 1, n, (3)

êîòîðîå ìû ìîæåì äîêàçàòü âîçâåäåíèåì â êâàäðàò âñåõ òðåõ åãî ÷àñòåé. Òåïåðü, ÷òîáû óáå-
äèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ïðèâåäåííîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ, äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðå-
äåëåíèåì ïðåäåëüíîãî âåêòîðà âåêòîðíîé ôóíêöèè è íåðàâåíñòâîì (3), áëàãîäàðÿ êîòîðîìó

|x(t)− sx| ≤ |r̄(t)− s̄|, |y(t)− sy| ≤ |r̄(t)− s̄|, |z(t)− sz| ≤ |r̄(t)− s̄|;
|r̄(t)− s̄| ≤ |x(t)− sx|+ |y(t)− sy|+ |z(t)− sz|.

(4)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ïåðâûõ òðåõ íåðàâåíñòâ (4) ñëåäóåò, ÷òî êàê òîëüêî

|r̄(t)− s̄| < ε ïðè 0 < |t− t0| < δϵ,

òî è
|x(t)− sx| < ε, |y(t)− sy| < ε, |z(t)− sz| < ε

äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé t. Òàêèì îáðàçîì,

lim
t→t0

x(t) = sx, lim
t→t0

y(t) = sy, lim
t→t0

z(t) = sz.

Íàîáîðîò, åñëè èìåþò ìåñòî ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà, òî, âûáðàâ ïî çàäàííîìó ε > 0 ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî δϵ òàê, ÷òîáû

|x(t)− sx| <
ε

3
, |y(t)− sy| <

ε

3
, |z(t)− sz| <

ε

3

äëÿ 0 < |t− t0| < δϵ, ìû, âîñïîëüçîâàâøèñü ïîñëåäíèì èç íåðàâåíñòâ (4), ïîëó÷èì, ÷òî

|r̄(t)− s̄| < ε, 0 < |t− t0| < δϵ, ò. å. lim
t→t0

r̄(t) = s̄.

Ò å î ð å ì à ä î ê à ç à í à.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è ñâîéñòâ ïðåäåëà ôóíêöèè (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 2) ñëåäóåò, ÷òî,

åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå âåêòîðû lim
t→t0

r̄1(t) è lim
t→t0

r̄2(t), òî

lim
t→t0

(c1r̄1(t) + c2r̄2(t)) = c1 lim
t→t0

r̄1(t) + c2 lim
t→t0

r̄2(t), c1, c2 ∈ R.

Èñïîëüçîâàâ, êðîìå òîãî, ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèé
(ãëàâà II, ��3, 4), ïîëó÷èì:

lim
t→t0

(r̄1(t) · r̄2(t)) = lim
t→t0

r̄1(t) · lim
t→t0

r̄2(t), lim
t→t0

(r̄1(t)× r̄2(t)) = lim
t→t0

r̄1(t)× lim
t→t0

r̄2(t).

Åñëè, âäîáàâîê, ñóùåñòâóåò åùå è ïðåäåëüíûé âåêòîð lim
t→t0

r̄3(t), òî ïî ôîðìóëå äëÿ ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ (ãëàâà II, �5) áóäåì èìåòü:

lim
t→t0

(r̄1(t)r̄2(t)r̄3(t)) = lim
t→t0

r̄1(t) lim
t→t0

r̄2(t) lim
t→t0

r̄3(t).

Ïðèìåð 1. Íàéòè ïðåäåëüíûé âåêòîð

lim
t→0

(
ttı̄+

sin 2t

arctg t
ȷ̄+

(
1 + 2t

1 + t

) 3
t

k̄

)
.
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Ðåøåíèå. Íàéäåì ïðåäåëû êîîðäèíàò äàííîé âåêòîðíîé ôóíêöèè.

lim
t→0

tt = lim
t→0

et ln t = lim
t→0

e
ln t
1/t = lim

t→0
e

1/t

−(1/t2) = lim
t→0

e−t = e0 = 1.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ (�4 íàñòîÿùåé ãëàâû) è íåïðåðûâíîñòü ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 4). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà âòîðîé êîîðäèíàòû âåê-
òîðíîé ôóíêöèè èñïîëüçóåì ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå â íóëå ôóíêöèè sin 2t ∼ 2t è
arctg t ∼ t (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 4):

lim
t→0

sin 2t

arctg t
= lim

t→0

2t

t
= 2.

Ïðåäåë òðåòüåé êîîðäèíàòû ìû íàéäåì ñ ïîìîùüþ ïðåäåëîâ (5) è (3) (ãëàâà IV, �4, ïóíêòû 3
è 2 ñîîòâåòñòâåííî):

lim
t→0

(
1 + 2t

1 + t

) 3
t

= lim
t→0

(
1 +

t

1 + t

) 3
t

= lim
t→0

((
1 +

t

1 + t

) 1+t
t

) 3
1+t

= e3.

Ïðèìåíèâ òåïåðü äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

lim
t→0

(
ttı̄+

sin 2t

arctg t
ȷ̄+

(
1 + 2t

1 + t

) 3
t

k̄

)
= ı̄+ 2ȷ̄+ e3k̄,

ò. å. ïðåäåëüíûì äëÿ äàííîé âåêòîðíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âåêòîð s̄(1, 2, e3).
Êàê è äëÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè, ìû ìîæåì ââåñòè ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè äëÿ âåêòîðíîé

ôóíêöèè. Ïóñòü âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ r̄(t) îïðåäåëåíà â èíòåðâàëå (t1, t2), ñîäåðæàùåì òî÷êó
t0. Îíà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå t0, åñëè ñóùåñòâóåò lim

t→t0
r̄(t) è

lim
t→t0

r̄(t) = r̄(t0).

Èç äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîñòè âåêòîðíîé ôóíêöèè íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè íåïðåðûâíûìè åå êîîðäèíàòû.

Åñëè âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà (t1, t2), òî îíà íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíîé â ýòîì èíòåðâàëå.

Åñëè âåêòîðíûå ôóíêöèè r̄1(t), r̄2(t) è r̄3(t) íåïðåðûâíû, òî, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
íåïðåðûâíîñòè è ñâîéñòâ ïðåäåëüíîãî âåêòîðà, ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå, íåïðåðûâíûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ âåêòîðíûå ôóíêöèè c1r̄1(t) + c2r̄2(t), c1, c2 ∈ R è r̄1(t) × r̄2(t), à òàêæå ÷èñëîâûå
ôóíêöèè r̄1(t) · r̄2(t) è r̄1(t)r̄2(t)r̄3(t).
Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ ðàçðûâíîé â íåêîòîðîé òî÷êå, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-

íîé â íåé.

Ââåäåì òåïåðü îïðåäåëåíèå âåêòîðà ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ r̄(t) îïðåäåëåíà â èíòåðâàëå (t1, t2) è t0 ∈ (t1, t2). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∆r̄(t0,∆t) = r̄(t0 + ∆t) − r̄(t0) � ïðèðàùåíèå âåêòîðíîé ôóíêöèè â òî÷êå t0, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆t.
Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé âåêòîð

lim
t→t0

1

∆t
∆r̄(t0,∆t),

òî îí íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïðîèçâîäíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè r̄(t) â òî÷êå t0 è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç r̄′(t0).
Êàê è â ñëó÷àå ÷èñëîâîé ôóíêöèè, åñëè äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò âåêòîð ïðîèç-

âîäíîé â íåêîòîðîé òî÷êå, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé
òî÷êå.
Èç äîêàçàííîé â ýòîì ïàðàãðàôå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ (1) äèôôåðåí-

öèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèôôåðåíöèðóåìû åå êîîðäèíàòû è êîîðäèíàòàìè âåê-

òîðà ïðîèçâîäíîé ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå êîîðäèíàò âåêòîðíîé ôóíêöèè, ò. å.

r̄′(t) = x′(t)̄ı+ y′(t)ȷ̄+ z′(t)k̄. (5)
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Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðà ïðîèçâîäíîé äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå t0 âåê-
òîðíîé ôóíêöèè r̄(t).

y

z

O
x

M0 M
Lr�Ht0L

r� ¢ Ht0L

r�Ht0+DtL

Âåêòîð 1
∆t∆r̄(t0,∆t) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì äëÿ ñåêóùåé M0M è íàïðàâëåí îí â ñòîðîíó

ïåðåìåùåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèè L âåêòîðíîé ôóíêöèè. Â ïðåäåëå ïðè t→ t0 ñåêóùàÿ áóäåò çà-
íèìàòü íåêîòîðîå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè â òî÷êå
M0, è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì êàñàòåëüíîé áóäåò ñëóæèòü êàê ðàç âåêòîð ïðîèçâîäíîé r̄′(t0).
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ïðîèçâîäíîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êàñàòåëü-

íîé ê òðàåêòîðèè âåêòîðíîé ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå, íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó

ïåðåìåùåíèÿ ïî òðàåêòîðèè.

Çàïèøåì, ó÷èòûâàÿ (5), êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè äèôôåðåí-
öèðóåìîé âåêòîðíîé ôóíêöèè (1) (èëè ê êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè
(2)) â òî÷êå M0(x(t0), y(t0), z(t0)) :

x− x(t0)

x′(t0)
=
y − y(t0)

y′(t0)
=
z − z(t0)

z′(t0)
.

Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 ïåðïåíäèêóëÿðíî êàñàòåëüíîé, íàçûâàåòñÿ íîð-

ìàëüíîé ïëîñêîñòüþ ê òðàåêòîðèè äèôôåðåíöèðóåìîé âåêòîðíîé ôóíêöèè (èëè ê êðèâîé,
çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè). Ïîñêîëüêó âåêòîð n̄ = r̄′(t0) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íûì äëÿ íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè, òî åå îáùåå óðàâíåíèå èìååò âèä:

x′(t0)(x− x(t0)) + y′(t0)(y − y(t0)) + z′(t0)(z − z(t0)) = 0.

Ïðèìåð 2. Íàéòè óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè ê òðàåêòîðèè âåêòîð-
íîé ôóíêöèè

r̄(t) = sin2 t ı̄+ cos4 t ȷ̄+ tg6 t k̄, t ∈
(
0,
π

2

)
â òî÷êå M0

(
1
2 ,

1
4 , 1

)
.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ýòîé âåêòîðíîé ôóíêöèè:

r̄′(t) = 2 sin t cos t ı̄+ 4 cos3 t(− sin t) ȷ̄+ 6 tg5 t · 1

cos2 t
k̄ = sin 2t ı̄− 4 sin t cos3 t ȷ̄+ 6 · tg5 t

cos2 t
k̄.

Òî÷êå M0 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t0 = π
4 , ïîýòîìó íàïðàâëÿþùèì äëÿ êàñàòåëüíîé

ÿâëÿåòñÿ âåêòîð r̄′(t0) = ı̄ − ȷ̄ + 12k̄. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîð-
ìàëüíîé ïëîñêîñòè èìåþò âèä

x− 1
2

1
=
y − 1

4

−1
=
z − 1

12
è

1

(
x− 1

2

)
− 1

(
y − 1

4

)
+ 12(z − 1) = 0 ⇐⇒ 4x− 4y + 48z − 49 = 0

ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè âåêòîðíûå ôóíêöèè r̄1(t), r̄2(t) è r̄3(t) îïðåäåëåíû â èíòåðâàëå (t1, t2) è äèôôåðåí-

öèðóåìû â òî÷êå t ∈ (t1, t2), òî

(c1r̄1(t) + c2r̄2(t))
′ = c1r̄

′
1(t) + c2r̄

′
2(t), c1, c2 ∈ R;

(r̄1(t) · r̄2(t))′ = r̄′1(t) · r̄2(t) + r̄1(t) · r̄′2(t);
(r̄1(t)× r̄2(t))

′ = r̄′1(t)× r̄2(t) + r̄1(t)× r̄′2(t);

(r̄1(t)r̄2(t)r̄3(t))
′ = r̄′1(t)r̄2(t)r̄3(t) + r̄1(t)r̄

′
2(t)r̄3(t) + r̄1(t)r̄2(t)r̄

′
3(t).
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Ïåðâàÿ èç ýòèõ ôîðìóë î÷åâèäíà, à îñòàëüíûå äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ
ýòèõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðíûõ ôóíêöèé â êîîðäèíàòàõ (ãëàâà II, ��3�5) è ïðàâèë äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé (�1 íàñòîÿùåé ãëàâû). Íàïðèìåð, åñëè

r̄1(t) = x1(t)̄ı+ y1(t)ȷ̄+ z1(t)k̄,
r̄2(t) = x2(t)̄ı+ y2(t)ȷ̄+ z2(t)k̄,

òî
(r̄1(t) · r̄2(t))′ = (x1(t)x2(t) + y1(t)y2(t) + z1(t)z2(t))

′ =

= x′1(t)x2(t) + x1(t)x
′
2(t) + y′1(t)y2(t) + y1(t)y

′
2(t) + z′1(t)z2(t) + z1(t)z

′
2(t) =

= (x′1(t)x2(t) + y′1(t)y2(t) + z′1(t)z2(t)) + (x1(t)x
′
2(t) + y1(t)y

′
2(t) + z1(t)z

′
2(t)) =

= r̄′1(t) · r̄2(t) + r̄1(t) · r̄′2(t).
Çàìå÷àíèå 2. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âåêòîðíóþ ôóíêöèþ äåéñòâèòåëüíîãî

àðãóìåíòà è ëèíèþ â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn.

�8. Êîìïë�åêñíûå ÷èñëà è îïåðàöèè íàä íèìè.
Ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà íà ìíîæèòåëè

Äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî è ïî-
ýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðàñøèðåíèè ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîïðîáóåì,
íàïðèìåð, ðåøèòü óðàâíåíèå

(z − 1)2 + 1 = 0.

Äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé îíî íå èìååò, îäíàêî ôîðìàëüíî ìû ìîæåì íàéòè åãî êîðíè, åñëè
ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèìâîë

i =
√
−1,

êîòîðûé ìû íàçîâåì ìíèìîé åäèíèöåé. Òîãäà èç äàííîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

(z − 1)2 = −1 =⇒ z − 1 = ±
√
−1 =⇒ z = 1± i.

Ââåäåì òåïåðü ñëåäóþùåå âàæíîå
Îïðåäåëåíèå 1. Êîìïë�åêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

x+ yi,

ãäå x, y � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, i =
√
−1 � ìíèìàÿ åäèíèöà.

Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç C.
Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ yi äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x è y íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåí-

íî, åãî äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè. Îáîçíà÷àþòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè,
ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç Re z è Im z. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà −z = −x − yi è z̄ = x − yi íàçûâàþò-
ñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîòèâîïîëîæíûì è ñîïðÿæåííûì ê êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z. Èñïîëüçóÿ
ýòó òåðìèíîëîãèþ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò ïàðó
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé z1,2 = 1± i.
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ìíèìàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâíà íóëþ, ò. å. ÷èñëî âèäà x+ 0i, êîòîðîå ìû

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x, îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì x è, òàêèì îáðàçîì, ìíî-
æåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

C èëè, èíà÷å, ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ìíîæåñòâà äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë. Çäåñü óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííàÿ èäåÿ ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äî êîìïëåêñíûõ îêàçàëàñü ÷ðåçâû÷àéíî ïëîäîòâîðíîé êàê â ñàìîé ìà-

òåìàòèêå, òàê è â åå ïðèëîæåíèÿõ, íàïðèìåð, â ôèçèêå, ìåõàíèêå, ýëåêòðîòåõíèêå, ãäå

àïïàðàò êîìïëåêñíûõ ÷èñåë î÷åíü àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ íóëåâîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, à èìåííî, ÷èñëî 0 + yi, êîòîðîå ìû
áóäåì çàïèñûâàòü êàê yi, íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì.
Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè îäíîãî

èç íèõ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòÿì äðóãîãî.
×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ñëåäóåò îïðåäåëèòü àëãåá-

ðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä íèìè. Ýòèì ìû ñåé÷àñ è çàéìåìñÿ.
Ïóñòü z1 = x1 + y1i, z2 = x2 + y2i � äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà.



114

Ñóììîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî z1+z2, êîòîðîå íàõîäèòñÿ
ñëîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé:

z1 + z2 = x1 + x2 + (y1 + y2)i.

Òîãäà ðàçíîñòüþ ýòèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ÷èñëî z1 − z2 = z1 + (−z2).
Ïðîèçâåäåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 è z2 íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî z1z2, êîòîðîå ìû

ìîæåì íàéòè, ïåðåìíîæèâ âûðàæåíèÿ äëÿ äàííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì,
÷òî i2 = −1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

z1z2 = x1x2 − y1y2 + (x1y2 + x2y1)i.

Ïðÿìîé ïðîâåðêîé ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáëàäàþò ñâîéñòâàìè êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè è äèñò-

ðèáóòèâíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûìè äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (ãëàâà IV, �1, ñâîéñòâà 1),
2), 5)). Ðîëü êîìïëåêñíûõ åäèíèöû è íóëÿ âûïîëíÿþò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà 1 = 1 + 0i è
0 = 0 + 0i.
×òîáû îïðåäåëèòü îïåðàöèþ äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî

z = x + yi ̸= 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáðàòíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z−1, ò. å. ÷èñëî, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî zz−1 = 1. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà
íà ñîïðÿæåííîå ê z êîìïëåêñíîå ÷èñëî z̄. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

z̄zz−1 = z̄ ⇐⇒ (x− yi)(x+ yi)z−1 = z̄ ⇐⇒ (x2 − y2i2)z−1 = z̄ ⇐⇒ (x2 + y2)z−1 = z̄.

Òàê êàê z ̸= 0, òî è x2 + y2 ̸= 0, ñëåäîâàòåëüíî,

z−1 =
1

(x2 + y2)
z̄.

×àñòíûì îò äåëåíèÿ ÷èñëà z1 ∈ C íà ÷èñëî 0 ̸= z2 ∈ C íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî
z1
z2

= z1z
−1
2 .

Ó÷èòûâàÿ ïðèâåäåííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáðàòíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ìû ìîæåì
çàïèñàòü òàêæå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíîãî:

z1
z2

=
z1z̄2
z2z̄2

.

Öåëàÿ ñòåïåíü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàêæå, êàê è öåëàÿ ñòåïåíü äåéñò-
âèòåëüíîãî ÷èñëà.
Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ñóììó, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 =

1− i è z2 = 3 + 4i, à òàêæå ñòåïåíü z20071 .
Ðåøåíèå. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, ïîëó÷èì:

z1 + z2 = 1− i+ 3 + 4i = 4 + 3i,

z1 − z2 = 1− i− (3 + 4i) = −2− 5i,

z1z2 = (1− i)(3 + 4i) = 3 + 4i− 3i− 4i2 = 3 + i− 4(−1) = 7 + i,

z1
z2

=
1− i

3 + 4i
=

(1− i)(3− 4i)

(3 + 4i)(3− 4i)
=

3− 4i− 3i+ 4i2

9− 16i2
=

−1− 7i

25
= − 1

25
− 7

25
i.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíè, çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî

z21 = (1− i)2 = 1− 2i+ i2 = −2i, i3 = −i, i4 = 1.

Òîãäà
z20071 = (z21)

1003z1 = (−2i)1003z1 = −21003i1003z1 =

= −21003(i4)250i3z1 = 21003iz1 = 21003i(1− i) = 21003(1 + i).

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, êîòîðàÿ äàñò íàì âîçìîæ-
íîñòü ïðåäñòàâèòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî â òàê íàçûâàåìîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå.

Âûáåðåì íà ïëîñêîñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy. Òîãäà íà ýòîé ïëîñêîñòè êîìï-
ëåêñíîå ÷èñëî z = x + yi ìû ìîæåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê òî÷êó M(x, y) èëè ðàäèóñ-âåêòîð
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OM(x, y) è, íàîáîðîò, òî÷êó èëè åå ðàäèóñ-âåêòîð ñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïëåêñíûì
÷èñëîì.

x
x

y

y

j

r

O

M

N

Òàêèì îáðàçîì çàïîëíåííóþ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ïëîñêîñòü ìû áóäåì íàçûâàòü êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ðàñïîëàãàþòñÿ íà îñè Ox, ïîýòîìó åå íàçûâàþò
äåéñòâèòåëüíîé îñüþ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ÷èñòî ìíèìûå � íà îñè Oy, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ìíèìîé îñüþ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâíîñèëüíî ýòèì æå
îïåðàöèÿì íàä ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàäèóñàìè-âåêòîðàìè.
Äëèíà r ðàäèóñà-âåêòîðà OM íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, óãîë φ, êîòîðûé

îáðàçóåò ýòîò ðàäèóñ-âåêòîð ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox, íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì
äàííîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (äëÿ ìîäóëÿ è àðãóìåíòà èíîãäà èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ |z| è
arg z ñîîòâåòñòâåííî). Î÷åâèäíî, ÷òî, åñëè àðãóìåíò φ íàéäåí, òî ëþáîé èç óãëîâ φ+2nπ, n ∈
N òàêæå ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì. ×òîáû îäíîçíà÷íî çàôèêñèðîâàòü àðãóìåíò, áóäåì âûáèðàòü
åãî çíà÷åíèå â ïðåäåëàõ ïîëíîãî óãëà, íàïðèìåð, èç ïðîìåæóòêà [0, 2π).
Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà OMN ñëåäóåò, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû,

x = r cosφ, y = r sinφ,

à, ñ äðóãîé,

r =
√
x2 + y2; cosφ =

x

r
, sinφ =

y

r
(1)

(ìû çäåñü, åñòåñòâåííî, ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî z ̸= 0. Åñëè z = 0, òî r = 0, à àðãóìåíò φ íå
îïðåäåëåí). Òîãäà

z = x+ yi = r(cosφ+ i sinφ).

Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x+ yi ìû ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

z = r(cosφ+ i sinφ),

ãäå ìîäóëü r è àðãóìåíò φ íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (1). Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿòðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Åñëè ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà óäîáíî, êîãäà îíè ïðåäñòàâëåíû â ñâîåé

ïåðâîíà÷àëüíîé, àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå, òî ïðè óìíîæåíèè, äåëåíèè è âîçâåäåíèè â ñòåïåíü
ãîðàçäî óäîáíåå èñïîëüçîâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

z1 = r1(cosφ1 + i sinφ1), z2 = r2(cosφ2 + i sinφ2)

� äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííûå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Òîãäà

z1z2 = r1r2(cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2 + i(sinφ1 cosφ2 + sinφ2 cosφ1)) =

= r1r2(cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)).

Òàêèì îáðàçîì,
z1z2 = r1r2(cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)),

ò. å. ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èõ ìîäóëè óìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñêëàäûâàþò-

ñÿ. Àíàëîãè÷íî, åñëè z2 ̸= 0, òî
z1
z2

=
r1
r2
(cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2))
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è, òàêèì îáðàçîì, äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðèâîäèò ê äåëåíèþ èõ ìîäóëåé è âû÷èòàíèþ

àðãóìåíòîâ. Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî, åñëè z = r(cosφ + i sinφ) ̸= 0, òî äëÿ
ëþáîãî öåëîãî n

zn = (r(cosφ+ i sinφ))n = rn(cosnφ+ i sinnφ)

� ôîðìóëà Ìóàâðà.

Íàó÷èìñÿ òåïåðü èçâëåêàòü êîðíè èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 êîðíåì n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî n

√
z, äëÿ êîòîðîãî ( n

√
z)n = z. Â îòëè÷èå îò ñòåïåíè êîðåíü èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

íàõîäèòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîðíÿ òàêæå óäîáíî èñïîëüçîâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñ-
êóþ ôîðìó. Ïóñòü

z = r(cosφ+ i sinφ), n
√
z = ρ(cosψ + i sinψ).

Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì êîðíÿ è ôîðìóëîé Ìóàâðà, ïîëó÷èì:

ρn(cosnψ + i sinnψ) = r(cosφ+ i sinφ).

Îòñþäà, ρn = r, nψ = φ+ 2mπ, m ∈ Z èëè

ρ = n
√
r, ψ =

φ+ 2mπ

n
, m ∈ Z.

Ïîëàãàÿ öåëîå ÷èñëî m ðàâíûì n ïîñëåäîâàòåëüíûì çíà÷åíèÿì, íàïðèìåð, m = 1, 2, . . . , n,
ìû ïîëó÷èì n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, à, çíà÷èò, è n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîðíÿ. Âñå
îñòàëüíûå àðãóìåíòû áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò óêàçàííûõ íà óãîë, êðàòíûé 2π è ïîýòîìó íîâûõ
çíà÷åíèé êîðíÿ îíè íå äîáàâÿò.
Òàêèì îáðàçîì, êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = r(cosφ + i sinφ) èìååò n

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé è âñå îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

n
√
z = n

√
r(cosφ+ i sinφ) = n

√
r

(
cos

φ+ 2mπ

n
+ i sin

φ+ 2mπ

n

)
, m = 1, 2, . . . , n. (2)

Çàìåòèì åùå, ÷òî, êàê âèäíî èç ôîðìóëû, ïåðåõîä îò îäíîãî çíà÷åíèÿ êîðíÿ ê ñîñåäíåìó ïðîèñ-
õîäèò ïîâîðîòîì íà îäèí è òîò æå óãîë φ

n , ïîýòîìó âñå êîðíè n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z íàõîäÿòñÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà n

√
|z| ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò â âåðøèíàõ

ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.
Ïðèìåð 2. Ðåøèòü óðàâíåíèå z3 + 1−

√
3i = 0.

Ðåøåíèå. Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî z =
3
√
−1 +

√
3i. Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíîå

÷èñëî −1 +
√
3i â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Ïî ôîðìóëàì (1)

r =

√
(−1)2 + (

√
3)2 =

√
4 = 2; cosφ = −1

2
, sinφ =

√
3

2
=⇒ φ =

2π

3
.

Òîãäà −1+
√
3i = 2

(
cos 2π

3 + i sin 2π
3

)
è, ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå êîðíè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû

ïî ôîðìóëå (2):

zm =
3

√
−1 +

√
3i =

3
√
2

(
cos

2π
3 + 2mπ

3
+ i sin

2π
3 + 2mπ

3

)
, m = 1, 2, 3.

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå óðàâíåíèå èìååò òðè ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ êîðíÿ

z1 =
3
√
2

(
cos

8π

9
+ i sin

8π

9

)
, z2 =

3
√
2

(
cos

14π

9
+ i sin

14π

9

)
, z3 =

3
√
2

(
cos

2π

9
+ i sin

2π

9

)
,

êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 3
√
2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò â âåðøèíàõ

ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.
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x

y

O �!!!!
2

3

z1

z2

z3

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà � ïîêàçàòåëüíóþ. Ïîëî-
æèì ïî îïðåäåëåíèþ

eiφ = cosφ+ i sinφ, φ ∈ R. (3)

Ïîÿñíèì (íåñòðîãî!) ýòó ôîðìóëó, èñïîëüçîâàâ ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà
ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà äëÿ àðãóìåíòà x = iφ (�5, ïóíêò 2, ôîðìóëà (1)):

eiφ = 1 +
iφ

1!
+

(iφ)2

2!
+

(iφ)3

3!
+

(iφ)4

4!
+

(iφ)5

5!
+ . . .+

(iφ)2n−1

(2n− 1)!
+

(iφ)2n

(2n)!
+ . . . =

=

(
1− φ2

2!
+
φ4

4!
+ . . .+ (−1)n

φ2n

(2n)!
+ . . .

)
+ i

(
φ− φ3

3!
+
φ5

5!
+ . . .+ (−1)n+1 φ2n−1

(2n− 1)!
+ . . .

)
.

Îòñþäà ôîðìàëüíî è ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (3), òàê êàê âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ â ïîñëåäíåé
ôîðìóëå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé cosφ è sinφ ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà (�5,
ïóíêò 2, ôîðìóëû (3) è (2) ñîîòâåòñòâåííî).
Èñïîëüçîâàâ (3) è ôîðìóëû óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

çàïèñàííûõ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå, ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ
ñâîéñòâ ýêñïîíåíòû eiφ, êîòîðûå ïîâòîðÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíê-
öèè äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà:

ei(φ1+φ2) = eiφ1eiφ2 , ei(φ1−φ2) =
eiφ1

eiφ2
, (eiφ)n = einφ, φ1, φ2, φ ∈ R, n ∈ Z.

Ñ ó÷åòîì (3) òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z = r(cosφ+ i sinφ)

ïðåâðàùàåòñÿ â ïîêàçàòåëüíóþ
z = reiφ.

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà ïîçâîëÿåò, ó÷èòûâàÿ ïðèâåäåííûå âûøå ñâîéñòâà ýêñïîíåíòû eiφ,
êîìïàêòíî çàïèñàòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ, à òàêæå âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü è èçâëå÷å-
íèÿ êîðíÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè z1 = r1e

iφ1 , z2 = r2e
iφ2 , z = reiφ,

òî
z1z2 = r1r2e

i(φ1+φ2);
z1
z2

=
r1
r2
ei(φ1−φ2);

zn = rneinφ, n ∈ Z; n
√
z = n

√
rei

φ+2mπ
n , n ∈ N, m = 1, 2, . . . , n.

(4)

Ôîðìóëà (3) äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ yi ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

ez = ex+yi = exeiy = ex(cos y + i sin y).

Ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì âûøå ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîé-
ñòâàì ôóíêöèè eiφ.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ íàä ðåçóëüòàòîì ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé

îïåðàöèè ïðèâîäèò ê òî÷íî òàêîé æå îïåðàöèè íàä ñîïðÿæåííûìè êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Äëÿ ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ ýòî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé,
ò. å.

z1 ± z2 = z̄1 ± z̄2. (5)
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Äàëåå, òàê êàê îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ íå ìåíÿåò ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, íî
ìåíÿåò çíàê åãî àðãóìåíòà íà ïðîòèâîïîëîæíûé, ò. å. z̄ = re−iφ, òî, èñïîëüçîâàâ ôîðìóëû (4),
ìû ìîæåì çàïèñàòü:

z1z2 = r1r2ei(φ1+φ2) = r1r2e
−i(φ1+φ2) = r1e

−iφ1 · r2e−iφ2 = z̄1z̄2,

z1
z2

=
r1
r2
ei(φ1−φ2) =

r1
r2
e−i(φ1−φ2) =

r1e
−iφ1

r2e−iφ2
=
z̄1
z̄2
,

zn = rneinφ = rne−inφ = (re−iφ)n = z̄n,

n
√
z = n

√
rei

φ+2mπ
n = n

√
re−iφ+2mπ

n = n
√
z̄, n ∈ N, m = 1, 2, . . . , n.

(6)

Åñëè äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà çàâèñÿò îò íåêîòîðîé äåéñò-
âèòåëüíîé ïåðåìåííîé, òî ìû âïðàâå ãîâîðèòü î êîìïëåêñíîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî àðãó-
ìåíòà.
Îïðåäåëåíèå 2. Çàêîíîìåðíîñòü, ïî êîòîðîé êàæäîìó äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó t èç íåêî-

òîðîãî èíòåðâàëà (t1, t2) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z(t),
íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

Ïóñòü x(t) = Re z(t), y(t) = Im z(t). Òîãäà

z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ (t1, t2).

Çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèè çàïîëíÿþò íà ïëîñêîñòè Oxy íåêîòîðóþ êðèâóþ L, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé âåêòîðíîé ôóíêöèè

r̄(t) = x(t)̄ı+ y(t)ȷ̄, t ∈ (t1, t2).

Êîìïëåêñíûì óðàâíåíèåì êðèâîé L ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

z = z(t).

Ïîñêîëüêó çàäàíèå êîìïëåêñíîé ôóíêöèè z(t) ðàâíîñèëüíî çàäàíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé âåê-
òîðíîé ôóíêöèè r̄(t), òî ââåäåííûå äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïî-
íÿòèÿ ïðåäåëà, íåïðåðûâíîñòè è ïðîèçâîäíîé àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ è íà êîìïëåêñíóþ
ôóíêöèþ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ z(t) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå t ∈ (t1, t2), òî åå äåéñò-
âèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè òàêæå äèôôåðåíöèðóåìû â ýòîé òî÷êå è

z′(t) = x′(t) + iy′(t).

Ïðîèçâîäíàÿ z′(t0) ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì êàñàòåëüíîé ê êðèâîé L â òî÷êå z(t0).
Èñïîëüçîâàâ âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè (ãëàâà III, �3), ìû ìîæåì çàïèñàòü
êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé:

z = z(t0) + z′(t0)t, t ∈ R.

Ïðèìåð 3. Ïîñòðîèòü êðèâóþ L, çàäàííóþ êîìïëåêñíûì óðàâíåíèåì

z = cos3 t+ i sin3 t, t ∈ [0, 2π)

è íàéòè êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ýòîé êðèâîé â òî÷êå z0 =
3
√
3+i
8 .

Ðåøåíèå. Êðèâàÿ L çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = cos3 t, y = sin3 t, t ∈ [0, 2π).

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèé sin t è cos t ñëåäóåò, ÷òî ýòà êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñåé êîîð-
äèíàò è áèññåêòðèñ êîîðäèíàòíûõ óãëîâ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü åå â ïåðâîé ÷åòâåðòè
è çàòåì îòðàçèòü îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé. Íàéäåì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè

x = cos3 t, y = sin3 t, t ∈
(
0,
π

2

)
,

çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè (�2, ïóíêòû 2 è 3). Òàê êàê

x′t = (cos3 t)′ = 3 cos2 t(cos t)′ = −3 sin t cos2 t, y′t = (sin3 t)′ = 3 sin2 t(sin t)′ = 3 sin2 t cos t,
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òî

y′x =
y′t
x′t

=
3 sin2 t cos t

−3 sin t cos2 t
= − tg t.

Äàëåå,

y′′xx =
(y′x)

′
t

x′t
=

(− tg t)′

−3 sin t cos2 t
=

−1/ cos2 t

−3 sin t cos2 t
=

1

3 sin t cos4 t
.

Òàê êàê y′x < 0, y′′xx > 0, t ∈
(
0, π

2

)
, òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè êðèâàÿ L ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì

óáûâàþùåé âûïóêëîé ôóíêöèè. Ïîñòðîèì ýòó êðèâóþ.

-1 -0.5 0.5 1 x

-1

-0.5

0.5

1

y

O

Îíà íàçûâàåòñÿ àñòðîèäîé.
Òî÷êå z0 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t0 = π

6 . Íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì êàñàòåëüíîé

ê êðèâîé L â òî÷êå z0 ÿâëÿåòñÿ âåêòîð z′(t0) = −9
8 + 3

√
3

8 i. Òîãäà êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé èìååò âèä:

z =
3
√
3 + i

8
+

(
−9

8
+

3
√
3

8
i

)
t⇐⇒ z =

3
√
3− 9t+ (1 + 3

√
3 t)i

8
, t ∈ R.

Â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè íàì ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ

z(x) = eλx, λ ∈ C

äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà x. Ïîêàæåì, ÷òî êàê è äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè

z′(x) = λeλx.

Â ñàìîì äåëå, åñëè λ = µ+ νi, òî

z(x) = eµx(cos νx+ i sin νx)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

z′(x) = (eµx cos νx)′ + i(eµx sin νx)′ = µeµx cos νx+ eµx(−ν sin νx) + i(µeµx sin νx+ eµxν cos νx) =
= µeµx(cos νx+ i sin νx) + iνeµx(cos νx+ i sin νx) = (µ+ iν)eµx(cos νx+ i sin νx) = λeλx.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èñõîäíîìó ïóíêòó ýòîãî ïàðàãðàôà, à èìåííî, ê çàäà÷å ðåøåíèÿ àëãåá-

ðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîëèíîì ñòåïåíè n ∈ N êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z ñ êîìï-
ëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Pn(z) = a0z
n + a1z

n−1 + . . .+ an−1z + an, a0 ̸= 0.

Íà âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ

Pn(z) = 0 (7)

îòâå÷àåò ñôîðìóëèðîâàííàÿ íèæå òåîðåìà, êîòîðóþ íàçûâàþò èíîãäà îñíîâíîé òåîðåìîé àë-

ãåáðû.

Òåîðåìà Ãàóññà. Óðàâíåíèå (7) èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü1.

1×àñòî êîðåíü óðàâíåíèÿ (7) íàçûâàþò êîðíåì ïîëèíîìà Pn(z).
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Ïóñòü z1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ (7), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðóåò òåîðåìà Ãàóññà. Òîãäà,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k

zk − zk1 = (z − z1)(z
k−1 + zk−2z1 + . . .+ zzk−2

1 + zk−1
1 ),

ïîëó÷èì:

Pn(z) = Pn(z)− Pn(z1) = a0(z
n − zn1 ) + a1(z

n−1 − zn−1
1 ) + . . .+ an−1(z − z1) = (z − z1)Qn−1(z),

ãäåQn−1(z) � íåêîòîðûé ïîëèíîì ñòåïåíè n−1. Åñëè, äàëåå, z1 � êîðåíü óðàâíåíèÿQn−1(z) = 0,
òî

Qn−1(z) = (z − z1)Rn−2(z),

ãäå Rn−2(z) � ïîëèíîì ñòåïåíè n− 2, è, òàêèì îáðàçîì,

Pn(z) = (z − z1)
2Rn−2(z).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ÷åðåç s1 (1 ≤ s1 ≤ n)øàãîâ ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ
äëÿ ïîëèíîìà Pn(z) :

Pn(z) = (z − z1)
s1Sn−s1(z), (8)

ãäå Sn−s1(z) � ïîëèíîì ñòåïåíè n−s1, ïðè÷åì Sn−s1(z1) ̸= 0. ×èñëî s1 íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ
êîðíÿ z1. Åñëè s1 < n, òî óðàâíåíèå Sn−s1(z) = 0 ïî òåîðåìå Ãàóññà èìååò êîðåíü z2 ̸= z1. Äëÿ
ýòîãî êîðíÿ ìû ïî àíàëîãèè ñ (8) ìîæåì çàïèñàòü ðàçëîæåíèå

Sn−s1(z) = (z − z2)
s2Tn−s1−s2(z),

â êîòîðîì Tn−s1−s2(z) � ïîëèíîì ñòåïåíè n− s1 − s2 è Tn−s1−s2(z2) ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

Pn(z) = (z − z1)
s1(z − z2)

s2Tn−s1−s2(z).

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ îñòàâøèõñÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (7), ìû ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó
ðàçëîæåíèþ ïîëèíîìà Pn(z) íà ìíîæèòåëè:

Pn(z) = a0(z − z1)
s1(z − z2)

s2 · . . . · (z − zr)
sr , (9)

ãäå âñå êîðíè z1, z2, . . . , zr (1 ≤ r ≤ n) êðàòíîñòåé s1, s2, . . . , sr (s1 + s2 + . . . + sr = n),
ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëè÷íû. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü n ðàçëè÷íûõ è, çíà÷èò,
ïðîñòûõ, ò. å. êðàòíîñòåé 1, êîðíåé. Òîãäà

Pn(z) = a0(z − z1)(z − z2) · . . . · (z − zn).

Îáñóäèì òåïåðü îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà Pn(x)
äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà x äåéñòâèòåëüíû. Äëÿ ýòîãî ïîëèíîìà òàêæå ñïðàâåäëèâî ïðåä-
ñòàâëåíèå (9), îäíàêî â íåì ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûå ìíîæèòåëè. Ïîñòàâèì ñåáå öåëüþ íàéòè
ðàçëîæåíèå ýòîãî ïîëèíîìà íà äåéñòâèòåëüíûå ìíîæèòåëè. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî â äàí-
íîì ñëó÷àå

Pn(z) = Pn(z̄) (10)

äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Â ñàìîì äåëå, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè (5) è (6) êîì-
ïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ è òåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà Pn(x) äåéñòâèòåëüíû, ïîëó÷èì:

Pn(z) = a0zn + a1zn−1 + . . .+ an−1z + ān = a0z̄
n + a1z̄

n−1 + . . .+ an−1z̄ + an = Pn(z̄).

Èç (10) ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî, åñëè óðàâíåíèå

Pn(x) = 0 (11)

èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü z0 = x0 + y0i, òî è ñîïðÿæåííîå ê íåìó ÷èñëî z̄0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òàê êàê êâàäðàòè÷íîå âûðàæåíèå

(x− z0)(x− z̄0) = x2 + px+ q

èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû p = −(z0 + z̄0) = −2x0 è q = z0z̄0 = x20 + y20, òî ïîëèíîì
Pn(x) ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå

Pn(x) = (x2 + px+ q)Qn−2(x),

ãäå ïîëèíîì Qn−2(x) ñòåïåíè n − 2 òàêæå èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Åñëè óðàâ-
íåíèå Qn−2(x) = 0 òàêæå èìååò ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé z0, z̄0, òî èç ïîëèíîìà
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Qn−2(x) ìû, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåì âûäåëèòü êâàäðàòè÷íûé ìíîæèòåëü x2 + px+ q è, ñëåäî-
âàòåëüíî,

Pn(x) = (x2 + px+ q)2Rn−4(x),

ãäå Rn−4(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè n− 4 ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðî-
öåäóðó, ìû ÷åðåç r øàãîâ, ãäå r � îáùàÿ êðàòíîñòü ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé
z0, z̄0 óðàâíåíèÿ (11), ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

Pn(x) = (x2 + px+ q)rSn−2r(x).

Çäåñü ïîëèíîì Sn−2r(x) ñòåïåíè n− 2r èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû è Sn−2r(z0) ̸= 0.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî, åñëè óðàâíåíèå (11) èìååò k äåéñòâèòåëüíûõ

êîðíåé x1, x2, . . . , xk ñ êðàòíîñòÿìè s1, s2, . . . , sk, ñîîòâåòñòâåííî, è l ïàð êîìïëåêñíî ñîï-
ðÿæåííûõ êîðíåé z1, z̄1; z2, z̄2; . . . ; zl, z̄l êðàòíîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, r1, r2, . . . , rl, òî ïîëèíîì
Pn(x) èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íûõ

ìíîæèòåëåé:
Pn(x) = a0(x− x1)

s1(x− x2)
s2 · . . . · (x− xk)

sk×
×(x2 + p1x+ q1)

r1(x2 + p2x+ q2)
r2 · . . . · (x2 + plx+ ql)

rl ,
(12)

ãäå pm = −(zm + z̄m), qm = zmz̄m, m = 1, 2, . . . , l.
Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà íàó÷èìñÿ íàõîäèòü êðàòíîñòü êîðíÿ óðàâíåíèÿ (11) ñ ïîìî-

ùüþ ïðîèçâîäíîé.
Êîðåíü x0 ∈ R óðàâíåíèÿ (11) èìååò êðàòíîñòü s ≥ 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Pn(x0) = 0, P ′
n(x0) = 0, . . . , P (s−1)

n (x0) = 0, P (s)
n (x0) ̸= 0. (13)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî x0 � s-êðàòíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (11). Òîãäà
ââèäó (8)

Pn(x) = (x− x0)
sSn−s(x), Sn−s(x0) ̸= 0.

Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå, òàê êàê ïåðâûå s−1 ïðîèçâîäíûõ áóäóò ñîäåðæàòü ìíîæèòåëü
x− x0 è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ðàâíû íóëþ â òî÷êå x0, à

P (s)
n (x) = s!Sn−s(x) + (x− x0)Qn−s−1(x),

ãäå Qn−s−1(x) � ïîëèíîì ñòåïåíè n− s− 1, è ïîýòîìó P (s)
n (x0) ̸= 0.

Îáðàòíî, ïóñòü èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (13). Çàïèøåì äëÿ ïîëèíîìà Pn(x) ôîðìóëó Òåé-
ëîðà ïîðÿäêà n â òî÷êå x0 ñ îñòàòêîì â ôîðìå Ëàãðàíæà (�5, ïóíêò 1, ôîðìóëà (1)):

Pn(x) = Pn(x0) +
P ′
n(x0)

1!
(x− x0) +

P ′′
n (x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
P

(n)
n (x0)

n!
(x− x0)

n,

òàê êàê çäåñü

Rn(x) =
P

(n+1)
n (c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 = 0.

Èç ôîðìóëû Òåéëîðà è ñîîòíîøåíèé (13) ñëåäóåò, ÷òî

Pn(x) = (x− x0)
sSn−s(x),

ãäå

Sn−s(x) =
P

(s)
n (x0)

s!
+
P

(s+1)
n (x0)

(s+ 1)!
(x− x0) + . . .+

P
(n)
n (x0)

n!
(x− x0)

n−s.

Ñëåäîâàòåëüíî, Sn−s(x0) =
P

(s)
n (x0)
s! ̸= 0, ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî x0 � êîðåíü êðàòíîñòè s óðàâíåíèÿ

(11).
Çàìå÷àíèå. Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ êðàòíûõ êîìïëåêñíûõ

êîðíåé óðàâíåíèÿ (11).
Ïðèìåð 4. Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ïîëèíîì P5(x) = −4 + 8x− x2 − 5x3 + x4 + x5.
Ðåøåíèå. P5(1) = P5(−2) = 0. Íàéäåì êðàòíîñòè êîðíåé x1 = 1 è x2 = −2. Òàê êàê

P ′
5(x) = 8− 2x− 15x2 + 4x3 + 5x4,
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òî P ′
5(1) = P ′

5(−2) = 0. Äàëåå,

P ′′
5 (x) = −2− 30x+ 12x2 + 20x3,

ñëåäîâàòåëüíî, P ′′
5 (1) = 0, P ′′

5 (−2) = −54 ̸= 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x1 � òðåõêðàòíûé, à x2 �
äâóêðàòíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ P5(x) = 0 è, òàêèì îáðàçîì,

P5(x) = −4 + 8x− x2 − 5x3 + x4 + x5 = (x− 1)3(x+ 2)2.
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