
ËÈÒÚÅ¾½ È ÌÅÒÀËËÓÐÃÈßËÈÒÚÅ¾½ È ÌÅÒÀËËÓÐÃÈßËÈÒÚÅ¾½ È ÌÅÒÀËËÓÐÃÈß  / 57     2 (91), 2018 / 57

УДК 621 .74:539 Поступила 07.03.2018

МОДЕЛИРОВАНИЕ ФУНКЦИИ ПЛОТНОСТИ  
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕМПЕРАТУР В ДЕТАЛИ  
ПРИ ПОСТОЯННОЙ ТЕМПЕРАТУРЕ НАГРЕВАНИЯ

А. Н. ЧИЧКО, Институт тепло- и массообмена НАН Беларуси, г. Минск, Беларусь, ул. П. Бровки, 15.  
E-mail: chichko_a_n@mail.ru,  
С. Г. ЛИХОУЗОВ, О. А. САЧЕК, О. И. ЧИЧКО, Т. В. МАТЮШИНЕЦ, г. Минск, Беларусь,  
пр. Независимости, 65. E-mail: osachok@mail.ru

Рассчитаны функции плотности распределения температур детали на основе результатов численного моделиро-
вания процесса нагрева. Предложены характеристики функции распределения температур детали для анализа уровня 
формирования термических напряжений. Показано, что разность между максимальными и минимальными темпера-
турами детали изменяется нелинейно от времени нагрева детали в печи. Предложен метод формализации данных чис-
ленного моделирования для выбора наилучших термических режимов нагрева деталей. 
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Введение
Моделирование процессов нагрева и охлаждения технологических объектов – один из важнейших 

инструментов работы современного разработчика технологий . Многолетние исследования сотрудников 
кафедры «Машины и технология литейного производства» Белорусского национального технического 
университета позволили разработать математические модели и программные средства для решения це-
лого класса технических задач [1–3], связанных с процессом нагрева промышленных изделий . В [4–7] 
были рассмотрены варианты клеточно-автоматного подхода к решению задач численного моделирова-
ния процессов нагрева и охлаждения объектов различного назначения, что является научным вкладом 
в развитие методов оптимизации процессов нагрева промышленных деталей . 

Настоящая работа является развитием методов моделирования процессов нагрева на основе характе-
ристик статистического распределения температур в 3D-объекте . Опыт наших исследовательских работ 
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показывает, что функция плотности статистическо-
го распределения температур служит важной харак-
теристикой распределения температурных полей по 
всему объему детали . Эта функция является показа-
телем вероятности образования термических напря-
жений, которые образуются в процессе неравномер-
ного прогрева различных узлов детали, помещен-
ной в печь для проведения термических операций .

Цель работы – оценка параметров функции плот-
ности статистического распределения температур де-
тали на основе численного расчета процесса нагрева 
детали в печной среде постоянной температуры . 

Для реализации цели работы использовано урав-
нение теплопроводности в конечно-разностной фор-
ме, которое реализовано в компьютерной системе 
«ПроТерм-1» [8] . Уравнение теплопроводности ре-
шается при заданной системе начальных и граничных условий для 3D-детали (рис . 1), помещенной 
в печную среду с однородной заданной температурой . 

При проведении расчетов использованы следующие начальные условия (t	= 0 с) для детали и печной 
среды: T(W1) = 20 °C (W1 – множество точек, находящихся в 3D-объекте детали); T(W2) = 850 °C (W2 – 
множество точек печной среды, окружающих поверхность 3D-объекта детали) . Деталь, показаная на рис . 1, 
имела теплофизические свойства стали (r = 7810 кг/м3) и помещалась в виртуальную нагревательную 
печь, в которой проводили нагрев . Деталь была импортирована в систему «ПроТерм-1», в которой созда-
на ее сеточная модель . Каждому сеточному элементу присваивали начальные температурные значения и те-
плофизические свойства, которые получали путем интерполяции и экстраполяции следующих данных:

•	удельная теплоемкость с1, задаваемая в табличном виде: с1 = 470 Дж/(кг·ºС) (100 °C), 483 (200 °C), 
525 (400 °C), 571 (600 °C); 

•	коэффициент теплопроводности l1, задаваемый в табличном виде: l1 = 60 Вт/(м·ºС) (100 °C), 53 (200 °C), 
47 (400 °C), 41 (500 °C) .

Результаты расчетов численного моделирования и их параметризация
Результатом численного моделирования являются распределения температур в 3D-пространстве де-

тали, вычисленные в системе «ПроТерм-1» . На рис . 2 показаны температурные поля в сечениях XY = 5, 
XZ = 72 детали для момента времени нагрева ее в печи t = 100 c . Цветному изображению температур 
3D-детали соответствует рассчитанная табулированная трехмерная таблица температур, с помощью ко-
торой строили функцию плотности статистического распределения температур 3D-детали (рис . 3–5) .

На рисунках представлены статистические распределения рассчитанных температур детали в процес-
се ее нагрева в виртуальной печи с температурой T(W2) = 850 °C для различных моментов времени нагрева . 
Как видно из рисунков, температурные распределения характеризуются разным количеством прогретых и не-
прогретых сеточных элементов детали . Так, число сеточных элементов с температурой 248,50 °С составляет 
около 20 000 элементов, в то же время количество элементов с температурой 402,62 °С не превышает 5000 
(рис . 3, а) . При общей схожести распределений для разных времен нагрева следует отметить различный диа-
пазон распределения температур по оси T °C, что позволяет формализовать рассчитанное изображение с це-
лью минимизации его параметров . С течением времени в процессе нагрева происходит изменение темпера-
турных диапазонов и некоторое перераспределение температур внутри детали . Общий характер распределе-
ния температур является характеристикой геометрии детали и может значительно изменяться с течением 
времени нагрева детали в печи .

Анализ представленных статистических распределений по температурам для различных моментов 
времени показывает, что распределения температур в разные моменты времени имеют два пика . Для мо-
мента времени t = 600 c первый пик распределения формируется на температурном интервале [255,5 °С; 
269,5 °С) и достигает значения 26 762 о . е ., второй пик – на температурном интервале [297,5 °С; 311,5 °С) 
и достигает значения 29 086 о . е . Для момента времени t = 1200 c первый пик формируется на темпера-
турном интервале [452,9 °С; 463,9 °С) и достигает значения 26 585 о . е ., второй пик – на температурном 
интервале [497,0 °С;508,0 °С) и достигает значения 28 743 о . е . Для момента времени t = 1800 c первый 

Рис . 1 . 3D-модель детали для численного моделирования
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пик формируется на температурном интервале [589,0 °С; 596,6 °С) и достигает значения 26 306 о . е ., вто-
рой пик – на температурном интервале [619,3 °С; 626,9 °С) и достигает значения 22 143 о . е . Для момен-
та времени t = 2400 c первый пик формируется на температурном интервале [679,4 °С; 684,4 °С) и до-
стигает значения 26 188 о . е ., второй пик – на температурном интервале [704,6 °С; 709,6 °С) и достигает 
значения 26 208 о . е . Для момента времени t = 3000 c первый пик формируется на температурном интер-
вале [738,6 °С; 742,0 °С) и достигает значения 26 157 о . е ., второй пик – на температурном интервале 
[755,2 °С; 758,5 °С) и достигает значения 27 319 о . е . Для момента времени t = 3600 c первый пик форми-
руется на температурном интервале [774,4 °С; 779,6 °С) и достигает значения 26 158 о . е ., второй пик –  
на температурном интервале [788,2 °С; 790,4 °С) и достигает значения 27 518 о . е . Для момента времени 
t = 4200 c первый пик формируется на температурном интервале [802,7 °С; 804,1 °С) и достигает значе-
ния 26 184 о . е ., второй пик – на температурном интервале [809,8 °С; 811,2 °С) и достигает значения 
27 590 о . е . Для момента времени t = 4800 c первый пик формируется на температурном интервале [819,1 °С; 
820,1 °С) и достигает значения 26 209 о . е ., второй пик – на температурном интервале [823,8 °С; 824,7 °С) 
и достигает значения 27 622 о . е . Для момента времени t = 5400 c первый пик формируется на температур-
ном интервале [829,9 °С; 830,5 °С) и достигает значения 26 215 о . е ., второй пик – на температурном интер-
вале [832,9 °С; 833,5 °С) и достигает значения 27 632 о . е . Как видно из рисунков, второй пик распределений 
на протяжении процесса термообработки смещается вправо в область больших значений температур .

Как видно из представленных зависимостей, характер функции плотности распределения темпера-
тур имеет свою динамику во времени нагрева и, по-видимому, связан с особенностями 3D-геометрии де тали . 

На рис . 6 показаны диапазоны минимальных, максимальных и средних температур нагреваемой де-
тали . Как видно из рисунка, интервал между максимальными и минимальными температурами нагрева-
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Рис . 2 . Температурное поле детали для момента времени нагрева t = 100 c
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емой детали на начальном этапе нагрева резко расширяется . Затем наблюдается снижение скорости рас-
ширения интервала, и наконец, его сужение по мере приближения к температуре печи . Следует отметить 
близость средних температур в детали на всем протяжении процесса термообработки к минимальным 
температурам и их удаленность от максимальных, что говорит о наличии в данной детали перегретых 
областей, имеющих условия для образования термических напряжений .

Для количественной оценки статистических функций распределения были использованы четыре 
параметра, которые вычисляются для каждого момента времени процесса нагрева детали по форму-
лам:
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Рис . 3 . Функция плотности статистического распределения температур 3D-детали (см . рис . 1) для различных моментов вре-

мени нагрева: а – t = 600 с; б – 1200; в – 1800 c
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где ( )ñðT t  – среднее значение температуры детали для момента времени t; ( , )i iN t T  – число сеточных 
элементов с температурой Ti для момента времени t; Ti – среднее значение температуры для i-го интервала 
дискретизации, i = 1, 20 .

Физический смысл этих параметров сводится к количественной оценке различных групп сеточных 
элементов от средней температуры объекта . Параметры P1, P2, P3, P4 позволяют количественно оценить 
разные группы сеточных элементов по отношению к средней температуре объекта . Это дает возмож-
ность использовать статистические функции распределения для оценки вероятности образования терми-
ческих напряжений, возникающих в процессе термообработки . Чем больше температурное различие 
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Рис . 4 . Функция плотности статистического распределения температур 3D-детали (см . рис . 1) для различных моментов вре-

мени нагрева: а – t = 2400 с; б – 3000; в – 3600 c
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между «холодными» и «горячими» сеточными элементами детали, тем больше склонность к образова-
нию трещин при нагреве детали .

На рис . 7 представлено изменение рассчитанных значений параметров P1, P2, P3, P4 на протяжении всего 
процесса нагрева детали . Как видно из рисунка, абсолютные значения параметров возрастают на начальном 
этапе нагрева . Так, параметр P1 уменьшается до момента времени t = 900 c, достигая значения -44 °С, пара-
метр P2 возрастает до момента времени t = 400 c, достигая значения 21 °С, параметр P3 возрастает до момен-
та времени t = 500 c, достигая значения 89 °С, параметр P4 возрастает до момента времени t = 500 c, достигая 
значения 174 °С . Затем наблюдается снижение абсолютных значений статистических параметров, вначале 
более резкое, затем более плавное . Этот этап характеризует перераспределение тепла внутри детали и вы-
равнивание значений температур по всему объему детали .

Параметры распределения температур P1, P2, P3, P4 могут быть использованы для построения инте-
гральных показателей термонапряженного состояния . Так, на рис . 8 показан график разности параметров 
P4 и P1 на протяжении всего процесса нагрева детали . Как видно из рисунка, к моменту времени t = 500 c 
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Рис . 5 . Функция плотности статистического распределения температур 3D-детали (см . рис . 1) для различных моментов вре-

мени нагрева: а – t = 4200 c; б – 4800; в – 5400 c
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разность параметров P4 и P1 достигает пика и составляет 134 °C . Разность параметров P4 и P1 характери-
зует степень термических напряжений в детали . Чем больше значение, тем больше вероятность возник-
новения термических напряжений в детали .

Выводы
Предложен метод анализа процесса формирования термических напряжений от времени с помощью 

параметризации функций плотности распределения температур нагрева детали . Распределение темпера-

Рис . 6 . Зависимость расчетных температур от времени нагрева детали в печи постоянной температуры: 1 – средние температу-
ры; 2 – минимальные температуры; 3 – максимальные температуры

Рис . 7 . Зависимость параметров распределения температур P1, P2, P3, P4 от времени нагрева детали в печи постоянной темпе-
ратуры: 1 – P1; 2 – P2; 3 – P3; 4 – P4

Рис . 8 . Зависимость разности параметров P4 и P1 от времени нагрева детали в печи постоянной температуры
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тур детали рассчитано на основе численных методов моделирования процесса нагрева . На количествен-
ном уровне показано, что интервал между максимальными и минимальными температурами в нагревае-
мой детали на начальном этапе нагрева расширяется, а затем наблюдается снижение скорости расшире-
ния интервала, что свидетельствует о создании условий возникновения термических напряжений 
в данной детали именно на начальном этапе нагрева . Функция плотности распределения температур 
может быть использована для решения задач оптимизации процесса нагрева деталей промышленного 
производства с целью минимизации термических напряжений .
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