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ИЗУЧЕНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 
КОСТИ С УЧЕТОМ ЕЕ ПЕРВОНАЧАЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ

Куриленко А.В.

The article deals with stress-strain state bones with respect to initial curvature.

При совершенствовании методов лечения переломов шейки тазобедренного 
сустава и разработке новых эндопротезов возникает необходимость исследования 
напряженного состояния элементов тазобедренного сустава, прочности и долговеч
ности имплантатов, реакции системы "имплантат-кость" при различных видах на
грузки.

В данной работе в первом приближении решим задачу об изгибе кости, которая 
имеет первоначальную малзто кривизну и находится в плоскости ее искривления. 
Нас интересует влияние первоначальной кривизны кости на ее напряженно- 
деформированное состояние (НДС).

Вьщелим бесконечно малый элемент дуги кости (рисунок 1) [1].

Л'+ЛУ

Рисунок 1 -  Элемент дуги кости 

Составим условия его равновесия:

Q
- + i ?  = o;ds р

- f -  + -  + q = 0', 
ds р (1)

dM
ds

- Q  =  0.

Здесь N n  О ~ нормальная и поперечная сила; М -  изгибающий момент; p n q -  
танген1щальна_я и радиальная нагрузка; р -  радиус кривизны; 5 -  коорд11ната, отсчи
тываемая вдоль дуги кости. В нашем случае полагаем p  = q - 0 .

Обозначим через v -  перемещение сечения стержня вдоль радиуса кривизны, 
по направлению к центру кривизны, а через и -  перемещение по касательной в на
правлении положительного отсчета s. Эти направления будем считать связанными с 
недеформированным стержнем и первоначальным положением сечения.
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Рисунок 2

Из рисунка 2 определим деформацию удлинения оси кости:
_ d u  V 

as р ’
и утол поворота элемента по отношения к первоначальному его положению:

е = *  + “ .
ds р

Отсюда можно получить величину дополнительного искривления оси костя х'-

^  ds ds^ ds

(3)

(4)

(2)

Так как в >т1ругом стержне малой кривизны вн}Тренние усилия зависят от де
формаций, также как и в упругом прямом стержне:

N  = e E F , M  = -x E J ,  (5)
где F -  площадь, а J - момент инерции сечения кости, Е -  мод}оть упругости.
Таким образом,

V
N  = EF

M  = -E J-
ds

{ds  p j  

dv ^  и 
ds p

(6)

d
ds

EJ-
ds

dv и—  + — 
ds p.

Подставляя УУи в первые два уравнения системы (1) и преобразовав с учетом 
d I d

получим:

(7)

где ^ = — , p = i? ~ радиус кривизны кости, г ~ радиус сечения кости; и = ы(ф),

V = у(ф), штрихом обозначены производные по ф .
Взяв производную по (р второго >фавнения системы (7) и вычитая полученное 

значение из первого уравнения системы (7), получим соотпошепие w" + w = О, где 
обозначено v'" + и" = w .  Решив это дифференциальное уравнение, получим:

W = Cj sin ф + Cj cos ф . (8)
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Дважды проштегрировав выражение (v' + m) = С , з т ф  +  С 2 С0 8ф перепишем 

исходн>'ю систему (7) в виде:
v '+ w  = - C i  s in ( p -C 2  c o s9  +  C j9  +  Q

/С
m '- v  =  — ( ^ с о з ф - С з З т ф )

(9)

Взяв производную по ф второго уравнения системы (9) и прибавляя получен
ное значение к первому уравнению системы (9), сведем ее к виду:

м" + м = -C^ — + 1 sin ф -  С2 — +1
и  ; и  J

С08ф + С5ф + Сб. (10)

Решив (10) и подставив полученный результат в (9) окончательно находим:

и =-С + 1 фСОЗф-- -+1

с,v = —1- — +1
v 4  .

(созф-фзтф)-

ф зт ф + Сз созф + С4 8тф  + С5Ф + Q  

(зтф + фсозф)-
2 4

д-2
--- (с  COS ф - С, sin ф) - Сз sin ф + С4 COS ф + Cj.

4

(П)

Входящие в решение (11) произвольные постоянные Ci, С2, С3, С4 С5, Cg опре
деляются из граничных условий.

Граничные условия задачи имеют вид:

+ ( 12)и <jl=-y

(и' -  —  --; (« sin ф -  Vcosф)| = 0

Выпишем второе соотношение из граничных условий (12)

-  С, cos у + С2  sin у + Cj = О

-  Cj cos у -  Cj sin у + С5  = 0

Отсюда находим
Сг = 0, С5  = С, c o s /  . (13)

Третье соотношение из (12) приобретает вид: ~ С ,  отсюда определя-
4

ем:

С , = -
4GR _ 2Gi?cosy

, С2 ~ и , <-5 —
е Е А '  е м  '

Из выражения (6), подставляя в них найденные значения коэффициентов С\, 
Сг, Сз получим формулы для определения внутренних усилий в кости:

iV'--Gcos(|), М  = GR(cos(p-cosy), 0  = С$1пф (15)

Определяя затем из оставшихся граничных условий коэффициенты Сз, С4, Сб, и 
подставив их в (11) можно найти перемещения и и v.
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