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ВЫВОД УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ МНОГОСТЕННОЙ УГЛЕРОДНОЙ 
НАНОТРУБКИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НЕЛОКАЛЬНОЙ КОНТИНУАЛЬНОЙ 

ТЕОРИИ ОРТОТРОННЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Михасев Г.И., Шейко А.Н.

On the base o f the theory of thin orthotropic cylindrical shells, and by using the non-local constitutive 
equations ofEringen, the system o f differential equations describing motion o f a carbon multi-walled nanotube 
lying in an elastic medium is derived The interaction between the nanotube wall is described in the term of the 
van der Waals forces. As an example, axisymmetric forms o f free vibrations o f the single-walled nanotube is 
considered.

Введение. Развитие нанотехнологий дало мощный толчок к проведению ин
тенсивных исследований по выявлению >'никальных свойств углеродных нанотрубок 
(УНТ) и созданию математических моделей, описывающих наноразмерные объекты с 
позиций механики сплошных сред. Если число работ, посвященных изучению ме
ханических свойств углеродных нанотрубок чрезвычайно велико (см., например, 
обзорную статью [1]), то исследования по континуальному моделированию много
слойных нанотрубок до сих пор ограничивались рассмотрением достаточно простьк 
моделей, основанных либо на теории слоистых полых балок [2, 3], либо на класси
ческих теориях тонких оболочек [4, 5]. Целью данной работы является вывод урав
нений движения многостенной углеродной нанотрз^бки с использованием нелокаль
ного закона физического состояния Эрингена, а также теории слоистых ортотропных 
оболочек с учетом сил ван-дер-Вальса. В сокращенном варианте вывод данных 
уравнений приведен в [6]. В качестве примера рассматриваются свободные колебания 
одностенной УНТ, в явном виде получено соотношение для собственной частоты, 
зависящее от упругих свойств матрицы, в которой лежит УНТ, а также от параметра, 
характеризующего упругую нелокальность в законе физического состояния.

Система координат и исходные предположения. Многостеннуто углеродн}то 
нанотрубку будем моделировать как механическую систему, состоящую из N  кон- 
цен'фически вложенных цилиндрических оболочек. Пусть L -  Ш , R„ = Rr„ и h„ (п 
=1,2, N ) -  длина, радиус срединной поверхности п-оя трубки и ее эффективная
толщина соответственно, а ^  -  характерный размер нанотрубки (например, R = Rf^). 
На срединной поверхности п~ой оболочки введем местную ортогональную систему 
координат а  = Rx, = Rr^tp с ортами ej, в2, eg = Cj х e j , где х-безразмерная осевая 
координата, а ^-угол как показано на рисунке 1.

/
Рисунок I — Криволинейная система координат на поверхности п-ой трубки.

Усилия и моменты
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Известно, что механические свойства углеродаой нанотрубки зависят как от 
линейных размеров, так и от хиральности ее решетки [7, 8]. Молекулярные расчеты, 
вьшояненные в работах [9, 10], показали, что характер бифуркации одностенной 
трубки при осевом сжатии и кручении существенно зависит от ее хиральности, про
являющейся в анизотропии упругих свойств. На основе молекулярного моделиро
вания Чанг [11] вывел упругие постоянные одностенной >тлеродной rpj-^KH, моде
лируемой анизотропной упругой оболочкой в зависимости от строения ее решетчатой 
структуры; в частности, показано, что для зигзагообразной трубки имеет место 
свойство орто'гропии с главными направлениями упругости, совпадающими с кри- 
волинейньми линиями х == const, ф == const. Еще ранее в работе [12] было показано, что 
независимо от хиральности одностенная углеродная нанотрубка радиуса R может
моделироваться ортотропной упругой оболочкой с погрешностью порядка О (а/ КУ , 
где а » 0,14нм ~ характерный внутренний размер решетки. Следуя работам [11, 12], 
далее считаем, что каждый слой, составляюпщй многостенную нанотрубку, может 
быть представлен упругой ортотропной цилиндрической оболочкой, характериз\то- 
щейся параметрами E„j, G„ (/ = 1,2; n = l,2,...,N), где Юнга в

направлениях х и ф срединной поверхности соответственно, v „ , ,v„ 2“Коэффициенты
Пуассона, характеризующие поперечное сокращение (растяжение) при растяжении 
(сжатии) в направлениях х и ф, а G„ -  модуль сдвига в плоскости трубки, парал
лельной срединной поверхности. При этом, в силу симметрии, Е„ i v„ 2 Для
любого п. Соотношения для вычисления данных параметров в зависимости от диа
метра и хиральности одностенной трубки представлены в работе [11].

Уравнения движения в усилиях. Выделим в срединной поверхности «~ой 
оболочки элемент, ограниченный координатными линиями х, x + dx и ф, ф + й?ф(см. 
рисугюк 1). Обозначим через F„,i п G„j(F„,2 и С„д) отнесенные к единице длгаы 
усилия и моменты внутренних микроскопических напряжений, действующие на ли
ниях x=const (ф=соп$1) выделенного элемента, а через плотности сил
инерции, поверхностных сил и сил ван-дер-Вальса (wdW-силы), отнесенные к еди
нице площади срединной поверхности и-го слоя. Разложения этих сил по ортам 
имеют вид

^"«,1 + '^ л Д ® 2  + б и Д ^ З ’ >

^ п ,2  ~  +  ^ п ,2 ^ 2  +  б п ,2 ^ 3 >  ~  ^ л ,2 ® 2  ’ ( О

ч ,.. = Н я . л 1  q S "  = i k f ' ( )
ОТ /=1 г=1 /=3 '

где р„ -  удельная масса и-ой трубки, t -  время. В соответствии с континуальной
моделью wdW-силы взаимодействия между дв>'мя точками с координатами х, ф на 
соседних слоях являются нелинейнылш функциями перемещений этих точек [13,14]. 
В частности, для малых относительных перемещений радиальная vdW-сила между 
«-ЫМ и (л + 1)-ьш слоями пропорциональна [14] 3 3. В нашем случае пред
лагается обобщенная линейная модель, в соответствии с которой учитываются все 
составляющие vdW -  сил:

Ул.г ^  4n,n+ l,i ' ' '  Qn,n-l,i> Яп,п+1,1 ~  ~ ^ n j h  4 n ,n - \ , i  ~~ ~ ^ n , i  )•  ( ^ )

Здесь Су = . = 0 , а Сдг+i ~  коэффициент постели окружающей упругой

среды, в которой лежит УНТ. При n = 2 ,.. . ,N - I  параметры с„ ,- зависят от радиусов
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R„ и л „-1 ri-TO и (/-/-1)-го слоев [14]. У краев трубки коэффициенты с„ , (а) являются
ф>икциякш продольной координаты а, носящими характер краевого эффекта; вдали 
от краев можно принять c„j -const. При i = 1,2 коэффициенты , соответствующие
тангенциальньв! составляющим vdW-сил, малы и обычно во внимание не принима
ются.

Условия равенства нулю главных векторов .микроскопических сил и моментов 
(1), действующих на выделенный элемент (рис>иок 1) дают систему уравнений, опи
сывающую движение п-ой трубки [15];

^̂ «,1 , ydW------- ---------- РгМп-----о'---  ̂ 1 ? ‘7 1 ^  о ,
э а  " dt^

^  , vdW .

^Q n,\ ^Q n ,2  ^«,2 ^  и ^  “ '̂ .3 , vdW п

дН„ 1 ЭМ„ 2 5Я„ 2 ,.— + + —3 1  + -2A. + g  - о ,
аа  ар„ 5(3„ 5а

В четвертом и пятом уравнениях системы (3) отброшены члены, учитываюище 
инерции поворотов элемента трубки.

Введем в рассмотрение макроскопические (классические) мембранные усилия 
и моменты аналогичные тем, что фигурируют в (3). В соот

ветствии с нелокальной континуальной теорией Эрингена [16], адаптированной для 
цилиндрической оболочки [3], микроскопические и макроскопические напряжения 
связаны соотношениями;

i ;  H 'f f .M 'S ’). (4)
где Xn- дифференциальный оператор, действ>тощий по формуле:

£п = 1-(еоо)^ (5)

Здесь а-0,142нм- ранее введенный внутренний характерный размер решетки 
нанотрубки, а е  ̂ - материальная константа нелокалъности. В теории Эрингена

0̂ = 0,39, однако Л. Судак [2] показал, что данный параметр должен быть значи
тельно больше. Попутно отметим, что вопрос об его определении до сих пор остается 
открытым.

Замечание 1. Оператор (5) не учитывает размеры (наличие краев) нанотрубки, а 
позволяет принять во внимание лишь деформации в окрестности точки, в которой 
находятся напряжения.

Уравнения физического локального состояния (с позиций макроскопической 
континуальной теории) для ортотроиной оболо’̂ п̂си примем в виде [17];

= Q i.<5„,i + С .,„е, д , Г^> +C„j2e.,„

. « Э  = , Я<? = Я 'З ' = (6)
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где выражаются через упругие постоянные ортотропного материала [17]
по формулам

hi
^njk -  К ^п Д » ^njk -  ^n,ik >

p _ ^n,\ n ^n,2 n _
’ "п,22~'л ’ ^п,ЬЬ~^пу

о _ V„2£„,1 V„_i£„2_  _ _ _ ^
5-V„,iV„,2 1-V„.,V„2

a деформации s„ у, o)„, x„, У (у = 1 ,2 )-через перемещения u„j [15]:

^ ^пЛ ^  ^п,2
5а ’ 5р„ R /

^пЛ®«Д=-Т—  ̂ «>«=®„.i+C0„,2 ,
5а 5р„

(7)

dw.
У«,2 = -

dWn Ц„,2

к„л= '

5 а ’ " -  5Р„

^«.1 _ 5^„ ^  ^ 5̂ -и;„  ̂ 1 5ц„ 2
5а 5а  ̂ ’ 5р„ 5pJ i?„ 5р„ ’

^пЛ ^  ,  J  j^ n ,2

(8)

= “ - + ■
5Р„ R„ 5а5р„ R„ да

Подействуем на уравнения (3) оператором (5). Тогда, с учетом (6)-(8), пол>'чим 
систему 3N уравнений, описывающих движение многостенной нанотрубки:

— ~£ Î JM-Ц(̂ п+1.| п̂.1 ~^n~t,r )"*" ?n.;, “   ̂~ Ь2,3, n = \,... ,N  .

Здесь t = tog -безразмерное время, Юд = Шдт -характерная частота колебаний,

, е =
V„,l+V„,2 A - J  12Л ^’ ”

/  '2  
ta.v

\ W / i?

5^ 1 5 '• + •
5г" 5ф^ у

а М„у -  матричные дифференциальные операторы размерности 3 x 3  с эле

ментами L„ ij и М„ у соответственно, определяемые соотношениями:

г , ^ « .6 6  г { ^ п Л 2 '^ ^ п , 6 б )  г _  ^
-̂ и,И ~^"«,ПХТ Г~‘Т Т ’ ''"«,12 ~ а. а ’ «ДЗ “  ~  д ’дх г„ 5ф^ г„ дхд(р г„ дх

L - - L  L - С  L г - _ i-^n,2i "  -^и,12’ -^«,22 " '- '« , 6 6  ^ 2 ^  Г “ Т Т ’ «.23 “  2 а  ’ ~  '‘"«,13’ох" г; Э(р" rf, 5ф
2 ^

•^«,32 “  “ -^п.23’ -̂ п.ЗЗ “  “ ^п Q , 2 2 ’ ~  Af«,12 =  ^^п,13 “  -^ « ,2 1  =  ^ п ,3 1  ~  ^  ’
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'я ,6 6  -  2 2 л  2сЬс г„ 5ср ’ - ^ « ,2 3 - ^ п  ^ (2^ , 66+  С и Д 2 )д  2 д5х Эф

.С,.71 ._ 2(с..12+С„«) 5“
4 а  3 ’ п,32 ~  ^ п , 2 3 ’ -^ л ,3 3  ^л,11 4 2 д ^ 2 д  25ф ОХ Г„ ЙС Эф

_ ^п,22 Э " ____ ^  ^ /Л Л __ г — 1 9
4 ^  4 ’ и,<< ~  г^»/, '-'л ,!2 ''^/г,2'-'л,11» '^и,66 ~  •

Замечание 2. Действие оператора (5) на уравнения (3) не приводит к повыше
нию порядка системы дифференциальных уравнений движения оболочки в переме
щениях по сравнению с классической макроскопической теорией оболочек [15], но 
порождает дополнительные интегралы при определении микроскопических напря
жений в соответствии с (4). Однако данные интех'ралы легко устраняются, если ввести 
условия ограниченности микроскопических напряжений при . Введение
данных условий оправдывается тем, что закон физического состояния Эрингена в 
форме (4) носит локальный характер и не з^итывает рештьных размеров УНТ (см. 
Замечание 1).

Уравнения (9) моделируют движение многостенной УНТ, лежащей в упругой 
среде, под действием произвольно распределенных поверхностных сил ^,,,(х,ф,Г).

При ^„ , =0 получаем систему уравнений, описывающую свободные колебания на
нотрубки.

Замечание 3. Погрешность принятой здесь модели ортотропных оболочек имеет 
порядок [15, 16] ~ hj^/R, а погрешность континуальной модели УНТ составляет по

рядок [7] ~ {е^а/КУ . Таким образом, погрешность выведенных уравнений (9) имеет 

порядок ~ тах|йдг / R, {е^а1В^ Отсюда следует, что эффект упругой нелокачъности, 

определяемый оператором А „, целесообразно учитывать, если выполняется нера

венство 6q> -Jh ffR ja , что хорошо согласуется с предположением, сделанным Л. 

Судак [2]. Далее полагаем 8  ̂ = 5  ̂ ~ 1, тогда введенное условие для параметра

е  ̂ выполняется, если 5  ̂ > л/12ц .
Влияние реакции окружающей упругой среды может быть >’чтено в рамках модели 

упругого винклеровского основания, в соответствии с которой в соотношении (2)
ЧN,N+l,i -  5 U 2, 3. (12)

Здесь ĉ v+i , коэффициенты постели упругого основания в осевом (г-1), ок
ружном (| = 2) и нормальном (/==3) направлениях перемещения точки внешней стенки 
нанотрубки. Обычно коэффициент постели винклеровского основания рассматрива
ется как величина, зависящая только от упругих свойств основания [2]. Подробный 
анализ реакции упругого основания содержится в работах [18, 19]. Этот анализ по
казал, что коэффициент постели зависит от характера волноообразования на по
верхности оболочки. Пусть, например, нормальный прогиб оболочки, моделирую
щей внешнюю стенку УНТ, является двояко-периодической функцией координат;

Мд,з 8ш т 1л:8ш т 2ф. (13)
Тогда в предположении, что между основанием и внешним слоем трубки имеется 
жесткий контакт, имеем [15]
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с ^ 1з = — — т  = + m l , ( 14)
( l+ v ,)(3 - 4v , ) « /  ^

где £g,Vg- модуль Юнга и коэффициент Пуассона внешней упругой изотропной
среды.

Замечание 4. Область применимости формул (12), (14) ограничена рядом ус
ловий [15, 18]; 1) она пр^ен и м а вдали от краев трубки; 2) основание Я  (толщина 
окружающей упругой среды) должно быть достаточно глубоким, таес что Н >  R ,L ;  3) 
волновое число т является достаточно большим, так что характерная длина волны Lc 
на внешней стенке трубки удовлетворяет сильному неравенству <<R,L; 4) па
раметры и «2 меньше числа атомов в осевом и окружном направлениях, соот
ветственно, на внешней стенке УНТ.

Пример. В качестве примера рассмотрим свободные осесимметричные коле
бания Л^-слойной УНТ. Здесь 5/Эф = 0 , "о,з = 4 v^i3 ==̂ ’ ^1,3 = 0 . Изучим
интегралы релеевского типа, для которых [15] и„ -̂ »  д,м„д • Тогда силами инерции 
тангенциальных перемещений можно пренебречь. Считаем также, что тангенциаль
ные составляющие vdW-сил пренебрежимо малы, так что j = с„ 2 = О, а 3 по
стоянны для любого n = \ , . . . ,N . На краях, для простоты, рассмотрим условия шар
нирного опирания. Тогда решения уравнений (9) можно записать в виде

= Д, cos(;7„x)e'^, и„ ., = А„ sin(/7^x)e''^', р„, = = 1,2,..., (15)

где Й -  искомая безразмерная частота колебаний. Подставляя ( if )  в (9), приходим к 
системе 1N однородных алгебраических уравнений

С„,12Л + Л ' 'Л , 1А = 0 , +

+ v-X .p ‘A , . +(1+ -  а ’6 . ) -  r ; ’c ; i , c i „ K  = »
относительно (и = l,2 ,...,iV ). Из условия существования нетривиального ре

шения данной системы находится безразмерная частота Q . В частности, для одно
стенной УНТ пол^^аем (N~\)

г  г  , ,,4„4Л2
о . - с , з + ---- -л  -   ̂ - 7'^ --------- ■ (17)

Из соотношения (17) видкэ, что эффект упругой нелокальности становится 
существенным для форм колебаний, сопровождающихся образованием большого
числа волн вдоль оси (при Wj ~ ^  ̂ , где L - длина трубки).

Бьши вьтолнены расчеты частоты 0  = 0суопри [3,4] £  = 1.058 х10‘̂ Н/м^ , 

V = 0.27,/? = 1.341X10^кг/м^;l = 0.34xlO“V  i? = lx lO “®M , а = 0.142х10"^м как 
футпсции длины трубки L , номера (числа полуволн в осевом направлении) при 
различных значениях коэффициента постели С2 3 и параметра упругой нелокальности

Л Л Л

бо. Здесь Ci.li =1.07863, С\ 22 =1.07863, Ci,i2 =0.291231 . В таблицах 1-3 приведены

частоты при бд = О, = 0.39 и Cq = 3.9 , соответственно, и различных параметрах

2̂ 3 =0, с'2 3 =0,1с*, с,з =с*, где [3] с* = 619.917х10*^н/м'. Как видно, увеличение
коэффициента постели окружающей упругой среды приводит к увеличению частоты 
для фиксированной моды.
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Таблица 1
Собственные частоты одностенной УНТ, лежащей в упругой среде,

при = О (Ъ  ̂ = о;

с „ = 0,1с‘

Cj 3 — с

10
20

10
20

10
20

2.8089
2.8088
2.8088
2.8330
2.8329
2.8329
3.0413
3.0412
3.0412

Q (х10‘̂  Гц)

2.8900
2.8139
2.8091
2.9134
2.838

2.8332
3.1164
3.0460
3.0415

10

3.9106
2.8900
2.8139
3.9279
2.9134
2.8380
4.0807
3.1164
3.0460

15

6.7356
3.1987
2.8347
6.7457
3.2199
2.8586
6.8358
3.4046
3.0652

20

11.2400
3.9106
2.890

11.2460
3.9279
2.9134

11.300
4.0807
3.1164

Данные в таблице 1 соответствуют макроскопической модели, для которой 
влияние упругой нелокальности во внимание не принимается ( =  О). В данном
случае зависимости частот от параметров LjR, С2 3 и числа полуволн в осевом на
правлении т\ идентичны аналогачным зависимостям для тонких оболочек [15]. За
метим лишь, что слабая зависимость частоты от длины трубки объясняется осесим
метричным характером исследуемых форм колебаний.

Таблица 2
Собственные частоты одностенной УНТ, лежащей в упругой среде, при

ео=0,39Г§е=00312)

Q (х10’̂  Гц)
/«I

Ы {2 }^
1 5 10 15 20

^̂2,3 = 0
5 2.8076 2.8557 • 3.7343 6.1047 9.5460

10 2.8085 2.8055 2.8557 3.1152 3.7343
20 2.8087 2.8070 2.8055 2.8157 2.8557

Сз̂ з = 0 .1с*
5 2.8317 2.8794 3.7525 6.1158 9.5531

10 2.8326 2.8296 2.8794 3.1369 3.7525
20 2.8328 2.8311 2.8296 2.8397 2.8794

= с*
5 3.0401 3.0846 3.9122 6.2151 9.6169

10 3.0409 3.0382 3.0846 3.3263 3.9122
20 3.0411 3.0396 3.0382 3.0476 3.0846

Таблица 3
Собственные частоты одностенной УНТ, лежащей в упругой среде,

при бо=3.9 (Ъ  ̂ =3.1247;

а  (хю'^ Гц)

1/(2> К
1 5 10 15 20

С2,з= 0
5 2.6823 1.5637 1.1976 1.4125 1.7851
10 2.7755 2.2219 1.5637 1.261 1.1976
20 2.8004 2.6184 2.2219 1.8458 1.5637

Cj3 = 0 .1с*
5 2.7076 1.6066 1.2531 1.4598 1.8228
10 2.7999 2.2523 1.6066 1.3138 1.2531
20 2.8245 2.6443 2.2523 1.8822 1.6066

С2.3 = с*
5 2.9248 1.9506 1.6715 1.8316 2.1322
10 3.0105 2.5093 1.9506 1.7174 1.6715
20 3.0334 2.8663 2.5093 2.1832 1.9506
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Сравнивая данные, приведенные в таблицах 1-3 при фиксированных значениях 
IjR , Cj 3, /»,, заключаем, что учет параметра Bq в законе физического состояния 
Эрингена приводит к заметному снижению собственной частоты колебаний УНТ. 
При этом данный эффект усиливается с ростом числа полуволн /и,. Отметим также 
нелинейную зависимость частоты от номера w,, имеющую место при =3.9 (см. 
таблицу 3).

Вьшолненный численный анализ указывает на необходимость обязательного 
учета эффекта упругой нелокапьности при исследовании высокочастотных колебаний 
углеродной нанотрубки.

Данная работа вьшолнена в рамках задания 2.2.02 ГПНИ «Функциональные и 
машиностроительные материалы и техно;югии, наноматериалы и нанотехнологии в 
современной технике».
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