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Введение. Моделирование движений механизмов без конечностей, колес и гусе-

ниц только за счет трения и изменения конфигурации, является важной фундаменталь-
ной задачей, имеющей при этом много практических приложений, что определяет акту-
альность данного исследования. Научная новизна исследования заключается в том, что 
в отличие от имеющихся моделей змееподобных механизмов с абсолютно твердыми 
звеньями, модели со звеньями переменной длины позволяют приблизить их движения к 
способу перемещения гусениц и к волновому перемещению вещества. Значимость ис-
следования заключается в увеличении количества степеней свободы в модели плоского 
механизма и открываемых этим возможностей для синтеза новых алгоритмов управле-
ния движением, исследовании передвижений плоских механизмов не только за счет 
изменения углов между звеньями, но и за счет изменения длин звеньев, в том числе для 
синтеза прямолинейного перемещения. Управление осуществляется в шарнирах с по-
мощью управляющих моментов и в стержнях за счет изменения длины под действием 
управляющей продольной силы. Перемещение реализуется при помощи сил трения о 
поверхность, по которой движется механизм и изменения конфигурации механизма под 
действием внутренних управляющих усилий. 

Цель исследования – разработка модели плоского многозвенного механизма на 
основе рекуррентного и матричного алгоритмов записи дифференциальных уравнений 
движения, обеспечивающей моделирование нелинейных свойств змееподобных 
устройств стержневыми механическими системами, учитывающими изменение длины 
звеньев, обеспечивающих перемещение за счет поперечных и продольных волнообраз-
ных движений корпуса. 

Под звеном переменной длины понимается часть механизма между шарнирами в 
виде прямолинейной, быть может достаточно сложной механической управляемой кон-
струкции, способной изменять свою длину вдоль направления между шарнирами, т.е. 
реализовывать растяжение-сжатие, но не подверженное деформациям изгиба и круче-
ния, при этом представляющее единую динамическую систему в механизме. 

 
Модель с произвольным количеством масс на звене переменной длины 

Используем разработанные нами методы синтеза и анализа различных моделей 
стержневых систем [1-3] применительно к плоскому змееподобному роботу, переме-
щающемуся на плоскости (рис. 1). Рассмотрим плоское движение свободной модели, 
что соответствует безопорной фазе движения антропоморфного механизма [4]. Данная 
модель является перевернутой на угол /2 по отношению к моделям, рассмотренным 
ранее [1-4]. Движение происходит в горизонтальной плоскости, а не вертикальной, как 
рассматривалось в [1-4]. В некотором смысле данная модель – проекция рассмотренной 

http://rep.bntu.by/


371 
 

трехмерной модели [5-6] на плоскость XOY. Как и прежде, угол i – угол между осью 
ОХ и звеном AB на плоскости XOY, отсчитываемым от направления оси ОХ против хода 
часовой стрелки. Угол i при этом будет равен нулю. Поэтому данная модель является 
частным случаем рассмотренной выше. Дифференциальные уравнения движения мож-
но получить из других соображений. Горизонтальная плоская модель отличается от 
плоской вертикальной модели только направлением действия силы тяжести. 

Дифференциальные уравнения движения данной модели аналогичны уравнениям 
движения для антропоморфного механизма в безопорной фазе движения, за исключе-
нием слагаемого, содержащего ускорение свободного падения. Для матрицы А из [4] 
формула принимает вид: 
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Учитывая это, из уравнений работы [4] можно получить дифференциальные урав-
нения движения. 

Рассматриваемая механическая системы имеет шесть степеней свободы. За обоб-
щенные координаты, однозначно характеризующие положение механизма, примем ко-
ординаты прикрепления звеньев – шарнира B: x(t), y(t), два угла, которые образуют зве-
нья с горизонталью, отсчитываемые против часовой стрелки 1(t), 2(t) и две перемен-
ных длины звеньев l1(t), l2(t). В дальнейших записях аргумент t для краткости будем 
опускать. 

Запишем координаты сосредоточенных масс на звеньях в виде: 
xC1β = x + l1(1 – n1β)cos( + 1), yC1β = y + l1(1 – n1β)sin( + 1), 

xC2β = x + l2n2βcos2, yC2β = y + l2n2βsin2. 
(2) 

Запишем координаты центра масс механизма: 

X = 




 



 



2

1

2

0

2

1

2

0

i
i

i
iCi

m

mx
,       Y = 





 



 



2

1

2

0

2

1

2

0

i
i

i
iCi

m

my
. (3) 

Запишем дифференциальные уравнения движения механической системы в виде 
уравнений Лагранжа второго рода. В результате процедуры описанной, протестирован-
ной и отработанной выше, получаем дифференциальные уравнения движения. Обоб-
щенные силы находим обычным образом из выражения для элементарной работы. Под-
ставляя их в правые части соответствующих уравнений движения, получаем: 

θ x  + η1l1sin1 1  + η2l2sin2 2  + η1l1cos1
2
1 +η2l2cos2

2
2  + 

+ 2η1sin1 11l  + 2η2sin2 22
l  – η1cos1 1l  – η2cos2 2l  = Qx, 

(4) 

θ y  – η1l1cos1 1  – η2l2cos2 2  + η1l1sin1
2
1 +η2l2sin2

2
2 – 

– 2η1cos1 11l  – 2η2cos2 22
l  – η1sin1 1l  – η2sin2 2l  = Qy, 

(5) 

η1l1sin1 x  – η1l1cos1 y  + ζ1l1
2

1  + 2ζ1l1 11l  = Qφ1, (6) 

η2l2sin2 x  – η2l2cos2 y  + ζ2l2
2

2  + 2ζ2l2 22
l  = Qφ2, (7) 

– η1cos1 x  – η1sin1 y  – ζ1l1 2
1  + ζ1 1l  = F1, (8) 

– η2cos2 x  – η2sin2 y  – ζ2l2 2
2  + ζ2 2l  = F2, (9) 
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Здесь Qx, Qy, Qφ1, Qφ2, F1, F2 – обобщенные силы, обусловленные силами сухого 
трения, управляющим моментом в шарнире, управляющими продольными силами 
обеспечивающими изменение длины звена. 

Однако, если в случае с вертикальной плоской моделью, описывающей движения 
экзоскелета, сила трения играла роль связи с опорной поверхностью в зоне контакта 
стопы и обеспечивала отсутствие проскальзывания, моделировалась точечным контак-
том. В горизонтальной плоской модели, описывающей движения змееподобных 
устройств, сила трения фактически является основной, обеспечивающей целенаправ-
ленное движение механизма и требует учета. Подобные модели змееподобных роботов 
рассмотрены в работах Ф.Л. Черноусько [7-11]. 

Обозначим проекции на координатные оси силы трения, действующей на точку 
Ciβ механизма Fiβ

x и Fiβ
y соответственно (i = 1, 2, …, n; β = 0, 1, …, α – 1, где n – количе-

ство звеньев механизма, α – количество масс на звене). Для рассматриваемого меха-
низма n = 2, α = 3. Тогда выражения для обобщенных сил примут вид 
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(10) 

При движении силы трения определяются в соответствии с законом Кулона. 
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;    i = 1, 2;    β = 0, 1, 2. (11) 

Здесь kiβ – коэффициент трения в точке Ciβ. 
В неподвижных точках контакта сила трения не превосходит по величине произ-

ведения нормальной реакции на коэффициент трения Fтр.пок < kN и может быть направ-
лена произвольным образом. Трудность заключается в том, что при наличии более чем 
трех точек контакта система является статически неопределимой и нормальные реак-
ции не определяются однозначно. 

Таким образом, составлены дифференциальные уравнения движения двузвенника 
движущегося по горизонтальной плоскости со стержнями переменной длины. 

Рассмотрим модель с n подвижными звеньями переменной длины с сосредото-
ченными массами i (i = 1, 2, …, n) на каждом звене (рис. 2). 

Такая модель с большим количеством звеньев может приближенно моделировать 
фактически непрерывный, а не дискретный перенос вещества по шероховатой плоско-
сти, что имеет место в живой природе при перемещении змей, гусениц и т.п. 

Уравнения движения плоского механизма состоящего из n звеньев переменной 
длины с сосредоточенными массами на стержнях являются системой нелинейных диф-
ференциальных уравнений, которые в матричной форме можно представить в виде: 

A(q,l) q  + B(q,l) 2q  + 2D(q,l)( ql  ) + E(q,l) l  = M(q,l), (12) 

G(q,l) q  + H(q,l) 2q  + 2L(q,l)( ql  ) + P(q,l) l  = F(q,l), (13) 
где: q – угловые обобщенные координаты q = (x, y, 1, …, n)Т; l – обобщенные коорди-
наты, описывающие изменения длины звеньев l = (x, y, l1, …, ln)T; A(q,l), B(q,l), G(q,l), 
H(q,l) – матрицы, учитывающие инерционные свойства; D(q,l), E(q,l), L(q,l), P(q,l) – 
матрицы, учитывающие переменную длину звеньев; M(q,l), F(q,l) – матрицы-столбцы 
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обобщенных сил; q  – матрица-столбец обобщенных ускорений; q  – матрица-столбец 
обобщенных скоростей; ( ql  ) – матрица-столбец, составленная из произведений ql   при 
равных индексах. 

Матричная форма записи уравнений движения (12)-(13) полученная выше являет-
ся универсальной и сохранилась в приложении не к антропоморфным, а к змееподоб-
ным устройствам. Обобщения матриц также сохраняются, поэтому здесь не приводят-
ся. Различия заключаются в том, что нет матриц C(q) и K(q), определяемых моментами 
силы тяжести. Таким образом, методы получения дифференциальных уравнений дви-
жения являются универсальными и описывают широкий класс стержневых механиче-
ских систем. Разработанные методы могут быть применены не только к описанию дви-
жения экзоскелета, антропоморфного робота или эндоскелета с любым количеством 
звеньев переменной длины, движущимся в вертикальной плоскости, но и к змееподоб-
ным роботам, движущимся в горизонтальной плоскости. Структура матриц при этом 
останется такой же, только изменится их размерность, количество масс, длин звеньев и 
т.п. в каждом элементе матрицы, зависящими от конкретной конструкции механизма. 

 

 
Рис. 1. Движение меха-
низма под действием 

внутренних усилий и сил 
трения на плоскости 

 
Рис. 2. Движение плоского механизма со-
ставленного из n подвижных звеньев пе-
ременной длины с произвольным количе-

ством сосредоточенных масс на каждом 
звене 

 
Рис. 3. Движение меха-
низма с тремя сосре-

доточенными массами 
под действием внут-
ренних усилий и сил 

трения на плоскости 

 
Приведем сравнительную таблицу времени составления дифференциальных 

уравнений движения для плоского змееподобного робота (табл. 1). 
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Таблица 1 – Сравнение времени составления дифференциальных уравнений движения 
для модели экзоскелета различными методами с помощью системы компьютерной ма-
тематики «Mathematica» 

Метод Время, с. 
2 звена 3 звена 

Уравнения Лагранжа второго рода 5,12 23,57 
Матричный метод 0,53 0,78 
Рекуррентный метод 0,58 0,84 

 
Анализируя таблицу, видим, что для составления дифференциальных уравнений 

движения стержневых механических систем, как и прежде, наиболее эффективными и 
рациональными являются специально разработанные в диссертации рекуррентный и 
матричный методы. Различия в скорости составления уравнений нарастают с увеличе-
нием количества звеньев, эффективность предложенных методов является очевидной. 

 
Моделирование управляемого движения механизма на плоскости 
Рассмотрим движение механизма с двумя звеньями переменной длины на плоско-

сти. Модель имеет три сосредоточенные массы в точках А, В, С (рис. 3). 
Обозначим сосредоточенные массы следующим образом. В точке А расположена 

масса m1, в шарнире В – m0, в точке С – m2. 
Система является статически определенной и нормальные реакции имеют вид: 

NA = m1g, NB = m0g, NC = m2g. (14) 
Дифференциальные уравнения движения получаются из уравнений движения рас-

смотренной выше модели, если положить n10 = 1, n12 = 0, n20 = 0, n22 = 1, m11 = 0, m21 = 0, 
то есть C10 совместить с точкой A, C12 и С20 с точкой B, С22 с точкой С, а сосредоточен-
ные массы, расположенные на стержнях между шарнирами считать равными нулю. Та-
ким образом, для данной модели дифференциальные уравнения движения имеют вид: 

θ x  + m1l1sin1 1  – m2l2sin2 2  + m1l1cos1
2
1  – m2l2cos2

2
2  + 

+ 2m1sin1 11l  – 2m2sin2 22
l  – m1cos1 1l  + m2cos2 2l  = Qx, 

(15) 

θ y  – m1l1cos1 1  + m2l2cos2 2  + m1l1sin1
2
1  – m2l2sin2

2
2  – 

– 2m1cos1 11l  + 2m2cos2 22
l  – m1sin1 1l  + m2sin2 2l  = Qy, 

(16) 

m1l1sin1 x  – m1l1cos1 y  + m1l1
2

1  + 2m1l1 11l  = Qφ1, (17) 

– m2l2sin2 x  + m2l2cos2 y  + m2l2
2

2  + 2m2l2 22
l  = Qφ2, (18) 

– m1cos1 x  – m1sin1 y  – m1l1 2
1  + m1 1l  = F1, (19) 

m2cos2 x  + m2sin2 y  – m2l2
2
2  + m2 2l  = F2,         θ = 
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0i
im . (20) 

Здесь Qx, Qy, Qφ1, Qφ2, F1, F2 – обобщенные силы, обусловленные силами сухого 
трения, управляющим моментом в шарнире, управляющими продольными силами 
обеспечивающими изменение длины звена. 

Обозначим проекции на координатные оси силы трения, действующей на точки А, 
В, C механизма FА

x, FВ
x, FС

x и FА
y, FВ

y, FС
y, соответственно. Тогда выражения для обоб-

щенных сил примут вид 
Qx = FА

x + FВ
x + FС

x,      Qy = FА
y + FВ

y + FС
y, 

Qφ1 = M + FА
xl1sin( + 1) – FА

yl1cos( + 1), Qφ2 = – M – FС
xl2sin2 + FС

yl2cos2. 
(21) 

При движении силы трения определяются в соответствии с законом Кулона. 
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Здесь k0, k1, k2, – коэффициенты трения в точках В, А, C соответственно. 
В неподвижных точках контакта сила трения не превосходит по величине произ-

ведения нормальной реакции на коэффициент трения Fтр.пок < kN и может быть направ-
лена произвольным образом. В модели имеется три точки контакта. Поэтому система 
является статически определимой и нормальные реакции определяются однозначно. 

Рассмотрим модель с абсолютно твердыми невесомыми звеньями и сосредото-
ченными точечными массами на концах звеньев (рис. 3), аналогичную работе [8], раз-
ница заключается только в способе отсчета угла φ1. 

Обозначим сосредоточенные массы следующим образом. В точке А расположена 
масса m1 = 1 кг, в шарнире В – m0 = 4 кг, в точке С – m2 = 3 кг. Длины звеньев: AB = l1 = 
0,385 м, BC = l2 = 1,365 м. Такие значения выбраны в соответствии с критериями, при-
водимыми в упоминавшийся выше работе. 

Для данной модели дифференциальные уравнения движения имеют вид: 
θ x  + m1l1sin1 1  – m2l2sin2 2  + m1l1cos1

2
1  – m2l2cos2

2
2  = Qx, (23) 

θ y  – m1l1cos1 1  + m2l2cos2 2  + m1l1sin1
2
1  – m2l2sin2

2
2  = Qy, (24) 

m1l1sin1 x  – m1l1cos1 y  + m1l1
2

1  = Qφ1, (25) 

– m2l2sin2 x  + m2l2cos2 y  + m2l2
2

2  = Qφ2,    θ = 


2

0i
im . (26) 

Здесь Qx, Qy, Qφ1, Qφ2, F1, F2 – обобщенные силы, обусловленные силами сухого 
трения, управляющим моментом в шарнире, управляющими продольными силами 
обеспечивающими изменение длины звена. 

Обозначим проекции на координатные оси силы трения, действующей на точки А, 
В, C механизма FА

x, FВ
x, FС

x и FА
y, FВ

y, FС
y, соответственно. Тогда выражения для обоб-

щенных сил примут вид 
Qx = FА

x + FВ
x + FС

x,      Qy = FА
y + FВ

y + FС
y, 

Qφ1 = FА
xl1sin( + 1) – FА

yl1cos( + 1) – FС
xl2sin2 + FС

yl2cos2, 
Qφ2 = M – FС

xl2sin2 + FС
yl2cos2. 

(27) 

При движении силы трения определяются в соответствии с законом Кулона. 
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(28) 

Здесь k0, k1, k2,– коэффициенты трения в точках В, А, C соответственно. Их счита-
ем одинаковыми и равными 0,4. 

В неподвижных точках контакта сила трения не превосходит по величине произ-
ведения нормальной реакции на коэффициент трения Fтр.пок < kN и может быть направ-
лена произвольным образом. В этой модели имеется три точки контакта. Поэтому си-
стема является статически определимой и нормальные реакции определяются одно-
значно. 

Задача заключается в моделировании управляемого движения данного механизма, 
считая заданными все массы, коэффициенты трения, управляющие воздействия: управ-
ляющие моменты и продольные силы. Для этого необходимо провести численное ре-
шение задачи Коши для полученной системы дифференциальных уравнений движения. 

Начальные условия: x0 = 0,5 м, y0 = 0,4 м, φ10 = 0 рад, φ20 = 0 рад, 0x  = 0,01 м/c, 0y  
= 0,01 м/c, 

01  = 0 рад/c, 
02  = 0 рад/c (рис. 4). Время интегрирования tk = 0,5 с. 
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Рис. 4. Начальное положение механизма (черной точкой отмечено начало координат) 

 
Проведем численное решение полученной системы дифференциальных уравне-

ний движения с заданными значениями параметров и управляющими моментами. 
Момент задается в виде кусочной функции: при t < tk/2, M = -3,5 Нм; при t ≥ tk/2, 

M = 3,0 Нм. Получаем следующие результаты (рис. 5). 

 

 

 

 
Рис. 5. Результаты численного решения системы дифференциальных уравнений движения 

плоского механизма 
 

Кадры анимации движения представлены на рис. 6. 

   
Рис. 6. Кадры анимационной визуализиции численного решения системы дифференциальных 

уравнений движения плоского механизма 
 

Таким образом, проведены численные расчеты движения змееподобного робота и 
по полученному результату решения синтезирована анимация движения. В данном рас-
чете использовано самое простое управление с помощью постоянных управляющих 
моментов. Показана адекватность полученного движения реальности. Синтез алгорит-
мов движения, обеспечивающих более сложные траектории при перемещениях плоско-
го механизма не является целью данного исследования и, кроме того, подробно описа-
но в работах Черноусько Ф.Л. и соавторов [7-11]. Здесь показана применимость разра-
ботанных в диссертации методов к модели плоского механизма. 

Однако, в отличие от антропоморфных систем, ведущую роль здесь имеют силы 
трения, подробно исследованные в работах [12-15]. Алгоритмы управления движением 
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здесь иные и подробное исследование динамики плоского змееподобного робота явля-
ется темой отдельного исследования. 

 
Модель с телескопическими звеньями 

Рассмотрим следующий способ передвижения. Пусть звено робота имеет теле-
скопическую конструкцию (рис. 7). 

Соответственно, поступательное движение звена реализуется за счет изменения 
длины звена и анизотропного покрытия нижней части робота, непосредственно контак-
тирующей с поверхностью. Перемещение происходит в два этапа. На первом этапе пе-
ремещается вперед начальная часть звена, за счет сил сопротивления ниже в данном 
направлении. На втором этапе первая часть звена, сместившаяся вперед, подтягивает 
остальную конструкцию. Схематически подобная модель анизотропного трения может 
быть реализована следующим образом (рис. 8). Если будет возможность регулировать 
направление анизотропного сцепления с поверхностью, робот сможет не разворачива-
ясь двигаться в обратном направлении. 

 
Рис. 7. Модель ползающего робота с двумя звеньями телеско-

пической конструкции 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 8. Схематическая модель 
зоны контакта, обеспечива-
ющая анизотропное трение 

 
Повороты робота реализуются за счет момента в шарнире. Повтором и комбина-

цией таких поступательных и вращательных движений робот может реализовывать це-
ленаправленное движение и перемещаться по плоскости в любую заданную точку. 

Рассматриваемая механическая системы имеет шесть степеней свободы. За обоб-
щенные координаты, однозначно характеризующих положение механизма, примем ко-
ординаты прикрепления звеньев – шарнира B: x(t), y(t), два угла, которые, как и ранее, 
образуют звенья с горизонталью, отсчитываемые против часовой стрелки 1(t), 2(t) и 
две переменных длины звеньев ξ1(t), ξ2(t). В дальнейших записях аргумент t для кратко-
сти будем опускать. 

Система имеет два весомых звена переменной длины телескопической конструк-
ции АВ и ВС. Каждое такое звено состоит из двух весомых абсолютно жестких частей: 
АD1 = l12, ВA1 = l11 и ВВ1 = l21, D2C = l22. На рис. 7 схематично изображена конструкция 
и введены соответствующие обозначения. Длины звеньев AB = l1, CD = l2. Пружинные 
элементы на участках D1B = ξ1 и ВD2 = ξ2 моделирует восстанавливающую силу. Сама 
пружина считается невесомой. Также пренебрегаем силой трения штока A1В о корпус 
АD1и штока ВВ1 о корпус D2C. 

Для звена АВ масса штока A1В равна m11 момент инерции относительно оси, про-
ходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения I11, у корпуса AD1 
масса равна m12, момент инерции относительно оси проходящей через его конец пер-
пендикулярно плоскости движения I12. 

Для звена ВС масса штока BB1 равна m21 момент инерции относительно оси, про-
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ходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения I21, у корпуса D2C 
масса равна m22, момент инерции относительно оси проходящей через его конец пер-
пендикулярно плоскости движения I22. 

Тогда кинетическая энергия механизма будет складываться из энергий отдельных 
звеньев. 

Т = TA1B + ТAD1 + TBB1 + TD2C. 
TA1B = [m11( 2x  + 2y  + l11n11 1 ( x sinφ1 – y cosφ1)) + I11n11

2 2
1 ]/2 

ТAD1 = [m12( 2x  + 2y  + 2
1
  + ξ1(l12 + ξ1) 2

1  + x ( 1 (l12 + 2ξ1)sinφ1 – 2 1
 cosφ1) – 

– y ( 1 (l12 + 2ξ1)cosφ1 + 2 1
 sinφ1) + I12

2
1 ]/2 

TBB1 = [m21( 2x  + 2y  – l21n21 2 ( x sinφ2 – y cosφ2)) + I21n21
2 2

2 ]/2 
ТD2C = [m22( 2x  + 2y  + 2

2
  + ξ2(l22 + ξ2) 2

2  – x ( 2 (l22 + 2ξ2)sinφ2 – 2 2
 cosφ2) + 

+ y ( 2 (l22 + 2ξ2)cosφ2 + 2 2
 sinφ2) + I22

2
2 ]/2 

(29) 

Дифференциальные уравнения движения, составленные с помощью уравнений 
Лагранжа второго рода, имеют вид. 
θ x  + η1sin1 1  – η2sin2 2  + η1cos1

2
1  – η2cos2

2
2  + 2m12sin1 11   – 2m22sin2

22   – m12cos1 1
  + m22cos2 2

  = Qx, 
(30) 

θ y  – η1cos1 1  + η2cos2 2  + η1sin1
2
1  – η2sin2

2
2  – 

– 2m12cos1 11   + 2m22cos2 22   – m12sin1 1
  + m22sin2 2

  = Qy, 
(31) 

η1sin1 x  – η1cos1 y  + (I11n11
2 + I12 + m12ξ1(ξ1 + l12)) 1  + 2m12(ξ1 + l12/2) 11   = Qφ1, (32) 

–η2sin2 x +η2cos2 y  + (I21n21
2 + I22 + m22ξ2(ξ2 + l22)) 2 + 2m22(ξ2 + l22/2) 22  = Qφ2, (33) 

– m12cos1 x  – m12sin1 y  – m12(ξ1 + l12/2) 2
1  + m12 1

  = F1, (34) 
– m22cos2 x  – m22sin2 y  – m22(ξ2 + l22/2) 2

2  – m22 2
  = F2, (35) 

θ = 
 

2

1

2

1i j
ijm , ηi = mi1li1ni1/2 + mi2(ξi + li2/2), i = 1,2.  

Здесь Qx, Qy, Qφ1, Qφ2, F1, F2 – обобщенные силы, обусловленные силами сухого 
трения, управляющим моментом в шарнире, управляющими продольными силами 
обеспечивающими изменение длины звена. 

Однако, если в случае с вертикальной плоской моделью, описывающей движения 
экзоскелета, сила трения играла роль связи с опорной поверхностью в зоне контакта 
стопы и обеспечивала отсутствие проскальзывания, моделировалась точечным контак-
том. В горизонтальной плоской модели, описывающей движения змееподобных 
устройств, сила трения фактически является основной, обеспечивающей целенаправ-
ленное движение механизма и требует специального учета. Подобные модели змеепо-
добных роботов рассмотрены в работах [7-11]. 

Обозначим проекции на координатные оси силы трения, действующей на точку 
Ciβ механизма Fiβ

x и Fiβ
y соответственно (i = 1, 2, …, n; β = 0, 1, …, α – 1, где n – количе-

ство звеньев механизма, α – количество масс на звене). Для рассматриваемого меха-
низма n = 2, α = 3. Тогда выражения для обобщенных сил примут вид 

Qx = 
 



2

1

2

0i

x
iF , Qy = 

 



2

1

2

0i

y
iF , 

Qφ1 = M + 




2

0
1

xF l1(1 – n1β)sin( + 1) – 




2

0
1

yF l1(1 – n1β)cos( + 1), 

Qφ2 = – M – 




2

0
2
xF l2n2βsin2 + 





2

0
2
yF l2n2βcos2. 

(36) 

При движении силы трения определяются в соответствии с законом Кулона. 
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Fiβ
x = – 

22
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xmgk




,    Fiβ

y = – 
22
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ymgk




;    i = 1, 2;    β = 0, 1, 2. (37) 

Здесь kiβ – коэффициент трения в точке Ciβ. 
В неподвижных точках контакта сила трения не превосходит по величине произ-

ведения нормальной реакции на коэффициент трения Fтр.пок < kN и может быть направ-
лена произвольным образом. Трудность заключается в том, что при наличии более чем 
трех точек контакта система является статически неопределимой и нормальные реак-
ции не определяются однозначно. 

Заключение. Таким образом, составлены дифференциальные уравнения движе-
ния плоского двузвенника движущегося по горизонтальной плоскости со стержнями 
переменной длины. Разработанный метод анализа стержневых механических систем 
является универсальным и может использоваться для анализа различных стержневых 
механизмов: манипуляторов, экзоскелетов, антропоморфных роботов, змееподобных 
роботов и т.д. Класс подобных систем очень широк. Практическое применение разра-
ботанных моделей – это перемещения по труднодоступным участкам, что является ак-
туальным и востребованным. 
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