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В своих работах по решению граничных задач теории упругости авторы разраба-

тывали так называемый операторный метод разложения функций в ортогональные и не 
ортогональные ряды.  Для этих целей использовался функциональный оператор от xd
вида: 
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где ( )l xT sh ld , 2 2
n x nV d  , n xn l  ; xd d dx - оператор производной по перемен-

ной x ; l - длина интервала разложения функции в ряд;  n - натуральное число; звездоч-
кой обозначено операторное воздействие на функцию ( )f x . Свойства этих операторов 
и алгоритм разложения функций в ряды описаны в [1]. В результате опыта работы с 
кратными операторами такого вида авторы приходят к следующим утверждениям. 

Теорема 1. Частное решение дифференциального уравнения произвольного по-
рядка 2 2( 1) ( ) sink

x n nd f x x    имеет вид: ( ) sink
k nf x A x x   если k - четное и

( ) cosk
k nf x A x x   , если k - нечетное натуральное число. 

Предварительно докажем лемму. 
Лемма. Если 1 1m k   , то 2 2( 1) [ cos ] 0k m

x n nd x x    . 
Рассмотрим предельный случай 1m k  . Непосредственно устанавливаем: 
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 Что и требовалось доказать.  Как легко заметить, смысл доказательства основан 

на том обстоятельстве, что после однократного применения оператора, стоящего в 
круглых скобках, степень полинома понижается на единицу.  

Доказательство основной теоремы проведем по индукции, считая k нечетным. 
Если 1k  , то получим 2 2( 1) ( ) sinx n nd f x x    , так как 
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то получим: 1(2 )sin sinn n nA x x    . Откуда определяем 1 2nA   . 
Предположим теперь, что данное высказывание верно для произвольного нату-

рального нечетного числа :k 2 2( 1) [ cos ] sink k
x n k n nd A x x x     .  Покажем, что тогда 

оно верно для 2k  , т.е. 2 2 2 2( 1) [ cos ] sin .k k
x n k n nd A x x x       
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 , что и требовалось доказать. Здесь было учтено, что на осно-

вании леммы первое слагаемое в квадратных скобках обращалось в ноль после воздей-
ствия на него оператора, степень которого больше чем степень x .  

На основании теоремы 1 можно сформулировать и теорему 2. 
Теорема 2. Общее решение дифференциального уравнения  
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       если k - нечетное натуральное 

число.  
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 , если k - нечетное и 
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 , если k - четное.   

Доказательство этой теоремы основано на решении однородного уравнения
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. Так как характеристическое уравнение имеет чисто комплексные 

корни ni   кратности k , то в соответствии с [2], его решение имеет вид 
1

0
( ) ( sin cos )

m k
m

m n m n
m

f x x C x D x
 



    , что и доказывает первую часть нашего утвер-

ждения. Доказательство второй части теоремы, т.е. нахождение частного решения пол-
ностью основано на теореме 1. Попутно заметим, что именно в этом и заключается 
роль  первой теоремы, так как нахождение частного решения, например методом вари-
ации произвольной постоянной [2], носит весьма проблематичный характер.  
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